
�eské vysoké u£ení technické v Praze

Fakulta elektrotechnická

Katedra °ídící techniky

Bakalá°ská práce

Moºnosti vyuºití PAS p°i výpo£tech s n�D polynomy

Praha, 2007 Ji°í Mikolá²ek



2



Prohlá²ení

Prohla²uji, ºe jsem svou bakalá°skou práci vypracoval samostatn¥ a pouºil jsem pouze pod-
klady (literaturu, projekty, SW atd.) uvedené v p°iloºeném seznamu.

Nemám závaºný d·vod proti uºití tohoto ²kolního díla ve smyslu � 60 Zákona £.121/2000
Sb., o právu autorském, o právech souvisejících s právem autorským a o zm¥n¥ n¥kterých zákon·
(autorský zákon).

V Praze dne: 23. srpna 2007



Pod¥kování

D¥kuji p°edev²ím vedoucímu bakalá°ské práce Petru Augustovi



Anotace: Práce se zabývá po£íta£ovou algebrou a vyuºitím po£íta£ových algebraických sys-
tém· p°i výpo£tech nejv¥t²ího spole£ného d¥litele.

Poskytuje p°ehled voln¥ dostupných po£íta£ových algebraických systém·, nároky na ope-
ra£ní systém v n¥mº je lze provozovat, p°ípadn¥ hardware, p°ehled webových stránek systém· a
moºnosti vyuºití po£íta£ových algebraických systém· p°i výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele
polynom· s více prom¥nnými.

Dále se zam¥°uje na pouºití algoritm· pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele v teorii
°ízení, hlavn¥ v oblasti algebraických (polynomiálních) metod °ízení p°i °e²ení diofantické rovnice.

Nejv¥t²í prostor byl vyhrazen pro testování algoritm· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele ve vy-
braných po£íta£ových algebraických systémech z hlediska rychlosti p°i výpo£tu nejv¥t²ího spo-
le£ného d¥litele polynom· stupn¥ 1 aº 5000 s po£tem prom¥nných 1 aº 5 s ohledem na £asovou
náro£nost a porovnání systém· na základ¥ test· a gra�cké znázorn¥ní £asových výsledk·.

Annotation: This thesis deals with computer algebra and using them to compute greatest
common divisor.

It o�ers an overview of free available computer algebra systems, requirements to operating
system, eventually hardware, an overview of web sites these systems and possibilities for using
them to compute greatest common divisor of multivariable polynomials.

It is focusing on using algorithms to compute greatest common divisor in control theory
mainly in way algebraic (polynomial) methods of control solution to diophantine equations.

Main contens is testing algorithms using to compute greatest common divisor, testing some
computer algebra systems in term of rate during compute greatest common divisor of polyno-
mials degree 1 up to 5000 and 1 up to 5 variables and comparison systems on the basis of tests
and graphical illustration.



Obsah

1 Po£íta£ová algebra a po£íta£ový algebraický systém 2
1.1 Po£íta£ová algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Symbolické operace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2.1 Historie stru£n¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Po£íta£ové algebraické systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3.1 Vývoj po£íta£ových algebraických systém· . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Algoritmy pro symbolické výpo£ty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4.1 Algebraické struktury . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4.2 Aritmetika v základních algebraických oborech . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4.3 Okruhy, t¥lesa a polynomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4.4 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4.4.1 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel celých £ísel . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4.4.2 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel polynom· s racionálními koe�cienty . . 8
1.4.4.3 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel polynom· s celo£íselnými koe�cienty . . 9
1.4.4.4 Dal²í pouºívané algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4.4.5 Ukázky moºností naprogramování procedur pro výpo£et gcd

celých £ísel a jednoduchých polynom· v systému Maple . . . . . 11

2 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel a teorie °ízení 13
2.1 Lineární diofantická rovnice a její °e²ení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 �e²ení diofantické rovnice metodou neur£itých koe�cient· . . . . . . . . . 14
2.2 �e²ení obecné n-D rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3 Dal²í moºnosti vyuºití GCD v teorii °ízení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 P°ehled po£íta£ových algebraických systém· 15

4 Testování algoritm· GCD ve vybraných PAS 23
4.1 Metodika testování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.1.1 Hardwarové a softwarové vybavení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.1.2 Testovací polynomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.1.3 Pr·b¥h test· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.2 Maple 9.52 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2.1 Generování testovacích polynom· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.2.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.3 Maxima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.3.1 Historie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.3.2 Generování testovacích polynom· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

I



II OBSAH

4.3.3 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . 30
4.3.4 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.4 SINGULAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.4.1 Generování testovacích polynom· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.4.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . 33
4.4.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.5 Giac/Xcas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.5.1 Generování testovacích polynom· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.5.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . 35
4.5.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.6 CoCoA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.6.1 Generování testovacích polynom· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.6.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . 38
4.6.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5 Záv¥r a porovnání jednotlivých systém· 40



Úvod

Výkon sou£asných po£íta£· je na takové úrovni, ºe matematické výpo£ty lze provád¥t na tém¥°
kaºdém po£íta£i a tém¥° ve v²ech po£íta£ových algebraických systémech v p°ijatelném £asovém
rozmezí. Pokud je pot°eba provád¥t výpo£ty bez zaokrouhlování a pouºívat symbolické ope-
race nad rozsáhlými strukturami je to práce práv¥ pro systémy po£íta£ové algebry. V¥t²inu
z operací, které jsou obsaºeny v systémech po£íta£ové algebry, m·ºeme provád¥t i ru£n¥, av²ak
s mnohem v¥t²ím úsilím a stráveným £asem. Jedním z pouºívaných algoritm· je i algorit-
mus pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Algoritmus pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného
d¥litele je ve v¥t²in¥ systém· pouºíván p°ímo skryt¥ p°i operacích s polynomy a racionálními
funkcemi�racionální funkce se reprezentují jako podíl polynom· ve zkrácené form¥. Zam¥°íme se
hlavn¥ na pouºití nejv¥t²ího spole£ného d¥litele v teorii °ízení a °e²ení tzv. diofantické rovnice.
Nejv¥t²í spole£ný d¥litel je základním výpo£etním mechanismem pro °adu dal²ích algoritm·, a
to nejen v teorii °ízení, ale i v °ad¥ dal²ích.

Tato práce by m¥la £tená°i poskytnout p°ehled po£íta£ových algebraických systém· b¥ºnému
uºivateli dostupných a dále porovnání n¥kterých t¥chto systém· z hlediska rychlosti výpo£t·
algoritm· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. V oblasti po£íta£ové algebry dochází k vývoji stejn¥
jako v jiných oborech, proto nelze tento p°ehled brát jako nem¥nný a vºdy je vhodné pouºít
n¥který informa£ní zdroj a ov¥°it, zda daný systém je²t¥ existuje, není k dispozici nová verze
nebo se neobjevil n¥jaký lep²í. Tento p°ehled lze nalézt nap°íklad v [9] nebo p°ímo na webových
stránkách systém·.

V první £ásti práce je nastín¥na teorie po£íta£ové algebry a po£íta£ových algebraických
systém· a de�nice n¥kterých pouºitých termín·, které budou pot°ebné pro dal²í £ásti. N¥které
termíny jsou uvedeny pouze jako p°ehled bez vysv¥tlení dal²ích souvislostí, nebo´ není moºné
obsáhnout celou teorii a ani to nebylo p°edm¥tem této práce. Více informací lze nalézt v odborné
literatu°e. Dále je uvedena kapitola pojednávající o vyuºití algoritmu nejv¥t²ího spole£ného
d¥litele v teorii °ízení a °e²ení diofantické rovnice.

Dal²í £ást je v¥nována p°ehledu po£íta£ových algebraických systém·, které vyuºívají al-
goritm· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Jsou zde uvedeny hlavn¥ informace ohledn¥ vývoje a
moºností daného systému, protoºe to, jak se systém ovládá a dal²í technické informace je
moºné nalézt v nápov¥d¥ k jednotlivým systém·m nebo na jejich webových stránkách, kde
lze ve v¥t²in¥ p°ípad· nalézt mnoºství p°íklad· jak se systémem zacházet.

Poslední £ást se zam¥°uje na testování vybraných po£íta£ových algebraických systém· a
jejich porovnání z hlediska rychlosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Výsledky test·
jsou pouºitelné pokud se £tená° bude zabývat práv¥ výpo£tem nejv¥t²ího spole£ného d¥litele a
bude hledat nejrychlej²í systém po£íta£ové algebry.

1



Kapitola 1

Po£íta£ová algebra a po£íta£ový
algebraický systém

Tato kapitola podává p°ehled moºností a de�nici po£íta£ové algebry a po£íta£ových algebra-
ických systém·. Vlastnosti jsou vypsány pouze v bodech, nebo´ je dostupno mnoºství literatury
na toto téma a p°edm¥tem této práce nebylo °e²it teoretické problémy. Zájemce o tuto prob-
lematiku m·ºe dal²í nalézt nap°. v [2, 13, 11].

1.1 Po£íta£ová algebra

Po£íta£ová algebra (n¥kdy téº nazývaná algebraické výpo£ty nebo symbolické manipulace) je
obor v¥deckého po£ítání, který vyvíjí, analyzuje, implementuje a pouºívá algebraické algoritmy.

£íselné symbolické
2
6→ 0.33333 2

6 → 1
3

2 + 3 = 5 x + 2x = 3x
cos (3.14159) → −0.999999 cos (Π) → −1

sin (2x) = 2 sin x cos x
dx2

dx → 2x∫ 1
2

0
x

x2−1 → 0.1438
∫

x
x2−1 → ln|x2−1|

2

a2 − b2 → (a + b) (a − b)
numerické algebraické
vyhodnocení zjednodu²ení

Tabulka 1.1: Srovnání £íselných a symbolických výpo£t·.

Symbolické výpo£ty

• výpo£ty s £ísly s absolutní p°esností, bez zaokrouhlování,

• výpo£ty se symboly, neznámými (x,y),

• výpo£ty s funkcemi (sin, cos, f),

2



1.2. SYMBOLICKÉ OPERACE 3

• manipulace se vzorci,

• symbolické operace (derivování, integrování, faktorizace, ...).

Pouºití algebraických výpo£t·

• na rozdíl od £lov¥ka po£íta£ chyby ned¥lá (je-li vstupní informace zadána správn¥ dostaneme
správný výsledek),

• ve v¥deckých problémech je £asto pot°eba zpracovávat velice rozsáhlé algebraické výrazy
(statisíce a více £len·) nebo provád¥t dlouhé analytické operace,

• n¥které algoritmy £lov¥k ru£n¥ s tuºkou na papí°e není schopen provád¥t (nap°. faktori-
zace1, eliminace kvanti�kátor·2).

1.2 Symbolické operace

Symbolické operace slouºí pro °e²ení problém· v oblasti po£íta£ové algebry. Tyto operace
zahrnují nap°íklad:

• zjednodu²ování, automatické zjednodu²ování s odhadem a zjednodu²ování s omezením,

• substituce symbol·, funk£ních nebo numerických hodnot,

• p°epsání trigonometrických funkcí do exponenciální podoby,

• parciální a totální derivace,

• parciální a celková faktorizace,

• °e²ení lineárních a n¥kterých nelineárních rovnic v n¥kolika dimenzích,

• °e²ení diferenciál· a diferenciálních rovnic,

• °e²ení limit,

• ur£ité a neur£ité integrály, výcerozm¥rové integrály,

• integrální transformace,

• libovoln¥ p°esné numerické operace,

• °ady operací za sebou (rozvoje a sou£ty),

• maticové operace (sou£in, inverzní matice, ...),

• zobrazení matematických výraz· ve 2�D form¥, £asto se pouºívá sázecí systémy jako je
TEX (nebo také Prettyprint).

Dal²ími vlastnostnostmi mohou být:
1Jako faktorizace se v matematice a jejích aplikacích ozna£uje problém rozloºení £ísla na sou£in men²ích £ísel,

v nej£ast¥j²í podob¥ pak rozklad celého £ísla na sou£in prvo£ísel.
2Kvanti�kovaný vzorec v prenex tvaru v oboru reálných £ísel má tvar G = (Qf+1xf+1)...(Qrxr)F (x1, ..., xr).

Eliminace kvanti�kátor· je proces, který z kvanti�kovaného vzorce G najde nekvanti�kovaný vzorec H ve volných
prom¥nných x1, ..., xf ekvivalentní vzorci G.
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• po£ítání s velkou p°esností (od 21/3 do 10000 desetiných míst),

• p°ídavné knihovny pro pouºití v aplikované matematice (fyzikální p°ídavné knihovny
pro fyzikální výpo£ty),

• sestrojování graf· a parametrické kreslení funkcí ve dvou a t°ech dimenzích a jejich ani-
mace,

• rozhraní (API � Aplication Interface) pro p°ipojování k externím program·m (databáze),
nebo pouºívání r·zných programovacích jazyk·,

• kreslení graf·, schémat a digram·,

• manipulace s textovými °et¥zci (porovnávání a vyhledávání),

• statistické výpo£ty,

• d·kazy a ov¥°ení,

• zpracování signál· jako obrázk·,

• syntéza zvuku,

• mnoho PAS také obsahuje programovací jazyk vy²²í úrovn¥, který dovoluje uºivatel·m
implementovat vlastní algoritmy, programovací jazyk m·ºe být podobný jako tradi£ní
programovací jazyky,

• p°i studování algoritm· uºívaných pro po£íta£ové algebraické systémy mluvíme o po£í-
ta£ové algeb°e, symbolických výpo£tech, algebraických výpo£tech nebo, mén¥ v²eobecn¥,
symbolických manipulacích, symbolickém zpracování, symbolické matematice nebo sym-
bolické algeb°e,

• doba b¥hu numerických program· implementovaných v typických PAS je obvykle del²í
neº v rovnocenných programech implementovaných v systémech jako je MATLAB, GNU
Octave nebo p°ímo v C, nebo´ jsou naprogramovány pro symbolické operace a tudíº
nemohou pro v¥t²inu funkcí pouºívat strojové numerické operace p°ímo.

1.2.1 Historie stru£n¥

• p·vodn¥ vznikl obor hlavn¥ pro pot°eby fyziky,

• 1955�první programy pro derivování vzorc·,

• 1965�první obecn¥ pouºitelné systémy program· pro práci s algebraickými výrazy,

• 1975�nový v¥decký obor s vlastními konferencemi a £asopisy,

• 1990�obecné roz²í°ení integrovaných matematických systém· do tém¥° v²ech v¥dních
obor·.



1.3. PO�ÍTA�OVÉ ALGEBRAICKÉ SYSTÉMY 5

1.3 Po£íta£ové algebraické systémy

Po£íta£ový algebraický systém (PAS) je software, který umoº¬uje symbolické matematické
výpo£ty. Funkce PAS spo£ívá v manipulaci s matematickými výrazy v symbolické form¥.

1.3.1 Vývoj po£íta£ových algebraických systém·

Jméno systému Rok P°íbuzné systémy e-mail adresa, tel.

ALPAK 1964 ALTRAN (Bell Labs)
ALTRAN 1968 (Bell Labs)

FORMULA (Algol).
FORMAC FORMAC (PL/I) (IBM)

FORMAC (PL/I) (IBM)
MATHLAB (DECUS) 1968 MACSYMA (DEC)

CAMAL
REDUCE 1968 reduce-netlib@rand.org
MACSYMA 1970 Symbolics Macsyma, (See Below)

ALJABR, ParaMacs,
VAXIMA, DOE-Macsyma

SchoonShip 1971 archive.umich.edu (FTP)
muMath 1979 Derive
VAXIMA 1980 (312) 972-7250
SMP 1982 Mathematica NOT ON MARKET

Symbolics MACSYMA 1983 macsyma-service@symbolics.com
DOE-Macsyma 1984 ALJABR gcook@llnl.gov

Maple 1985 wmsi@daisy.waterloo.edu
MathCAD 1985(?) Mathcad 1-800-MATHCAD
Powermath 1985 NOT ON MARKET

REDUCE/PC 1986 reduce-netlib@rand.org
Derive 1988 (Soft Warehouse Inc.)

Mathematica 1988 info@wri.com
Theorist 1988 (415) 543-2252 (Prescience Corp)
PARI 1988(?) ftp to math.ucla.edu
FORM 1989 form@can.nl

MACSYMA/PC 1989 macsyma-service@symbolics.com
ALJABR 1991 aljabr@fpr.com
Mathcad 1991 1-800-MATHCAD
SymbMath 1991 chen@deakin.oz.au
Axiom 1991 (708) 971-2337

ParaMacs 1991 lph@paradigm.com
SIMATH 1992 marc@math.uni-sb.de

Tabulka 1.3: Tabulka od Briana Evanse <evans@eedsp.gatech.edu> [2].
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1.4 Algoritmy pro symbolické výpo£ty

1.4.1 Algebraické struktury

Poºadavky

• p°esná reprezentace algebraických struktur,

• p°esná aritmetika (+,−,·,÷) s algebraickými strukturami,

• dal²í analytické operace s t¥mito strukturami (derivování, integrování, ... ).

Reprezentace algebraických struktur

Abychom mohli s algebraickými strukturami pracovat na po£íta£i musíme je reprezentovat
datovými strukturami, reprezentace je velice d·leºitá, protoºe na ní £asto závisí efektivnost
implementovaných algoritm·.

1.4.2 Aritmetika v základních algebraických oborech

Pod aritmetikou rozumíme operace s£ítání, od£ítání, násobení a d¥lení.

Zjednodu²ování

• v¥t²ina operací v po£íta£ové algeb°e je jistou formou zjednodu²ení,

• otázka pro reprezentaci algebraických výraz·,

• otázkou z·stává, který tvar je jednodu²²í (záleºí na tom, jak daný výraz budeme zpraco-
vávat)

(a + b)2 ⇔ a2 + 2ab + b2

1.4.3 Okruhy, t¥lesa a polynomy

De�nice. [9] Grupou (G, ◦) se nazývá neprázdná mnoºina G uzav°ená vzhledem k binární
operaci ◦, takovou, ºe ◦ je asociativní operací, v G existuje jediný neutrální prvek e a pro kaºdý
prvek a ∈ G existuje prvek a−1 ∈ G tak, ºe a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e.

Grupu G nazýváme abelovskou (komutativní), je-li navíc operace ◦ komutattivní vzhledem
ke grup¥ G.

Okruhem (R, +,×) nazýváme neprázdnou mnoºinu R uzav°enou na dv¥ binární operace +
a ×, která je komutativní grupou vzhledem k operaci +, operace × je vzhledem k prvk·m R
asociativní a v R existuje vzhledem k operaci × neutrální prvek (jednotkový prvek), spl¬ující
navíc levý a pravý distributivní zákon.

Komutativním okruhem nazveme okruh, vzhledem ke kterému je i operace × komutativní.

De�nice. [9] Pro libovolný komutativní okruh R de�nujeme okruh polynom· R [x] nad R jako
mnoºinu formálních výraz·

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0,
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kde n je libovolné p°irozené £íslo a ai ∈ R pro 0 ≤ i ≤ n. Sou£et polynom· P (x) =
∑n

k=0 bnxn

de�nujeme p°edpisem

P (x) + Q(x) =
∑n

k=0 rkxk,

kde ck = ak+bk pro 0 ≤ k ≤max(m,n), p°itom nede�nované hodnoty ak nebo bk uvaºujeme jako
nulové. Sou£in polynom· P (x) a Q(x) de�nujeme vztahem

P (x) · Q(x) =
m+n∑
k=0

ckxk,

kde ck =
∑

i+j=k aibj . Neutrálním prvkem je tzv. nulový polynom, který má v²echny ko-
e�cienty nulové (zna£íme 0), jednotkovým prvkem pak polynom, který má jediný nenulový
koe�cient a0 = 1.

Stupn¥m deg(P (x)) nenulového polynomu P (x) =
∑m

k=0 akxk nazýváme nejv¥t²í p°irozené
£íslo n takové, ºe an 6= 0.

Je d·leºité si uv¥domit, ºe okruhem R v p°edcházející de�nici m·ºe být rovn¥º okruh poly-
nom·. V tomto p°ípad¥ mluvíme o okruhu polynom· více prom¥nných a místo ((R [x1]) [x2] ...) [xn]
pí²eme R [x1, x2, ..., xn] (nebo jen R [x]).

1.4.4 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel

Algoritmus pro výpo£et GCD (greatest common divisor) je d·leºitý algoritmus uºívaný °adou
dal²ích algoritm·. Zam¥°íme se hlavn¥ na jednoduché ukázky výpo£t· nejv¥t²ího spole£ného
d¥litele pomocí Euklidova algoritmu. Dal²í pouºívané algoritmy jsou pouze zmín¥ny bez hlub²ího
rozboru de�nic, které lze nalézt nap°. v [9].

Na konci kapitoly je ukázka pouºití Euklidova algoritmu naprogramovaného v systému
Maple.

1.4.4.1 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel celých £ísel

M¥jme £ísla a, b ∈ Z, pro která platí a ≥ b. Potom de�nujeme jejich podíl quot(a, b) a zbytek
po d¥lení rem(a, b) jako celá £ísla, pro n¥º

a =quot(a, b)b+rem(a, b)

a 0 ≤rem(a, b) < b. Ozna£me gcd(a, b) nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel a, b. Potom pokud rem(a, b)
je nenulové platí

gcd(a, b) =gcd(b,rem(a, b)),

gcd(a, b) totiº d¥lí jak a tak b, d¥lí také b quot(a, b) a musí tedy d¥lit i rem(a, b). Na této
identit¥ je zaloºen Euklid·v algoritmus pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Euklid·v
algoritmus [2] pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele dvou celých £ísel:

gcd:=GCDI(a,b)

[a, b jsou celá £ísla

pouºité algoritmy:

rem(a,b) - zbytek po d¥lení £ísla a £íslem b ]
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1. if a < b then

r:=a;

a:=b;

b:=r;

fi

2. while not(b=0) do

r:=rem(a,b);

a:=b;

b:=r;

do

3. gcd:=a;

1.4.4.2 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel polynom· s racionálními koe�cienty

M¥jme polynomy z Q [x] v jedné prom¥nné x s racionálními koe�cienty. Stupe¬ polynomu a(x)
ozna£íme jako deg(a(x)).

Pro dva polynomy a(x), b(x) z Q [x], pro které platí deg(a(x)) ≥deg(b(x)), de�nujeme jejich
podíl quot(a(x), b(x)) a zbytek po d¥lení rem(a(x), b(x)) jako polynomy z Q [x], pro které platí

a(x) =quot(a(x), b(x))b(x)+rem(a(x), b(x)),

p°itom 0 ≤deg(rem(a(x), b(x))) <deg(b(x)). Stejn¥ jako pro celá £ísla platí pro nejv¥t²í spole£ný
d¥litel polynom·

gcd(a(x), b(x)) =gcd(b(x),rem(a(x), b(x))),

Euklid·v algoritmus pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele dvou polynom· s racionál-
ními koe�cienty [2]:

gcd:=GCDPQ(a(x),b(x))

[a, b jsou polynomy z Q[x]

pouºité algoritmy:

deg(a) - stupe¬ polynomu a

rem(a,b) - zbytek po d¥lení polynomu a polynomem b]

1. if deg(a) < deg(b) then

r:=a;

a:=b;

b:=r;

fi

2. while not(b=0) do

r:=rem(a,b);

a:=b;

b:=r;

do

3. gcd:=a;

• algoritmus vyºaduje °adu výpo£t· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele dvou celých £ísel p°i výpo£tech
s racionálními £ísly, p°i£emº celá £ísla mohou být zna£n¥ velká,
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• tyto výpo£ty jsou £asov¥ náro£né, algoritmus není efektivní,

• výpo£t· s racionálními £ísly se m·ºeme zbavit tím, ºe budeme po£ítat pouze v oboru
polynom· s celo£íselnými koe�cienty.

P°íklad gcd v Q[x] [2]

Máme spo£ítat gcd(a, b), kde

a = x8 + x6 − 3x4 − 3x3 + 8x2 + 2x − 5

b = 3x6 + 5x4 − 4x2 − 9x + 21

pouºitím algoritmu GCDPQ dostaneme následující zbytky r

r1 = −5
9
x4 +

1
9
x2 − 1

3

r2 = −117
25

x2 − 9x +
441
25

r3 =
233150
6591

x − 102500
2197

r4 =
1288744821
543589225

£ili polynomy a, b jsou nesoud¥lné, jejich nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem je 1.

1.4.4.3 Nejv¥t²í spole£ný d¥litel polynom· s celo£íselnými koe�cienty

M¥jme polynomy z Z [x] v jedné prom¥nné x s celo£íselnými koe�cienty. Pseudod¥lení polynom·
a(x), b(x), pro které deg(a(x)) ≥deg(b(x)) je de�nováno

lcof(b(x))m−n+1a(x) =pquot(a(x), b(x))b(x)+prem(a(x), b(x)),

cont(a(x)) je nejv¥t²í spole£ný d¥litel v²ech koe�cient· polynomu a pp(a(x)) je primitivní £ást
polynomu a. Euklid·v algoritmus posloupnosti polynomiálních zbytk· (polynomial reminder
sequence) [2]:

gcd:=GCDPRS(a(x),b(x))

[p°edpokládá, ºe stupe¬ polynomu a je v¥t²í nebo roven stupni

polynomu b, tj. deg(a) >= deg(b)

pouºité algoritmy:

prem(a,b) - pseudo-zbytek po d¥lení polynomu a polynomem b

pp(a) - primitivní £ást polynomu a

gcdi(j,k) - nejv¥t²í spole£ný d¥litel dvou celých £ísel ]

1. A:=pp(a);
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B:=pp(b);

2. while not B =0 do

r:=prem(A,B);

A:=B;

B:=r;

od;

3. gcd:=gcdi(cont(a),cont(b)) pp(A);

• koe�cienty a mezivýsledky rostou velice rychle, neefektivní algoritmus,

• je moºné na kaºdém kroku po£ítat primitivní £ást zbytku a pokra£ovat ve výpo£tu s primi-
tivní £ástí; výpo£et primitivní £ásti v²ak vyºaduje výpo£et nejv¥t²ích spole£ných d¥litel·
koe�cient·, celých £ísel, který je pro velká £ísla £asov¥ náro£ný,

• modulární p°ístup; výpo£ty provád¥ny modulo prvo£íslo p :

� aplikovat homomor�smus3 na koe�cienty,

� spo£ítat nejv¥t²í spole£ný d¥litel transformovaných polynom· modulo p,

� pouºít �ínský zbytkový algoritmus4 pro rekonstrukci koe�cient· v nejv¥t²ím spole£ném
d¥liteli.

P°íklad gcd Z[x] [2]

Máme spo£ítat gcd(a, b), kde

a = x8 + x6 − 3x4 − 3x3 + 8x2 + 2x − 5

b = 3x6 + 5x4 − 4x2 − 9x + 21

pouºitím algoritmu GCDPRS dostaneme následující pseudo-zbytky r.

pseudo zbytek primitivní £ást
r1 = −15x4 + 3x2 − 9 −5x4 + x2 − 3

r2 = 15795x2 + 30375x − 59535 13x2 + 25x − 49
r3 = 1254542875143750x2 − 1654608338437500 4663x − 6150
r4 = 12593338795500743100931141992187500 1

3Homomor�smus je zobrazení z jedné algebraické struktury do jiné stejného typu, které zachovává ve²kerou
d·leºitou strukturu.
Kaºdý typ algebraické struktury má sv·j typ homomor�smu. Obecn¥ je homomor�smus zobrazení φ : A → B

mezi dv¥ma algebraickými strukturami stejného typu takové, ºe pro kaºdou de�novanou operaci f a pro v²echna
xi v A platí φ(fA(x1, ..., xn)) = fB(φ(x1), ..., n)).

4�ínská v¥ta o zbytcích (také známa jako �ínská v¥ta o zbytku nebo �ínská zbytková v¥ta) je matematické
tvrzení z modulární aritmetiky, tj. oblasti nacházející se na pomezí elementární teorie £ísel a algebry. Pojednává
o vlastnostech £ísel v okruzích kongruence modulo n (okruhy Zn ). Vyuºívá se v algoritmech pro zpracování
velkých £ísel nebo v kryptogra�i.
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1.4.4.4 Dal²í pouºívané algoritmy

Heuristický algoritmus

je zaloºen na podobném principu jako modulární metody. Jsou-li a(x), b(x) nap°íklad polynomy
jedné prom¥nné nad okruhem Z celých £ísel, pak se m·ºeme domnívat, ºe gcd(a(ξ), b(ξ)) je
n¥jak svázán s gcd(a(x), b(x)), kde ξ ∈ Z je vhodné £íslo. Dá se dokonce p°edpokládat, ºe
by bylo moºné ze znalosti gcd(a(ξ), b(ξ)) zkonstruovat nejv¥t²ího spole£ného d¥litele polynom·
a(x), b(x). Tento p°edpoklad se ukazuje pravdivým p°i vhodné volb¥ £ísla ξ.

V¥ta. Nech´ a(x), b(x) ∈ Z [x1, x2, ..., xk] jsou nenulové polynomy, které jsou primitivní vzhle-
dem k Z. Nech´ dále ξ ∈ Z je £íslo spl¬ující

ξ > 1 + 2min(‖a(x)‖ , ‖b(x)‖).

Poloºme γ (x) =gcd(a(x1, ..., xk−1, ξ), b(x1, ..., xk−1, ξ)) ∈ Z [x1, ..., xk−1] a jako c(x) ozna£me
polynom vytvo°ený pomocí ξ- adické5 reprezentace γ (x). Ozna£íme-li jako pp(c(x)) polynom
vzniklý vyd¥lením polynomu c(x) nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem jeho celo£íselných koe�cient·,
pak je pp(c(x)) nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem polynom· a(x), b(x) práv¥ tehdy, kdyº pp(c(x)) |
a(x) a pp(c(x)) | b(x) .

Hensel·v (EZGCD) algoritmus

Algoritmy modulárního (resp. pravd¥podobnostního) typu bývají zpravidla úsp¥²n¥j²í neº al-
goritmy zaloºené na pseudod¥lení polynom· a zbytkových posloupnostech. Ve v¥t²in¥ výpo£t·
s malým po£tem prom¥nných dob°e vyhoví heuristická metoda a v p°ípad¥, ºe tato selºe, je
moºné aplikovat modulární metodu. Jak je v²ak z tvaru této metody vid¥t, v p°ípad¥ mnoha
prom¥nných, jde-li navíc o °ídké polynomy, provádí se zde p°íli² mnoho (jednoduchých) výpo£t·
v euklidovských okruzích. Jedním z moºných p°eklenutí tohoto problému je algoritmus °ídkého
modulárího GCD. Jinou metodou (která je v Maple pouºita kdykoliv selºe heuristická metoda)
je algoritmus, který bývá nazýván Extended Zassenhaus GCD nebo Hensel·v algoritmus.

1.4.4.5 Ukázky moºností naprogramování procedur pro výpo£et gcd celých £ísel
a jednoduchých polynom· v systému Maple

Rekurzivní procedura pro výpo£et gcd dvou celých £ísel.

> mygcd := proc(a::nonnegint,b::nonnegint)

> # assume a >= b.

> if b = 0 then return a fi;

> return mygcd(b, a mod b);

> end;

Výpis po krocích.

trace(mygcd);

> mygcd(8,4);

{--> enter mygcd, args = 8, 4

{--> enter mygcd, args = 4, 0

<-- exit mygcd (now in mygcd) = 4}

5�íselná soustava o základu Z (Z-adická soustava) má Z £íslic: 0,1, ......., Z-1.
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<-- exit mygcd (now at top level) = 4}

Roz²í°ený Euklid·v algoritmus.

> mygcdex := proc(a::nonnegint,b::nonnegint,x::name,y::name)

> local a1,a2,a3,x1,x2,x3,y1,y2,y3,q;

> a1 := a; a2 := b;

> x1 := 1; y1 := 0;

> x2 := 0; y2 := 1;

> while (a2 <> 0) do

> a3 := a1 mod a2;

> q := floor(a1/a2);

> x3 := x1 - q*x2;

> y3 := y1 - q*y2;

> a1 := a2; a2 := a3;

> x1 := x2; x2 := x3;

> y1 := y2; y2 := y3;

> od;

> x := x1; y := y1;

> return a1;

> end;

Zadání polynomu o dvou neznámých.

> mygcdex(3,6,'x','y');

3

> x;

0

> y;

1

> 3*x + 6*y;

3

Rekurzivní procedura pro po£ítání gcd.

> mygcdexrec := proc(a::nonnegint,b::nonnegint,x::name,y::name)

> # a >= b >= 0.

> local xp, yp, d, q, r;

> if b = 0 then

> x := 1; y := 0; return a;

> else

> r := irem(a,b,q);

> d := mygcdexrec(b,r,xp,yp);

> x := yp; y := xp - q*yp; return d;

> fi;

> end;

Zadání polynomu o dvou neznámých:

> mygcdexrec(3,6,'x','y');



Kapitola 2

Nejv¥t²í spole£ný d¥litel a teorie
°ízení

P°i návrhu °ízení £asto pracujeme s lineárními polynomiálními rovnicemi. P°i pouºití alge-
braických (polynomiálních) metod °ízení, které vycházejí z vn¥j²ího popisu systému m·ºeme
chápat systém jako algebraický objekt. �e²ení algebraických rovnic je d·leºité práv¥ p°i návrhu
°ízení algebraickými (polynomiálními) metodami, kdy je systém popsán jako podíl dvou poly-
nom· (pro MIMO systémy polynomiálním maticovým zlomkem) a regulátor je potom popsán
polynomy X(p) a Y (p), které jsou °e²ením tzv. diofantické rovnice (2.1).

Základní diofantická rovnice má tvar

A(p)X(p) + B(p)Y (p) = C(p) (2.1)

kde A, B,C jsou zadané polynomiální rovnice s prom¥nnou p, zatímco X a Y jsou neznámé
polynomiální matice.

Rovnice m·ºe být p°epsána do tvaru

X(p)A(p) = B(p) (2.2)

Polynomiální rovnice se typicky °e²í pomocí Euklidova algoritmu nebo metodou neur£itých
koe�cient·.

2.1 Lineární diofantická rovnice a její °e²ení

Nech´A,B,C jsou dané polynomy stup¬· δA, δB, δC. Pak lineární diofantickou rovnicí rozumíme
rovnici (2.1) kde X,Y jsou hledané polynomy. Rovnice (2.1) má °e²ení X,Y práv¥ tehdy, jestliºe
spole£ný d¥litel D = (A,B) d¥lí polynom C. Má-li rovnice (2.1) °e²ení, má jich pak nekone£n¥
mnoho. Nech´ Xp, Yp je libovolné partikulární °e²ení rovnice (2.1), pak obecné °e²ení je:

X = Xp +
B

(A, B)
F, Y = Yp − A

(A,B)
F

kde F je libovolný polynom. Úloha (2.1) se zpravidla °e²í nalezením n¥kterého partikulárního
°e²ení, nap°. metodou neur£itých koe�cient· Euklidovým algoritmem nebo jinými metodami, a
dále nalezením koe�cient· polynom· vytvá°ející neur£itost obecného °e²ení.

13
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2.1.1 �e²ení diofantické rovnice metodou neur£itých koe�cient·

Partikulární °e²ení X = Xp, Y = Yp rovnice (2.1) je moºno ur£it p°ímo porovnáním koe�cient·
u stejných mocnin na levé a pravé stran¥ rovnosti (2.1). Stupn¥ hledaných polynom· je t°eba
ur£it následovn¥:

δX = δB − 1, δY = δA − 1 pro δA + δB > δC
δX = δB − 1, δY = δC − δB pro ostatní p°ípady
Soustava rovnic má °e²ení práv¥ tehdy, jestliºe spole£ný d¥litel D = (A,B) d¥lí polynom C.

Má jediné °e²ení, jestliºe spole£ný d¥litel polynom· A,B je roven 1.

2.2 �e²ení obecné n-D rovnice

V n¥kterých p°ípadech je nutné °e²it rovnice s obecn¥ n prom¥nnými, potom °e²íme rovnici
ve tvaru

A(p1, ..., pn)X(p1, ..., pn) + B(p1, ..., pn)Y (p1, ..., pn) = C(p1, ..., pn) (2.3)

kde A,B,C jsou zadané polynomiální rovnice s prom¥nými p1, ..., pn, zatímco X a Y jsou
neznámé polynomiální matice.

V¥ta (°e²itelnost). [12] gcd(a,b)|c kdykoliv (2.3) je °e²itelná.

2.3 Dal²í moºnosti vyuºití GCD v teorii °ízení

Existují i dal²í moºnosti vyuºití výpo£t· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Pro dopln¥ní lze uvést
pouºití GCD nap°íklad pro faktorizaci n�D polynomiálních matic.



Kapitola 3

P°ehled po£íta£ových algebraických
systém·

V této kapitole se zam¥°íme na p°ehled a stru£ný popis po£íta£ových algebraických systém·,
které lze v sou£asnosti pouºívat. Ve v¥t²in¥ p°ípad· se jedná o aplikace open-source1.

Tabulky obsahují stru£ný p°ehled vlastností systém·. Dále následuje rozsáhlej²í popis jed-
notlivých systém·.

Axiom

Pouºívá se ve výzkumu a vývoji matematických algoritm·. P°i práci s Axiomem je moºné vyuºít
matematických objekt· jako jsou okruhy, pole nebo polynomy. Stejn¥ tak m·ºeme pouºívat
datové struktury známé z po£íta£· (seznamy, stromy, hash tabulky), které mají automaticky
p°i°azené hodnotové typy.

Axiom pouºívá programovací jazyk známý jako A#.
P·vodn¥ byl Axiom vyvíjen v IBM pod názvem Scratchpad, pod názvem Axiom se vyvíjí

od roku 1973. P·vodn¥ byl komer£ním produktem, ale v sou£asné dob¥ je licencován jako
open-source software.

CoCoA

(COmputations in COmmutative Algebra) je voln¥ dostupný po£íta£ový algebraický systém
pouºívaný pro po£ítání s £ísly a polynomy. Knihovna CoCoA je dostupná pod licencí GNU
General Public License. CoCoA je k dispozici pro mnoho opera£ních systém· a to nap°íklad
i pro Macintosh s procesorem PPC a x86, Linux s procesory x86, x86-64 & PPC, Sun Solaris
s procesorem SPARC a Windows. Knihovna CoCoA je vyuºívána hlavn¥ v¥deckými pracovníky,
ale m·ºe být pouºita i pro jednoduché výpo£ty.

Pouºívá se pro po£ítání a °e²ení problém· s velkými celými £ísly, racionálními £ísly, poly-
nomy, lineárními systémy, p°i °e²ení rovnic s nezápornými ko°eny, logickými výrazy, p°i obar-
vování geogra�ckých map, pro °e²ení Heronovy formule3 a p°i pouºívání Gröbnerových bází.

Derive
1Open source nebo také open-source software (OSS) je po£íta£ový software s otev°eným zdrojovým kó-

dem. Otev°enost zde znamená jak technickou dostupnost kódu, tak legální dostupnost - licenci software, která
umoº¬uje, p°i dodrºení jistých podmínek, uºivatel·m zdrojový kód vyuºívat, nap°íklad prohlíºet a upravovat.

3D·leºitá v rovinné geometrii. Je dán trojúhelník ABC o stranách délek a, b, c. Obsah p trojúhelníku ABC
je potom p =

√
s(s − a)(s − b)(s − c), kde s = 1

2
(a + b + c).
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Název Web Poznámky
Axiom http://wiki.axiom-developer.org/

CoCoA http://cocoa.dima.unige.it/ po£ítání s polynomy
Derive http://education.ti.com/ vývoj ukon£en
DCAS http://sourceforge.net/projects/dcas/

DoCon http://www.haskell.org/docon/

Eigenmath http://www.eigenmath.net/

Fermat http://www.bway.net/~lewis polynomy, matice
GAP http://www.gap-system.org/ grupy,

diskrétní matematika
GiNaC http://www.ginac.de/ C++ knihovna

Macaulay http://www.math.columbia.edu/~bayer/Macaulay/ polynomiální
Magma http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/ algebra, kryptogra�e,

teorie mnoºin a £ísel
Maple http://www.maplesoft.com/

MathCad http://www.mathsoft.com/ WYSIWYG rozhraní
Mathematica http://www.wolfram.com/

Mathomatic http://www.mathomatic.org/ obecná algebra
Maxima http://sourceforge.net/projects/maxima

Meditor http://jscl-meditor.sourceforge.net/ symbolická
matematická knihovna
v Jav¥
a matematický editor

MuMATH http://en.wikipedia.org/wiki/MuMATH

MuPAD http://www.mupad.de/

PARI/GP http://pari.math.u-bordeaux.fr/ teorie £ísel
REDUCE http://reduce-algebra.com/

SAGE http://sagemath.com/

Singular http://www.singular.uni-kl.de/ polynomiální
Yacas http://www.singular.uni-kl.de/

Tabulka 3.1: Po£íta£ové algebraické systémy a jejich webové stránky.

Derive byl vyvíjen jako nástupce pro muMATH �rmou Soft Warehouse v Honolulu (Hawaii),
v sou£asnosti p°evzala Derive �rma Texas Instruments. Derive je naprogramován v jazyce
muLISP. První verze byla vydána v roce 1988.

Vzhledem k tomu, ºe Derive poºaduje pom¥rn¥ málo opera£ní pam¥ti je pouºitelný i na star²ích
a mén¥ výkoných po£íta£ích. Derive je dostupný pro opera£ní systém Windows a pro DOS.
Ve velké mí°e se pouºívá p°i výuce.

Sou£asná verze je Derive 6.1. Symbolická agebra, která se pouºívá v p°enosných kalkulá-
torech TI (Texas Instruments) výchází práv¥ z Derive.

DCAS

Dcas je dynamický po£íta£ový algebraický systém zaloºený na my²lence pouºívat identity4

jako pravidla pro algebraické manipulace. V 70. letech 20. století vytvo°il Robert Fenichel
4Identita, nebo také identické zobrazení, je matematické zobrazení, které p°i°azuje prvku mnoºiny ten samý

prvek stejné mnoºiny. Aplikací identity se tedy nic nezm¥ní, výsledkem je op¥t vstupní hodnota. Zna£í se Id
nebo I.
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Název Poºadavky na opera£ní systém Licence(cena)
Axiom Windows, Mac OS ?2, Linux, BSD ?, Unix ? upravená BSD licence,

free
CoCoA Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL,free
Derive Windows $99 Educational,

$199 Professional
DCAS Windows, Mac OS ?, Linux ?, BSD ?, Unix ? non-OSI approved license
DoCon Windows ?, Mac OS ?, Linux, BSD ?, Unix ? GPL

Eigenmath Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix
Fermat Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix shareware, $50
GAP Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
GiNaC Windows, Mac OS ?, Linux, BSD, Unix GPL, free

Macaulay Windows, Mac OS, Linux, BSD ?, Unix ? GPL, free
Magma Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer£ní
Maple Windows, Mac OS, Linux, BSD ?, Unix komer£ní

MathCad Windows komer£ní
Mathematica Windows, Mac OS, Linux, Unix komer£ní
Mathomatic Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer£ní
Maxima Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
Meditor Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
MuMATH komer£ní
MuPAD Windows, Mac OS, Linux komer£ní
PARI/GP Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
REDUCE Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer£ní
SAGE Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer£ní
Singular Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer£ní
WIRIS Windows ?, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer£ní
Yacas Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free

Tabulka 3.2: Po£íta£ové algebraické systémy jejich poºadavky na systém a licence.

systém pojmenovaný FAMOUS, který pouºíval pro tyto operace LISP. FAMOUS se stal pozd¥ji
základem pro DCAS.

Moderní systém DCAS byl vytvo°en Martinem Johansenem a byl znám pod ozna£ením
DCAS Ether. Systém pracoval pomocí voleb t°íd identit zakládajích se na formách vstupních
výraz·.

DoCon

DoCon je po£íta£ový algebraický systém napsaný v programovacím jazyce Haskell. Jedná se
o knihovnu, jejíº funkce jsou jednodu²e p°ístupné pro uºivatele, kte°í je cht¥jí pouºít ve svých
aplikacích.

Eigenmath

Eigenmath je voln¥ dostupný, snadno pouºitelný, multiplatformní po£íta£ový algebraický sys-
tém od George Weigta napsaný v jazyce C.

Identitou se také v jiném významu myslí rovnice, která je spln¥na ve v²ech p°ípadech, tzn. její levá a pravá
strana jsou identické, mají pouze jiný tvar.
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Název Podpora pro po£ítání GCD
Axiom ANO, dostate£né moºnosti
CoCoA ANO, dostate£né moºnosti
Derive ANO, základní moºnosti
DCAS není známo
DoCon není známo

Eigenmath není známo
Fermat není známo
GAP není známo
GiNaC není známo

Macaulay není známo
Magma není známo
Maple ANO, rozsáhlé moºnosti

MathCad není známo
Mathematica ANO, rozsáhlé moºnosti
Mathomatic není známo
Maxima ANO, dostate£né moºnosti
Meditor není známo
MuMATH není známo
MuPAD není známo
PARI/GP není známo
REDUCE ANO, dostate£né moºnosti
SAGE není známo
Singular ANO, rozsáhlé moºnosti
Yacas není známo

Tabulka 3.3: Po£íta£ové algebraické systémy a po£ítání GCD.

Je dostupný pro Windows a Mac OS X, zdrojový kód je dostupný taktéº.

Fermat

Fermat je po£íta£ový algebraický systém vyvíjený Prof. Robertem H. Lewisem z Fordham-
ské univerzity. Je pouºitelný p°i po£ítání s celými £ísly (libovolné velikosti), racionálními £ísly,
reálnými £ísly, komplexními £ísly, poly kone£ných element·, polynomy o více prom¥nných,
racionálními funkcemi nebo polynomy modulo5 jiných polynom·. Hlavní oblast aplikací je arit-
metika racionálních funkcí s více prom¥nnými a maticová algebra p°es okruhy polynom· s více
prom¥nnými nebo racionální funkce. Fermat neumí zjednodu²ování transcendentních funkcí6

nebo symbolické integrace.

GAP

GAP (Groups, Algorithms and Programming) je po£íta£ový algebraický systém pro výpo£ty za-
m¥°ené na oblast diskrétní algebry, ale m·ºeme vyuºít téº po£ítání v oblasti teorie mnoºin. GAP

5Zbytek po d¥lení nebo také modulo je po£etní operace související s operací celo£íselného d¥lení. Nap°íklad
7 mod 3 = 1.

6Funkci ozna£ujeme jako algebraickou, pokud ji lze vyjád°it ve tvaru polynomu, nap°. pokud lze funkci y =
f(x) vyjád°it jako P(x, y) = 0, kde P je polynom, pak se jedná o algebraickou funkci. Stupe¬ polynomu P pak
ur£uje stupe¬ funkce. Funkce, které nejsou algebraické, ozna£ujeme jako transcendentní.
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byl v 1986�1997 vyvíjen na Lehrstuhl D für Mathematik (LDFM), RWTH Aachen v N¥mecku.
Pozd¥ji na School of Mathematical and Computational Sciences na University of St. Andrews
ve Skotsku.

GAP je dostupný pro systémy Unix, Windows a Macintosh.
Pro GAP existuje mnoho roz²i°ujích funkcí ve form¥ balí£k·. Uºivatel si tedy m·ºe upravit

funkcionalitu programu podle sebe. V roce 2006 bylo distribuováno 58 balí£k·.
Je téº dostupné rozhraní pro pouºití balí£k· v systému SINGULAR bez pouºití GAP.

Giac/Xcas

Více je uvedeno v kapitole 4.5.

GiNaC

GiNaC je free po£íta£ový algebraický systém uvol¬ovaný pod GNU General Public License.
Název pochází z akronymu GiNaC is Not a CAS. Toto jméno slouºí jako naráºka, ºe se jedná
o GNU projekt.

Nemá uºivatelsky p°ív¥tivé rozhraní. Symbolické algoritmy jsou zapisovány uºivatelem p°ímo
ve vlastní upravené implementaci jazyka C++.

Macaulay

Macaulay je po£íta£ový algebraický systém pro po£ítání s polynomy, obzvlá²´ pro výpo£ty
Gröbnerových bází. Macaulay je navrºen pro °e²ení problém· komutativní algebry a algebraické
geometrie7 a má pom¥rn¥ jednoduchou syntax £asto popisovanou jako "jazyk algebraických
systém·". Je pojmenován podle F.S. Macaulay, který pracoval na elimina£ní teorii.

Macaulay byl vyvinut Daveem Bayerem a Mikem Stillmanem. Je voln¥ dostupný pro Mac-
intosh, Linux a Windows.

V¥t²ina uºivatel· pouºívá Macaulay2, coº je nová verze od Dana Graysona a Mikea Still-
mana.

Magma

Magma je vysoce výkoný po£íta£ový algebraický systém navrºený pro °e²ení problém· algebry,
teorii £ísel, geometrie a kombinatoriky. Je pojmenován podle algebraické struktury magma8.
Jedná se o nekomer£ní proprietární software9, distribuovaný pod cost recovery licencí. Lze ho
pouºívat hlavn¥ na systémech na bázi Unix a Linux, ale podporuje i Windows.

Maple

Více je uvedeno v kapitole 4.2.
7Algebraická geometrie je matematická disciplína nacházející se, jak uº název napovídá, na rozhraní algebry

a geometrie. Pouºívá metody komutativní algebry pro °e²ení geometricky formulovaných problém·. Je jednou z
nejrozvíjen¥j²ích disciplín moderní matematiky a má °adu sty£ných bod· s ostatními disciplínami matematiky
� zejména komplexní analýzou, topologií a teorií £ísel.
Impulsem k rozvoji algebraické geometrie byly pokusy °e²it polynomiální rovnice více prom¥nných. Algebraická

geometrie se zabývá obecnými vlastnostmi °e²ení t¥chto rovnic a jejich soustav.
8Magma je jiný výraz pro grupoid. V algeb°e je grupoid základní algebraická struktura s jednou operací. Je

to mnoºina, na které je de�nována jedna binární operace tak, aby byla na této mnoºin¥ neomezen¥ proveditelná
- tj. výsledkem operace provedené na libovolných prvcích mnoºiny byl prvek z této mnoºiny.

9Proprietární software je takový software, kde jeho autor upravuje licencí (typicky EULA) £i jiným zp·sobem
moºnosti jeho pouºívání. K takovému software nejsou zpravidla k dispozici voln¥ zdrojové kódy £i v nich nelze
svobodn¥ d¥lat úpravy a výsledné dílo distribuovat. Takový software obvykle spadá do kategorie komer£ního
software, který jeho autor prodává.
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MathCad

Mathcad (p·vodn¥ MathCAD) je software pro provád¥ní a dokumentaci inºenýrských a v¥dec-
kých výpo£t·. Poprvé se objevil v roce 1986 ve verzi pro opera£ní systém DOS. Byl to první
systém jenº zavedl p°ímou matematickou notaci kombinovanou s automatickým výpo£tem. Byl
také prvním systémem který automaticky vyhodnocoval výrazy a zárove¬ kontroloval správnost
jednotek v rámci systému SI (International system of units). V sou£asnosti se Mathcad vyrovná
n¥kterým po£íta£ovým algebraickým systém·m jako nap°íklad Mathematica nebo Maple. Math-
cad se v²ak orientuje spí²e na snadné pouºívání a na numerické aplikace. Mathcad byl vypra-
cován a p·vodn¥ napsán Allenem Razdowem (z MIT), spoluzakladatelem Mathsoftu, který je
v sou£asnosti sou£ástí Parametric Technology Corporation.

Mathcad ukázal cestu mnoha rozdílným matematickým nástroj·m. Mathcad je orientován
na worksheety, v nichº jsou rovnice a výrazy zobrazovány gra�cky a ne jen textov¥.

Mathematica

Mathematica je po£íta£ový algebraický systém p·vodn¥ vytvo°ený Stephenem Wolframem,
zdokonalený skupinou matematik· a programátor·, které Wolfram vedl. Dnes je prodáván �r-
mou Wolfram Research.

Mathematica je velmi £asto pouºívána ve v¥d¥, studenty na vysokých ²kolách, profesionály,
výzkumníky a u£iteli. Mathematica je také vysokoúrov¬ový programovací jazyk.

Mathomatic

Mathomatic je voln¥ dostupný, p°enosný, obecn¥ pouºitelný po£íta£ový algebraický systém,
který m·ºe symbolicky °e²it, zjednodu²ovat, slu£ovat a porovnávat algebraické rovnice, praco-
vat s komplexními £ísly a polynomy. Provádí symbolické výpo£ty (limity, derivace, extrémy,
Taylorovy °ady a polynomiální integrace a Laplaceovu transformaci) a zvládá ve²kerou algebru,
mimo trigonometrie a logaritm·. Mathomatic je výhradn¥ prací jednoho vývojá°e a je nap-
sán v optimalizovaném jazyce C. Nedovoluje výpo£et velmi rozsáhlých výraz·, které by mohly
zabrat hodn¥ £asu a opera£ní pam¥ti.

Mathomatic m·ºe být pouºit pro generování kódu, konverzi rovnic do optimalizovaného
tvaru pro programovací jazyky Python, C a Java.

Mathomatic je konzolový program s barevnou p°íkazovou °ádkou b¥ºící pod libovolným
opera£ním systémem. Konzole je velmi jednoduchá a prakticky nevyºaduje nic nového se u£it.

Není pot°eba um¥t programovat, Mathomatic pracuje jako algebraický kalkulátor. Výrazy
a rovnice jsou vkládány ve standardní in�xové notaci10. Operace nad nimi jsou provád¥ny
vkládáním jednoduchých p°íkaz·. V²echny výpo£ty mají dvojitou p°esnost v plovoucí °ádové
£árce s p°esností 14 desetinných míst. Numerické operace obsahují výpo£ty, s£ítání a numerické
integrace vyuºívající Simpsonovo pravidlo11.

Maxima

Více je uvedeno v kapitole 4.3.
10In�xová notace je nejb¥ºn¥j²í zp·sob matematického zápisu, ve kterém jsou operátory napsány mezi

operandy, se kterými pracují (nap°. 3 + 4). Její po£íta£ová analýza není tak jednoduchá jako v p°ípad¥ pre�xové
notace (+ 3 4) nebo post�xové notace (3 4 +), ale je pouºívána ve spoust¥ programovacích jazycích pro její
roz²í°enost.
V in�xové notaci jsou narozdíl od pre�xové nebo post�xové notaci závorky nutností. V p°ípad¥, ºe závorky

chyb¥jí, záleºí na priorit¥ po£etních operací.
11Simpsonovo pravidlo � výpo£et plochy pod k°ivkou f(x) je nahrazen výpo£tem plochy pod parabolou pro-

loºené t°emi body funkce f(x).
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MuMATH

MuMATH je po£íta£ový algebraický systém, který byl vyvinut na konci 70. let 20. století Al-
bertem D. Richem a Davidem Stoutemyerem ze Soft Warehouse v Honolulu, Hawaii. Byl napsán
v programovacím jazyku muSIMP, jenº byl vystav¥n na LISPu a jeho obdob¥ muLISP. Plat-
formy, které podporoval byly CP/M a TRS-DOS (od verze muMATH-79), Apple II (od verze
muMATH-80) a MS-DOS (od verze muMATH-83, je i zárove¬ verzí poslední).

Firma Soft Warehouse pozd¥ji za£ala vyvíjet Derive a v roce 1999 byla prodána �rm¥ Texas
Instruments.

MuPAD

MuPAD byl p·vodn¥ vyvíjen výzkumnou skupinou MuPAD na University of Paderborn, od roku
1997 na n¥m pracuje �rma SciFace Software GmbH & Co. KG ve spolupráci se skupinou MuPAD
a partnery z dal²ích univerzit .

Aº do podzimu 2005 byl MuPAD nabízen pro výzkum a vzd¥lání zdarma, ale d·sledkem
ukon£ení £innosti hlavní vývojové skupiny je v sou£asnosi dostupný jen za poplatek.

Jádro MuPADu je vázáno na Scienti�c Notebook. D°ív¥j²í verze MuPADu byly vázány
na SciLab.

PARI/GP

PARI/GP je po£íta£ový algebraický systém s hlavním cílem usnadnit po£ítání v teorii £ísel.
Od za£átku °íjna 2006 je dostupná stabilní verze 2.3.1 a je vyvíjena verze 2.4.0. PARI/GP je
od verze 2.1.0 free software a je distribuován pod GNU General Public License. Je moºné ho
spustit na v¥t²in¥ opera£ních systém·.

REDUCE

REDUCE je obecn¥ pouºitelný po£íta£ový algebraický systém pouºívaný zejména k aplikacím
ve fyzice.

Vývoj REDUCE zapo£al v 60. letech 20.století Anthony C. Hearnem.
REDUCE je napsán výhradn¥ ve vlastním dialektu jazyka LISP nazývaném Standard LISP,

vyjád°eném v syntaxi blízké Algolu nazývané RLISP, jenº je vyuºíván jako základ programovacího
jazyka p°i zadávání uºivatelských p°íkaz·.

Implementace REDUCE je dostupná pro velké mnoºství po£íta£ových systém·, opera£ních
systém· a na LISPu zaloºených systémech. Sou£asn¥ je dostupná pro v¥t²inu distribucí systém·
Unixu, Linuxu, Microsoft Windows nebo Apple Macintosh.

REDUCE je distribuována jako cost-recovery12 s níº byl dodáván obvykle i plný zdrojový
kód, coº vedlo k tomu, ºe REDUCE byla velmi populárním nástrojem p°i výzkumech na poli
po£íta£ových algebraických systém·.

SAGE

Software for Algebra and Geometry Experimentation (zkrácen¥ SAGE) je distribuce Pythonu
a Pyrexu pro pouºití jako po£íta£ový algebraický systém a systém pro tvorbu graf·. Je pod-
porován Linuxem na procesorech AMD, x86, a Itanium; Mac OS X na PowerPC a Intel; a
Cygwinem v prost°edí Microsoft Windows.

12zákazník jednou zaplatí a aktualizace má zdarma
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SAGE poskytuje rozhraní pro za£len¥ní ostatních matematických software a knihoven. Rozhraní
je pouºitelné nap°íklad pro gnuplot, Magma, Maple a Mathematica, které dovolují uºivateli spo-
jit tyto systémy a pouºívat je naráz. Je tak vstupem pro ostatní matematické nástroje jako je
GNU TEXmacs.

SAGE poskytuje web servery pro gra�cké rozhraní MoinMoin, distribuované výpo£ty a Trac.
V¥t²ina vývoje SAGE je podporována granty. Hlavní vývojá° William Stein je matematik

na University of Washington.
SAGE je voln¥ dostupný software pod GNU GPL.

Singular

Více je uvedeno v kapitole 4.4.

Yacas

Yacas je open source, obecn¥ pouºitelný a snadno pouºitelný po£íta£ový algebraický systém.
Jméno je zkratka z Yet Another Computer Algebra System.

Yacas je postaven na vlastním programovacím jazyce navrºeným pro tyto ú£ely v n¥mº
m·ºe být jednodu²e implementovaný jakýkoliv nový algoritmus. Jazyk je velmi blízký LISPu a
programovacímu jazyku systému Mathematica.

Yacas zvládá vstupy a výstupy v plain ASCII nebo v OpenMath, interaktivn¥ nebo v dávkovém
módu.



Kapitola 4

Testování algoritm· GCD ve
vybraných PAS

Vzhledem k tomu, ºe po£íta£ových algebraických systém· je velké mnoºství, rychle vznikají
nové jednoú£elové nástroje a op¥t zanikají pro svou zastaralost, bylo t°eba zvolit pouze takové
po£íta£ové algebraické systémy u nichº je ur£itá jistota, ºe obsahují algoritmus pro výpo£et
nejv¥t²ího spole£ného d¥litele, stále se vyvíjejí a jsou dostupné pro r·zné platformy opera£ních
systém· a hardware. B¥hem výb¥ru se ukázalo, ºe r·zné PAS p°istupují k výpo£tu nejv¥t²í-
ho spole£ného d¥litele rozdíln¥. N¥kde si lze zvolit z n¥kolika algoritm· pro r·znou rychlost
výpo£tu, ale nap°íklad u komer£n¥ dostupného Maple 9.5 toto moºné není. V tomto ohledu
spí²e zvít¥zily PAS z °ad open-source jako nap°íklad Maxima, které dovolují nastavit pom¥rn¥
velké mnoºství parametr·. Av²ak je t°eba si uv¥domit, ºe Maple je velice komplexní balík, jenº
se nespecializuje pouze na jednu oblast výpo£t·, proto se mohou jevit jeho moºnosti v n¥kterých
ohledech hor²í neº u specializovaných nástroj·.

Jako testované systémy byly nakonec s ohledem na pouºitelnost vybrány systémy: Maple,
Maxima, SINGULAR, Giac/XCAS a CoCoA. Co autora vedlo k výb¥ru t¥chto systém· je
uvedeno v kapitolách p°islu²ných jednotlivým systém·m.

4.1 Metodika testování

4.1.1 Hardwarové a softwarové vybavení

V²echny testy probíhaly na po£íta£i typu notebook s dvoujádrovým procesorem a 512MB ope-
ra£ní pam¥ti

• CPU typ Mobile DualCore Intel Pentium M, 1600 MHz (12 x 133)

• Základní deska FUJITSU SIEMENS AMILO Pro Edition V3505

• �ipová sada základní desky Intel Calistoga i945GM/PM

• Pracovní pam¥´ 512 MB (DDR2-533 DDR2 SDRAM)

Opera£ní systém

• Microsoft Windows XP Home Edition Service Pack 2

23
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• Linux openSUSE 10.21

Zabrané prost°edky jinými aplikacemi po spu²t¥ní systém· (hrubý odhad m¥nící se velmi £asto)

• Microsoft Windows - 30% opera£ní pam¥ti, vyuºití CPU 5%

• Linux - p°i správném nastavení jsou zabrané prost°edky zanedbatelné

4.1.2 Testovací polynomy

Pokud chceme testovat algoritmus nejv¥t²ího spole£ného d¥litele polynomu o více prom¥nných
pot°ebujeme získat sadu polynom·, jeº by k t¥mto test·m poslouºila. Jako testovací polynomy
byly zvoleny polynomy obsahující v²echny mocniny daných °ád· (dense) s po£tem prom¥nných
1 aº 5, °ádu 1 aº 5000 podle délky trvání výpo£tu a moºností daného po£íta£ového algebraického
systému.

V¥t²ina po£íta£ových algebraických systém· obsahuje nástroje a knihovny pro generování
náhodných polynom·. Pokud to daný po£íta£ový algebraický systém umoº¬oval byly testovací
polynomy generovány p°ímo v jednotlivých testovaných po£íta£ových algebraických systémech,
v opa£ném p°ípad¥ byly vyuºity polynomy vygenerované pomocí Maple 9.52.

S ohledem na £asovou náro£nost a vyuºitelnost výpo£t· v dal²ím praktickém zpracování bylo
t°eba vybrat odpovídající polynomy, které byly generovány náhodnou funkcí. Jako hranice, kdy
je²t¥ m¥lo cenu £ekat na výpo£et byla stanovena doba 10 minut, tomuto musel být p°izp·soben
stupe¬ polynomu a po£et prom¥nných polynomu. Toto omezení bylo zavedeno z d·vod· £asové
náro£nosti takto provád¥ných test·.

Tyto parametry samoz°ejm¥ velmi ovliv¬ují dobu výpo£tu a ani se nep°edpokládá, ºe bude
nutné po£ítat nejv¥t²í spole£né d¥litele vysokých °ád· a nebo polynom· s hodn¥ prom¥nnými.
Vzhledem k tomu byly pouºity polynomy maximáln¥ °ádu 5000 pro polynomy jedné prom¥nné
aº °ádu 10 pro polynomy p¥ti prom¥nných, jejichº nejv¥t²í spole£ný d¥litel byl spo£ítán v dob¥
°ádov¥ desítek sekund aº jednotek minut.

P°i testování nebylo moºné pouºít zcela náhodné polynomy, nebo´ systémy po£íta£ové alge-
bry velmi rychle odhalí skute£nost, ºe v¥t²ina polynom· náhodn¥ vygenerovaných má nejv¥t²í
spole£ný d¥litel roven 1. Proto byly vygenerovány dva náhodné polynomy a výsledný nejv¥t²í
spole£ný d¥litel. Polynomy k testování potom byly sou£inem jednoho náhodného polynomu a
náhodn¥ vygenerovaného nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Vznikly tak dva polynomy, jejichº stu-
pe¬ byl roven sou£tu stup¬· násobených polynom· (stupe¬ náhodných polynom· a náhodného
nejv¥t²ího spole£ného d¥litele byly stejné).

4.1.3 Pr·b¥h test·

Výb¥r polynom· k testování uvádí kapitola 4.1.2. Pokud byla doba výpo£tu v¥t²í neº zvolených
10 minut byl test p°eru²en. Kaºdý jednotlivý test s polynomem daného °ádu a po£tem prom¥n-
ných byl provád¥n desetkrát u kaºdého systému se v²emy polynomy. Výsledná hodnota byla
zvolena jako pr·m¥r ze v²ech deseti výsledných hodnot.

4.2 Maple 9.52

Systém Maple je v sou£asné dob¥ asi nejpouºívan¥j²ím komer£ním po£íta£ovým algebraickým
systémem, proto nemohl chyb¥t ani p°i testování algoritm· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele v této

1Pouze pro ov¥°ení n¥kterých výsledk· a porovnání, ukázalo se, ºe doby výpo£tu jsou srovnatelné na obou
platformách.
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práci. Jeho uºivatelské rozhraní je gra�cky p°ív¥tivé a nau£it se s ním pracovat není nijak sloºité.
Obsahuje funkce a nástroje pro ²irokou skupinu operací, av²ak n¥které specializované funkce
jsou na úkor jeho rozsáhlosti h·°e nastavitelné uºivatelem a ten se musí spolehnout na výchozí
nastavení Maple nebo automatické funkce rozpoznání. To byl také p°ípad výpo£tu nejv¥t²ího
spole£ného d¥litele, kdy uºivatel nem·ºe nastavit jakým algoritmem bude po£ítán.

P°estoºe v sou£asné dob¥ je k dispozici jiº Maple verze 11, byla pouºita verze 9.52 a to proto,
ºe Maple je produkt komer£ní a licence jenº byla k dispozici byla práv¥ pro verzi star²í. Nicmén¥
je velice pravd¥podobné, ºe algoritmy pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele budou v obou
verzích stejn¥ ú£inné.

Základní vlastnosti systému Maple 9.52 [14]:

• vícedokumentové gra�cké uºivatelské rozhraní s hypertextovým propojením jednotlivých
pracovních list·,

• hierarchická struktura, formátovaná textová pole, r·né styly znak·, kontextová nápov¥da
umo¬ující p°ípravu profesionálních dokument· pro p°ímé prezentace nebo tisk,

• interaktivní práce v matematickém prost°edí (moºnost sdílení prom¥nných mezi pracov-
ními listy),

• vylep²ené menu a obohacená li²ta nástroj·,

• OLE2 klient - zápisník m·ºe obsahovat dynamicky p°ipojené £i vloºené objekty z ostatních
aplikací (z t¥ch, které mohou vystupovat jako OLE servery), pouze klasický worksheet,

• matematický asistent - velké mnoºství matematických rutin, které v²ak nelze pouºívat
bez matematických znalostí, celkem více neº 3500 p°íkaz·,

• matematický server - vyuºití matematických schopností externími aplikacemi,

• generování zdrojových program· ve FORTRANu nebo v C,

• generování zdrojového textu do LATEXu, html, rtf, xml a txt formátu,

• generování obrázk· v r·zných gra�ckých formátech,

• pouºití MapleNet umoº¬uje p°ístup k výpo£etním moºnostem pomocí webového prohlíºe£e,

• Maplets - de�nování vlastního gra�ckého uºivatelského rozhraní pro p°íkazy a procedury
Maple,

• obohacení o Maplets jako sou£ást speciální knihovny pro názornou výuku matematiky,

• program obsahuje velmi kvalitn¥ zpracovaný a podrobný HELP v nové struktu°e, novinka
- Math Dictionary,

• p°eprogramování jádra v jazyku Java (£áste£né zpomalení a výrazn¥ v¥t²í nároky na pam¥´
- trochu se zlep²ilo v posledních verzích), nový design interface, zachována moºnost kla-
sického worksheetu (úsporn¥j²í).
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Hardwarové a softwarové nároky

• Intel Pentium III 650 MHz

• v¥t²ina opera£ních systém·

• minimáln¥ 64 - 256 MB RAM

• 350 - 485 MB disk

• CD ROM

• TCP/IP internet protokol

4.2.1 Generování testovacích polynom·

Pro generování náhodných polynom· slouºí v systému Maple 9.52 funkce:

randpoly(vars, opts)

vars - prom¥nné nebo seznam prom¥nných
opts - (voliteln¥), zádání tvaru polynomu pomocí p°edpisu (rovnice) nebo bliº²í speci�kace

pro zp·sob generování polynomu

P°i zavolání funkce randpoly(vars, opts) dojde k vygenerování náhodného polynomu
s po£tem prom¥nných, jenº byly zadány jako vstupní parametr vars . M·ºeme zvolit i tvar
polynomu, který má být generován a to pomocí nepovinných parametr·.

Prvním parametrem je jiº zmi¬ovaný vars , který ovliv¬uje kolik neznámých bude polynom
obsahovat. Dal²í moºné parametry jsou:

Parametr Pouºití Výchozí hodnota
coe�s generování koe�cient· rand(-99..99)
expons generování exponent· jako koe�cient· rand(6)
terms po£et generovaných £len· 6
degree stupe¬ polynomu 5
dense polynom bude obsahovat v²echny mocniny sparse
homogeneous polynom je homogenní

P°íklady pouºití:

>randpoly(x);
==>50 − 85x5 − 55x4 − 37x32 + 97x
>randpoly([x, y]);
==>45yx − 8y2 − 93x4 + 92x5 + 43x4y − 62x3y2

>randpoly([x, y], terms = 10);
==>−62 + x − 47y − 91y2 − 47x3 − 61y3 + 41x2y2 − 58xy3 − 90y4 + 53x2y3

>randpoly([x, y], dense, degree = 4);
==>72 + x4 − 94x3y + 83x3 − 86x2y2 + 23x2y − 84x2 + 19xy3 − 50xy2 + 88xy −
53x + 85y4 + 49y3 + 78y2 + 17y
>randpoly([x, y], homogeneous);
==>−78x2y3 − 48x4y − 47y5

>randpoly([x, y, z], dense, homogeneous, degree = 2);
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==>68x2 − 72zx − 87xy + 79z2 + 43yz − 66y2

>randpoly([x, sin(x), cos(x)]);
==>−42sin(x)2+88cos(x)2−76cos(x)3−65x3sin(x)2+25x2sin(x)2cos(x)+28cos(x)4

>randpoly(z, expons = rand(−5..5));
==>− 61

z5 + 9
z4 − 83z + 78z4 + 94z2

>randpoly([x], coeffs = proc()randpoly(y)endproc);
==>(−43−36y5+40y4+22y3+5y2−88y)x5+(−55−73y5+25y4+4y3−59y2+62y)x4+
==>(−78+25y5+9y4+40y3+61y2+40y)x3+(81+62y5+11y4+88y3+y2+30y)x2+
==>(57 − 5y5 − 28y4 + 4y3 − 11y2 + 10y)x + 58 − 82y5 − 48y4 − 11y3 + 38y2 − 7y
>RandomTools[Generate](polynom(integer(range = −10..10), x, degree = 4));
==>8 − x − x2 + x3 − x4

Pro generování náhodných polynom· zvoleného stupn¥ a po£tu prom¥nných byla vyuºita funkce
randpoly().

> g := randpoly([x, y], degree=10,dense):

> f1:=expand(g * randpoly([x,y], degree=100,dense)):

> f2:=expand(g * randpoly([x, y], degree=100,dense)):

> start:=time():

> gcdm:=gcd(f1,f2):

> dobaBehu:=time()-start;

4.2.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Maple obsahuje funkci pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele polynom· gcd a funkci po-
jmenovanou igcd pro po£ítání nejv¥t²ího spole£ného d¥litele celých £ísel. Maple taktéº nabízí
roz²í°enou funkci (gcdex, igcdex), která po£ítá v sou£tu vstupy gcd a a b, x a y zp·sobem ax

+ by = gcd(a,b).
Pro testy byla pouºita funkce gcd. Tato funkce volí typ pouºitého algoritmu podle vstupních

hodnot.

gcd(a,b,'cofa','cofb')

a,b - polynomy s více prom¥nnými zadáváné jako pole

cofa,cofb - (voliteln¥) nevyhodnotitelné výrazy

Algoritmus gcdex - extended Euclidean algorithm for polynomials

gcdex(A,B,x,'s','t')

gcdex(A,B,C,x,'s','t')

A,B,C - polynomy s prom¥nnou x

x - jméno prom¥nné

s,t - (voliteln¥) nevyhodnotitelné výrazy

P°íklad:



28 KAPITOLA 4. TESTOVÁNÍ ALGORITM� GCD VE VYBRANÝCH PAS

> gcdex(x^3-1,x^2-1,x,'s','t');

==>−1 + x
> s,t;

==>1,−x
> gcdex(x^2+a,x^2-1,x^2-a,x,'s','t');

> s,t;

==>
−(a−1)

a+1 , 2 a
a+1

> gcdex(1,x,1-2*x+4*x^2,x,'s','t');

> s,t;

==>1, 4x − 2

4.2.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Tabulka 4.1 shrnuje provedené testy výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Pokud je v n¥kterém
poli £erná te£ka znamená to, ºe test probíhal p°íli² dlouho viz kapitola 4.1.2.

Porovnání a zhodnocení s ostatními testovanými systémy je uvedeno v poslední kapitole.

4.3 Maxima

Maxima je £asto ozna£ována jako open-source alternativa systému Maple. Ve skute£nosti sice
sta£í na v¥t²inu b¥ºných výpo£t·, ale Maple jako produkt komer£ní a vyuºívaný v mnohem
v¥t²í mí°e obsahuje mnoho drobných vylep²ení, která uºivateli pomohou a zjednodu²²í práci.
I p°es n¥které nedostatky je jeho ovládání pom¥rn¥ jednoduché a pro uºivatele p°ístupné.
Pro testování nejv¥t²ího spole£ného d¥litele byl zvolen jako moºná náhrada za komer£ní Maple,
kdyº uºivatel nebude mít Maple k dispozici.

Maxima je systém nejen pro symbolické ale i numerické výpo£ty výraz· zahrnující:

• derivace, integrace, °e²ení diferenciálních rovnic,

• Tailorovy °ady,

• Laplaceovu transformaci,

• soustavy lineárních rovnic, polynomy,

• práci s mnoºinami, seznamy, vektory, maticemi a tenzory.

Dal²í vlastnosti:

• vysoká p°esnost numerických výsledk· zaji²t¥ná pouºíváním p°esných zlomk·, libovoln¥
p°esných celých £ísel a libovoln¥ p°esných £ísel v plovoucí desetinné °ádové £árce2,

• vykreslování funkcí a dat ve 2�D nebo 3�D,

• r·zná gra�cká uºivatelská rozhraní, nap°íklad wxMaxima je jedno z nich zaloºené na
platform¥ wxWidgets GUI,

• matematický editor GNU TEXmacs m·ºe být pouºit tak, aby poskytoval interaktivní GUI
pro Maximu

2závisí samoz°ejm¥ na výkonu hardware
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Tabulka 4.1: Výsledky test· GCD v systému Maple

• obsahuje kompletní programovací jazyk se syntaxí podobnou ALGOLu, ale se sémantikou
podobnou Lispu, proto m·ºe být Maxima snadno pouºitelná pro výuku programování a
po£íta£ové algebry,

• vzhledem k tomu, ºe Maxima je napsána v Common Lisp, dá se snadno roz²i°ovat pomocí
vlastních úprav kódu a dokonce programy napsané v Lispu mohou být volány p°ímo
z Maximy,

• moºnost generovat kód v jiných programovacích jazycích (nap°. Fortran), které mohou
výpo£ty provést mnohem efektivn¥ji,

• n¥které speciální výpo£ty jako je faktorizace velkých £ísel, manipulace s velmi velkými
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polynomy, atd. je v¥t²inou lep²í provád¥t ve specializovaných systémech.

Harwarové a softwarové nároky

• Hardwarové nároky distributor neuvádí, doba výpo£tu je potom závislá na pouºitém hard-
ware.

• Zdrojový kód Maximy lze kompilovat na v¥t²in¥ systém·, jako je Windows, Linux a Ma-
cOS X. Zdrojový kód pro v²echny systémy a p°edkompilované binární balíky pro Windows
a Linux jsou dostupné na web stránkách SourceForge - http://maxima.sourceforge.
net/download.shtml.

4.3.1 Historie

Maxima je následníkem systému Macsyma, legendárního po£íta£ového algebraického systému
vyvinutého na konci 60. let 20. století na Massachusetts Institute of Technology. Maxima má
stálou aktivní uºivatelskou komunitu, k £emuº p°ispívá její dostupnost jako open source. Mac-
syma byl revolu£ní systém a mnoho dal²ích systém·, jako Maple a Mathematica se jím nechaly
inspirovat.

Kdyº se Maxima za£ala vyvíjet odd¥len¥ od Macsymy, jejím prvním tv·rcem byl William
Schelter a to od roku 1982 aº do jeho smrti v roce 2001. V roce 1998 dostal povolení k vydání
zdrojových kód· pod licencí GNU General Public License (GPL). Kdyº zem°el byla utvo°ena
skupina uºivatel· a vývojá°·, jenº dokázala otev°ít Maxim¥ cestu k ²iroké ve°ejnosti.

4.3.2 Generování testovacích polynom·

Maxima neumoº¬uje generovat náhodné polynomy, které by byly vhodné pro ú£ely testování
tak, jak je uvedeno v této práci, viz kapitola 4.1.2. Pro generování polynom· byl tedy pouºit
systém Maple, viz kapitola 4.2.1 a výsledné polynomy exportovány do systému Maxima.

4.3.3 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Maxima nabízí v¥t²inu pouºívaných algoritm· pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Po-
mocí funkce

gcd (p_1, p_2, x_1, ...)

a jejích parametr· lze speci�kovat co a jakým algoritmem bude po£ítáno. Funkce gcd() po£ítá
nejv¥t²ího spole£ného d¥litele polynom· p_1 a p_2. Uºivatel m·ºe ovlivnit jaký algoritmus
bude pouºit. Nastavením gcd na ez, subres, red, nebo spmod volíme ezgcd, po£ítání pomocí
subresultant·, reduk£ním algoritmem nebo modulárním algoritmem. Jako výchozí a pro testy
pouºitý je nastaven subres.

4.3.4 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Tabulka 4.2 shrnuje provedené testy výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Pokud je v n¥kterém
poli £erná te£ka znamená to, ºe test probíhal p°íli² dlouho viz kapitola 4.1.2.

Porovnání a zhodnocení s ostatními testovanými systémy je uvedeno v poslední kapitole.
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Tabulka 4.2: Výsledky test· GCD v systému Maxima

4.4 SINGULAR

SINGULAR je po£íta£ový algebraický systém pro polynomiální výpo£ty se speciálním d·razem
na komutativní algebru, algebraickou geometrii a teorii singularity. Má pom¥rn¥ velkou uºi-
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vatelskou základnu a je jedním z nejroz²í°en¥j²ích open source produkt· po£íta£ové algebry
mezi odborníky. Z t¥chto d·vod· byl také zvolen pro testování nejv¥t²ího spole£ného d¥litele.

Pro °e²ení problém· nekomutativní algebry lze vyuºít následníka SINGULARu nazývaném
PLURAL. SINGULAR byl navrºený Gertem-Martinem Greuelem, Gerhardem P�sterem a
Hansem Schönemannem.

Hlavní vlastnosti:

• pouºívané objekty - ideální/modely od velmi obecných polynomiálních okruh· po r·zná
pole prvk·,

• velká rozmanitost algoritm· implementovaných v jádru (napsaných v C/C++),

• intuitivní programovací jazyk podobný programovacímu jazyku C,

• mnoho dal²ích implementovaných algoritm· je dostupných v podob¥ knihoven SINGU-
LARu,

• spolupracuje s dal²ími PAS jako jsou MMA nebo MuPAD,

• rozsáhlá dostupná dokumentace na webu http://www.singular.uni-kl.de,

• vývoj od roku 1984; v sou£asnosti je dostupná aktuální verze 3.0.2.

Hardwarové a softwarové nároky

• Voln¥ dostupný pro v¥t²inu hardware a software platforem (Unix, Windows 95/NT, Mac-
intosh) - p°ehled verzí ke staºení je na ftp://www.mathematik.uni-kl.de/pub/Math/

Singular.

• Voln¥ dostupný jako binární program pro Windows 95/98/ME/NT/2K/XP, Unix: Linux
(PCs, DEC-Alpha), HP-UX (Hewlett-Packard), Solaris (Sun), IRIX (SGI), AIX (IBM),
OSF (DEC), FreeBSD (PCs) Macintosh: MacOS X.

4.4.1 Generování testovacích polynom·

Pro generování polynom· byla pouºita knihovna random.lib a její procedura

sparsepoly(u[,o,p,b]); u,o,p,b integers

Výstupem procedury jsou polynomy pouze s termy stupn¥ d, u≤d≤o, kde p procento term·
stupn¥ d je 0, zbývající mají náhodné koe�cienty v rozmezí [1,b), (výchozí hodnoty: o=u,
p=75, b=30000). P°i vhodném nastavení lze získat polynomy blíºící se polynom·m, které by
byly vhodné pro testovací ú£ely viz kapitola 4.1.2 i kdyº z názvu funkce se zdá, ºe generuje
polynomy °ídké (sparse). P°íklad:

LIB "random.lib";

ring r=0,(x,y,z),dp;

sparsepoly(5);

"";

==> 24263xy4+24170x4z+21962x3yz+26642xy3z+5664xy2z2+17904xz4

==> sparsepoly(3,5,90,9);

==> 8x3z2+2y3z2+3xyz3+2xy3+yz3+xy2
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P°ed kaºdým pouºitím polynomu musí být nade�nován polynomiální okruh pomocí:

ring name = (coefficient_field), ( names_of_ring_variables ), ( ordering );

Testovací kód:

> int stupen=20;

> ring r=0,(x),lp;

> LIB "random.lib";

> poly g=sparsepoly(0,stupen,0,5000);

> poly f1=g*sparsepoly(0,stupen,0,5000);

> poly f2=g*sparsepoly(0,stupen,0,5000);

> rtimer=1;

> int cas=timer; poly gcdm=gcd(f1,f2);cas=timer-cas;cas;

> cas

Poznámka. Funkce rtimer slouºí k nastavení zobrazení doby výpo£tu.
Nastavení timeru SINGULARu pro v¥t²í p°esnost: Singular [options] [file1 [file2

...]]

--min-time=SECS Udává minimální zobrazovaný £as výpo£tu (jako výchozí je nastaveno 0,5
s. Pro testování bylo nastaveno 0,001 s.)

--ticks-per-sec=TICKS Udává po£et tik· za 1 sekundu (jako výchozí je nastaveno 1.
Pro testování bylo nastaveno 1000.)

4.4.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Singular nabízí nejpouºívan¥j²í algoritmy pro výpo£et nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Pomocí funkce

gcd ( int_expression, int_expression )

gcd ( number_expression, number_expression )

gcd ( poly_expression, poly_expression )

m·ºeme získat nejv¥t²í spole£né d¥litele poºadovaných vstup·. Algoritmus gcd po£ítá nej-
v¥t²í spole£né d¥litele polynom· jedné nebo více prom¥nných. Algoritmus výpo£tu nejv¥t²ího
spole£ného d¥litele nem·ºe uºivatel zvolit, ale je volen p°ímo SINGULARem. Pokud je exponent
prvo£íslo je pouºita metoda subresultant·. Pro exponent 0 a v p°ípad¥ jedné prom¥nné je pouºit
modulární algoritmus. Pro více prom¥nných je pouºit EZGCD. Nelze po£ítat gcd polynom·
s racionálními £ísly Q.

4.4.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Tabulka 4.3 shrnuje provedené testy výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Pokud je v n¥kterém
poli £erná te£ka znamená to, ºe test probíhal p°íli² dlouho viz kapitola 4.1.2.

Porovnání a zhodnocení s ostatními testovanými systémy je uvedeno v poslední kapitole.

4.5 Giac/Xcas

Protoºe Giac/Xcas je kombinace vlastn¥ dvou nástroj·/knihoven byl zám¥r testování výpo£t·
nejv¥t²ího spole£ného d¥litele takový, aby se zjistilo, zda pom¥rn¥ jednoduchá, ale zato modu-
lární knihovna pouºitelná v dal²ích aplikacích naprogramovaných uºivatelem, bude srovnatelná
nebo se bude aspo¬ p°ibliºovat n¥kterému �kompletnímu� po£íta£ovému algebraickému systému.
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Tabulka 4.3: Výsledky test· GCD v systému SINGULAR

Rozhraní Xcas bylo zvoleno jako jedno z jednodu²²ích a p°ehledných rozhraní pro Giac
p°idávájící navíc tabulkový procesor.

Giac/Xcas je free po£íta£ový algebraický systém. Vlastnosti:

• mód kompatibility pro Maple, MuPAD a TI89,

• Xcas je rozhraní, jenº má za cíl zlep²it výkonnost a uºivatelskou p°ív¥tivost programu,
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• Giac/Xcas lze pouºít pro po£íta£ovou algebru, geometrii (2�D a 3�D) a jako tabulkový
procesor,

• Giac je free (GPL) C++ knihovna, jenº provádí v²echny výpo£ty, m·ºe být pouºita
v r·zných programech vytvo°ených v jazyce C++.

Výpo£ty:

• po£íta£ová algebra: libovolná p°esnost celých £ísel a £ísel v plovoucí °ádové £árce, celých
£ísel a polynomiální aritmetika (gcd, extended gcd, faktorizace, ...), zjednodu²ování, °e²ení
rovnic, £áste£ná dekompozice zlomk·, kalkulus (derivace, integrace, limity, rozvoj °ad),
lineární algebra (vektory, matice, redukce °ádk· do echelonovy formy, vlastní £ísla a vlastní
vektory),

• 2�D geometrie: bod, úse£ka, p°ímka, trojúhelník, mnohoúhelník, kruºnice, parametrické
k°ivky, pr·se£íky, te£ny... dynamická geometrie, v²echny geometrické p°íkazy jsou pro-
gramovatelné,

• 3�D geometrie: bod, úse£ka, p°ímka, rovina, trojúhelník, mnohoúhelník, kruºnice, para-
metrické k°ivky, povrchy, pr·se£íky, te£ny..., dynamická geometrie, v²echny geometrické
p°íkazy jsou programovatelné,

• tabulkový procesor : relativní a absolutní odkazy, bu¬ky mohou obsahovat formální ob-
jekty (nap°. 1/2, sin(x), ...), 1�D a 2�D statistika (st°ední hodnota - mean, stddev, hgis-
togram, kovariance - covariance, regrese - regressions, ...),

• programování : funkce, lokální prom¥nné, testy, cykly, moºnost volby syntaxe (C, Maple,
MuPAD, TI89), v¥t²inou je moºné spustit Maple, MuPAD nebo TI89 bez zásahu uºivatele
do Xcasu, programový editor, interaktivní debugger.

Hardwarové a softwarové nároky

Dostupný pro v²echny b¥ºné platformy a systémy Windows, Mac OS X a Linux/Unix.

4.5.1 Generování testovacích polynom·

Systém obsahuje funkci pouze pro generování náhodných polynom· jedné prom¥nné, v ostat-
ních p°ípadech musel být pouºit export polynom· ze systému Maple. Funkce pro generování
náhodných polynom·:

randPoly([Var(var)],Intg(n))

Var(var) - ozna£ení prom¥nné
Intg(n) - stupe¬ polynomu

4.5.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Jsou dostupné funkce modgcd pro po£ítání pomocí modulárního algoritmu, ezgcd pro výpo£et
nejv¥t²ího spole£ného d¥litele polynom· s nejmén¥ dv¥ma prom¥nnými pomocí algoritmu ezgcd,
psrgcd pro po£ítání pomocí subresultant·, heugcd pro po£ítání pomocí algoritmu nazývaném
heuristická pgcd. Jaký algoritmus je pouºit p°i volání funkce gcd(poly1,poly2)se nepoda°ilo
zjistit, av²ak lze p°edpokládat, ºe je volen nejvhodn¥j²í algoritmus3 pro dané vstupy.

3nejvhodn¥j²í z pohledu daného systému, coº neznamená, ºe je pro danou aplikaci nejrychlej²í
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4.5.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Tabulka 4.4 shrnuje provedené testy výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Pokud je v n¥kterém
poli £erná te£ka znamená to, ºe test probíhal p°íli² dlouho viz kapitola 4.1.2.

Porovnání a zhodnocení s ostatními testovanými systémy je uvedeno v poslední kapitole.

Tabulka 4.4: Výsledky test· GCD v systému Giac/Xcas
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4.6 CoCoA

CoCoA je voln¥ dostupný systém pro po£ítání s polynomy o více prom¥nných. Je to pom¥rn¥
nov¥ vzniklý systém, aspo¬ co se tý£e jeho gra�ckého uºivatelského rozhraní, jenº je snadno
ovladatelné a p°ehledné s rozd¥lenou £ástí pro zadání vstup· a vypo£ítaných výstup·. Práce
s polynomy o více prom¥nných je d·leºitou vlastností k po£ítání nejv¥t²ího spole£ného d¥litele
t¥chto polynom·.

Speciáln¥ se CoCoA zabývá po£ítáním okruh· polynom· s více prom¥nnými nad racionál-
ními nebo modulárními celými £ísly a jejich ideály a moduly. Implementace teorie operací
ideál·/modul· se spoléhá na teorii Gröbnerových bází.

Jedna z nejd·leºit¥j²ích vlastností CoCoA je její vysokoúrov¬ový programovací jazyk jenº
umoº¬uje uºivateli napsat své vlastní funkce a sm¥rovat systém postupn¥ k °e²ení kompliko-
vaných a sloºitých výpo£t·. Tento jazyk byl navrºen tak, aby byl p°irozený a intuitivní, proto
je jednoduché se ho nau£it. Jazyk je interpretovaný; jeho syntax je podobná Pascalu.

Hlavními uºivateli CoCoA jsou výzkumníci v komutativní algeb°e a algebraické geometrii.
Nicmén¥ výpo£etní algebraické techniky jsou roz²í°eny v mnoha oborech (nap°íklad numerická
analýza, kryptogra�e, statistika a dynamické systémy), a proto jsou také oblastí kde lze CoCoA
vyuºít.

Systém obsahuje kompletní on-line nápov¥du (taktéº dostupnou jako html manuál). CoCoA
je voln¥ dostupný software pro výzkumné a vzd¥lávací ú£ely.

Pro pohodlnou práci nabízí systém textový interface, Emacs mód a gra�cké uºivatelské
rozhraní spole£né pro v¥t²inu platforem.

CoCoA je speciáln¥ navrºena pro následující výpo£ty:

• Gröbnerovy báze,

• polynomiální faktorizace,

• exaktní lineární algebra,

• Hilbertovy funkce,

• ideály bod·,

• teorie ideál·.

V¥t²ina verzí CoCoA má gra�cké uºivatelské rozhraní, vyuºívající programovací jazyk Co-
CoALanguage. S knihovnou CoCoALib, a C++ library, je moºné pouºít výpo£etního jádra
CoCoA pro vývoj vlastních aplikací.

4.6.1 Generování testovacích polynom·

P°ed pouºitím polynomiálních výpo£t· s polynomy více neº t°í neznámých je nutno nade�novat
nový polynomiální okruh pomocí Use R::=Q[var1,var2,..,varn], náhodné polynomy jsou
generovány pomocí funkce Randomized(expression). Prom¥nná S ozna£uje výsledný stupe¬
polynomu. Pouºití:

Use R::=Q[x,y,z,u];

S:=1;

T:=Randomized((x+y+z+u+1)^S);

F:=T*Randomized((x+y+z+u+1)^S);

G:=T*Randomized((x+y+z+u+1)^S);

Time H:=GCD(F,G);
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4.6.2 Moºnosti výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

CoCoA obsahuje jedinou funkci pro po£ítání nejv¥t²ího spole£ného d¥litele:

GCD(F_1:INT,...,F_n:INT):INT

GCD(L:LIST of INT):INT

GCD(F_1:POLY,...,F_n:POLY):POLY

GCD (L:LIST of POLY):POLY

Algoritmus jaký p°i výpo£tech uplat¬uje se nepoda°ilo zjistit. Lze p°edpokládat, ºe zná v¥t²inu
algoritm· a pouºije vºdy nejvhodn¥j²í podle charakteru vstup·.

4.6.3 Výsledky test· nejv¥t²ího spole£ného d¥litele

Tabulka 4.5 shrnuje provedené testy výpo£tu nejv¥t²ího spole£ného d¥litele. Pokud je v n¥kterém
poli £erná te£ka znamená to ºe test probíhal p°íli² dlouho viz kapitola 4.1.2.

Porovnání a zhodnocení s ostatními testovanými systémy je uvedeno v poslední kapitole.
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Tabulka 4.5: Výsledky test· GCD v systému CoCoA



Kapitola 5

Záv¥r a porovnání jednotlivých
systém·

Jak je z tabulek a graf· níºe vid¥t, n¥které systémy svým výkonem tém¥° zcela propadly.
Nap°íklad systém Maxima, jenº je mnohdy porovnáván se systémem Maple byl nejpomalej²í
z testovaných systém· a to ve v²ech ohledech. Moºná p°í£ina je v tom, ºe vývojá°i se snaºí
do systému zabudovat co moºná nejvíc funkcí, ale nekoukají na odlad¥ní systému a mnohdy
pouºití neefektivních algoritm·. Je sice pravda, ºe uºivatel m·ºe nastavit algoritmus výpo£tu
nejv¥t²ího spole£ného d¥litele podle sebe, av²ak jako výchozí je pouºita metoda subresultant·,
která je pro polynomy pom¥rn¥ pomalá. Pokud v²ak uºivatel se systémem za£ne pracovat není
jisté zda ihned bude znát v²echna nastavení, proto byly systémy testovány s nastavením vý-
chozím. Ve v²ech ostatních systémech je pouºitý algoritmus volen automaticky podle vstupních
hodnot.

Lze vid¥t, ºe naopak nejrychlej²ím systémem je Maple. Jeho rychlost je dána také tím, ºe
jako jediný dokázal vyuºít potenciál harware na n¥mº byly systémy testovány a to dvoujádrový
procesor. Jediný Maple zat¥ºoval p°i výpo£tech ob¥ jádra, ostatní systémy vyuºívaly jen jedno
jádro a výkonnost se tedy sníºila tém¥° o 50 %. Pokud je uºivatel ochoten zaplatit £ástky
v °ádech desetitisíc· je Maple nejlep²í volba. Maple je vyuºitelný v °ad¥ dal²ích oblastech,
takºe investice se jist¥ vyplatí.

P°íjemným p°ekvapením byl systém SINGULAR, který byl druhý nejlep²í. Ve v¥t²in¥
p°ípad· byl sice aº desetkrát pomalej²í neº Maple, av²ak p°i po£ítání niº²ích stup¬· byly
£asy srovnatelné. Je vid¥t, ºe SINGULAR si zaslouºí být mezi nejpouºívan¥j²ímy open-source
systémy po£íta£ové algebry.

Systém CoCoA má, jak se zdá, velký potenciál se roz²í°it, protoºe jeho uºivatelské rozhraní
je p°ehledné a uºivatel se s ním seznámí rychle. Nápov¥da poskytovaná jako html dokumentace
je komplexní a lze v ní najít v²e, co systém nabízí p°ehledn¥ vysv¥tleno. Nejv¥t²í jeho výhodou
p°i po£ítání nejv¥t²ího spole£ného d¥litele je jeho rychlost, která je srovnatelná se systémem
SINGULAR.

Knihovna Giac je ve výsledku taktéº pouºitelnou alternativou a vzhledem k tomu, ºe m·ºe
být pouºita ve vlastních aplikacích je její výkonnost dosta£ující. Rychlost výpo£t· byla také
ovlivn¥na práv¥ pouºitým rozhraním Xcas, ale i tak jsou £asy mnohem men²í neº v p°ípad¥
Maximy.

Z tabulky 5.1 je vid¥t, ºe p°i testování polynom· jedné prom¥nné byl £as tém¥° zanedbatelný,
coº se projevilo i na dobách výpo£t· s polynomy °ádu 1 aº 100, kdy systém nebyl ani schopen
£as p°esn¥ m¥°it (tak malé hodnoty m¥°it nedokáºe). Ve v¥t²in¥ p°ípad· se projevila závislost

40
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mezi po°adím provád¥ní výpo£tu, kdy první výpo£et trval tém¥° vºdy del²í dobu.
Pokud je v n¥kterém poli £erná te£ka znamená to, ºe test nebyl dokon£en, nebo´ doba testu

byla del²í neº stanovená hranice 10 minut.

Tabulka 5.1: Porovnání £asu výpo£t· GCD na jednotlivých systémech.

Poznámka. V prvním grafu pro £asovou závislost polynom· s 1 prom¥nnou není zahrnut
systém Maxima, nebo´ hodnoty £as· jsou mnohem v¥t²í neº ostatních systém· a graf by tak
ztratil vypovídací hodnotu. To je patrné i u ostatních graf·, ale v nich uº byly pouºity v²echny
výsledky. U polynom· s více jak 1 prom¥nnou n¥které grafy neobsahují v²echny hodnoty, nebo´
tyto £asy byly del²í jak 10 minut. Pokud n¥který systém není ve vy²²ím stupni zastoupen, ale
v p°edchozím ano, neznamená to, ºe £as byl ve vy²²ím stupni nulový.
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Obrázek 5.1: Grafy zobrazující dobu výpo£tu GCD na jednotlivých systémech.
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Obrázek 5.2: Grafy zobrazující dobu výpo£tu GCD na jednotlivých systémech.
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Obrázek 5.3: Grafy zobrazující dobu výpo£tu GCD na jednotlivých systémech.
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