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Anotace: Prace se zabyva pocitacovou algebrou a vyuzitim pocéitacovych algebraickych sys-
tému pfi vypoctech nejvétsiho spoleéného délitele.

Poskytuje piehled volné dostupnych pocitacovych algebraickych systémi, naroky na ope-
racni systém v némz je lze provozovat, piipadné hardware, prehled webovych stranek systému a
moznosti vyuziti pocitacovych algebraickych systému pii vypoctu nejvétsiho spoleéného délitele
polynomi s vice proménnymi.

Dale se zaméfuje na pouziti algoritmt pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele v teorii
Fizeni, hlavné v oblasti algebraickych (polynomiélnich) metod Fizeni p#i FeSeni diofantické rovnice.

Nejvétsi prostor byl vyhrazen pro testovani algoritmt nejvétiiho spoleéného délitele ve vy-
branych pocita¢ovych algebraickych systémech z hlediska rychlosti pii vypocétu nejvétsiho spo-
le¢ného délitele polynomii stupné 1 az 5000 s po¢tem proménnych 1 az 5 s ohledem na ¢asovou
néiro¢nost a porovnani systému na zakladé testii a grafické znazornéni ¢asovych vysledki.

Annotation: This thesis deals with computer algebra and using them to compute greatest
common divisor.

It offers an overview of free available computer algebra systems, requirements to operating
system, eventually hardware, an overview of web sites these systems and possibilities for using
them to compute greatest common divisor of multivariable polynomials.

It is focusing on using algorithms to compute greatest common divisor in control theory
mainly in way algebraic (polynomial) methods of control solution to diophantine equations.

Main contens is testing algorithms using to compute greatest common divisor, testing some
computer algebra systems in term of rate during compute greatest common divisor of polyno-
mials degree 1 up to 5000 and 1 up to 5 variables and comparison systems on the basis of tests
and graphical illustration.
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Uvod

Vykon soucasnych pocitaci je na takové arovni, ze matematické vypocty lze provadét na témér
kazdém pocitaci a témeéf ve v8ech pocitacovych algebraickych systémech v pfijatelném casovém
rozmezi. Pokud je potieba provadét vypocty bez zaokrouhlovani a pouzivat symbolické ope-
race nad rozsdhlymi strukturami je to prace pravé pro systémy pocitacové algebry. Vétsinu
z operaci, které jsou obsazeny v systémech pocitacové algebry, mizeme provadét i ru¢né, avsak
s mnohem vétsim Gsilim a stravenym casem. Jednim z pouzivanych algoritmi je i algorit-
mus pro vypocet nejvétstho spole¢ného délitele. Algoritmus pro vypocet nejvétsiho spoleéného
délitele je ve vétsiné systémill pouzivan piimo skryté pii operacich s polynomy a racionalnimi
funkcemi-racionalni funkce se reprezentuji jako podil polynomu ve zkracené formé. Zaméiime se
hlavné na pouZiti nejvétsiho spoleéného délitele v teorii fizeni a feSeni tzv. diofantické rovnice.
Nejvétsi spolecny délitel je zdkladnim vypocetnim mechanismem pro fadu dalsich algoritmi, a
to nejen v teorii fizeni, ale i v fadé dalsich.

Tato prace by méla ¢tenaii poskytnout pfehled pocitacovych algebraickych systémt béznému
uzivateli dostupnych a déle porovnani nékterych téchto systému z hlediska rychlosti vypocti
algoritmia nejvétsiho spoleéného délitele. V oblasti pocitacové algebry dochézi k vyvoji stejné
jako v jinych oborech, proto nelze tento pirehled brat jako neménny a vzdy je vhodné pouzit
néktery informacni zdroj a ovéfit, zda dany systém jesté existuje, neni k dispozici nova verze
nebo se neobjevil n&jaky lepsi. Tento pfehled lze nalézt napiiklad v [9] nebo pfimo na webovych
strankéach systémi.

V prvni G4sti prace je nastinéna teorie poditacové algebry a pocitacovych algebraickych
systémi a definice nékterych pouZitych termind, které budou potiebné pro dalii ¢asti. Nékteré
terminy jsou uvedeny pouze jako piehled bez vysvétleni dalsich souvislosti, nebot neni mozné
obsahnout celou teorii a ani to nebylo pfedmétem této prace. Vice informaci lze nalézt v odborné
literatute. Dale je uvedena kapitola pojednéavajici o vyuziti algoritmu nejvétsiho spole¢ného
délitele v teorii fizeni a FeSeni diofantické rovnice.

Dalsi ¢ast je vénovana prehledu pocitacovych algebraickych systému, které vyuzivaji al-
goritmu nejvétsiho spoleCného délitele. Jsou zde uvedeny hlavné informace ohledné vyvoje a
moznosti daného systému, protoZe to, jak se systém ovldda a dalsi technické informace je
mozné nalézt v napovédé k jednotlivym systémtim nebo na jejich webovych strankach, kde
lze ve vét§iné pripadd nalézt mnozstvi priklada jak se systémem zachézet.

Posledni ¢ast se zaméifuje na testovani vybranych pocitacovych algebraickych systéma a
jejich porovnani z hlediska rychlosti vypocétu nejvétiitho spole¢ného délitele. Vysledky testi
jsou pouzitelné pokud se ¢tenar bude zabyvat pravé vypocétem nejvétsiho spole¢ného délitele a
bude hledat nejrychlejsi systém pocitacové algebry.



Kapitola 1

Pocitacova algebra a pocitacovy

algebraicky systém

Tato kapitola podava prehled moznosti a definici pocitacové algebry a poécitacovych algebra-
ickych systému. Vlastnosti jsou vypsany pouze v bodech, nebot je dostupno mnozstvi literatury
na toto téma a predmétem této price nebylo Fedit teoretické problémy. Zijemce o tuto prob-

lematiku maZze dalsi nalézt napt. v [2, 13, 11].

1.1 Pocitacova algebra

Pocitacova algebra (nékdy téz nazyvané algebraické vypo¢ty nebo symbolické manipulace) je
obor védeckého poéitani, ktery vyviji, analyzuje, implementuje a pouziva algebraické algoritmy.

’ Ciselné \ symbolické ‘
2 2 T
2+3=5 T+ 2z =3z
cos (3.14159) — —0.999999 cos (IT) — —1
sin (2z) = 2sinx cos
% — 2z
% z - ln|m271|
fO z2—1 - 01438 f.’l,’2—1 -
a’>—b> — (a+0b)(a—0b)

numerické algebraické

vyhodnoceni zjednoduseni

Tabulka 1.1: Srovnéni ¢iselnych a symbolickych vypoctu.

Symbolické vypoéty

e vypocty s Cisly s absolutni pfesnosti, bez zaokrouhlovéni,

e vypolty se symboly, neznamymi (z,y),

e vypocty s funkcemi (sin, cos, f),
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e manipulace se vzorci,

e symbolické operace (derivovani, integrovani, faktorizace, ...).

Pouziti algebraickych vypodta

e narozdil od ¢lovéka pocitac chyby nedéla (je-li vstupni informace zadana spravné dostaneme
spravny vysledek),

o ve védeckych problémech je Casto potieba zpracovavat velice rozsahlé algebraické vyrazy
(statisice a vice ¢lentt) nebo provadét dlouhé analytické operace,

e ngkteré algoritmy ¢lovek ru¢né s tuzkou na papitfe neni schopen provadst (napi. faktori-
zace!, eliminace kvantifikdtori?).

1.2 Symbolické operace

Symbolické operace slouzi pro feSeni problému v oblasti poc&itatové algebry. Tyto operace
zahrnuji napiiklad:

e zjednodusSovani, automatické zjednodusovani s odhadem a zjednoduSovani s omezenim,
e substituce symbold, funkénich nebo numerickych hodnot,

e piepsiani trigonometrickych funkei do exponencidlni podoby,

e parcidlni a totalni derivace,

e parcialni a celkova faktorizace,

e teleni linedrnich a nékterych nelinearnich rovnic v nékolika dimenzich,
e feSeni diferencialu a diferencialnich rovnic,

e feleni limit,

e urcité a neurcité integraly, vycerozmérové integraly,

e integralni transformace,

e libovolné piesné numerické operace,

e fady operaci za sebou (rozvoje a soucty),

e maticové operace (soudin, inverzni matice, ...),

e zobrazeni matematickych vyrazi ve 2-D formé, ¢asto se pouziva sazeci systémy jako je
TEX (nebo také Prettyprint).

Dalsimi vlastnostnostmi mohou byt:

1 Jako faktorizace se v matematice a jejich aplikacich oznatuje problém rozloZeni &isla na souin mensich &isel,
v nejcast&jsi podobé pak rozklad celého ¢isla na soucin prvocisel.

2Kvantifikovany vzorec v prenex tvaru v oboru realnych &isel ma tvar G = (Qr+12541) - (Qrar)F(z1, ..y Tr).
Eliminace kvantifikatori je proces, ktery z kvantifikovaného vzorce G najde nekvantifikovany vzorec H ve volnych
proménnych z1, ...,z ekvivalentni vzorci G.
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pocitani s velkou presnosti (od 21/3 do 10000 desetinych mist),

piidavné knihovny pro pouziti v aplikované matematice (fyzikalni pfidavné knihovny
pro fyzikalni vypocty),

sestrojovani grafi a parametrické kresleni funkei ve dvou a tfech dimenzich a jejich ani-
mace,

rozhrani (API — Aplication Interface) pro pfipojovani k externim programium (databéze),
nebo pouZivani raznych programovacich jazyka,

kresleni grafii, schémat a digramu,

manipulace s textovymi fetézci (porovnavani a vyhledavani),
statistické vypocty,

dilkazy a ovéfeni,

zpracovani signalti jako obrazki,

syntéza zvuku,

mnoho PAS také obsahuje programovaci jazyk vySsi trovné, ktery dovoluje uzivatelim
implementovat vlastni algoritmy, programovaci jazyk muze byt podobny jako tradi¢ni
programovaci jazyky,

pii studovani algoritmi uzivanych pro poéitacové algebraické systémy mluvime o podi-
tacové algebie, symbolickych vypoctech, algebraickych vypoétech nebo, méné vieobecné,
symbolickych manipulacich, symbolickém zpracovani, symbolické matematice nebo sym-
bolické algebie,

doba béhu numerickych programi implementovanych v typickych PAS je obvykle delsi
nez v rovnocennych programech implementovanych v systémech jako je MATLAB, GNU
Octave nebo p¥Fimo v C, nebot jsou naprogramovany pro symbolické operace a tudiZ
nemohou pro vétinu funkci pouZivat strojové numerické operace piimo.

1.2.1 Historie struc¢né

puvodné vznikl obor hlavné pro potieby fyziky,

1955—prvni programy pro derivovani vzorci,

1965—prvni obecné pouzitelné systémy programi pro praci s algebraickymi vyrazy,
1975—novy védecky obor s vlastnimi konferencemi a ¢asopisy,

1990—obecné rozsifeni integrovanych matematickych systémi do témér vSech védnich
obori.
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1.3 Pocitacové algebraické systémy

Pocitacovy algebraicky systém (PAS) je software, ktery umoZziiuje symbolické matematické
vypocty. Funkce PAS spocivid v manipulaci s matematickymi vyrazy v symbolické formé.

1.3.1 Vyvoj poéitacovych algebraickych systémi

] Jméno systému Rok Piibuzné systémy e-mail adresa, tel.
ALPAK 1964 ALTRAN (Bell Labs)
ALTRAN 1968 (Bell Labs)
FORMULA (Algol).
FORMAC FORMAC (PL/T) (IBM)
FORMAC (PL/T) (IBM)
MATHLAB (DECUS) 1968 MACSYMA (DEC)
CAMAL
REDUCE 1968 reduce-netlib@rand.org
MACSYMA 1970 Symbolics Macsyma, (See Below)
ALJABR, ParaMacs,
VAXIMA, DOE-Macsyma
SchoonShip 1971 archive.umich.edu (FTP)
muMath 1979 Derive
VAXIMA 1980 (312) 972-7250
SMP 1982 Mathematica NOT ON MARKET
Symbolics MACSYMA 1983 macsyma-service@symbolics.com
DOE-Macsyma 1984 ALJABR gcook@lInl.gov
Maple 1985 wmsi@daisy.waterloo.edu
MathCAD 1085(7) Mathcad 1-800-MATHCAD
Powermath 1985 NOT ON MARKET
REDUCE/PC 1986 reduce-netlib@rand.org
Derive 1988 (Soft Warehouse Inc.)
Mathematica 1988 info@wri.com
Theorist 1988 (415) 543-2252 (Prescience Corp)
PARI 1988(7) ftp to math.ucla.edu
FORM 1989 form@can.nl
MACSYMA/PC 1989 macsyma-service@symbolics.com
ALJABR 1991 aljabr@fpr.com
Mathcad 1991 1-800-MATHCAD
SymbMath 1991 chen@deakin.oz.au
Axiom 1991 (708) 971-2337
ParaMacs 1991 Iph@paradigm.com
SIMATH 1992 marc@math.uni-sb.de

Tabulka 1.3: Tabulka od Briana Evanse <evans@eedsp.gatech.edu> [2].
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1.4 Algoritmy pro symbolické vypocty

1.4.1 Algebraické struktury
Pozadavky

e piesnd reprezentace algebraickych struktur,
e piesnd aritmetika (+,—,-,+) s algebraickymi strukturami,

e dal3i analytické operace s t&mito strukturami (derivovéni, integrovani, ... ).

Reprezentace algebraickych struktur

Abychom mohli s algebraickymi strukturami pracovat na pocita¢i musime je reprezentovat
datovymi strukturami, reprezentace je velice dilezita, protoZe na ni ¢asto zavisi efektivnost
implementovanych algoritmi.

1.4.2 Aritmetika v zadkladnich algebraickych oborech

Pod aritmetikou rozumime operace s¢itani, odéitani, nasobeni a déleni.

ZjednoduSovani
e vét§ina operaci v pocitacové algebfe je jistou formou zjednoduSeni,
e otizka pro reprezentaci algebraickych vyrazi,

e otazkou zistava, ktery tvar je jednodussi (zéleZi na tom, jak dany vyraz budeme zpraco-
vavat)
(a+b)* < a® + 2ab + b

1.4.3 Okruhy, télesa a polynomy

Definice. [9] Grupou (G,o) se nazyvi neprazdna mnozina G uzaviend vzhledem k binarni
operaci o, takovou, Ze o je asociativni operaci, v G existuje jediny neutrdlni prvek e a pro kazdy
prvek a € G existuje prvek a=! € G tak, ze aoa ! =a"loa=ce.

Grupu G nazyvame abelovskou (komutativng), je-li navic operace o komutattivni vzhledem
ke grupé G.

Okruhem (R, +, X) nazyvame neprazdnou mnoZinu R uzavienou na dvé binarni operace +
a X, kterd je komutativni grupou vzhledem k operaci +, operace X je vzhledem k prvkim R
asociativni a v R existuje vzhledem k operaci x neutralni prvek (jednotkovy prvek), spliiujici
navic levy a pravy distributivni zakon.

Komutativnim okruhem nazveme okruh, vzhledem ke kterému je i operace x komutativni.

Definice. [9] Pro libovolny komutativni okruh R definujeme okruh polynomii R [z] nad R jako
mnozinu forméalnich vyraza

P(z) = ana"™ + ap_12" ' + ...+ ayz + ao,
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kde n je libovolné piirozené ¢islo a a; € R pro 0 < i < n. Soucet polynomi P(z) = ZZ:O bpz™
definujeme predpisem

P(z) +Q(x) = Yo mra”,

kde ¢, = ap+by, pro 0 < k <max(m, n), pfitom nedefinované hodnoty ay, nebo by uvazujeme jako
nulové. Soucin polynomi P(x) a Q(z) definujeme vztahem

m—+n

P(z)- Q) =) e,
k=0

kde ¢, = Ziﬂ-:k a;b;. Neutralnim prvkem je tzv. nulovy polynom, ktery ma vSechny ko-
eficienty nulové (zna¢ime 0), jednotkovym prvkem pak polynom, ktery ma jediny nenulovy
koeficient ag = 1.

Stupném deg(P(x)) nenulového polynomu P(z) = " apz® nazgvame nejvétsi piirozené
¢islo n takové, 7e a, # 0.

Je dilezité si uvédomit, ze okruhem R v pfedchézejici definici miZe byt rovnéz okruh poly-
nomi. V tomto piipadé mluvime o okruhu polynomi vice proménngch a misto (R [z1]) [z2] ...) [24)]
piseme R [x1,%3,...,2,] (nebo jen Rz]).

1.4.4 Nejvétsi spoleény délitel

Algoritmus pro vypocet GCD (greatest common divisor) je dilezity algoritmus uZivany fadou
dalgich algoritmd. Zaméfime se hlavné na jednoduché ukizky vypocta nejvétsiho spole¢ného
délitele pomoci Euklidova algoritmu. Dalsi pouzivané algoritmy jsou pouze zminény bez hlubsiho
rozboru definic, které lze nalézt napi. v [9].

Na konci kapitoly je ukizka pouziti Euklidova algoritmu naprogramovaného v systému
Maple.

1.4.4.1 Nejvétsi spoleény délitel celych é&isel
Mgjme ¢isla a, b € Z, pro ktera plati a > b. Potom definujeme jejich podil quot(a,b) a zbytek

po déleni rem(a, b) jako cela ¢isla, pro néz

a =quot(a, b)b+rem(a,b)

a0 <rem(a,b) < b. Oznacme ged(a, b) nejvétsi spolecny deélitel ¢isel a, b. Potom pokud rem(a, b)
je nenulové plati

ged(a, b) =ged(b,rem(a, b)),

ged(a, b) totiz déli jak a tak b, déli také b quot(a,b) a musi tedy délit i rem(a,b). Na této
identité je zalozen FEuklidiv algoritmus pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele. Fuklidiv
algoritmus [2] pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele dvou celych éisel:

gcd:=GCDI(a,b)
[a, b jsou celad &isla
pouzité algoritmy:
rem(a,b) - zbytek po déleni &isla a &islem b ]
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1. if a < b then

r:=a;

a:=b;

b:=r;
fi

2. while not(b=0) do
r:=rem(a,b);

a:=b;
b:=r;
do

3. gcd:=a;

1.4.4.2 Nejvétsi spoledny délitel polynomi s racionalnimi koeficienty

Mgjme polynomy z Q [z] v jedné proménné x s racionalnimi koeficienty. Stupen polynomu a(z)
oznatime jako deg(a(z)).

Pro dva polynomy a(x), b(x) z Q [z], pro které plati deg(a(x)) >deg(b(x)), definujeme jejich
podil quot(a(x),b(x)) a zbytek po déleni rem(a(z), b(x)) jako polynomy z @ [z], pro které plati

a(z) =quot(a(z), b(x))b(z)+rem(a(zx), b(z)),

pritom 0 <deg(rem(a(x),b(x))) <deg(b(x)). Stejn& jako pro cela &isla plati pro nejvétsi spoleény
délitel polynomu

ged(a(x), b(x)) =ged(b(x)rem(a(x), b(x))),

Euklidiv algoritmus pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele dvou polynomi s raciondl-
nimi koeficienty [2]:

ged:=GCDPQ(a(x) ,b(x))
[a, b jsou polynomy z Q[x]
pouzité algoritmy:
deg(a) - stupeh polynomu a
rem(a,b) - zbytek po déleni polynomu a polynomem b]

1. if deg(a) < deg(b) then

r:=a;
a:=b;
b:=r;

fi

2. while not(b=0) do
r:=rem(a,b);

a:=b;
b:=r;

do
3. gcd:=a;

e algoritmus vyZzaduje fadu vypocétt nejvétsiho spoleéného délitele dvou celych &isel pii vypoctech
s racionalnimi ¢isly, pfiGemz cela ¢isla mohou byt znaéné velka,
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e tyto vypocty jsou ¢asové naro¢né, algoritmus neni efektivni,

e vypoclti s raciondlnimi ¢isly se mizeme zbavit tim, Ze budeme poditat pouze v oboru
polynomu s celo¢iselnymi koeficienty.

Priklad ged v Q[x] [2]
Méme spocitat ged(a, b), kde

a=a%+2%—32* -3 +822+22 -5

b=32%+5z% — 42 — 92 + 21

pouzitim algoritmu GCDPQ dostaneme nasledujici zbytky r

5,1, 1
=gt Tt g
17 441

— _9 _
"2 25 ¢ 25

233150x 102500
6591 2197

1288744821
543589225

T4 =
¢ili polynomy a, b jsou nesoudélné, jejich nejvétsim spoleénym délitelem je 1.

1.4.4.3 Nejvétsi spoleény délitel polynomii s celo¢iselnymi koeficienty

Mgjme polynomy z Z [z] v jedné proménné z s celo¢iselnymi koeficienty. Pseudodéleni polynomi
a(z), b(x), pro které deg(a(x)) >deg(b(x)) je definovano

leof(b(x))™ " a(z) =pquot(a(z), b(z))b(z)+prem(a(z),b(z)),

cont(a(z)) je nejvetsi spoleény délitel viech koeficientt polynomu a pp(a(x)) je primitivni ¢ast
polynomu a. Euklidiv algoritmus posloupnosti polynomialnich zbytkia (polynomial reminder
sequence) [2]:

ged:=GCDPRS (a(x) ,b(x))
[predpoklada, ze stupeh polynomu a je v&t3i nebo roven stupni
polynomu b, tj. deg(a) >= deg(b)
pouZité algoritmy:
prem(a,b) - pseudo-zbytek po déleni polynomu a polynomem b
pp(a) - primitivni &ast polynomu a
gcdi(j,k) - nejvétdi spoleény d&litel dvou celych &isel ]

1. A:=pp(a);
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B:=pp(b);
2. while not B =0 do
r:=prem(4,B);

A:=B;
B:=r;
od;

3. gcd:=gcdi(cont(a),cont(b)) pp(4);
o koeficienty a mezivysledky rostou velice rychle, neefektivni algoritmus,
e je mozné na kazdém kroku poéitat primitivni ¢ast zbytku a pokracovat ve vypodétu s primi-
tivni ¢asti; vypocet primitivni ¢asti vSak vyzaduje vypocet nejvétsich spoleénych déliteli
koeficientt, celych &isel, ktery je pro velka ¢isla ¢asové narocny,

e modularni piistup; vypocty provadény modulo prvocislo p :

— aplikovat homomorfismus® na koeficienty,
— spocitat nejvétsi spoleény délitel transformovanych polynoma modulo p,
— pouzit Cinsky zbytkovy algoritmus® pro rekonstrukei koeficientii v nejvétsim spoleéném
déliteli.
Piiklad ged Z[x] [2]

Méame spocitat ged(a, b), kde

a=284+2%—32* -3 +822+22 -5

b=232%+5z% — 422 — 9z + 21

pouzitim algoritmu GCDPRS dostaneme nasledujici pseudo-zbytky 7.

’ pseudo zbytek \ primitivni{ ¢ast ‘
r1=—152* +322 -9 —5zt + 22 -3
ry = 1579527 + 30375z — 59535 1322 + 25z — 49
rg = 12545428751437502% — 1654608338437500 4663z — 6150
ry = 12593338795500743100931141992187500 1

3Homomorfismus je zobrazeni z jedné algebraické struktury do jiné stejného typu, které zachovava vegkerou
dtlezitou strukturu.

Kazdy typ algebraické struktury ma svij typ homomorfismu. Obecné je homomorfismus zobrazeni ¢ : A — B
mezi dvéma algebraickymi strukturami stejného typu takové, ze pro kazdou definovanou operaci f a pro vSechna
@i v A plati ¢(fa(@1, o wn)) = FB(@(T1), e n)- )

4Cinska v&ta o zbytcich (také znama jako Cinska v&ta o zbytku nebo Cinska zbytkova véta) je matematickeé
tvrzeni z modularni aritmetiky, tj. oblasti nachazejici se na pomezi elementarni teorie Cisel a algebry. Pojednava
o vlastnostech &isel v okruzich kongruence modulo n (okruhy Z, ). VyuZiva se v algoritmech pro zpracovani
velkych ¢isel nebo v kryptografii.
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1.4.4.4 Dalsi pouZivané algoritmy
Heuristicky algoritmus

je zalozen na podobném principu jako moduldrni metody. Jsou-li a(z), b(z) nap¥iklad polynomy
jedné proménné nad okruhem Z celych ¢isel, pak se mizeme domnivat, ze ged(a(§),b()) je
néjak svazan s ged(a(z),b(z)), kde £ € Z je vhodné ¢islo. D4 se dokonce piedpokladat, ze
by bylo mozné ze znalosti ged(a(€), b(€)) zkonstruovat nejvétsiho spoleéného délitele polynomi
a(z), b(x). Tento predpoklad se ukazuje pravdivym p¥i vhodné volbé &isla &.

Véta. Necht a(z),b(x) € Z [x1, 22, ..., 2k] jsou nenulové polynomy, které jsou primitivni vzhle-
dem k Z. Necht déle £ € Z je ¢islo spliiujict

€ > 14 2min((la(z)]], [[b(x)])-

Polozme v (x) =ged(a(xy, ..., x5—1,£),b(x1, ..., Tk—1,&)) € Z[x1,...,x—1] & jako c¢(x) oznalme
polynom vytvofeny pomoci &- adické® reprezentace 7y (x). Oznaéime-li jako pp(c(z)) polynom
vznikly vydélenim polynomu c(x) nejvétsim spoleénym délitelem jeho celociselnych koeficienti,
pak je pp(c(z)) nejvétsim spoleénym délitelem polynomii a(z), b(z) prave tehdy, kdyz pp(c(z)) |
a(z) a pp(c(z)) | b(z) .

Henseliv (EZGCD) algoritmus

vvvvvv

goritmy zaloZené na pseudodéleni polynomi a zbytkovich posloupnostech. Ve vétSiné vypocti
s malym poctem proménnych dobie vyhovi heuristickd metoda a v piipadé, Ze tato selze, je
mozné aplikovat moduldrni metodu. Jak je vSak z tvaru této metody vidét, v pfipadé mnoha
proménnych, jde-li navic o fidké polynomy, provadi se zde p¥ili§ mnoho (jednoduchych) vypocti
v euklidovskych okruzich. Jednim z moznych preklenuti tohoto problému je algoritmus 7idkého
moduldriho GCD. Jinou metodou (ktera je v Maple pouZita kdykoliv selze heuristickd metoda)
je algoritmus, ktery byva nazyvan Extended Zassenhaus GCD nebo Henseliv algoritmus.

1.4.4.5 Ukazky moZnosti naprogramovani procedur pro vypocet gcd celych ¢&isel
a jednoduchych polynomi v systému Maple

Rekurzivni procedura pro vypocet ged dvou celych ¢&isel.

> mygcd := proc(a::nonnegint,b::nonnegint)
> # assume a >= b.

> if b = 0 then return a fi;

> return mygcd(b, a mod b);
> end;

Vypis po krocich.

trace(mygced) ;

> mygcd(8,4);

{--> enter mygcd, args = 8, 4
{--> enter mygcd, args = 4, O

<-- exit mygcd (now in mygcd) = 4

}

5Ciseln4 soustava o zakladu Z (Z-adicka soustava) ma Z &islic: 0,1, ....... , Z-1.
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<-- exit mygcd (now at top level) = 4}

Rozsiteny Euklidiiv algoritmus.

> mygcdex := proc(a::nonnegint,b::nonnegint,x: :name,y: :name)
> local al,a2,a3,x1,x2,x3,y1,y2,y3,q;
> al := a; a2 := b;

> x1 :=1; y1 :=0;

> x2 :=0; y2 :=1;

> while (a2 <> 0) do

> a3 := al mod a2;

> q := floor(al/a2);

> x3 = x1 - qg*x2;

> y3 =yl - q*y2;

> al := a2; a2 := a3;

> x1 := x2; x2 := x3;

> yl :=y2; y2 := y3;

> od;

> x:=x1; y:=yl;

> return al;

> end;

Zadani polynomu o dvou neznamych.
> mygcdex(3,6,°x’,°y?);
3
> X3
0
> s
1
> 3*x + 6%y,
3
Rekurzivni procedura pro poéitani ged.
> mygcdexrec := proc(a::nonnegint,b::nonnegint,x::name,y: :name)

># a >= b >= 0.
> local xp, yp, d, q, Tr;

> if b = 0 then

N x :=1; y :=0; return a;

> else

> r := irem(a,b,q)Q

N d := mygcdexrec(b,r,xp,yp);

> X :=yp; ¥ := Xp - qkyp; return d;
> fi;

> end;

Zadani polynomu o dvou neznamych:

> mygcdexrec(3,6,7x?,y’);



Kapitola 2

Nejvétsi spoleény délitel a teorie
rizeni

Pti navrhu fizeni Casto pracujeme s linedrnimi polynomidlnimi rovnicemi. P¥i pouZiti alge-
braickych (polynomialnich) metod Fizeni, které vychéazeji z vngjsiho popisu systému miizeme
chapat systém jako algebraicky objekt. Regeni algebraickych rovnic je diilezité pravé p¥i navrhu
Fizeni algebraickymi (polynomidlnimi) metodami, kdy je systém popsan jako podil dvou poly-
nomt (pro MIMO systémy polynomialnim maticovym zlomkem) a regulator je potom popsan
polynomy X (p) a Y (p), které jsou FeSenim tzv. diofantické rovnice (2.1).

Zakladni diofantickd rovnice méa tvar

A(p)X(p) + B(p)Y(p) = C(p) (2.1)

kde A, B,C jsou zadané polynomialni rovnice s proménnou p, zatimco X a Y jsou neznamé
polynomiélni matice.

Rovnice miize byt prepsana do tvaru

X(p)A(p) = B(p) (2.2)

Polynomialni rovnice se typicky fesi pomoci Euklidova algoritmu nebo metodou neurcitych
koeficient.

4

2.1 Linearni diofanticki rovnice a jeji reSeni

Necht A, B, C jsou dané polynomy stupiii 6 A, d B, dC. Pak line4rni diofantickou rovnici rozumime
rovnici (2.1) kde X, Y jsou hledané polynomy. Rovnice (2.1) mé feSeni X, Y prave tehdy, jestlize
spoleény délitel D = (A, B) d&li polynom C. Ma-li rovnice (2.1) feSeni, ma jich pak nekone¢né
mnoho. Necht X,,, Y, je libovolné partikularni feSeni rovnice (2.1), pak obecné feSeni je:

B A
X—Xp—l—i(A’B)RY—Yp—i(A’B)F

kde F je libovolny polynom. Uloha (2.1) se zpravidla fesi nalezenim nékterého partikularniho
fefeni, napft. metodou neuréitych koeficienttt Euklidovym algoritmem nebo jinymi metodami, a
déle nalezenim koeficientti polynomi vytvaiejici neur¢itost obecného feseni.

13
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2.1.1 Reseni diofantické rovnice metodou neuréitych koeficientit

Partikularni feseni X = X,,,Y =Y, rovnice (2.1) je mozno urcit pfimo porovnanim koeficientt
u stejnych mocnin na levé a pravé strané rovnosti (2.1). Stupné hledanych polynomi je t¥eba
uréit nasledovné:

0X =0B—-1,0Y =64 —1prodA+dB > iC

60X =0B —1,0Y = 6C — §B pro ostatni pripady

Soustava rovnic m4 feseni prave tehdy, jestlize spoletny délitel D = (A, B) déli polynom C.
M4 jediné FeSeni, jestlize spoletny délitel polynomii A, B je roven 1.

2.2 ResSeni obecné n-D rovnice

V nékterych pfipadech je nutné fesit rovnice s obecné n proménnymi, potom fesime rovnici
ve tvaru

A(plv 7pn)X(p17 '~'7pn) + B(ph 7pn)Y(p1a 7pn) = C(ph 7pn) (23)

kde A, B,C jsou zadané polynomialni rovnice s promé&nymi pi,...,p,, zatimco X a Y jsou
neznamé polynomidlni matice.

Véta (feSitelnost). [12] ged(a,b)|c kdykoliv (2.3) je Fesitelnd.

2.3 Dalsi moznosti vyuziti GCD v teorii rizeni

Existuji i dal$i moznosti vyuziti vypoc¢ti nejvétsiho spole¢ného délitele. Pro doplnéni lze uvést
pouziti GCD naptiklad pro faktorizaci n—D polynomialnich matic.



Kapitola 3

Prehled pocitacovych algebraickych
systémau

V této kapitole se zaméiime na piehled a struény popis pocitac¢ovych algebraickych systémi,
které lze v soudasnosti pouzivat. Ve vét§ing pripada se jedna o aplikace open-source!.

Tabulky obsahuji struény piehled vlastnosti systémii. Dale nasleduje rozséhlejsi popis jed-
notlivych systému.

Axiom

PouZiva se ve vyzkumu a vyvoji matematickych algoritmii. P¥i praci s Axiomem je mozné vyuZit
matematickych objektd jako jsou okruhy, pole nebo polynomy. Stejné tak muZeme pouzivat
datové struktury znamé z pocitacu (seznamy, stromy, hash tabulky), které maji automaticky
pfifazené hodnotové typy.

Axiom pouziva programovaci jazyk znidmy jako A+#.

Pavodné byl Axiom vyvijen v IBM pod nazvem Scratchpad, pod nédzvem Axiom se vyviji
od roku 1973. Pivodné byl komerénim produktem, ale v soucasné dobé je licencovan jako
open-source software.

CoCoA

(COmputations in COmmutative Algebra) je volné dostupny poécitacovy algebraicky systém
pouzivany pro pocitini s ¢isly a polynomy. Knihovna CoCoA je dostupna pod licenci GNU
General Public License. CoCoA je k dispozici pro mnoho opera¢nich systémi a to napifklad
i pro Macintosh s procesorem PPC a x86, Linux s procesory x86, x86-64 & PPC, Sun Solaris
s procesorem SPARC a Windows. Knihovna CoCoA je vyuZivana hlavné védeckymi pracovniky,
ale mtze byt pouzita i pro jednoduché vypoéty.

Pouziva se pro pocitani a feSeni problému s velkymi celymi ¢isly, raciondlnimi éisly, poly-
nomy, linedrnimi systémy, pii feSeni rovnic s nezadpornymi kofeny, logickymi vyrazy, pii obar-
vovani geografickych map, pro feSeni Heronovy formule® a pfi pouzivani Grébnerovych bazi.

Derive

LOpen source nebo také open-source software (OSS) je poéitaCovy software s otevienym zdrojovym ko-
dem. Otevienost zde znamena jak technickou dostupnost kodu, tak legalni dostupnost - licenci software, ktera
umoziuje, pfi dodrzeni jistych podminek, uzivatelim zdrojovy koéd vyuzivat, napfiklad prohliZet a upravovat.

3Diilezita v rovinné geometrii. Je dan trojuhelnik ABC o stranach délek a,b,c. Obsah p trojuhelniku ABC
je potom p = \/S(S —a)(s—b)(s—c), kde s = %(a +b+c).

15
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‘ Néazev Web ‘ Poznamky
Axiom http://wiki.axiom-developer.org/
CoCoA http://cocoa.dima.unige.it/ pocditani s polynomy
Derive http://education.ti.com/ vyvoj ukondéen
DCAS http://sourceforge.net/projects/dcas/
DoCon http://www.haskell.org/docon/
Eigenmath http://www.eigenmath.net/
Fermat http://www.bway.net/ " lewis polynomy, matice
GAP http://www.gap-system.org/ grupy,
diskrétni matematika
GiNaC http://www.ginac.de/ C++ knihovna
Macaulay http://wuw.math.columbia.edu/ bayer/Macaulay/ | polynomialni
Magma http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/ algebra, kryptografie,
teorie mnozin a ¢isel
Maple http://www.maplesoft.com/
MathCad http://www.mathsoft.com/ WYSIWYG rozhrani
Mathematica http://www.wolfram.com/
Mathomatic http://www.mathomatic.org/ obecnd algebra
Maxima http://sourceforge.net/projects/maxima
Meditor http://jscl-meditor.sourceforge.net/ symbolicka
matematickd knihovna
v Javé
a matematicky editor
MuMATH http://en.wikipedia.org/wiki/MuMATH
MuPAD http://www.mupad.de/
PARI/GP http://pari.math.u-bordeaux.fr/ teorie Cisel
REDUCE http://reduce-algebra.com/
SAGE http://sagemath.com/
Singular http://www.singular.uni-kl.de/ polynomiélni
Yacas http://www.singular.uni-k1l.de/

Tabulka 3.1: Poéitacové algebraické systémy a jejich webové stranky.

Derive byl vyvijen jako nastupce pro muMATH firmou Soft Warehouse v Honolulu (Hawaii),
v soucasnosti pirevzala Derive firma Texas Instruments. Derive je naprogramovan v jazyce
muL.ISP. Prvni verze byla vydéna v roce 1988.
Vzhledem k tomu, Ze Derive pozaduje pomérné malo operaéni paméti je pouzitelny i na starsich
a méné vykonych pocitac¢ich. Derive je dostupny pro operaéni systém Windows a pro DOS.
Ve velké mife se pouziva pii vyuce.
Soucasné verze je Derive 6.1. Symbolickd agebra, ktera se pouziva v prenosnych kalkuld-

torech TI (Texas Instruments) vychézi pravé z Derive.
DCAS

Dcas je dynamicky poditadovy algebraicky systém zaloZeny na myslence pouzivat identity*
jako pravidla pro algebraické manipulace. V 70. letech 20. stoleti vytvofil Robert Fenichel

4Identita, nebo také identické zobrazeni, je matematické zobrazeni, které piifazuje prvku mnoZiny ten samy
prvek stejné mnoziny. Aplikaci identity se tedy nic nezméni, vysledkem je opé&t vstupni hodnota. Znaci se Id
nebo I.
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‘ Nazev ‘ Pozadavky na operaéni systém ‘ Licence(cena) ‘
Axiom Windows, Mac OS ?2, Linux, BSD ?, Unix ? upravend BSD licence,
free
CoCoA Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL free
Derive Windows $99 Educational,
$199 Professional
DCAS Windows, Mac OS 7, Linux 7, BSD ?, Unix ? | non-OSI approved license
DoCon Windows 7, Mac OS ?, Linux, BSD 7, Unix ? GPL
FEigenmath Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix
Fermat Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix shareware, $50
GAP Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
GiNaC Windows, Mac OS 7, Linux, BSD, Unix GPL, free
Macaulay Windows, Mac OS, Linux, BSD 7, Unix ? GPL, free
Magma Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komeréni
Maple Windows, Mac OS, Linux, BSD ?, Unix komeréni
MathCad Windows komeréni
Mathematica Windows, Mac OS, Linux, Unix komeréni
Mathomatic Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komeréni
Maxima Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
Meditor Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
MuMATH komer¢ni
MuPAD Windows, Mac OS, Linux komeréni
PARI/GP Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free
REDUCE Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer¢ni
SAGE Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komerc¢ni
Singular Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix komer¢ni
WIRIS Windows ?, Mac OS, Linux, BSD, Unix komeréni
Yacas Windows, Mac OS, Linux, BSD, Unix GPL, free

Tabulka 3.2: Poéitacové algebraické systémy jejich pozadavky na systém a licence.

systém pojmenovany FAMOUS, ktery pouzival pro tyto operace LISP. FAMOUS se stal pozdéji
zékladem pro DCAS.

Moderni systém DCAS byl vytvofen Martinem Johansenem a byl zndm pod oznadenim
DCAS Ether. Systém pracoval pomoci voleb tfid identit zakladajich se na forméch vstupnich
vyrazil.

DoCon

DoCon je pocitacovy algebraicky systém napsany v programovacim jazyce Haskell. Jedna se
o knihovnu, jejiz funkce jsou jednoduSe pfistupné pro uZivatele, ktefi je chtéji pouzit ve svych
aplikacich.

Eigenmath

Eigenmath je volné dostupny, snadno pouzitelny, multiplatformni pocitacovy algebraicky sys-
tém od George Weigta napsany v jazyce C.

Identitou se také v jiném vyznamu mysli rovnice, kterd je splnéna ve vSech pfipadech, tzn. jeji leva a prava
strana jsou identické, maji pouze jiny tvar.
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’ Nazev \ Podpora pro pocitani GCD ‘
Axiom ANO, dostateéné moZznosti
CoCoA ANO, dostateéné moznosti
Derive ANO, zékladni moznosti
DCAS neni zndmo
DoCon neni znamo
Eigenmath neni znamo
Fermat neni znadmo
GAP neni znamo
GiNaC neni znamo
Macaulay neni zndmo
Magma neni znamo
Maple ANO, rozsahlé moznosti
MathCad neni znamo
Mathematica ANO, rozsahlé moznosti
Mathomatic neni znamo
Maxima ANO, dostateéné moznosti
Meditor neni zndmo
MuMATH neni znamo
MuPAD neni znamo
PARI/GP neni znamo
REDUCE ANO, dostateéné moznosti
SAGE neni znamo
Singular ANO, rozsahlé moznosti
Yacas neni znAmo

Tabulka 3.3: Pocitacové algebraické systémy a pocitani GCD.

Je dostupny pro Windows a Mac OS X, zdrojovy kéd je dostupny taktéz.
Fermat

Fermat je pocitatovy algebraicky systém vyvijeny Prof. Robertem H. Lewisem z Fordham-
ské univerzity. Je pouZitelny pii pocitani s celymi ¢isly (libovolné velikosti), racionalnimi &isly,
redlnymi &isly, komplexnimi &isly, poly koneénych elementi, polynomy o vice proménnych,
racionalnimi funkcemi nebo polynomy modulo® jinych polynomia. Hlavni oblast aplikaci je arit-
metika racionélnich funkci s vice proménnymi a maticova algebra pfes okruhy polynomu s vice
proménnymi nebo racionalni funkce. Fermat neumi zjednodugovani transcendentnich funkei®
nebo symbolické integrace.

GAP

GAP (Groups, Algorithms and Programming) je poéitacovy algebraicky systém pro vypolty za-
mé&fené na oblast diskrétni algebry, ale muZzeme vyuZit téZ pocitani v oblasti teorie mnozin. GAP

5Zbytek po déleni nebo také modulo je pocetni operace souvisejici s operaci celo¢iselného déleni. Napiiklad
7 mod 3 = 1.

6Funkci oznatujeme jako algebraickou, pokud ji lze vyjad¥it ve tvaru polynomu, nap¥. pokud lze funkci y —
f(x) vyjadrit jako P(x,y) = 0, kde P je polynom, pak se jedna o algebraickou funkci. Stupeii polynomu P pak
urcuje stupen funkce. Funkce, které nejsou algebraické, oznacujeme jako transcendentni.



19

byl v 1986-1997 vyvijen na Lehrstuhl D fiir Mathematik (LDFM), RWTH Aachen v Némecku.
Pozdé&ji na School of Mathematical and Computational Sciences na University of St. Andrews
ve Skotsku.

GAP je dostupny pro systémy Unix, Windows a Macintosh.

Pro GAP existuje mnoho rozsifujich funkci ve formé& balicka. Uzivatel si tedy muze upravit
funkcionalitu programu podle sebe. V roce 2006 bylo distribuovano 58 balicki.

Je téz dostupné rozhrani pro pouziti balicku v systému SINGULAR bez pouziti GAP.

Giac/Xcas
Vice je uvedeno v kapitole 4.5.
GiNaC

GiNaC je free pocitacovy algebraicky systém uvoliiovany pod GNU General Public License.
Nézev pochézi z akronymu GiNaC is Not a CAS. Toto jméno slouzi jako narazka, Ze se jedné
o GNU projekt.

Nema uzivatelsky pfivétivé rozhrani. Symbolické algoritmy jsou zapisovany uzivatelem piimo
ve vlastni upravené implementaci jazyka C++4-.

Macaulay

Macaulay je pocitacovy algebraicky systém pro pocitani s polynomy, obzvlast pro vypocty
Grobnerovych bazi. Macaulay je navrzen pro feSeni problémii komutativni algebry a algebraické
geometrie’ a m4 pomérné jednoduchou syntax &asto popisovanou jako "jazyk algebraickych
systémi". Je pojmenovan podle F.S. Macaulay, ktery pracoval na elimina¢ni teorii.

Macaulay byl vyvinut Daveem Bayerem a Mikem Stillmanem. Je volné dostupny pro Mac-
intosh, Linux a Windows.

Vétsina uzivateli pouziva Macaulay2, coz je nové verze od Dana Graysona a Mikea Still-
mana.

Magma

Magma je vysoce vykony pocitacovy algebraicky systém navrzeny pro feSeni problému algebry,
teorii ¢isel, geometrie a kombinatoriky. Je pojmenovan podle algebraické struktury magma®.
Jedna se o nekomer¢ni proprietarni software®, distribuovany pod cost recovery licenci. Lze ho

pouzivat hlavné na systémech na bazi Unix a Linux, ale podporuje i Windows.
Maple

Vice je uvedeno v kapitole 4.2.

7 Algebraicka geometrie je matematicka disciplina nachézejici se, jak uz nazev napovida, na rozhrani algebry
a geometrie. Pouziva metody komutativni algebry pro feSeni geometricky formulovanych problémi. Je jednou z
nejrozvijenéjsich disciplin moderni matematiky a ma fadu styénych bodi s ostatnimi disciplinami matematiky
— zejména komplexni analyzou, topologii a teorii ¢isel.

Impulsem k rozvoji algebraické geometrie byly pokusy fegit polynomialni rovnice vice proménnych. Algebraicka
geometrie se zabyva obecnymi vlastnostmi FeSeni téchto rovnic a jejich soustav.

8Magma je jiny vyraz pro grupoid. V algebie je grupoid zakladni algebraicka struktura s jednou operaci. Je
to mnozina, na které je definovana jedna binarni operace tak, aby byla na této mnoziné neomezené proveditelna
- tj. vysledkem operace provedené na libovolnych prvcich mnoziny byl prvek z této mnoziny.

9Proprietarni software je takovy software, kde jeho autor upravuje licenci (typicky EULA) & jinym zpiisobem
moznosti jeho pouzivani. K takovému software nejsou zpravidla k dispozici voln& zdrojové kody ¢i v nich nelze
svobodné délat tpravy a vysledné dilo distribuovat. Takovy software obvykle spad4 do kategorie komeréniho
software, ktery jeho autor prodava.
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MathCad

Mathcad (ptivodné MathCAD) je software pro provadéni a dokumentaci inzenyrskych a védec-
kych vypocta. Poprvé se objevil v roce 1986 ve verzi pro opera¢ni systém DOS. Byl to prvni
systém jenz zavedl pfimou matematickou notaci kombinovanou s automatickym vypoctem. Byl
také prvnim systémem ktery automaticky vyhodnocoval vyrazy a zaroven kontroloval spravnost
jednotek v ramci systému SI (International system of units). V soucasnosti se Mathcad vyrovna
nékterym pocitacovym algebraickym systémtim jako napiiklad Mathematica nebo Maple. Math-
cad se vSak orientuje spiSe na snadné pouzivani a na numerické aplikace. Mathcad byl vypra-
covan a ptuvodné napsan Allenem Razdowem (z MIT), spoluzakladatelem Mathsoftu, ktery je
v souCasnosti sou¢asti Parametric Technology Corporation.

Mathcad ukézal cestu mnoha rozdilnym matematickym néastrojim. Mathcad je orientovan
na worksheety, v nichz jsou rovnice a vyrazy zobrazoviny graficky a ne jen textové.

Mathematica

Mathematica je pocitacovy algebraicky systém plivodné vytvoreny Stephenem Wolframem,
zdokonaleny skupinou matematiki a programatori, které Wolfram vedl. Dnes je prodavan fir-
mou Wolfram Research.

Mathematica je velmi Casto pouzivana ve védé, studenty na vysokych §kolach, profesionély,
vyzkumniky a uciteli. Mathematica je také vysokotroviiovy programovaci jazyk.

Mathomatic

Mathomatic je volné dostupny, pifenosny, obecné pouzitelny pocitacovy algebraicky systém,
ktery mitize symbolicky fesit, zjednoduSovat, sluéovat a porovnévat algebraické rovnice, praco-
vat s komplexnimi ¢isly a polynomy. Provadi symbolické vypoéty (limity, derivace, extrémy,
Taylorovy fady a polynomidlni integrace a Laplaceovu transformaci) a zvlada veskerou algebru,
mimo trigonometrie a logaritmi. Mathomatic je vyhradné praci jednoho vyvojafe a je nap-
sén v optimalizovaném jazyce C. Nedovoluje vypocet velmi rozsahlych vyraza, které by mohly
zabrat hodné ¢asu a operacni paméti.

Mathomatic miize byt pouzit pro generovani kédu, konverzi rovnic do optimalizovaného
tvaru pro programovaci jazyky Python, C a Java.

Mathomatic je konzolovy program s barevnou piikazovou Fadkou bézici pod libovolnym
opera¢nim systémem. Konzole je velmi jednoducha a prakticky nevyZzaduje nic nového se ucit.

Neni potfeba umét programovat, Mathomatic pracuje jako algebraicky kalkuldtor. Vyrazy
a rovnice jsou vkladany ve standardni infixové notaci'®. Operace nad nimi jsou provadény
vkladanim jednoduchych piikazi. Vsechny vypocty maji dvojitou pfesnost v plovouci fadové
Carce s presnosti 14 desetinnych mist. Numerické operace obsahuji vypocty, s¢itani a numerické
integrace vyuzivajici Simpsonovo pravidlo'!.

Maxima

Vice je uvedeno v kapitole 4.3.

10Infixova notace je nejb&znéjsi zpiisob matematického zapisu, ve kterém jsou operatory napsiny mezi
operandy, se kterymi pracuji (napf. 3 + 4). Jeji po¢itatova analyza neni tak jednoduché jako v p¥ipadé prefixové
notace (+ 3 4) nebo postfixové notace (3 4 +), ale je pouzivana ve spousté programovacich jazycich pro jeji
roz§ifenost.

V infixové notaci jsou narozdil od prefixové nebo postfixové notaci zavorky nutnosti. V pfipadé, ze zavorky
chybéji, zalezi na priorité pocetnich operaci.

M Simpsonovo pravidlo — vypo&et plochy pod kfivkou f(z) je nahrazen vypo&tem plochy pod parabolou pro-
loZené t¥emi body funkce f(z).



21

MuMATH

MuMATH je pocitacovy algebraicky systém, ktery byl vyvinut na konci 70. let 20. stoleti Al-
bertem D. Richem a Davidem Stoutemyerem ze Soft Warehouse v Honolulu, Hawaii. Byl napsan
v programovacim jazyku muSIMP, jenZ byl vystavén na LISPu a jeho obdobé muLISP. Plat-
formy, které podporoval byly CP/M a TRS-DOS (od verze muMATH-79), Apple II (od verze
muMATH-80) a MS-DOS (od verze muMATH-83, je i zaroven verzi posledni).

Firma Soft Warehouse pozdéji zacala vyvijet Derive a v roce 1999 byla prodéna firmé Texas
Instruments.

MuPAD

MuPAD byl pavodné vyvijen vyzkumnou skupinou MuPAD na University of Paderborn, od roku
1997 na ném pracuje firma SciFace Software GmbH & Co. KG ve spolupréci se skupinou MuPAD
a partnery z dal§ich univerzit .

A7 do podzimu 2005 byl MuPAD nabizen pro vyzkum a vzdé&lani zdarma, ale disledkem
ukonéeni ¢innosti hlavni vyvojové skupiny je v soutasnosi dostupny jen za poplatek.

Jadro MuPADu je vazano na Scientific Notebook. Diivéjsi verze MuPADu byly vazany
na Scilab.

PARI/GP

PARI/GP je pocitacovy algebraicky systém s hlavnim cilem usnadnit pocitani v teorii ¢isel.
Od zagatku fijna 2006 je dostupnd stabilni verze 2.3.1 a je vyvijena verze 2.4.0. PARI/GP je
od verze 2.1.0 free software a je distribuovan pod GNU General Public License. Je mozné ho
spustit na vétsiné operacnich systémii.

REDUCE

REDUCE je obecné pouzitelny pocitacovy algebraicky systém pouZivany zejména k aplikacim
ve fyzice.

Vyvoj REDUCE zapocal v 60. letech 20.stoleti Anthony C. Hearnem.

REDUCE je napsan vyhradné ve vlastnim dialektu jazyka LISP nazyvaném Standard LISP,
vyjadfeném v syntaxi blizké Algolu nazyvané RLISP, jenz je vyuzivan jako zaklad programovaciho
jazyka pfi zadévani uzivatelskych ptikazu.

Implementace REDUCE je dostupné pro velké mnozstvi poc¢itac¢ovych systému, operacnich
systému a na LISPu zalozenych systémech. Soucasné je dostupna pro vétsinu distribuci systému
Unixu, Linuxu, Microsoft Windows nebo Apple Macintosh.

REDUCE je distribuovéna jako cost-recovery'? s niz byl dodavan obvykle i plny zdrojovy
kéd, coz vedlo k tomu, ze REDUCE byla velmi populidrnim nastrojem pi#i vyzkumech na poli
pocitacovych algebraickych systémi.

SAGE

Software for Algebra and Geometry Experimentation (zkracené SAGE) je distribuce Pythonu
a Pyrexu pro pouziti jako pocitacovy algebraicky systém a systém pro tvorbu grafa. Je pod-
porovan Linuxem na procesorech AMD, x86, a Itanium; Mac OS X na PowerPC a Intel; a
Cygwinem v prostiedi Microsoft Windows.

12z73kaznik jednou zaplati a aktualizace mé zdarma
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SAGE poskytuje rozhrani pro za¢lenéni ostatnich matematickych software a knihoven. Rozhrani
je pouzitelné napiiklad pro gnuplot, Magma, Maple a Mathematica, které dovoluji uzivateli spo-
jit tyto systémy a pouzivat je nardz. Je tak vstupem pro ostatni matematické nastroje jako je
GNU TEXmacs.

SAGE poskytuje web servery pro grafické rozhrani MoinMoin, distribuované vypoéty a Trac.

Vétsina vyvoje SAGE je podporovana granty. Hlavni vyvojaF William Stein je matematik
na University of Washington.

SAGE je volné dostupny software pod GNU GPL.

Singular
Vice je uvedeno v kapitole 4.4.
Yacas

Yacas je open source, obecné pouzitelny a snadno pouzitelny poéitacovy algebraicky systém.
Jméno je zkratka z Yet Another Computer Algebra System.

Yacas je postaven na vlastnim programovacim jazyce navrZzenym pro tyto Gcely v némiz
muze byt jednoduse implementovany jakykoliv novy algoritmus. Jazyk je velmi blizky LISPu a
programovacimu jazyku systému Mathematica.

Yacas zvlada vstupy a vystupy v plain ASCII nebo v OpenMath, interaktivné nebo v davkovém
moédu.



Kapitola 4

Testovani algoritmi GCD ve
vybranych PAS

Vzhledem k tomu, ze pocitacovych algebraickych systému je velké mnozstvi, rychle vznikaji
nové jednotcelové nastroje a opét zanikaji pro svou zastaralost, bylo tfeba zvolit pouze takové
pocitacové algebraické systémy u nichz je urcita jistota, ze obsahuji algoritmus pro vypocet
nejvétsiho spolecného délitele, stale se vyvijeji a jsou dostupné pro rizné platformy opera¢nich
systémi a hardware. Béhem vybéru se ukazalo, Ze rtuzné PAS pfistupuji k vypodtu nejveétsi-
ho spoleéného délitele rozdilné. Nékde si 1ze zvolit z nékolika algoritmt pro rtznou rychlost
vypoctu, ale napfiklad u komeréné dostupného Maple 9.5 toto mozné neni. V tomto ohledu
spiSe zvitézily PAS z fad open-source jako napiiklad Maxima, které dovoluji nastavit pomérné
velké mnozstvi parametri. AvSak je tfeba si uvédomit, Ze Maple je velice komplexni balik, jenz
se nespecializuje pouze na jednu oblast vypoétd, proto se mohou jevit jeho moznosti v nékterych
ohledech hor8i nez u specializovanych nastroja.

Jako testované systémy byly nakonec s ohledem na pouZitelnost vybrany systémy: Maple,
Maxima, SINGULAR, Giac/XCAS a CoCoA. Co autora vedlo k vybéru téchto systému je
uvedeno v kapitolach pfisludnych jednotlivym systémutim.

4.1 Metodika testovani

4.1.1 Hardwarové a softwarové vybaveni

Vgechny testy probihaly na pocitaéi typu notebook s dvoujadrovym procesorem a 512MB ope-
racni paméti

CPU typ Mobile DualCore Intel Pentium M, 1600 MHz (12 x 133)
Zakladni deska FUJITSU SIEMENS AMILO Pro Edition V3505

Cipové sada zékladni desky Intel Calistoga 1945GM /PM

e Pracovni pamét 512 MB (DDR2-533 DDR2 SDRAM)
Operacni systém

o Microsoft Windows XP Home Edition Service Pack 2

23
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e Linux openSUSE 10.2!
Zabrané prostFedky jinymi aplikacemi po spusténi systémi (hruby odhad ménici se velmi ¢asto)
e Microsoft Windows - 30% opera¢ni paméti, vyuziti CPU 5%

e Linux - pfi spravném nastaveni jsou zabrané prostiedky zanedbatelné

4.1.2 Testovaci polynomy

Pokud chceme testovat algoritmus nejvétsiho spole¢ného délitele polynomu o vice proménnych
potiebujeme ziskat sadu polynomt, jez by k témto testtum poslouzila. Jako testovaci polynomy
byly zvoleny polynomy obsahujici viechny mocniny danych fada (dense) s po¢tem proménnych
1 az 5, fadu 1 az 5000 podle délky trvani vypoctu a moznosti daného poéitacového algebraického
systému.

Vétgina pocitacovych algebraickych systémt obsahuje nastroje a knihovny pro generovéini
nadhodnych polynomi. Pokud to dany pocitacovy algebraicky systém umoziioval byly testovaci
polynomy generovany primo v jednotlivych testovanych poéitacovych algebraickych systémech,
v opacném piipadé byly vyuZzity polynomy vygenerované pomoci Maple 9.52.

S ohledem na ¢asovou naro¢nost a vyuzitelnost vypocéta v dal§im praktickém zpracovani bylo
tfeba vybrat odpovidajici polynomy, které byly generovany ndhodnou funkei. Jako hranice, kdy
jesté melo cenu cekat na vypocet byla stanovena doba 10 minut, tomuto musel byt pfizptisoben
stupeii polynomu a pocet proménnych polynomu. Toto omezeni bylo zavedeno z divodii ¢asové
naro¢nosti takto provadénych testu.

Tyto parametry samoziejmé velmi ovliviiuji dobu vypoc¢tu a ani se nepfedpoklada, ze bude
nutné pocitat nejvétsi spoleéné délitele vysokych fadi a nebo polynomu s hodné proménnymi.
Vzhledem k tomu byly pouzity polynomy maximalné fadu 5000 pro polynomy jedné proménné
az tadu 10 pro polynomy péti proménnych, jejichz nejvétsi spolecny délitel byl spoc¢itan v dobé
radové desitek sekund az jednotek minut.

P#i testovani nebylo moZné pouZit zcela ndhodné polynomy, nebot systémy pocitadové alge-
bry velmi rychle odhali skutec¢nost, Ze vétsina polynomt nadhodné vygenerovanych ma nejveétsi
spole¢ny délitel roven 1. Proto byly vygenerovany dva ndhodné polynomy a vysledny nejvétsi
spolecény délitel. Polynomy k testovani potom byly souc¢inem jednoho nadhodného polynomu a
nahodné vygenerovaného nejvétsiho spolecného délitele. Vznikly tak dva polynomy, jejichz stu-
peft byl roven sou¢tu stupiiii ndsobenych polynomi (stupenn nahodnych polynomi a nahodného
nejvétsiho spoleéného délitele byly stejné).

4.1.3 Prubéh testu

Vybér polynomii k testovani uvadi kapitola 4.1.2. Pokud byla doba vypoc¢tu vétsi nez zvolenych
10 minut byl test pferusen. Kazdy jednotlivy test s polynomem daného fadu a poétem promeén-
nych byl provadén desetkrat u kazdého systému se vSemy polynomy. Vyslednd hodnota byla
zvolena jako prumér ze vSech deseti vyslednych hodnot.

4.2 Maple 9.52

Systém Maple je v souCasné dobé asi nejpouzivangjsim komerénim podéitatovym algebraickym
systémem, proto nemohl chybét ani pfi testovani algoritmi nejvétsiho spoleéného délitele v této

1Pouze pro ovéfeni nékterych vysledkii a porovnéani, ukdzalo se, ze doby vypod&tu jsou srovnatelné na obou
platforméach.
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préci. Jeho uzivatelské rozhrani je graficky pfivétivé a nauéit se s nim pracovat neni nijak slozité.
Obsahuje funkce a nastroje pro Sirokou skupinu operaci, aviak nékteré specializované funkce
jsou na tkor jeho rozséhlosti hiife nastavitelné uzivatelem a ten se musi spolehnout na vychozi
nastaveni Maple nebo automatické funkce rozpoznani. To byl také pifipad vypoctu nejvétsiho
spole¢ného délitele, kdy uZzivatel nemuze nastavit jakym algoritmem bude pocitan.

Prestoze v soucasné dobé je k dispozici jiz Maple verze 11, byla pouzita verze 9.52 a to proto,
7e Maple je produkt komeréni a licence jenz byla k dispozici byla pravé pro verzi starsi. Nicméné
je velice pravdépodobné, ze algoritmy pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele budou v obou
verzich stejné acinné.

Zakladni vlastnosti systému Maple 9.52 [14]:

o vicedokumentové grafické uzivatelské rozhrani s hypertextovym propojenim jednotlivych
pracovnich listi,

e hierarchicka struktura, formatovan4 textova pole, riné styly znaki, kontextova napovéda
umonujici pfipravu profesionalnich dokumenti pro piimé prezentace nebo tisk,

e interaktivni prace v matematickém prostiedi (mo’nost sdileni proménnych mezi pracov-
nimi listy),

e vylepSené menu a obohacené lista nastroj,

o OLE2 klient - zdpisnik miize obsahovat dynamicky pfipojené ¢i vlozené objekty z ostatnich
aplikaci (z téch, které mohou vystupovat jako OLE servery), pouze klasicky worksheet,

e matematicky asistent - velké mnozstvi matematickych rutin, které vSak nelze pouzivat
bez matematickych znalosti, celkem vice nez 3500 piikaza,

e matematicky server - vyuziti matematickych schopnosti externimi aplikacemi,

e generovani zdrojovych programia ve FORTRANu nebo v C,

e generovani zdrojového textu do IXIEXu, html, rtf, xml a txt formétu,

e generovani obrizki v riznych grafickych forméatech,

e pouziti MapleNet umoziiuje pristup k vypocetnim moznostem pomoci webového prohlizece,

o Maplets - definovani vlastniho grafického uZivatelského rozhrani pro pirikazy a procedury
Maple,

e obohaceni o Maplets jako soucast specidlni knihovny pro nizornou vyuku matematiky,

e program obsahuje velmi kvalitné zpracovany a podrobny HELP v nové struktufe, novinka
- Math Dictionary,

e pieprogramovani jadra v jazyku Java (Gaste¢né zpomaleni a vyrazné vétsi naroky na pamét
- trochu se zlepsilo v poslednich verzich), novy design interface, zachovana moznost kla-
sického worksheetu (tspornéjsi).
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Hardwarové a softwarové naroky

e Intel Pentium III 650 MHz

e vétfina operacnich systému

e minimalng 64 - 256 MB RAM
e 350 - 485 MB disk

e CD ROM

e TCP/IP internet protokol

4.2.1 Generovani testovacich polynomi
Pro generovani ndhodnych polynomi slouzi v systému Maple 9.52 funkce:
randpoly (vars, opts)

vars - proménné nebo seznam proménnych
opts - (volitelng), zaddani tvaru polynomu pomoci piedpisu (rovnice) nebo blizsi specifikace
pro zpusob generovini polynomu

P#i zavolani funkce randpoly(vars, opts) dojde k vygenerovani nidhodného polynomu
s po¢tem proménnych, jenz byly zadany jako vstupni parametr vars. Muazeme zvolit i tvar
polynomu, ktery méa byt generovan a to pomoci nepovinnych parametri.

Prvnim parametrem je jiz zminovany vars, ktery ovliviiuje kolik neznamych bude polynom
obsahovat. Dalsi moZzné parametry jsou:

| Parametr | Pouziti | Vychozi hodnota
coeffs generovani koeficientii rand(-99..99)
expons generovani exponentt jako koeficientt rand(6)
terms pocet generovanych ¢lent 6
degree stupen polynomu 5
dense polynom bude obsahovat vechny mocniny | sparse
homogeneous polynom je homogenni

Piiklady pouziti:

>randpoly(x);

==>50 — 85x° — 55z — 37232 4+ 97x

srandpoly [z, ]):

==>45yx — 8y% — 932* + 922° + 4324y — 6223y

>randpoly([x, y], terms = 10);

==>—62 4+ x — 4Ty — 91y? — 472> — 613> + 412%y? — 58xy> — 90y* + 53x2y3
>randpoly([x, y], dense, degree = 4);

==>72 4+ x* — 94z3y + 83z3 — 862%y? + 2322y — 8422 + 192y — 50zy> + 88zy —
53z + 85y + 49y3 + 78y + 17y

>randpoly([x, y], homogeneous);

==>—T78x2%y3 — 4824y — 4Ty°

>randpoly([x, y, 2], dense, homogeneous, degree = 2);
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==>6822 — 72zx — 87xy + 7922 + 43yz — 66y>

>randpoly([x, sin(x), cos(x)]);

==>—42sin(x)?+88cos(x)?—T6cos(x)3—65x3 sin(x)?+25x%sin(x)?cos(x)+28cos(x)*
>randpoly(z, expons = rand(—5..5));

==>—51 4+ 5 — 832 4 782" + 9422

>randpoly([x], coef fs = proc()randpoly(y)endproc);
==>(—43—36y°+40y*+22y3 +5y> —88y ) x°+ (—55—T3y° +25y* +4y> — 59y +62y )1+
==>(—T78+25y° + 9y +40y> +61y% +40y) 23 + (81+62y° +11y* +88y> + 32 +30y )z +
==>(57 — 5y® — 28y* 4 4y — 11y? + 10y)z + 58 — 82y° — 48y* — 11y> + 38y> — Ty
>RandomT ools|Generate](polynom(integer(range = —10..10), z, degree = 4));
=>8 —xw—a’+a3—u

Pro generovani nahodnych polynomiu zvoleného stupné a po¢tu proménnych byla vyuzita funkce
randpoly ().

g := randpoly([x, y], degree=10,dense):
f1:=expand(g * randpoly([x,y], degree=100,dense)):
f2:=expand(g * randpoly([x, y], degree=100,dense)):
start:=time():

gedm:=gcd(£f1,£2):

dobaBehu:=time() -start;

vV V V V V V

4.2.2 Moznosti vypocétu nejvétsiho spole¢ného délitele

Maple obsahuje funkci pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele polynomii ged a funkei po-
jmenovanou igcd pro pocitani nejvétsiho spoleéného délitele celych ¢isel. Maple taktéz nabizi
rozdifenou funkci (gecdex, igedex), ktera poCita v sou¢tu vstupy ged a a b, x a y zplsobem ax
+ by = gcd(a,b).

Pro testy byla pouZzita funkce gecd. Tato funkce volf typ pouzitého algoritmu podle vstupnich
hodnot.

gcd(a,b, ’cofa’, ’cofb?)
a,b - polynomy s vice proménnymi zadavané jako pole

cofa,cofb - (volitelnd) nevyhodnotitelné vyrazy

Algoritmus gedex - extended Euclidean algorithm for polynomials
gcdex(A,B,x,%s?,7°t?)

gcdex(4,B,C,x,7s8?,7t?)

A,B,C - polynomy s proménnou x

X - jméno proménné

s,t - (volitelng) nevyhodunotitelné vyrazy

Priklad:
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> gecdex(x~3-1,x"2-1,x,’s?,7t7);
=>—14+=x
> s,t;
=>1,—x
> gcdex(x~2+a,x"2-1,x"2-a,x,’s’,’t%);
> s,t;
==>—(a-1) a
a+l ?“a+1
> gedex(1,x,1-2%x+4%x"2,x,7s7,7t7);

> s,t;
==>1,4z — 2

4.2.3 Vysledky testi nejvétsiho spole¢ného délitele

Tabulka 4.1 shrnuje provedené testy vypodétu nejvétsiho spoleéného délitele. Pokud je v nékterém
poli ¢erné tecka znamené to, Ze test probihal p¥ili§ dlouho viz kapitola 4.1.2.
Porovnani a zhodnoceni s ostatnimi testovanymi systémy je uvedeno v posledni kapitole.

4.3 Maxima

Maxima je ¢asto oznacovana jako open-source alternativa systému Maple. Ve skuteénosti sice
sta¢i na vétsinu béznych vypodta, ale Maple jako produkt komeréni a vyuzivany v mnohem
vétsi mife obsahuje mnoho drobnych vylep8eni, kterd uzivateli pomohou a zjednodussi praci.
I pies nékteré nedostatky je jeho ovladani pomérné jednoduché a pro uzivatele piistupné.
Pro testovani nejvétsiho spolecného délitele byl zvolen jako mozna ndhrada za komeréni Maple,
kdyz uzivatel nebude mit Maple k dispozici.

Maxima je systém nejen pro symbolické ale i numerické vypocty vyraza zahrnujici:

e derivace, integrace, fefeni diferencidlnich rovnic,

e Tailorovy fady,

Laplaceovu transformaci,

soustavy linearnich rovnic, polynomy,

e praci s mnoZinami, seznamy, vektory, maticemi a tenzory.
Dals{ vlastnosti:

e vysokd presnost numerickych vysledka zajisténéd pouzivinim pifesnych zlomki, libovolné
pfesnych celych &isel a libovolné piesnych &sel v plovouci desetinné Fadové ¢arce?,

e vykreslovani funkci a dat ve 2-D nebo 3-D,

e ruznd grafickd uZzivatelskd rozhrani, napiiklad wxMaxima je jedno z nich zaloZené na
platformé wxWidgets GUI,

e matematicky editor GNU TgXmacs miize byt pouzit tak, aby poskytoval interaktivni GUI
pro Maximu

2z4visi samoziejmé na vykonu hardware
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promén
né stupeil |¢[s] prubézné hodnoty t[s]
1] 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
p) 0,002 0 0 0 0 0 0 0,015 0 0 0
5 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
50) 0,006 0,016 0 0,016 0 0 0,015 0 0,016 0 0
100) 0,002 0 0 0 0 0 0 0 0,016 0 0
200 0,016 0,032 0,046 0,016 0,016 0,015 0,016 0 0 0,015 0
300 0,020 0,047 0,016 0,016 0,015 0,016 0,016 0,015 0,015 0,016 0,032
400 0,025 0,078 0,032 0,015 0,016 0,016 0,016 0,015 0,031 0,015 0,016
500) 0,027 0,078 0,031 0,016 0,015 0,032 0,016 0,016 0,015 0,031 0,015
1000) 0,077 0,157 0,063 0,063 0,062 0,094 0,062 0,063 0,063 0,063 0,078
1 2000 0,358 0,765 0,282 0,328 0,328 0,282 0,313 0,328 0,344 0,282 0,328
1] 0,019 0,188 0 0 0 0 0 0 0 0 0
p) 0,002 0 0 0,016 0 0 0 0 0 0 0
5 0,014 0,093 0 0 0 0,016 0 0 0,016 0
10) 0,016 0,062 0 0 0,016 0,015 0,016 0,015 0,016 0,016 0
20) 0,042 0,25 0,032 0,031 0,016 0,016 0,016 0,016 0,015 0,015 0,016
50) 0,175 0,297 0,187 0,172 0,14 0,172 0,172 0,141 0,157 0,156 0,156
100) 0,757 0,969 0,875 0,734 0,719 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,734
160) 2,880 3,203 3,031 2,844 2,906 2,86 2,875 2,843 2,844 2,86 2,86
200 7,220 6,968 7219 7,297 7,233 7219 7,156 7,422 7,235 7,235 7219
300 21,039 17,702 21454 21358 21,359 21,5 21,376 21,392 21,376 21,36] 21,514
400 45,322 44,484 46,484 47422 46,922 44,891 44,515 44547 44,563 44,844 44,547
2 500] 105,783 100,797 99,766] 99,218 144,093 101,172 105,359 101,936 99,53 100,172

1 0,017 0,156 0 0 0 0 0 0 0,016 0 0
2) 0,003 0,016 0 0 0,015 0 0 0 0 0 0
5 0,020 0,125 0 0,015 0,016 0 0,016 0,016 0 0 0,015
10 0,278 1,047 0,187 0,188 0,218 0,171 0,204 0,171 0,172 0,203 0,219
16 2,458 2,469 3,032 2,64 2,609 2,578 2,452 2,453 1,86 1,812 2,678
20) 3,673 3,78 4,375 3,86 3,188 3,671 3,828 3,547 3,203 3,266 4,016
30) 44,612 52,579 49456 40,047 41,156 48,484 46,642 38,234 39,86 39,048 50,61

3 50) 594,791 591,757 597,825 ® ' . i b o ' .
i 0,023 0,219 0 0 0 0 0 0 0 0,015 0
p) 0,003 0 0 0,016 0 0 0,016 0 0 0 0
5 0,244 1,202 0,172 0,125 0,109 0,141 0,14 0,125 0,14 0,141 0,14
10 122 1,156 0,953 1,437 0,969 1,329 1,36 0,844 1,562 1,64 1,469
4 20 62,518 56,078 74,609 73,984 52,564 45,922 78,33 53,471 75,717 73,14 41,36
1 0,005 0 0,015 0 0 0,016 0 0,015 0 0 0
2] 0,009 0,015 0,016 0,016 0,015 0,016 0,015 0 0 0 0
8 0,369 0,531 0,312 0,312 0,422 0,344 0,375 0,328 0,422 0,281 0,359
5 10 7,564 7,109 7,578 7,515 8,172 9,125 5,469 6,452 10,172 6,625 7,422

Tabulka 4.1: Vysledky testd GCD v systému Maple

obsahuje kompletni programovaci jazyk se syntaxi podobnou ALGOLu, ale se sémantikou
podobnou Lispu, proto miize byt Maxima snadno pouzitelnd pro vyuku programovéni a

pocitacové algebry,

vzhledem k tomu, Ze Maxima je napsana v Common Lisp, da se snadno rozsifovat pomoci
vlastnich uprav kédu a dokonce programy napsané v Lispu mohou byt volany piimo

z Maximy,

moznost generovat kod v jinych programovacich jazycich (napf. Fortran), které mohou
vypocty provést mnohem efektivnéji,

nékteré specidlni vypocty jako je faktorizace velkych ¢isel, manipulace s velmi velkymi
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polynomy, atd. je vétsinou lepsi provadét ve specializovanych systémech.

Harwarové a softwarové naroky

e Hardwarové naroky distributor neuvadi, doba vypoé&tu je potom zavisla na pouzitém hard-
ware.

e Zdrojovy kéd Maximy lze kompilovat na vétsiné systémii, jako je Windows, Linux a Ma-
cOS8 X. Zdrojovy kod pro viechny systémy a predkompilované binérni baliky pro Windows
a Linux jsou dostupné na web strankach SourceForge - http://maxima.sourceforge.
net/download.shtml.

4.3.1 Historie

Maxima je néslednikem systému Macsyma, legendarniho pocitatového algebraického systému
vyvinutého na konci 60. let 20. stoleti na Massachusetts Institute of Technology. Maxima mé
stalou aktivni uzivatelskou komunitu, k ¢emuz pfispiva jeji dostupnost jako open source. Mac-
syma byl revolu¢ni systém a mnoho dal8ich systémii, jako Maple a Mathematica se jim nechaly
inspirovat.

Kdyz se Maxima zacala vyvijet oddélené od Macsymy, jejim prvnim tvircem byl William
Schelter a to od roku 1982 az do jeho smrti v roce 2001. V roce 1998 dostal povoleni k vydani
zdrojovych kodi pod licenci GNU General Public License (GPL). KdyZ zemfel byla utvofena
skupina uzivateld a vyvojari, jenz dokazala oteviit Maximé cestu k Siroké vefejnosti.

4.3.2 Generovani testovacich polynomi

Maxima neumozhuje generovat nadhodné polynomy, které by byly vhodné pro uéely testovani
tak, jak je uvedeno v této praci, viz kapitola 4.1.2. Pro generovani polynomi byl tedy pouzit
systém Maple, viz kapitola 4.2.1 a vysledné polynomy exportovany do systému Maxima.

4.3.3 Moznosti vypoc¢tu nejvétsiho spole¢ného délitele

Maxima nabizi vétSinu pouzivanych algoritmt pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele. Po-
moci funkce

ged (p_1, p_2, x_1, ...)

a jejich parametru lze specifikovat co a jakym algoritmem bude poéitano. Funkce gcd() pocita
nejvétsiho spoleéného délitele polynomu p_1 a p_2. Uzivatel muZze ovlivnit jaky algoritmus
bude pouzit. Nastavenim gcd na ez, subres, red, nebo spmod volime ezged, pocitdni pomoci
subresultantil, reduk¢énim algoritmem nebo modulérnim algoritmem. Jako vychozi a pro testy
pouZity je nastaven subres.

4.3.4 Vysledky testd nejvétsiho spoleéného délitele

Tabulka 4.2 shrnuje provedené testy vypoétu nejvétsiho spoleéného délitele. Pokud je v nékterém
poli ¢erné tecka znamené to, Ze test probihal p¥ili§ dlouho viz kapitola 4.1.2.
Porovnani a zhodnoceni s ostatnimi testovanymi systémy je uvedeno v posledni kapitole.
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promeénn
€ stupeil  |t[s] priib&€Zne hodnoty t[s

1 1 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 5 0,030 0 0,1 0 0 0 0 0 0 0 0,2
1 10) 0,030 0 0 0 0,2 0 0 0 0 0,1 0
1 50 0,550 0,6 05 0,6 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6 0.4 0,6
1 100 0,503 0,65 0,5 0,51 0,5 0,52 0,5 0,46 0,5 0,48 0,41
1 200 5,911 5,93 5,95 5,89 5,89 5,86 5,88 59 5,93 5,92 5,96
1 300 23,704 23,93 23,69 23,62 23,65 23,78 23.64 23,73 23.64 23,67 23,69
1 400 44484] 4443  aa44| 4446  4447]  aa49]  aas53| 4457 4447] 4448 44,5
1 500 114,424 11447 114,39 114,5 114,38 114,42 114,36 114,48 114,41 114,51 114,32
1 1000 677,760] 677.33| 677,11 677,27 677,33 678,18 67736 67789 678,67 67775 678,71
2 1 0,360 0,9 0,8 0 0,2 0 0,1 0 0,8 0 0,8
2 2| 0,210 0O 0.1 0,3 03 0 0,3 0 0,2 0,9 0
2 0,302 0,17 0,25 0,13 0,17 0,6 0,1 0,5 0,3 0,5 0,3
2 10) 0,519 0,69 047 049 0,54 0,53 0,54 049 0,5 0,5 044
2 20 28,258 28,31 282 28,18 28,26 28,28 28,39 28,14 28,37 28,25 28,2
bl 50 vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 100 vicejak 10 min [ . L) L) L) L) L) L) . .
2 160fwvice jak 10 min . . . D . . . B . .
2 200}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 300 vicejak 10 min [ . L) L) L) L) L) L) . .
2 400}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 500}vice jak 10 min . . . . . . . . * *
3 1 0,010 0 0,1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 2] 0,060 0,1 0 02 0 0 01 0 0,2 0 0
3 5 0,305 0,29 0,34 0,33 0,25 0,31 0,33 0,32 0,32 0,25 0,31
3 10 16,815 16,7 16,8 16,82 16,76 16,78 16,91 16,76 16,86 16,84 16,92
3 15vicejak 10 min . . . . . . . . . .
3 20 vice jak 10 min . . . . . . . . . .
3 30 vicejak 10 min [ . L) L) L) L) L) L) . .
3 50]vice jak 10 min . . . . . . . . . .
4 1 0,224 0,14 0,3 0,3 0,3 0 0,1 0 0 0,8 0,3
4 2 0,252 0,21 0,17 0,24 0,19 0,22 0,19 0,3 0.4 0,3 03
4 5 3,494 3.8 3,56 3,67 3,63 3,44 3,38 3,39 3,37 3,31 3,39
4 10Viccjak 10 min . . . . . . . . . .
il 20| vicejak 10 min L] . L] L] L] L] L] L] . .
5 1 0,141 0,11 03 02 0 0 0,2 0 0,2 02 0,2
5 2 0446 0,14 0,5 0,42 0,5 0,5 0,6 0.4 0,2 0,6 0,6
5 5 11,594 11,94 11,53 11,57 11,46 11,54 11,6 1141 11,7 11,56 11,63
5 10 ] . . . . . . . . .

vice jak 10 min

4.4 SINGULAR

Tabulka 4.2: Vysledky testit GCD v systému Maxima

SINGULAR je poditacovy algebraicky systém pro polynomialni vypodcty se specialnim durazem
na komutativni algebru, algebraickou geometrii a teorii singularity. Ma pomérné velkou uzi-
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vatelskou zakladnu a je jednim z nejrozsifené&jsich open source produktii pocitacové algebry
mezi odborniky. Z téchto diivoda byl také zvolen pro testovani nejvétsiho spole¢ného délitele.
Pro feseni problémt nekomutativni algebry lze vyuzit naslednika SINGULARu nazyvaném
PLURAL. SINGULAR byl navrzeny Gertem-Martinem Greuelem, Gerhardem Pfisterem a
Hansem Schénemannem.
Hlavn{ vlastnosti:

e pouZzivané objekty - idealni/modely od velmi obecnych polynomialnich okruhi po rizna
pole prvkii,

o velka rozmanitost algoritmiti implementovanych v jadru (napsanych v C/C++),
e intuitivn{ programovaci jazyk podobny programovacimu jazyku C,

e mnoho dal§ich implementovanych algoritmu je dostupnych v podobé knihoven SINGU-
LARu,

e spolupracuje s dalgimi PAS jako jsou MMA nebo MuPAD,
o rozsahld dostupnad dokumentace na webu http://www.singular.uni-k1.de,

e vyvoj od roku 1984; v soucasnosti je dostupna aktudlni verze 3.0.2.

Hardwarové a softwarové naroky

e Volné dostupny pro vétsinu hardware a software platforem (Unix, Windows 95/NT, Mac-
intosh) - prehled verz ke staZenf je na ftp://www.mathematik.uni-k1.de/pub/Math/
Singular.

e Volné dostupny jako bindrni program pro Windows 95/98/ME/NT /2K /XP, Unix: Linux
(PCs, DEC-Alpha), HP-UX (Hewlett-Packard), Solaris (Sun), IRIX (SGI), AIX (IBM),
OSF (DEC), FreeBSD (PCs) Macintosh: MacOS X.

4.4.1 Generovani testovacich polynomi
Pro generovani polynomi byla pouZita knihovna random.1ib a jeji procedura

sparsepoly(ul,o,p,b]); u,o0,p,b integers

Vystupem procedury jsou polynomy pouze s termy stupné d, u<d<o, kde p procento termi
stupng d je 0, zbyvajici maji ndhodné koeficienty v rozmezi [1,b), (vychozi hodnoty: o=u,
p=T75, b=30000). Pti vhodném nastaveni lze ziskat polynomy bliZici se polynomum, které by
byly vhodné pro testovaci ucely viz kapitola 4.1.2 i kdyZz z nazvu funkce se zda, Ze generuje
polynomy fidké (sparse).  Priklad:

LIB "random.lib";

ring r=0,(x,y,z),dp;

sparsepoly(5);

ni .,

==> 24263xy4+24170x4z+21962x3yz+26642xy3z+5664xy2z2+17904xz4
==> gparsepoly(3,5,90,9);

==> 8x3z2+2y3z2+3xyz3+2xy3+yz3+xy2
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Pied kaZzdym pouZitim polynomu musi byt nadefinovin polynomiélni okruh pomoci:

ring name = (coefficient_field), ( names_of_ring variables ), ( ordering );

Testovaci kod:

int stupen=20;

ring r=0,(x),1lp;

LIB "random.lib";

poly g=sparsepoly(0,stupen,0,5000);

poly fl=gxsparsepoly(0,stupen,0,5000);

poly f2=g*sparsepoly(0,stupen,0,5000);

rtimer=1;

int cas=timer; poly gcdm=gcd(f1,f2);cas=timer-cas;cas;
cas

V V. V V V V V V V

Poznamka. Funkce rtimer slouZi k nastaveni zobrazeni doby vypoctu.

Nastaven{ timeru SINGULARu pro vétsi piesnost: Singular [options] [filel [file2
.1

--min-time=SECS Udava minimélni zobrazovany ¢as vypoctu (jako vychozi je nastaveno 0,5
s. Pro testovan{ bylo nastaveno 0,001 s.)

--ticks-per-sec=TICKS Udava poCet tika za 1 sekundu (jako vychozi je nastaveno 1.
Pro testovani bylo nastaveno 1000.)

4.4.2 Moznosti vypoc¢tu nejvétsiho spole¢ného délitele
Singular nabizi nejpouzivanéjsi algoritmy pro vypocet nejvétiiho spoleéného délitele. Pomoci funkce

gcd ( int_expression, int_expression )
gcd ( number_expression, number_expression )
gcd ( poly_expression, poly_expression )

miuzeme ziskat nejvétsi spoleéné délitele pozadovanych vstupti. Algoritmus gcd podita nej-
vétsi spolecné délitele polynomt jedné nebo vice proménnych. Algoritmus vypoctu nejvétsiho
spole¢ného délitele nemiiZe uzivatel zvolit, ale je volen pFimo SINGULARem. Pokud je exponent
prvocislo je pouzita metoda subresultant. Pro exponent 0 a v pfipadé jedné proménné je pouzit
modularni algoritmus. Pro vice proménnych je pouzit EZGCD. Nelze pocitat gcd polynomu
s racionalnimi ¢isly Q.

4.4.3 Vysledky testii nejvétsiho spolecného délitele

Tabulka 4.3 shrnuje provedené testy vypoctu nejvétsiho spole¢ného délitele. Pokud je v nékterém
poli ¢ernd tecka znamena to, Ze test probihal p¥ili§ dlouho viz kapitola 4.1.2.
Porovnani a zhodnoceni s ostatnimi testovanymi systémy je uvedeno v posledni kapitole.

4.5 Giac/Xcas

Protoze Giac/Xcas je kombinace vlastné dvou nastrojii/knihoven byl zAmér testovani vypocta
nejvétsiho spoleéného délitele takovy, aby se zjistilo, zda pomérné jednoduché, ale zato modu-
larni knihovna pouzitelné v dal3ich aplikacich naprogramovanych uzivatelem, bude srovnatelna
nebo se bude aspoi pfiblizovat nékterému “kompletnimu” pocitatovému algebraickému systému.
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[proménn|
¢ stupeni  Jt[s] primér priibézné hodnoty

1 1 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2) 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 5 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 10} 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 50) 0,002 0,016 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 100 0,016 0,016 0,016 0,016 0,015 0,016 0,015 0,016 0,016 0016 0,016
1 200) 0,047 0,047 0,047, 0,046 0,047 0,046 0,047 0,047 0,047 0,047 0,046,
1 300 0,095 0,09 0,109 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094
1 400 0,158 0,156 0,172 0,157 0,157 0,156 0,156 0,156 0,157 0,157 0,156
1 500) 0,195 0,187 0,187 0,188 0,219 0,204 0,203 0,188 0,188 0,187 0,203
1l 1000 0,461 0.5 0,453 0,468 0,469 0,453 0,453 0,453 0,453 0,469 0,437
1l 2000 1,428 1,391 1,438 1,422 1,421 1,438 1,437 1,454 1,422 1,453 1,406
1l 5000 7,891 7,641 7,828 7.922 7,907 7,891 7,937 7,922 7953 7,969 7,937
2) 1 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2) 2] 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2) 5 0,016 0,016 0,016 0,015 0,015 0,015 0,016 0,016 0,015 0,016 0,015
2) 10} 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125 0,125
2) 20| 0,908 0,906 0,906 0,906 0,906 0,922 0,906 0,907 0,906 0,906 0,907
2) 50 51,806 51,734 51,703 51,641 52266 51,656 51,953 51625  s1Lesel 51,907 51922
2) 100 1481,625] 1481,625 d J . N . . J . N
2] 160}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 200 viceja.k 10 min . . . . . . . . . .
2] 300}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 400) vice jak 10 min M M M ¢ M M * M * M
2 500}vice jak 10 min * ¢ * ¢ * * ¢ * M ¢
3 1 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 2) 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 5 0,080 0,078 0,078 0,078 0,078 0,078 0,078 0,078 0,078 0,094 0,079
3 10} 1,016 1,032, 1,015 1,016 1,015 1,015 1,015 1,016 1,016 1 1,015
3 16} 13,239 13,156| 13,156 13,219 13,266 13,281 13,313 13234] 13265 13,266 13,235
3 20| 50,142 50,016 49953  49,859| 50,156 49,937| 50375 50,391 50,281 50,156 50,297,
3 50) 635,103 635,531 634,313| 634,469 634,61 634282] 636,188] 634,907| 635,078 637,406 634,25
4 1 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 2) 0,010 0,016 0,015 0,016 0,016 0,016 0 0 0,016 0 0
4 5 0,266 0,265 0,266 0,266 0,265 0,266 0,265 0,266 0,266 0,266 0,265
4 10 12,386 12,421 12,375 12,391 12,391 12,375 12,375 12,391 12,375 12,391 12,375
4 20| vice jak 10 min . . . . . . . . . .
5| 1] 0,000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 2) 0,017 0,031 0,016 0,016 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015 0,015
5 5 0,872 0,875 0,89 0,86 0,859 0,875 0,859 0,859 0,859 0,875 0,906
5 10 124,937 124,687 124,718| 124,875 124,703| 124,657| 124,734 125,984| 124.578| 125,609 124,828

Tabulka 4.3: Vysledky testi GCD v systému SINGULAR

Rozhrani Xcas bylo zvoleno jako jedno z jednodusSich a piehlednych rozhrani pro Giac
pridavajici navic tabulkovy procesor.
Giac/Xcas je free pocitacovy algebraicky systém. Vlastnosti:

e moOd kompatibility pro Maple, MuPAD a TI89,

e Xcas je rozhrani, jenz mé za cil zlepsit vykonnost a uzivatelskou piivétivost programu,
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e Giac/Xcas lze pouZit pro poéitacovou algebru, geometrii (2-D a 3-D) a jako tabulkovy
procesor,

e Giac je free (GPL) C++ knihovna, jenZ provadi v8echny vypocty, miZe byt pouZita
v raznych programech vytvofenych v jazyce C+-+.

Vypocty:

e pocitacové algebra: libovolna piesnost celych ¢éisel a ¢isel v plovouci fadové Carce, celych
¢isel a polynomialni aritmetika (ged, extended ged, faktorizace, ...), zjednodusovani, feSeni
rovnic, ¢astetna dekompozice zlomki, kalkulus (derivace, integrace, limity, rozvoj fad),
linearni algebra (vektory, matice, redukce fadku do echelonovy formy, vlastni ¢isla a vlastnf
vektory),

e 2-D geometrie: bod, tsecka, pifimka, trojihelnik, mnohothelnik, kruznice, parametrické
kfivky, pruseciky, te¢ny... dynamickd geometrie, v8echny geometrické piikazy jsou pro-
gramovatelné,

e 3-D geometrie: bod, tsecka, pfimka, rovina, trojuhelnik, mnohothelnik, kruznice, para-
metrické kiivky, povrchy, pruseciky, te¢ny..., dynamickd geometrie, vechny geometrické
piikazy jsou programovatelné,

e tabulkovy procesor : relativni a absolutni odkazy, buiiky mohou obsahovat formalni ob-
jekty (napf. 1/2, sin(x), ...), 1-D a 2-D statistika (st¥edni hodnota - mean, stddev, hgis-
togram, kovariance - covariance, regrese - regressions, ...),

e programovani : funkce, lokalni proménné, testy, cykly, moznost volby syntaxe (C, Maple,
MuPAD, TI89), vétsinou je mozné spustit Maple, MuPAD nebo TI89 bez zésahu uzivatele
do Xcasu, programovy editor, interaktivni debugger.

Hardwarové a softwarové naroky

Dostupny pro v8echny bé&zné platformy a systémy Windows, Mac OS X a Linux/Unix.

4.5.1 Generovani testovacich polynomi

Systém obsahuje funkci pouze pro generovani ndhodnych polynomu jedné proménné, v ostat-
nich pfipadech musel byt pouZit export polynomi ze systému Maple. Funkce pro generovani
nahodnych polynomii:

randPoly([Var(var)],Intg(n))

Var (var) - oznaleni proménné
Intg(n) - stupeil polynomu

4.5.2 Moznosti vypoc¢tu nejvétsiho spole¢ného délitele

Jsou dostupné funkce modgcd pro pocitani pomoci modularniho algoritmu, ezgcd pro vypocet
nejvétsiho spoleéného délitele polynomi s nejméné dvéma proménnymi pomoci algoritmu ezged,
psrged pro poditani pomoci subresultanti, heugcd pro pocitani pomoci algoritmu nazyvaném
heuristickd pged. Jaky algoritmus je pouzit p¥i volani funkce ged (polyl,poly2)se nepodatilo
zjistit, aviak lze predpokladat, Ze je volen nejvhodn&jsi algoritmus® pro dané vstupy.

3nejvhodné&jsi z pohledu daného systému, coZ neznamena, Ze je pro danou aplikaci nejrychlejsi
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4.5.3 Vysledky testi nejvétsiho spoleéného délitele

Tabulka 4.4 shrnuje provedené testy vypoctu nejvétsiho spoleéného délitele. Pokud je v nékterém
poli ¢erna tecka znamen to, Ze test probihal pfili§ dlouho viz kapitola 4.1.2.
Porovnani a zhodnoceni s ostatnimi testovanymi systémy je uvedeno v posledni kapitole.

promén
né stupeti  |t[s] priimér pritb&zné hodnoty
1 1 0,008 0,0086 0,007 0,0078 0,00785 0,0086 0,00785 0,0078 0,00545 0,0086 0,00855
1 2] 0,015 0,0125 0,022 0,014 0,0125 0,0141 0,0141 0,0141 0,0141 0,022 0,0141
1 5 0,033 0,0219 0,0219 0,0312 0,039 0,055 0,0314 0,0282 0,039 0,0282 0,0344
1 10 0,057 0,062 0,0545 0,0625 0,028 0,054 0,0625 0,07 0,039 0,055 0,0775
1 50 0,200 0,171 0,234 0,235 0,235 0,234 0218 0,188 0,155 0,14 0,187
1 100 0,302 0,296 0,297 0,36 0,297 0,282 0,296 0,249 0,313 0,313 0,313
1 200 0,622 0,671 0,546 0,657 0,593 0,703 0,579 0,626 0,578 0,751 0,516
1 300 1,072 1,093 1,11 1,047 1,14 1,078 0,999 1 1,094 1,062 1,094
1 400 1438 1,501 1,734 1,376 1,422 1,407 1,359 1,407 1,313 1437 1421
1 500 1,899 1,798 1,844 1,954 1,875 1,968 1,922 1,939 1,906 1,828 1,954
1 1000 5,095 5,797 4,922 4,953 5,001 5,094 5,078 4,984 5,016 5,109 5
1 2000 15473 15,827 16 15,704 15,343 15,89 15,938 14,562 15,719 15,031 14,719
2] 1 0,027 0,028 0,028 0,035 0,0282 0,028 0,0282 0,0282 0,028 0,025 0,0172
2] 2] 0,098 0,109 0,124 0,14 0,078 0,125 0,0545 0,11 0,055 0,0705 0,109
2] 5 0,253 0,188 0,218 0,233 0,281 0,329 0,218 0,282 0,234 0,281 0,266
2] 10 0,688 0,719 0,671 0,657 0,656 0,765 0,656 0,673 0,671 0,688 0,719
2| 20, 2,553 2,484 2,515 2,624 2,516 2,608 2,469 2,641 2,515 2,625 2,531
2| 50 7439 7,78 7.313 7,578 6,938 7,547 7.344 7,359 7,61 7422 7.5
2 100|mélo paméti . . . . . . . . . .
2 160]vice jak 10 min . . . . . . . . o .
2 200}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 300]vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 400]vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 500]yice jak 10 min . . . . . . . . . .
3 1 0,042 0,039 0,0406 0,0374 0,0625 0,0376 0,039 0,039 0,0346 0,0344 0,055
3 2] 0,249 0,391 0,235 0,219 0,266 0,265 0219 0219 0,234 0,251 0,187
3 5 1,444 1,344 1,329 1,469 1,484 1422 1,656 1,343 1,516 1,437 1,437
3 10 9,194 8.906 9,188 8,766 9.5 9,155 9,203 9,626 8,891 9,125 9,578
3 16 10,454 11,906 9,812 9,109 9 10,844 11,765 10,109 11,656 9,297 11,046
3 20lvice _]ak 10 min . . . . . . . . . .
3 30]vice jak 10 min . . . . . . . . . .
3 50 vicejak 10 min L] L] * * L] L] L] L] L] L]
4 1 o141]  o0125] 0155 0136 011 o124 0125|0157 0157 0156 0,14
4 2| 0,224 0,236 0,156 0,187 0,281 0,187 0,234 0,282 0,266 0,156 0,25
4 5 6,736 6,594 6,625 6,905 6,875 6,703 6,75 6,673 6,875 6,641 6,719
4 10}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
4 20vice jak 10 min * * * hd ¢ * * ® * *
5 1 0,147 0,172 0,156 0,141 0,171 0,156 0,14 0,14 0,124 0,156 0,11
5 2] 0,247 0,265 0,25 0,281 0,296 0,297 0,171 0,203 0,234 0,203 0,265
5 5 27,530 26,907 26,64 28,703 27,048 27,235 26,656 28,609 28,406 26,546 28,546
5 10fvice jak 10 min . . . . . . . . . .

Tabulka 4.4: Vysledky testt GCD v systému Giac/Xcas
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4.6 CoCoA

CoCoA je volné dostupny systém pro pocitani s polynomy o vice proménnych. Je to pomérné
nové vznikly systém, aspoin co se tyce jeho grafického uzivatelského rozhrani, jenz je snadno
ovladatelné a prehledné s rozdélenou ¢asti pro zadéni vstupi a vypocitanych vystupi. Préce
s polynomy o vice proménnych je dilezitou vlastnosti k pocitani nejvétsiho spole¢ného délitele
téchto polynomd.

Specidlné se CoCoA zabyva pocitinim okruhii polynomu s vice proménnymi nad racional-
nimi nebo modularnimi celymi ¢&isly a jejich idedly a moduly. Implementace teorie operaci
idealii/moduli se spoléhd na teorii Grébnerovych bazi.

Jedna z nejdulezitéjsich vlastnosti CoCoA je jeji vysokouroviiovy programovaci jazyk jenZ
umoziuje uZivateli napsat své vlastni funkce a smérovat systém postupné k fefeni kompliko-
vanych a slozitych vypocti. Tento jazyk byl navrzen tak, aby byl pfirozeny a intuitivni, proto
je jednoduché se ho naucit. Jazyk je interpretovany; jeho syntax je podobné Pascalu.

Hlavnimi uzivateli CoCoA jsou vyzkumnici v komutativni algebfe a algebraické geometrii.
Nicméné vypocetni algebraické techniky jsou rozsifeny v mnoha oborech (naptiklad numerickd
analyza, kryptografie, statistika a dynamické systémy), a proto jsou také oblasti kde lze CoCoA
vyuZit.

Systém obsahuje kompletni on-line ndpovédu (taktéz dostupnou jako html manual). CoCoA
je volné dostupny software pro vyzkumné a vzdélavaci ucely.

Pro pohodlnou praci nabizi systém textovy interface, Emacs mdd a grafické uzivatelské
rozhrani spole¢né pro vétsinu platforem.

CoCoA je specialné navrzena pro nasledujici vypocty:

e Grobnerovy baze,

e polynomialni faktorizace,
e exaktni line4rni algebra,
e Hilbertovy funkce,

e ideély bodu,

e teorie idealt.

Vétsina verzi CoCoA ma grafické uZivatelské rozhrani, vyuZivajici programovaci jazyk Co-
CoALanguage. S knihovnou CoCoALib, a C++ library, je mozné pouZit vypocetniho jadra
CoCoA pro vyvoj vlastnich aplikaci.

4.6.1 Generovani testovacich polynomi

Pied pouZitim polynomiélnich vypoc¢ta s polynomy vice nez tii neznamych je nutno nadefinovat
novy polynomiédlni okruh pomoci Use R::=Q[varl,var2,..,varn], ndhodné polynomy jsou
generovany pomoci funkce Randomized (expression). Proménna S oznacuje vysledny stupen
polynomu. Pouziti:

Use R::=Q[x,y,z,ul;

S:=1;

T:=Randomized ((x+y+z+u+1)~S);
F:=T*Randomized ((x+y+z+u+l)~S);
G:=T*Randomized ( (x+y+z+u+1)~S) ;
Time H:=GCD(F,G);
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4.6.2 Moznosti vypoc¢tu nejvétsiho spole¢ného délitele

CoCoA obsahuje jedinou funkci pro pocitani nejvétsiho spolecného délitele:

GCD(F_1:INT,...,F_n:INT):INT
GCD(L:LIST of INT):INT
GCD(F_1:POLY,...,F_n:POLY) :POLY
GCD (L:LIST of POLY):POLY

Algoritmus jaky pii vypoctech uplatiiuje se nepodaiilo zjistit. Lze pfedpokladat, Ze zna vétsinu
algoritmu a pouzije vzdy nejvhodnéjsi podle charakteru vstupu.

4.6.3 Vysledky testi nejvétsiho spole¢ného délitele

Tabulka 4.5 shrnuje provedené testy vypod&tu nejvétsiho spoleéného délitele. Pokud je v nékterém
poli ¢ernd tecka znamen to ze test probihal ptilis dlouho viz kapitola 4.1.2.
Porovnani a zhodnoceni s ostatnimi testovanymi systémy je uvedeno v posledni kapitole.
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promen

ne stupent  |t[s] primér pritb&Zné hodnoty
1 1 0,006 0,01 0 0 0,01 0 0,01 0 0 0 0,03
1 2] 0,006 0 0,01 0,01 0,01 0,01 0] 0 0 0,01 0,01
1 5 0,007 0,01 0,01 0,01 0,01 0 0,01 0 0 0,01 0,01
1 10 0,005 0,01 0 0 0 0 0,01 0,01 0 0,01 0,01
1 50, 0,008 0,01 0 0,01 0,01 0 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
1 100 0,010 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
1 200 0,037 0,04 0,03 0,04 0,04 0,04 0,03 0,04 0,04 0,03 0,04
1 300 0,071 0,070 0,07 0,06 0,09 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07
1 400 0,130 0,12 0,12 0,12 0,12 0,14 0,14 0,14 0,12 0,14 0,14
1 500 0,266 0,25 0,28 0,26 0,26 0,28 0,28 0,26 0,25 0,28 0,26
1 1000 0,816 0,81 0,82 0,82 0,82 0,82 0,82 0,81 0,82 0,81 0,81
1 2000 2,967 2,95 2,96 3,04 2,93 2,96 2,96 2,98 2,98 2,95 2,96
2] 1 0,010 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
2] 2] 0,026 0,03 0,01 0,03 0,01 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
2] 5 0,061 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,07 0,06
2] 10 0,263 0,28 0,25 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,28 0,26 0,26
2] 20, 2,258 2,34 221 2,23 22 2,23 2,21 2,23 2,32 2,35 2,26
2] 50 97,110 95,28 92,65 95,54 101,32 93 101,34 101,81 1014 95,7 93,06
2 100}vice jak 10 min 1777,79 . . . . . . . . .
2 160fvice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 200}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 300}vice jak 10 min . . . . . . . . . s
2 400}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
2 500vice jak 10 min . . . . . . . . . .
3 1 0,030 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
3 2] 0,054 0,06 0,06 0,06 0,06 0,04 0,06 0,04 0,06 0,04 0,06
3 5 0,331 032 0,34 0,28 0,34 0,34 0,32 0,34 0,35 0,34 0,34
3 10 8,588 8,59 8,5 8,5 8,64 8,62 8,56 8,67 8,64 8,57 8,59
3 16 136,200 1346 135,53 134,85 13648 137,37 137,39|136.36 136,35 136,23 136,96
3 20, 501,045 488,73 500,14 498,56 499,23 502 505,31 505,37 506,65 497,04 50742
3 30 vicejak 10 min . . * . . * . * * .
3 50 vicejak 10 min L] L] * L] . * L] * * L]
4 1 0,053 0,06 0,04 0,06 0,06 0,06 0,04 0,07 0,04 0,06 0,04
4 2] 0,124 0,12 0,12 0,12 0,12 0,14 0,14 0,12 0,14 0,1 0,12
4 5 2,784 2,81 2,82 2,81 2,81 2,78 2,78 2,76 2,76 2,76 2,75
4 10 375,924 367.6 378,75 3739 378,53 368,26 378 379,29 376,81 380,12 377,98
4 20}vice jak 10 min . . . . . . . . . .
5 1 0,096 0,1 0,1 0,1 0,09 0,09 0,1 0,11 0,09 0,09 0,09
5 2] 0,206 0,2 0,2 0,21 0,18 0,17 0,21 0,21 0,21 0,21 0,26
5 5 25,304 25,18 25,23 25,32 252 25,29 25,31 254 2539 254 25,32
5 10sice jak 10 min o . . o . . . . . .

Tabulka 4.5: Vysledky testi GCD v systému CoCoA




Kapitola 5

ZAavér a porovnani jednotlivych
systémi

Jak je z tabulek a grafu niZe vidét, nékteré systémy svym vykonem téméf zcela propadly.
Napfiiklad systém Maxima, jenZ je mnohdy porovnéivin se systémem Maple byl nejpomalejsi
z testovanych systémi a to ve vSech ohledech. Mozn4 pii¢ina je v tom, Ze vyvojafi se snazi
do systému zabudovat co moZzna nejvic funkci, ale nekoukaji na odladéni systému a mnohdy
pouziti neefektivnich algoritmi. Je sice pravda, Ze uZivatel miZe nastavit algoritmus vypoctu
nejvétsiho spoleéného délitele podle sebe, aviak jako vychozi je pouZita metoda subresultanti,
kter4 je pro polynomy pomérné pomald. Pokud v3ak uZivatel se systémem zaéne pracovat neni
jisté zda ihned bude znat vSechna nastaveni, proto byly systémy testovany s nastavenim vy-
chozim. Ve vSech ostatnich systémech je pouzity algoritmus volen automaticky podle vstupnich
hodnot.

Lze vidét, ze naopak nejrychlejsim systémem je Maple. Jeho rychlost je dana také tim, ze
jako jediny dokazal vyuzit potencial harware na némz byly systémy testoviny a to dvoujadrovy
procesor. Jediny Maple zatézoval pfi vypoctech obé jadra, ostatni systémy vyuzivaly jen jedno
jadro a vykonnost se tedy snizila témé&i o 50 %. Pokud je uZzivatel ochoten zaplatit castky
v fadech desetitisicii je Maple nejlepsi volba. Maple je vyuZitelny v fadé daldich oblastech,
takze investice se jisté vyplati.

Pifjemnym piekvapenim byl systém SINGULAR, ktery byl druhy nejlepsi. Ve vétsing
pripadt byl sice az desetkrat pomalejsi nez Maple, avSak pfi pocitani nizsich stupiiti byly
¢asy srovnatelné. Je vidét, ze SINGULAR si zaslouZi byt mezi nejpouzivanégj§imy open-source
systémy pocitacové algebry.

Systém CoCoA ma, jak se zd4, velky potenciél se roz§itit, protoze jeho uzivatelské rozhrant
je prehledné a uzivatel se s nim seznami rychle. Napovéda poskytovan4 jako html dokumentace
je komplexni a lze v ni najit vSe, co systém nabizi piehledné vysvétleno. Nejvétsi jeho vyhodou
pfi pocitani nejvétsiho spoleéného délitele je jeho rychlost, kterd je srovnatelnd se systémem
SINGULAR.

Knihovna Giac je ve vysledku taktéZ pouzitelnou alternativou a vzhledem k tomu, Ze mize
byt pouzita ve vlastnich aplikacich je jeji vykonnost dostacujici. Rychlost vypocta byla také
ovlivnéna pravé pouzitym rozhranim Xcas, ale i tak jsou ¢asy mnohem mengi nez v pfipadé
Maximy.

7 tabulky 5.1 je vidét, Ze pfi testovani polynomu jedné proménné byl ¢as téméf zanedbatelny,
coz se projevilo i na dobach vypocta s polynomy fadu 1 az 100, kdy systém nebyl ani schopen
Cas presné méfit (tak malé hodnoty mé&fit nedokaze). Ve vétsing piipadii se projevila zavislost
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mezi pofadim providéni vypoctu, kdy prvni vypocet trval témér vidy delsi dobu.
Pokud je v nékterém poli ¢ernd tecka znamena to, Ze test nebyl dokoncen, nebot doba testu
byla delsi nez stanovené hranice 10 minut.

promen
né stupen |Maple fMaxima |SINGULAR JXCAS/GINAC JCoCoA
i o0000] 0000 0,000 0,008 0006
A4 0002 0000 0,000 0,015 0,006
0,000[ 0,030 0,000 0,033| 0007
100 0000 0030 0,000 0,057 0,005
500 0008 0550 0,002 0,200f 0,008
1004 0002 0503 0,016 0,302 0010
2000 0016] 5911 0,047 0,622 0,037
3000  0020| 23704 0,095 1072] 0,071
4000  0025| 44484 0,158 1438] 0,130
5000 0,027| 114,424 0,195 1,809| 0,266
1000  0,077| 677,760 0,461 5095 0816
1 20000 0,358 C 1,428 15473 2,967
1§ o0019f 0360 0,000 0,027 0,010
4 o0002] 0210 0,000 0,098 0,028
4 o0014] 0302 0,016 0,253| 0,061
100 0016] 0519 0,125 0,688] 0,263
200 0042 28258 0,908 2553| 2,258]
50 0175 ® 51,806 7,439 97110
o4 o757 1481,625 . .
1604 2880[ b . .
2000 7220 ¢ . . .
3000 21039 ¢ . . .
4004 45322 e . . Q
2 5008 105,783 . . . .
il o017 0010 0,000 0,042 0,030
4 o003 0060 0,000 0,249 0,054]
o 0020 0305 0,080 1444] 0,331
100 0278] 16815 1,016 0194 8588
1 2458 @ 13,230 10,454 136,200
200 3673 e 50,142 . 501,045
3] 44612 @ 635,103 . .
3 504 594 791 C > . C
N 0023 0224 0,000 0,141 0,053
4 o003 0252 0,010 0,224 0,124]
o 0244] 3404 0,266 6736] 2784)
100 1272| * 12,386 . 375,924|
4 200 62518 . . . .
I o005 0141 0,000 0,147 0,006
A 0009 0446 0,017 0,247 0,206
0,360 11,504 0,872 27,530 25304}
5 o] rsea| @ 124,937 . - ]

Tabulka 5.1: Porovnani ¢asu vypo¢tia GCD na jednotlivych systémech.

Poznamka. V prvnim grafu pro ¢asovou zavislost polynomt s 1 proménnou neni zahrnut
systém Maxima, nebot hodnoty ¢asti jsou mnohem vétsi nez ostatnich systému a graf by tak
ztratil vypovidaci hodnotu. To je patrné i u ostatnich grafi, ale v nich uz byly pouzity viechny
vysledky. U polynomu s vice jak 1 promé&nnou nékteré grafy neobsahuji viechny hodnoty, nebot
tyto Casy byly delsi jak 10 minut. Pokud néktery systém neni ve vy$§im stupni zastoupen, ale

v predchozim ano, neznamend to, ze ¢as byl ve vyS§im stupni nulovy.
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KAPITOLA 5. ZAVER A POROVNANI JEDNOTLIVYCH SYSTEMU

Casova zavislost pro 1 proménnou
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Obréazek 5.1: Grafy zobrazujici dobu vypo¢tu GCD na jednotlivych systémech.
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Casova zavislost pro 4 proménné
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Obréazek 5.2: Grafy zobrazujici dobu vypo¢tu GCD na jednotlivych systémech.
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Casova zavislost pro 5 proménnych
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Obrazek 5.3: Grafy zobrazujici dobu vypoétu GCD na jednotlivych systémech.



Literatura

[1] odkazy na webové stranky pocitatovych algebraickych systému
http://directory.google.com/Top /Science/Math/Algebra/Software/
http://www.cs.ru.nl/ " freek/digimath /rindez.html

[2] R. Liska et al. Pocitacovd Algebra, Algoritmy, Systémy a Aplikace. Rijen 29, 1998
http://kfe.fifi.cout.cz/ liska/

[3] M. Lavaud. Thema Free Software and Research. Univ. Orléans, LSM 2003
http://www.univ-orleans.fr/EXT/ASTEX /astex/doc/en/congres/rmll2003 /html/alrll. htm

[4] Wolfram Mathworld. Greatest Common Divisor.
http://mathworld.wolfram.com/GreatestCommonDivisor.html

[5] CS Wikipedia. Euklidiv algoritmus.
http://cs.wikipedia.org/wiki/Euklidav _algoritmus

[6] R. H. Lewis, M. Wester. Comparison of Polynomial-Oriented Computer Algebra Systems
(Preliminary Report).
http://www.fordham.edu/lewis/cacomp.html

[7] Wikipedia. Comparison of computer algebra systems.
http://en.wikipedia.org/wiki/Comparison _of computer algebra systems

[8] O. Modrlak. Cislicové Fizeni - Syntéza éislicovijch requldtord - Studijni materidly. Kate-
dra fidici techniky - Fakulta mechatroniky a mezioborovych inZenyrskych studii - TECH-
NICKA UNIVERZITA V LIBERCI, Kvéten 2004

[9] M. Bulant. Diplomovd prdce - Systémy pocitacové algebry a algebra - Algoritmy na vgpocet
nejvétsiho spolecného délitele. Brno, duben 1997

[10] A. Klimentova, M. Sebek. Resent symbolickyjch polynomidlnich rovnic. Fakulta elektrotech-
nicka Ceské vysoké uceni technické v Praze

[11] M. Bulant. Algebra 2 - Teorie d¢isel. katedra matematiky, Piirodovédecks fakulta,
Masarykova univerzita, Brno

[12] M. Sebek. Multi - dimensional systems: Control via polynomial techniques. Dr.Sc. thesis,
Czech Academy of Sciences, Prague, 1994

[13] M. Demlova, J. Nagy. Algebra. SNTL Praha, 1985

[14] A. Németek, Predndskové slidy predmetu X01PAS. Fakulta elektrotechnicks Ceské vysoké
uceni technické v Praze, 2007

45



