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Abstrakt

Tato prace pojednava o metodach shlukové analyzy a jeji vyuZziti pro modelovani
nelinearnich systémi. Konkrétné se zabyva postupy fuzzy c-means a Gustafson-
Kesselovym algoritmem. Déle jsou zde rozebrany Takagi-Sugeno modely, jejich princip
a sestavovani pomoci vySe uvedenych fuzzy shlukovych metod. Vytvareni Takagi-
Sugeno modelt je aplikovdno na statickém nelinedrnim systému, kde se ovéfuje
schopnost aproximace a na dynamickém diskrétnim nelinedrnim systému, kde algoritmy

hledaji fuzzy shluky ve ¢tyfech dimenzich.

Abstract

This paper explores fuzzy clustering methods and their usage for modeling nonlinear
systems. We discuss methods fuzzy c-means and Gustafson-Kessel algorithm. Further we
focused Takagi-Sugeno models, their principle and assembling using fuzzy clustering
methods quoted above. Takagi-Sugeno models were tested on static nonlinear system
where we verified aproximation capability and on dynamic discrete nonlinear system,

where algorithms were searching for fuzyy clusters in four dimensions.
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1 Uvod

Clovek, jako kazdy jiny Zivy tvor, ma potiebu zkoumat svét kolem sebe. Uz od velmi
ran¢ho v€ku jako miminko leze vSude po pokoji, osahava hracky, vSechen nabytek, ktery
mu piijde do cesty a ktery jesté nezna. Nejspis je to dano evoluci, kdy se kazdy zivocich
musel seznamit s okolim, aby v ném mohl Zit a ptezit. Také uz pred stovkami let lidé
zacali nejenom zkoumat, ale popisovat své okoli. At uz v jakékoliv podobé. Spisovatelé
popisovali piibéhy slovy béZzného jazyka, herci k tomu ptidali vyjevy, gestikulaci
a mimiku a matematici se snazili popsat svét pomoci pojmu a rovnic, které davaly néjaky

smysl.

Ze zacatku Slo o jednoduché ptedstavy, které se postupem casu ¢im dal tim vice
zptesiiovaly. Pfikladem mulze byt pfedstava o planeté Zemi. Ze zacatku lidé véftili, ze
Zemé je placka, poté si vSimli, ze ziji na kouli, kdyz nésledné zjistili, ze se nejedna
o pravidelnou kouli, ale o kouli na pélech zplostélou. Pfesnéj$im a presnéjSim méfenim
bychom mohli zjistit, jak moc je Zemé zplostela, nejspis i v relativné malych jednotkach.
Na co ovSem potiebujeme znat zploSténi Zemé v metrech? Nebo dokonce
v centimetrech? Nebo v jeste¢ mensich jednotkach? Ve vétsing ptipadi staci fict, ze Zemé
je koule trochu zplostéla. Kazdy si predstavi jak je asi zplostela, 1 kdyZ nema piesny tdaj.
Takto jednoduse Ize popisovat vSechny véci kolem nas. Kazdy z nas pouziva piirozeny
jazyk, ktery takova slova jako maly, trochu, nékdy, casty, velky obsahuje. Témto slovim
se fika vagni pojmy, protoze si i pod stejnym pojmem miizeme piedstavovat rizna urceni

velikosti, ¢etnosti apod.

Fyzika se snazi popisovat véci co nejpiesnéji a vyvozovat presné zavery. Jenomze
nikdy nelze fyzikalni veli¢inu zméfit zcela presné. Pokud bychom se dostali do velmi
malych méfitek, tak stejné€ s presnym popisem 100% neobstojime, protoze jednak by byl
popis velmi slozity a Spatné pochopitelny a jednak do hry vstupuje neurcitost v podobé
kvantovych jevi.

Lid¢ uzivaji vagni pojmy k popisu véci a udéalosti. VEétsing zakl v autoskole staci fict,
kdyz se blizi ke kfizovatce, kde chceme odbocovat, aby vice ptibrzdili. Neni potieba jim
pfesné sdélit o jakou vzdalenost maji seSlapnout pedal brzdu. SpiSe by to uSkodilo

dopravni situaci nebo autu skolitele.
Nabizi se tedy moznost popisovat okoli, kde je vSudyptfitomna neurcitost, prave
vagnimi pojmy i v pfipad¢, ze chceme néjaky systém fidit anebo pouze predpovidat jeho

chovani. V 70. letech pfiSel L.A Zadech v [1] s fuzzy logikou, kterd pravé tyto



»~rozmlzené“ pojmy postihuje. Nasledné vzniklo nékolik teorii o modelovani systémd,

o jejich fizeni a predpovidani prave s vyuzitim fuzzy logiky.

Jednou z teorii jak modelovat systémy, jsou Takagi-Sugeno modely, které rozebira tato
prace. Daji se pouzit v pfipad¢, Ze systém je popsan expertem v kombinaci pfirozeného
jazyka s jednoduchymi lokdlnimi funkcemi anebo castéji, kdyz o fungovani systému
vime malo informaci a miizeme sledovat pouze jeho vstupy a vystupy. Pak se o vytvaieni

Takagi-Sugeno modelt stara fuzzy shlukova analyza, kterd je naplni dalsi kapitoly.



2 Fuzzy shlukova analyza

Pokud by nam byla pfedlozena jakakoliv dvoudimenziondlni data a méli bychom
za kol najit shluky, clovék se ,.koukne a vidi“, kdyZ neni rozlozeni slozité. Problém ale
nastane v okamziku, kdy je zapotiebi znat velmi rychle skupiny podobnych dat anebo

jsou vektory vstupnich udajii vicedimenziondlni.

Tyto problémy lze feSit nebo alespont zmensit pomoci shlukové analyzy. Klasicka
shlukova analyza rozd¢li data do skupin. Vstupni vektory jsou pfifazeny do shlukl
jednoznacéné. Bud’ vstupni udaj do shluku patii nebo nepatii. Tim se ovSem ztraci ¢ast
(vice patfit shluku), nez vstupni vektor, ktery lezi na okraji. Problém s piekryvanim
fuzzy shlukova analyza fesi. Dovoluje libovolnému vstupnimu vektoru, aby za urcitych
podminek, které jsou rozebrany nize, patfil do riznych shluki, ke kazdému s uréitym

stupném piislusnosti.

Existuji dva piistupy k fuzzy shlukové analyze - probabilisticky a posibilisticky. Oba
ptistupy jsou podobné, ptifazuji kazdému vstupnimu udaji stupenn prisluSnosti v rozmezi
(0,1) . Stupeni ptislusnosti 0 tika, ze tdaj urcité nelezi v daném shluku, naopak 1
jednoznaéné urcuje ptifazeni k dané skupiné dat. My budeme pouzivat probabilisticky
ptistup, ktery pro nezaSuméla data vraci vétSinou lepsi vysledky. Posibilisticky pfistup
oproti probabilistickému neni limitovan podminkou, Ze soucet ptislusnosti urcitého tidaje
ke vSem shlukiim musi byt roven jedné. Z ¢ehoz vyplyva naptiklad to, ze interpretace
rozdéleni dat do shluki se 1i8i. Probabilistické rozd¢€leni tik4, s jakou pravdépodobnosti
patii vstupni tdaj do urcitého shluku. Oproti tomu posibilistické rozdéleni urcuje jak
moc, na stupnici od nuly k jedné, dany udaj patii ur€itému shluku. Vice podrobnosti

a porovnani obou piistupti lze najit v literatute [2].

Mame tedy N vstupnich dat z mnoziny Z = [z, .... Zy] zapsané maticové a chceme ji
rozdélit do c shlukt. Kazdy vstupni vektor mize byt n-dimenziondlni a bude mit
nasledujici tvar zx= (zx1, ..., zx,)". K tomu, abychom mohli ur¢it, do jaké skupiny data
patfi, musime je umét od sebe rozlisit. Pro to, zda jsou si dva udaje v néjaké mife
podobné, potfebujeme nastroj, ktery data porovna a podobnost vyhodnoti. Slouzi k tomu
funkce vzdalenosti. Nejcastéji se pouziva Euklidova nebo manhattanska vzdalenost,
obecné ale muzeme pouzit jakoukoliv funkci d(z;, z), kterd spliiuje nasledujici tii

pravidla:



d(z,z)=0 (2.1
d(szz):d(zz,zl) (2.2)
d(zl,z3)Sd(zl,z2)+d(zz,zs) (2.3)

Déle pomoci fuzzy shlukové analyzy lze kazdému udaji zx ze Z pfifadit miru
pfislusnosti, nakolik do kazdé ze skupin patii. Pfifazeni lze provést matici ptislusnosti U,
jejiz pocet fadkl je dan poctem shlukl ¢, pocet sloupcti poctem vstupnich dat N a Cisla
matice u, ,€(0,1) udavaji miru pfislusnosti z do shluku ¥;. Matice p¥islusnosti U musi

splnovat nasledujici podminky:
du,=1; k=1,..,N (2.4)
N
0<D u, <N ; i=l,..c (2.5)

Podminka (2.4) tika, ze vstupni vektor z; musi patfit nejméné do jednoho shluku a ze
soucet ptislusnosti kazdého udaje ke v§em shlukiim musi byt roven jedné (probabilisticky
ptistup). Nerovnost (2.5) pfifazuje kazdému shluku alespon jeden vstupni tidaj a zaroven
fika, ze neni mozné, aby byla vSechna vstupni data pfifazena do jedné skupiny s

prislusnosti 1 (tedy jednoznacné).

Fuzzy shlukové algoritmy zaloZzené na fuzzy c-means se snazi minimalizovat

funkcional (objektivni funkci),
S 2
T U)=2 2 (u, ) d* (z,,v) (2.6)

kde v; je stied shluku V;a m je fuzzyfikaéni konstanta. Jednd se vlastné o minimalizaci
odchylky u metody vazenych nejmensSich ctvercti vzdalenosti dat od stfedu shluku.
Fuzzyfika¢ni konstanta m urcuje, jak moc budou shluky rozostfené. Pro parametr m
blizici se shora k 1 piechazi fuzzy shlukové analyza na klasickou shlukovou analyzu s
ostrymi shluky a pro m blizici se oo budou mit vS§echna data stejny stupen piislusnosti
ke vSem shlukiim. VétSinou se nastavuje m = 2. Pokud je tato objektivni funkce
minimalizovéna, je dosazeno optimalniho feSeni. Pokud mame najit minimum objektivni
funkce J,, je nutné aby jeji prvni parcialni derivace byly 0 (lokadlni minimum) a

vysledkem feSeni je tedy
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1

e ] 21)
d(zk,vj)

U; =

Jj=1

Existuje mnoho dalSich strategii, jak dosdhnout optimalniho rozdéleni dat. Dalsi
pfiklad minimalizace objektivni funkce je shlukovani s Sumem. Do sady shlukd je
pfidana dalsi specialni skupina, kam se fadi udaje, které jsou od ptivodnich shlukt ptilis
vzdalené a jsou povazovany za Sum. Lze najit i dalsi, zcela odlisné strategie rozdeleni dat

do shlukd, jako jsou naptiklad genetické algoritmy nebo neuronové site.

2.1 Fuzzy c-means

Fuzzy c-means je zdkladni metodou z rodiny fuzzy shlukovych algoritmt, ktera
rozpoznava shluky kruhovych tvarii. Pro tento typ algoritmil je nutné znat predem pocet
shluki ¢ > 2, do kterych se budou data zafazovat. Problém urceni poctu shluki se
diskutuje v ¢asti 2.3. Nazornou ukazku fuzzy c-means algoritmu lze najit na obrazku 2.1,
kde vidime, jak algoritmus urcil stiedy shlukli a rozlozeni stupiii pfiisluSnosti pro
urcenou oblast. Kvili tomu, ze fuzzy c-means dokéze rozpoznavat pouze kruhové shluky,

tato metoda si neporadila dobfe s prostfednim shlukem ve tvaru piimky.

[ | stupné pfislugnosti
* data
*  stfedy shlukd

obr 2.1: Detekce shlukt s fuzzy c-means
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Fuzzy c-means je iterativni algoritmus a probiha v nasledujicich krocich:

1. Nejdfive je nutné zvolit parametr m tak, ze m > 1 a poc¢ate¢ni rozklad mnoziny dat
(pocateéni nastaveni U'?), ktery mlize byt pii respektovani podminek (2.4) a (2.5)
nahodny. Dale pozadovanou piesnost ¢ > 0, kdy algoritmus kon¢i, pokud je ji

dosaZzeno. Nakonec se nastavi pocitadlo krokt / = 0.

2. Pro kazdy shluk V; vypoc¢itdme nové centrum podle vzorce

vf.l)=k=1\l, ©oiz=lc (2.8)
("
k=1
kde v, je vektor stfedu shluku v kroku /, ktery je poéitan po sloZkdch.
3. Upravime matici piislusnosti U'"" prokazdé k=1, ...., N tak, Ze
(a) pro vSechnai =1, ..., ¢, pro ktera plati, ze d(z, v;) > 0 nastavime
uix = : INES
Zc: d(z;,v)") [ (2.9)
= d(zk,v_(il))
(b) pro viechna i = 1, ..., ¢, pro ktera plati, Ze d(z:, v) = 0 polozime u';"

rovna libovolnym nezédpornym ¢islim tak, aby byla splnéna podminka (2.4)

;. v I+1
a pro ostatni i polozime ufz ‘=

4. Porovname vysledek soucasného rozkladu / + 1 oproti pfedchozimu z kroku /. To

1ze provést vice zplisoby, nize je uveden jeden z moznych.
— (1+1) (7)
€e=maXp=i, N:i=1,.,c [Uix Uk (2.10)

Pokud je e < & algoritmus skonci, jinak zvySime pocitadlo krokt / o 1

a pokracujeme opét krokem 2.

Vysledkem fuzzy c-means algoritmu je tedy matice U, ktera obsahuje pfislusnosti

jednotlivych vektorii do jednotlivych shlukt ¥ se stedy v.
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2.2 Gustafson-Kesseluv algoritmus

Gustafson-Kesseliiv algoritmus je upraveny fuzzy c-means tak, aby byl schopen
rozpoznat shluky riznych tvarG a orientaci. Shluky v této metodé jsou oproti fuzzy
c-means elipsoidni a navic reprezentovany symetrickou pozitivné definitni matici P,
Nékdy se této matici fika deformacni matice, protoze upravuje tvar shlukd, ktery maji

ve dvourozmérném prostoru tvar elipsy. K vypoctu P; se pouziva kovarianéni matice ;.

Z (ui,k)m (zk_vi)T(zk_vi>
§== 2.11)

kZ:(uk)

1

P.=[det(S)]" S 2.12)

Dale je pro P; definovano omezeni det(P;) = p, kde p je konstanta dané pro kazdou matici.
Timto je uren objem shlukil. Natoceni jejich poloos je uréeno vlastnimi vektory matice

P; a velikosti jejich poloos odpovidaji odmocnindm z vlastnich ¢isel matice P..

[ | stupné pfislugnosti
* data
*  stfedy shlukd

obr 2.2: Detekce shluki Gustafson-Kesselovym algoritmem
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Na obrazku 2.2 je znézornéna detekce shlukii Gustafson-Kesselovym algoritmem.

Jedna se o stejna data, jako na ukazce 2.1 v piedchozi sekci. Gustafson-Kessellv

algoritmus si poradil velmi dobie s ur¢enim shlukt. I prostfedni shluk, ktery délal fuzzy

c-means problémy, byl nalezen spravné (tak jak bychom ho intuitivné urcili my).

V nasledujicich krocich je naznacen postup rozdéleni vstupnich dat do shlukd:

1.

Na zacatku nastavime parametry a hodnoty stejné jaku u fuzzy c-means

algoritmu. Zvolime si tedy m > 1, & >0 a nastavime U a /= 0.
Pro kazdy shluk V; vypog&itame stied v podle (2.8).

Dale spo¢teme pro viechny shluky kovarianéni matice S;  spolu s deformaénimi
maticemi P, podle rovnic (2.11) a (2.12).

Pro kazdé k=1, ..., N nastavime vzdalenosti

d (2, V)= (g, =) P (=) ; i=1,.c (2.13)

Pro kazdé k=1, ..., n upravime matici piislusnosti """ obdobné jako u fuzzy

c-means s tim rozdilem, Ze jako funkci vzdalenosti pouzijeme dp tedy:

(a) pro vSechnai=1, ..., ¢, pro ktera plati, Ze dp(zx, v;) > 0 nastavime

(I+1)_ 1
ik T ==
> dp(z;,v;) [m1 (2.14)
j=1 dP(zk’v_(]{))
(b) pro vSechna i =1, ..., ¢, pro ktera plati, Ze dp(zr, vi) = 0 polozime uﬁ-{zl)

rovna libovolnym nezépornym cisliim tak, aby byla splnéna podminka (2.4)

;. ~r [+1
a pro ostatni i polozime u!'}"'=0

Porovname rozklady naptiklad podle (2.10), a kdyz e < ¢ algoritmus skon¢i, jinak

se zvysi pocitadlo / o 1 a piejdeme na krok 2.

Vysledkem Gustafson-Kesselova algoritmu je matice pfislusnosti U, ve které jsou

obsazeny stupné piislusnosti vstupnich dat do nalezenych shluki V) se stiedy v

a deformac¢nimi maticemi P,

14



2.3 Uréeni poctu shluku

Jak jiz bylo v pfedchozich sekcich naznaceno, fuzzy c-means a Gustafson-Kesseliv
algoritmus musi pfedem znéat pocet shluki, do kterych budou data zafazovana. Casto se

stane, ze pocet skupin nezndme a musime tento problém fesit.

Jednou z moznosti je definovat si funkci, kterd ohodnoti kvalitu rozlozeni dat do
shlukli pro cely rozklad. Dale si stanovime horni hranici poctu skupin cm.x. Za pouziti
fuzzy shlukovych algoritmti rozdélime data do tfid pro pocty ¢ =2, ..., cmax @ pro kazdé
takové rozdéleni ohodnotime definovanou funkci kvality. Jedna z moZnych charakteristik

je nasledujici.

~ (14 2.15)

PC(U )= —

1
Tato funkce nabyva hodnot ;S PC(U,)<c a vyssi hodnoty znamenaji lepsi rozdéleni

dat do shluki. Existuje mnoho dalsich funkci kvality, které se bud’ maximalizuji nebo
minimalizuji. Pokud mizeme, je dobré vyuzit vice charakteristik kvality a vhodné je

kombinovat.

Dalsi mozZnosti je posuzovat jednotlivé shluky oddélené podle funkci kvality shluku.
Opét si stanovime horni hranici poctu shlukli cn.x a provedeme fuzzy shlukovy
algoritmus pro tento pocet shlukii. Vysledné skupiny porovname, podobné spojime a
velmi Spatné odstranime. Tento postup opakujeme, dokud neexistuji zadné podobné ani

zadné Spatné shluky.

Detailnéjsi rozbor problému urceni poctu shluktl je mozné prostudovat v literatute [2],

kde je uvedeno a porovnano mnoho globalnich i lokalnich funkci kvality.

2.4 Dalsi algoritmy fuzzy shlukové analyzy

V kapitolach 2.1 a 2.2 jsme popsali dva zakladni algoritmy fuzzy shlukové analyzy.
Na podobném principu funguje jest¢ dalsi algoritmus Gath-Geva, ktery rozsifuje
Gustafson-Kesseliv postup. Gath-Geva algoritmus bere v tvahu velikost i hustotu
shluk.

Dalsi algoritmy jako fuzzy c-spherical/elipsoidal/quadratic shells umoziuji detekci

15



urcitych obrazcl — elips, obdélnikili, polygontl a jinych. Pficemz existuji i adaptivni verze
téchto postupli, které se umi pfizplsobit vstupnim datim. Opét si Ctenai mulze

prostudovat tyto algoritmy v literatufe [2].
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3 Modelovani nelinearnich systému

3.1 Nelinearni systémy

V praxi se bézn¢ kolem nas vyskytuji nelinearni systémy. Mnoho z nich chceme fidit
nebo alesponn predpovidat jejich chovani v budoucnosti. Piikladem miize byt,
pro kazdého z nas zcela bézna véc, predpoveéd pocasi. Jako u vétSiny nelinearnich
systéml se zde odrazi nckolik véci. Nejsme schopni zcela pfesné zméfit relevantni
veli¢iny i v piipadé, Ze by nebyly zatizeny zadnym Sumem. Casto ale pouze mald zména
vstupni veli¢iny zptsobi rozsahlé premény v budoucich stavech systému. Dale obecné
nelze sestavit presny model nelinearniho systému. Pokud bychom mohli sestavit pfesny
model, vétSinou bude hodné slozity a neefektivni. Takze se ho budeme snazit riznymi

zpusoby zjednodusit, i za cenu toho, ze dale do procesu zanasime chyby.

Nelinearni systém Ize popsat soustavou nelinearnich diferencidlnich rovnic, u kterych
obecné nelze najit analytické feSeni. Neplati zde princip superpozice jako u linedrnich
systémt, takZze vétSinou nemizeme problém rozdélit piimo na mensi podproblémy, opét,

bez ztraty na presnosti nékdy az pouzitelnosti.

S klasickymi modely si tedy mnohdy nevysta¢ime. L. A. Zadeh v [1] polozil zdklady
fuzzy logiky, kterd umoziluje zachycovat nepiesnosti méfeni a vagnost pojmu. Diky ni
lze vytvéfet fuzzy modely, které mohou dostatecné pfesné a robustné popisovat realné

systémy.

Jedny z nejbéznéjsich a nejsnaze pouzitelnéjsich prostredkii pro fuzzy modelovani

jsou Takagi-Sugeno modely, kterymi se zabyva nasledujici cast.

3.2 Takagi-Sugeno pravidla

V této sekci se zaméfime na popis Takagi-Sugeno pravidel, kterd definuji Takagi-
Sugeno model. Pokud bude v textu zminka o soustavé Takagi-Sugeno pravidel a o fuzzy
modelu, jedna se v kontextu této prace o pojmy stejného vyznamu. Obecné fuzzy model
muze byt i jiného typu, napiiklad Mamdaniho modely a mnoho dalSich, vcetné velmi

zajimavych neuro-fuzzy modelii testovanych v [6].
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Budeme modelovat neznamy diskrétni nelinearni systém,

y=f(x) (3.1)

kde x = (x1, X2, ... X,) vstupni vektor a y je vystup systému. Cislo n tedy udava podet
vstupt. Pokud je nelinearni systém dynamicky, nékterda x; z x obsahuji vystupy
z ptedchozich méfeni jako zpétnou vazbu. Kdybychom chtéli modelovat spojity
dynamicky nelinedrni systém, bylo by nutné peclivé zvolit vzorkovaci frekvenci a pocty
vstupll ze zpétné vazby. Tento ukol je obecné obtizny a tato prace se jim nezabyva.

Modelem systému budeme myslet

yi=f"(x) (3.2)
Takagi-Sugeno modely jsou charakterizovany soustavou pravidel jestlize-pak nebo

také jinymi slovy soustavou lokalnich modeld. Tvar pravidla je uveden niZe
R,: Jestlize x je A,(x) Pak y/'=f7(x); [w,] (3.3)

kde x je vstupni vektor, y/* reprezentuje vystupni veli¢inu lokalniho modelu, A;(x)
vektor fuzzy mnoZin, které jsou reprezentované funkcemi ptislusnosti. Navic se pravidlu
pfifazuje davéryhodnost w;, kterd udava, jak moc v pravidlo vétime. Divéryhodnost
pravidla urCuje expert. V piipadé, Ze neni mozné vahu zjistit, nastavuje se w; = 1 pro
kazdé pravidlo. Pravidlo (3.3) lze pro jednotlivé slozky rozepsat na nasledujici tvar

R;: Jestlize x, je A;,(x,) a... ax, je 4, ,(x,) Pak y;'= £ (x),; [w]
ve kterém je videt, Ze predpoklady jsou spojovany sjednocenim. Je zde také patrné, ze
kazda slozka vstupniho vektoru se mize ohodnocovat riznou funkci ptislusnosti. Dale je

uvedeno nékolik nejbéznéjSich typt téchto funkci, kterymi je reprezentovana fuzzy

mnozina A4, (x;).

e Trojuhelnikova funkce ptisluSnosti

X

obr 3.1: Trojihelnikovéa funkce ptislusnosti
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e LichobéZznikova funkce pfislusnosti

X

obr 3.2: Lichobéznikova funkce piislusnosti

e Funkce pfislusnosti reprezentovana gaussovou kiivkou

1.

i, (1

0

X

obr 3.3: Funkce pfislusnosti reprezentovana gaussovou
kiivkou

Funkce f(x) v zavéru pravidla (3.3) mize byt obecné jakakoliv funkce pro x. Vyhodny
a velmi Casto pouzivany tvar této funkce je linearni kombinace vstupniho vektoru s

posunutim. Déle v praci budeme ptedpokladat a pouZzivat prave tento tvar.

fi(x)=a] x+b, (3.4)

V nasledujici ¢asti se budeme vénovat principu inference, tedy jak Takagi-Sugeno

pravidla modeluji nelinearni systém.

3.3 Princip inference

Princip inference tika, jak jsou vstupni data pfepocitavana pomoci Takagi-Sugeno
pravidel na vystup. Mame vstupni vektor x = (x, x2, ... , Xx,), soustavu pravidel a chceme

odhadnout vystup systému pomoci jiz sestaveného modelu.



vstupy 1+ il

i
= \
1+ 4 i2

1.

S
—®

and ——— w

Y

/ »yiAzaiTx_’_bi

S

obr 3.4: Postup vypoctu vystupu z lokalniho modelu pomoci Takagi-Sugeno
pravidla

Pro kazdé pravidlo i = 1, ... , ¢ se spocte vystup a jeho vaha. Metodu vypoctu

nastiniuje obr. 3.4 a postupuje se podle podle nésledujicich kroki:

(a) Nejdiive se jednotlivé vstupni slozky x; z x, které jsou obsaZzeny v pravidle,

fuzzyfikuji (tzn. ptifadi se jim hodnota funkce ptislusnosti #, =4, ;(x;) ).

(b) Dale se provede prunik pfislusnosti #, pro vSechna j=1, ..., n, zvazi se
mirou divéryhodnosti w; a dostaneme miru naplnéni pravidla fi(x).

Bi(x)=w, A, (x)=w,] ] 4, (x)) (3.5)

(c) Nasledné se spocita vystup y;* z pravidla podle

yi=al x+b, (3.6)

. Nakonec se z (3.5) a (3.6) sestavi vystup z globalniho modelu (ze vSech pravidel)

pomoci priblizné dedukce, ktera je vhodna pii aproximaci funkci.
Z Bi(x )y ;'4
_i=1

==L (3.7)
;B,-(x)

f(x)
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3.4 Vytvareni pravidel pro TS modely

Takagi-Sugeno modely, potazmo Takagi-Sugeno pravidla lze sestavit dvéma zplsoby.
Muzeme vyuzit znalosti experta, ktery popiSe chovani systému v lokalnich oblastech.

Ptikladem poslouzi opét ptedpovéd pocasi. Expert mize navrhnout jednoduché pravidlo
R: Jestlize (A p,) je (kladndvysokd) Pak (¢,,)=aAp,+b; w=1

kde p, je atmosféricky tlak jako vstupni a ¢, je teplota vzduchu za 1 hodinu jako vystupni
veli¢ina. Konstanty @ a b jsou rovnéZz urCeny expertem, ktery ovSem musi znat
charakteristiku systému ve zkoumaném bod¢. Soustavou podobnych lokalnich modelt je
mozné sestavit model globalni systému. VEétSinou se ovsem pii vytvareni Takagi-Sugeno

pravidel vyuziva jiné metody popsané v nasledujicim odstavci.

Dalsi moznosti k sestavovani pravidel je vyuziti analyzy dat. Nejdiive ziskame

informace o systému pozorovanim vstupnich veli¢in z X a odpovidajicim vystuptim z y.

T
X1 Y1 (3.8)

Data Z rozttidime do skupin. K rozdé€leni do tfid 1ze vyuzit fuzzy shlukové analyzy,
jejiz dvé metody jsou popsany v kapitole 2. Ze shlukii pak miizeme vytvofit soustavu
pravidel (3.3).

Vytvéreni pravidel by se dalo pfirovnat k u¢eni neuronovych siti bez ucitele. Zde také
ze vstupnich dat formujeme konstanty a tvary funkci. Vyznamny rozdil je mimo jiné

v tom, Ze Takagi-Sugeno pravidla jsou snaze interpretovatelna.
Soustava Takagi-Sugeno pravidel (3.3) bude nasledujici,

R,: Jeslizex je A,(x) Pak y{=a| x+b,
: (3.9)

R : Jeslizex je A (x) Pak y'=a’x+b,

kde c je pocet shlukt, které¢ jsme ziskali z fuzzy shlukové analyzy.

Jinymi slovy poté, co se data zpracuji metodou fuzzy shlukové analyzy pro Z, ziskame
pocet shlukll ¢, matici prislusnosti U, shluky V; s odpovidajicimi stiedy v, popiipadé
deformac¢ni matici P; nebo jinou charakteristiku shluku zévisejici na zvolené metodé

proi=1, ..., c. Pro naSe ucely postaci vektory v, coz jsou stfedy shlukl v; bez posledni
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soufadnice (viz rozmér Z v (3.8)) Pocet Takagi-Sugeno pravidel pak odpovida poctu
nalezenych shlukd. Budeme tedy hledat mnozinu funkci pfislusSnosti A(x) a koeficienty

a,»T = (Cl,;1, ey Cl,;n) a b,‘.

Funkce pfisluSnosti 4,(x) lze najit pomoci projekce funkci piislusnosti na shluky V;
pro kazdou soutadnici zvlast. Maximum funkce pfislusnosti bude odpovidat stfedu
shluku a smérem od maxima budou funkcni hodnoty klesat. Klesani je dano tim, jaky
tvar funkce piislusnosti jsme k projekci zvolili a jaky tvar a velikost ma odpovidajici
shluk.

Shluky fuzzy c-means algoritmu jsou kruhové, ale nemaji uréenou velikost. Tento
problém lze obejit. Naptiklad pokud budeme vyuzivat Gaussovy funkce ptisluSnosti, je
mozné jeji rozptyl spocitat pomoci stfedni kvadratické odchylky vzdalenosti dat
od stfedu shluku.

N

2
ui,k(xk,j_vi,j)
2 _ k=1

0=

2 (3.10)

k=1

Pti projekei shlukt ziskanych Gustafson-Kesselovym algoritmem je situace jednodusi.
Kromé¢ stiedu mame také deformac¢ni matici kazdého shluku, kterd urcuje tvar i1 jeho

velikost. Poloosy elipsoidnich shluki jsou urceny,
r=VA (3.11)
kde 4;; jsou vlastni ¢isla deformacni matice P..

Konstanty a; a b; mizeme vypocitat pomoci vazené linearni regresni analyzy. Lze
pouzit i metodu celkové regresni analyzy, avSak v tom piipadé se ndm ztrati interpretace
lokalniho modelu. Pro pouziti vazené linearni regresni analyzy se budeme snazit

minimalizovat vyraz
N
S;=2, (y,—b—a] x,)V A,(x,) (3.12)
Minimalizaci lze také vyhodnéji piepsat do kompaktnéjsi maticové formy

min@i%(y—Xe@,-)%,-(y—Xe@,-) (3.13)
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kde X, je matice X rozsifend o jednotkovy sloupec, @, je matice parametrti a P, je
diagonalni matice podle rovnic (3.14), (3.15) a (3.16),

X,=[X1] (3.14)
(3.15)
@i=[aini]
u,, 0 0
& = 0 wu, - 0
! : Do (3.16)
0 0 - u,

kde wu;x = Aij(xx;). Vysledek feseni minimalizace (3.13) vede pfes soustavu linearnich

rovnic s kone¢nym tvarem

@i=(Xe¢iXe)_1X€¢iy (317)

Na zaveér této Casti je jest¢ dobré dodat, Ze se Casto setkdvame s modely, které jsou
charakterizovany mnoha veli¢inami. Vstupni prostor je tedy mnohodimenziondlni a
pokud mozno, je vhodné systém rozdélit tak, ze vytvorime nckolik menSich fuzzy
modeli, které potom spojime opét pomoci soustavy Takagi-Sugeno pravidel do jednoho

celku.
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4 Aplikace algoritmu

V této kapitole si ukazeme vysledky vySe popsanych algoritmi na dvou systémech.
Prvni z nich je staticky nelinedrni s jednim vstupem, je zde uveden spiSe na ukazku
a slouzi jako nazorny rozbor algoritmti. Druhy je dynamicky diskrétni nelinearni systém
s jednim vstupem. Jak jiZ bylo zminéno v kapitole 3, u dynamickych systémii musime
zavadét zpétnou vazbu v podob¢ vystupti z predchozich méteni, ¢imz se pocet vstupt

pro nasi analyzu rozrasta.

Vsechna méteni byla provedena v prosttedi MATLAB® za pomoci Fuzzy Logic
Toolboxu, ktery je poskytovdn soucasné s vypocetnim nastrojem. Déle bylo vyuzito
Fuzzy Clustering Toolboxu, ktery je voln¢ dostupny. Na CD jsou piilozeny kompletni
vysledky, které se do prace nevesSly z divodu jejich rozsahu, a pouzity skript, ktery
z vysledkii fuzzy analyzy sestavi Takagi-Sugeno modely. Dale je pak jeho pomoci

mozné otestovat modely riiznymi dal$imi vstupy.

Identifikace systému probihala nasledovné. Nejdiive se pro uréeny typ trénovacich dat
pozorovala odezva systému. Poté se shromazdénia data rozdélila pomoci fuzzy
shlukovych algoritmi do skupin, ze kterych se vytvofily lokalni modely systému
a znich se nasledné sestavil 1 globalni model. Chovani modeld bylo dale zkouméno
na vstupnich signalech Pro prvni model poslouzily vstupy typu rampy. Vice druhi
signadlu nebylo nutno testovat, protoZze se ve statickém systému odezva na stejnou
hodnotu vstupu neméni. Druhy systém jsme provéfili vstupy typu jednotkovy skok,
rampa, sinus a ndhodnd data. O tom, jak se hodnotila kvalita sestavenych modeld

pojednava dalsi ¢ast.

4.1 Porovnani kvality modelli

Kdyz jsou sestaveny modely systému, je nutné je n¢jakym zptisobem porovnat. Rizné

modely se porovnavaly ze dvou hledisek.

Prvnim bylo kvalita samotného modelu. Pro sadu stejnych vstupnich dat lze rGzné
modely porovnat, jak moc se liSily od pfislusnych systémi. K porovnani bylo vyuzito

sttedni kvadratické odchylky,

RMSE=--3" (" ()~ (x,))’ &

k=1
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kde y(x:) je odezva sestaveného modelu, kterd by se méla co nejvice bliZit vystupu
zkoumaného systému y(x;). Timto jsme ziskali porovnani modell na urcitou sadu vstup.
Pro staticky systém byla standardni kvadratickd odchylka postacujici. Protoze typi
vstupl pro dynamicky systém bylo vice, byl zaveden index kvality modelu /;, ktery je
prostym souctem stfednich kvadratickych odchylek pro jednotlivé vstupy. Aby tento
index mohl byt objektivni, bylo nutné vstupy normalizovat. Cim mensi stiedni

kvadratické odchylka nebo index kvality, tim 1épe model vystihoval chovani systému.

Druhym hlediskem pfi hodnoceni byla c¢asova néarocnost sestaveni modelu ¢
Pro uplnost je nutné uvést, ze vSechny vypocty probihaly na PC v sestavé s procesorem
AMD Duron 1,2GHz, operaéni paméti 640 MB RAM a operacnim systémem Windows
XP.

4.2 Analyza statického systému

Prvni systém, na kterém byly zkoumany fuzzy shlukové algoritmy, popisuje rovnice

y(x)=0, prox<0

y(x)=sin(V(x)), prox=0 (4.2)

Jedna se tedy o staticky nelinearni systém s jednim vstupem. Jako trénovaci mnozina
byla zvolena mnozina 400 hodnot funkce typu rampa. Pro tyto vstupy se hledaly shluky
v poctu 2 az 20. Na obrazcich s rozlozenim stupiiti prislusnosti neni pro ptrehlednost

uvedena legenda. Plati pro n€ nasledujici znaceni

. odezva na vstup
@® stfed shluku

= E: \
= T+ \
0.5F - - -
- I iy
1 S [ %
- - — X
= T T —
= 0 & - - - iy
= =+ e \
0.5 F - - —— \
- —+ & -
- T s —
:ﬂ B 1
-1 -
-10 -5 0 5 10
X

obr 4.1: Fuzzy c-means pro 4 shluky, rozloZeni stupiiti piislusnosti
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obr 4.2: Fuzzy c-means pro 4 shluky, funkce ptislusnosti
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-0.5 |

-1 !
-10 -5 0 5 10

obr 4.3: Fuzzy c-means pro 4 shluky, reakce syst¢ému a modelu na rampu,
RMSE =0,1636,t=0,18 s
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obr 4.4: Gustafson-Kessel pro 4 shluky, rozlozeni stupii ptislusnosti
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obr 4.5: Gustafson-Kessel pro 4 shluky, funkce pfisluSnosti

systém
0.5+ — model
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=
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-1+
_15 1 1 1 J
-10 -5 0 5 10

X
obr 4.6: Gustafson-Kessel pro 4 shluky, odezva systému na rampu,
RMSE =0,0154,t=0,31s

Na obrazcich 4.1 az 4.6 vidime jak si zkoumané algoritmy pro 4 shluky poradily se
systétmem a jak reagoval sestaveny model. Gustafson-Kesseltiv algoritmus jednoznacné
vracel lepsi vysledky diky tomu, Ze miize rozpoznévat shluky riznych tvart a orientaci.
Funkce pfislusnosti mohly tedy byt oproti fuzzy c-means roztazené podle ptislusnych
shluktl, jak ukazuje obrazek 4.5. Pro oba algoritmy nebyly ovsem modely sestavené ze 4
shlukii pfilis pouzitelné. Nejlepsi vysledky podavaly pro fuzzy c-means modely
sestavené z 18 shlukii a pro Gustafson-Kesselliv algoritmus modely sestavené z 17
shluka.

27



-
—+11
IHERREEE
T
+s—
i

y(x)
o

R

-l|l|'||||||llTll
ity
01— Il

L
-10

o
=
o

X
obr 4.7: Fuzzy c-means pro 18 shlukd, rozloZeni stupni piislusnosti
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obr 4.8: Fuzzy c-means pro 18 shluki, odezva na rampu, RMSE = 0,069, 1 =4,5 s
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obr 4.9: Gustafson-Kessel pro 17 shlukdl, rozlozeni stupii ptisluSnosti
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obr 4.10: Gustafson-Kessel pro 17 shluki, odezva na rampu, RMSE = 0,0013,
t=6,87s

I pies vysoky pocet pravidel (shlukd) se algoritmus fuzzy c-means neosvédcil
pfi aproximaci zkoumaného systému. Naopak Gustafson-Kesseltiv algoritmus prokazoval
celkem uspokojivé vysledky. Vétsi odchylky od spravného vystupu vykazoval model
v situaci, kdy rychle ptrechazel velky rozdil hodnot. Jak je patrno z obrazku 4.10, je to
naptiklad pro x€(0,1) . Nasledujici dva grafy shrnuji kvality modelt a &asovou
naroc¢nost algoritmil pro jejich sestaveni. Pro ptehlednost jsou vysledky jednotlivych

méfeni prolozeny piimkou.

0.25

fuzzy c-means
0.2 +  Gustafson-Kessel

0.15

0.1

RMSE - vstup rampa

0.05

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
pocet shluku

obr 4.11: Porovnani kvality modeli pro jednotlivé algoritmy
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obr 4.12: Porovnani ¢asové narocnosti vypoctu modeltl pro jednotlivé algoritmy

4.3 Analyza dynamického systému

Druhym zkoumanym syst¢émem jsme zvolili dynamicky diskrétni nelinearni systém

s jednim vstupem z [8] popsany nasledujici rovnici
y(k)=f(ylk=1), y(k=2))+x(k) (4.3)

kde
yk=1)y(k=2)[y(k—=1)=0,5]
1+y (k=1 +y(k=2)

f(ylk=1),y(k=2))= (4.4)

Jako trénovaci mnozinu dat pro sestavovani modell jsme pouzily nasledujici typy
signall:
e rampa — 400 vzorka
e sinus — 400 vzorkt
e nahodna data — 400 vzork

e mix tfech pfedchozich — 1200 vzork

Déle byl index kvality modelu testovan pro kazdy druh vstupu na nésledujicich

vystupech:
e jednotkovy skok
e rampa

e sinus
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e nahodné data

Nasledujici obrazky ukazuji chovani tfech nejlepSich modeld na testované vstupy. Jedna

se o Takagi-Sugeno modely sestavené pomoci algoritmu:
e fuzzy c-means pro 6 shluk trénované na smisené vstupy, = 0,0091, ¢t =2,41s
e fuzzy c-means pro 20 shluki trénované na vstup typu rampy, /,= 0,0260, ¢ = 10s

e Gustafson-Kessel pro 3 shluky trénované na smisené vstupy, /= 0,0058, = 1,95s

1.5¢

systém

(7 — model
1+
< 05f
0
_05 1 1 1 1 ]
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k

obr 4.13: Fuzzy c-means pro 6 shlukil, smiSen4 data jako trénovaci mnozina,
odezva na jednotkovy skok, RMSE = 0,0002
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obr 4.14: Fuzzy c-means pro 6 shluki, smiSena data jako trénovaci mnozina,
odezva na rampu, RMSE = 0,0016
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obr 4.15: Fuzzy c-means pro 6 shluki, smiSena data jako trénovaci mnozina,

odezva na sinus, RMSE = 0,0018
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obr 4.16: Fuzzy c-means pro 6 shluki, smiSena data jako trénovaci mnozina,
odezva na nahodna data, RMSE = 0,0028

15¢
systém |-
( — model
1 -
= L
= 05
0
_0.5 1 1 1 1 ]
0 100 200 300 400 500

k
obr 4.17: Fuzzy c-means pro 20 shluki, trénovaci mnozina typu rampa, odezva na
jednotkovy skok , RMSE = 0,0001
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obr 4.18: Fuzzy c-means pro 20 shluki, trénovaci mnozina typu rampa, odezva na
rampu, RMSE = 0,0023
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obr 4.19: Fuzzy c-means pro 20 shluk, trénovaci mnozina typu rampa, odezva na
sinus, RMSE = 0,0059
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obr 4.20: Fuzzy c-means pro 20 shluk, trénovaci mnoZina typu rampa, odezva na
nahodna data, RMSE = 0,0154
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obr 4.21: Gustafson-Kessel pro 3 shluky, smiSené data jako trénovaci mnozina,
odezva na jednotkovy skok, RMSE = 0,0003
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obr 4.22: Gustafson-Kessel pro 3 shluky, smiSend data jako trénovaci mnozina,

odezva na sinus, RMSE = 0,0010
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obr 4.23: Gustafson-Kessel pro 3 shluky, smiSend data jako trénovaci mnoZina,
odezva na nahodna data, RMSE = 0,0015
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Pro piehled je déale uvedeno porovnani vSech modelt, jak z hlediska indexu kvality,

tak z hlediska ¢asové naro¢nosti pro sestaveni.
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obr 4.24: Kvalita modelt sestavenych pomoci fuzzy c-means trénovanych na
rizné vstupy
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obr 4.25: Kvalita modelt sestavenych pomoci Gustafson-Kesselova algoritmu
trénovanych na rizné vstupy
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obr 4.26: Porovnani ¢asové naro€nosti pfi sestavovani fuzzy modelt
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5 Zaver

V této praci byly ukazany principy fuzzy shlukové analyzy fuzzy c-means
a Gustafson-Kesselova algoritmu. Nasledné jsme je pouzili k sestavovani Takagi-Sugeno
modelt, které se snazily co nejptesnéji kopirovat chovani nelinearnich systémi. Zminéné

fuzzy modely byly aplikovéany na staticky a dynamicky nelinearni systém.

Pro dany staticky systém jsme se piesvédcili, ze se navrh fuzzy modeld za pomoci
fuzzy c-means neosvédcil. I pii vysokém poctu pravidel se podle obr. 4.8 a 4.11 ukazalo,
ze tyto modely nejsou schopny dostatecné vérn€ aproximovat systém. Naopak Gustafson-
Kesseltv postup se jevil jako vhodny, kdy nejlepsich vysledki dosahoval pti 17 shlucich.
Z hlediska Casové narocnosti vysSel z testi 1épe fuzzy c-means, protoze pii procesu
hledani shlukd nemusel pocitat inverzi kovarian¢ni matice jako v pfipad€ Gustafson-

Kesselova algoritmu.

Pro nelinedrni systém situace nebyla tak zcela jasnd jako u prvniho pfipadu.
Nejlepsich vysledkt sice dosahl Takagi-Sugeno model sestaveny Gustafson-Kesselovym
algoritmem pro 3 shluky a pro smiSené vstupy obr. 4.21 az 4.23, ale celkové si vedly Iépe
modely sestavené s pomoci fuzzy c-means. Podle ocekavani obdobné¢ jako u prvniho
testovaného systému, modely ziskané fuzzy c-means analyzou byly casové méné narocné

na sestaveni.

Nékteré vysledky analyzy jsou ovSem ovlivnény chybou v pouzitém Fuzzy Clustering
Toolboxu, potazmo prosttedi MATLAB® 7.4, kdy pii pocitani kovarianéni matice
vznikaly velmi malé hodnoty a funkce pro inverzi matice si s nimi nedokdzala poradit.
Velmi dobfte je chyba vidét na obr. 4.25, kdy pro ndhodna data a 5 shluku je index kvality
fadoveé veEtsi nez ostatni, prave v disledky této chyby. Tento nedostatek l1ze odstranit
zavedenim ptesnosti ¢ > 0. Pokud by se v kovarianéni matici vyskytlo ¢islo mensi nez ¢,
nastavila by se jeho hodnota na . Tato oprava byla testovana pro ¢ = 10” a je funkéni,

nebyla uz ovSem zahrnuta do vysledk.

Zjistili jsme, ze Takagi-Sugeno modely jsou pouzitelné pro modelovani nelinearnich
systémd, i1 kdyz by bylo dobré vyzkouset je na vice systémech. Porovnani dalSich fuzzy
shlukovych algoritmi jako Gath-Geva by pfineslo dalsi ptehled o pouZitelnosti téchto
fuzzy modell. Zajimavé vysledky bychom ziskali i porovnanim Takagi-Sugeno modelt
s jinymi typy, jako jsou napiiklad neuro-fuzzy modely. Nespornou vyhodou Takagi-

Sugeno modeld ovSem ziistane jejich jasna interpretace.
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