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Abstrakt

Tedria optiméneho odhadovania stavov dynamickych systémov je dobre teoreticky prepraco-
vana. Pokial’ sl splnené v&etky predpoklady, dostaneme optimalny vysledok podla zvoleného
kritéria. Zasadnym problémom tejto tedrie je skutocnost’, Ze dosiahnutie optimalneho vysled-
ku je podmienené znalostou kovarianénych matic Sumu. Tieto matice v praktickych dlohéch
nikdy nepozname presne. Na zaklade zmeranych dét je potrebné charakteristiky Sumu odha-
dovat. K tejto téme vzniklo od 70-tych rokov mnozstvo ¢lankov popisujucich metddy zalo-
Zené na réznych principoch. Ciel'om tejto prace je otestovat’ vybrané metddy na niekol’kych
dynamickych systémoch aza réznych podmienok. Uk&Zeme nedostatky avyhody jednotli-
vych metdd, zameriame sa na teoretické vysvetlenie ich vlastnosti a naznacime mozné rieSe-
nia. V zavere préce s diskutované otvorené témy pre d’alSie pokracovanie vyskumu v oblasti
odhadovania a filtrécie.
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Abstract

The theory of optimal state estimation is straight and very well described. If all the assum-
ptions are satisfied we get optimal results according to the selected criterion. The main prob-
lem of optimal state estimation theory is that it works with known noise covariance matrices.
However, these matrices are never known and they need to be estimated from measured data.
In the 70s, the first articles on this topic were published. Since then, several new algorithms
working on different principles were proposed. The aim of the diploma thesis is testing the
methods with several different dynamic systems and with various conditions. We try to show
advantages and disadvantages of chosen methods and also try to find theorethical explanation
of these properties. In some cases we try to find solutions for problems that occur. Some open
problems discused at the end of the thesis that might be a topic for further research.
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Znacenie a skratky

V publikéciéch a ¢lankoch z oblasti linearnych systémov a filtrécie sa pouZiva niekolko
réznych znaceni. V diplomovej préaci bude vacSina znacenia a skratiek prevzatd z [1]. Sloven-
ska terminoldgia bude vychadzat’ predovSetkym z [1] a[2]. VaESina zdrojov si anglické ¢lan-
ky a publikéacie. V urcitych pripadoch bude v zétvorke uvadzany anglicky pojem. Odkazy na
literatGru sU uvedené v hranatych zétvorkéch.

Znacenie matematickych vyrazov je nasledovné. Tucnym pismom si znacené matice a
vektory. Kurzivou si zna¢ené kondtanty a skalarne veli¢iny. Okrem jednoznacnych pripadov
maju funkcie uvedeny argument. Pokial’ nie je uvedené inak, ¢ast je uvazovany ako diskrét-
ny. Vektory s stipcové. Hranaté zétvorky [ ] vZdy predstavuji matice a nie sl inak vyuZivané
v matematickych vyrazoch. Zlozené zéatvorky { } ohrani¢uju vo vasine pripadov argument
operétora, vynimo¢ne dopiiiaju okruhle zétvorky pri ¢leneni rozsiahlych vyrazov.

AB,C,D,G matice systému

X(t) stav systému

u(t) deterministicky vstup systému

y(t) vystup systemu

X(t) odhad strednej hodnoty x(t)

x(t|t-1) odhad strednej hodnoty x(t) z dét ziskanych do ¢asu t- 1
%1(0) odhad strednej hodnoty X(t|t- 1) ako funkcia parametrov 0

x(t]t) odhad strednej hodnoty x(t) z dét ziskanych do ¢asu t

x=x(t)- X(t|t-1)  odchylkastavu od jeho strednej hodnoty

e(t|t-1) chyba predikcie vystupu, inovacia

v(t)

Sum procesu, stochasticky vstup

e(t) Sum merania

n pocet stavov, rad systému

r pocet vystupov

Q kovarian¢na matica Sumu procesu
R kovarian¢na matica Sumu merania
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vzajomna kovarianéna matica Sumu procesu a merania
R, kovarian¢na matica chyby odhadu pociato¢ného stavu
kovarian¢na matica chyby predikcie odhadu stavu
P autokovarian¢na matica chyby predikcie vystupu

I jednotkova maticarozmerov n” n

AT transponovana matica

E{} m stredna hodnota

cov{ } kovariancia

s? rozptyl

S smerodajna odchylka

p(x|y) pravdepodobnost’ x podmienenay

p(x,Y) zdruZena pravdepodobnost’

d(t) Dirackov impulz resp. jednotkovy impulz v diskrétnom pripade
h(t) Heavisidova funkcia, jednotkovy skok v caset

tr(A) stopa matice A

A' pseudoinverzia matice

diag(d) matica, ktora mé na diagonéle vektor d

/% A priamy sic¢et matic (a.j. direct sum)

A Kroneckerov produkt

A Kroneckerov sticet

vec{ A} vektorizécia matice A

A (A), vektorizovana matica A, po aplikécii operétora vec{ }
vecMin{ A} minimalizovana vektorizécia symetrickej matice A
Aner(A) vektorizovana matica A, po aplikécii operétora vecMin{ }
P N permutacna matica

D, duplikaéna matica

x, komutacna matica

a;, [A] ! prvok matice A sindexomi, j
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kvadratick&d norma

nekone¢na norma

definicia vyrazu

rovnost’ plati priblizne

hustota pravdepodobnosti
podmienena hustota pravdepodobnosti

odhad v zmysle minimalizécie kvadratického kritéria

linearny odhad v zmysle minimalizécie kvadratického kritéria
maximalna vierohodnost’ (a.j. maximum likelihood)

Kamanov filter

semidefinitné programovanie

linearny ¢asovo invariantny systém (a,j. linear time invariant)
prediktivny regulétor zaloZeny na modeli systému

systém s jednym vstupom a vystupom (a.j. singe intput/output)

systém sviac vstupmi aviac vystupmi (a.j. multi input/output)
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1. Uvod

1.1. Stav ajeho odhad

V druhej polovici minulého storocia zatala vznikat' nova tedria popisu dynamickych sys-
témov zaloZena na pojme stav. Jgj autorom je Rudolf Kalman. Od Sest'desiatych rokov sa po-
znatky okolo stavového popisu rozvijali rychlym tempom a predstavovali velky potencial pre
rozli¢né praktické ulohy, predovsetkym v oblasti regulacie ariadenia. UZ v pociatkoch apli-
k&cii novej tedrie vyvstali prvé problémy redlneho sveta, ktorymi st neurcitost’ a nelinearity.
Tieto dva faktory ovplyviovali pouZitie linearngj tedrie tak vyznamne, Ze jej SirSie uplatnenie
v praxi sa oneskorilo o niekol’ko desiatok rokov. Od osemdesiatych rokov nastal rapidny roz-
vOj vypoctove techniky, ktora umoZiovala postupne aplikovat’ stéle zloZitejSie numerické
metddy schopné pracovat’ v realnom ¢ase. Do modelov bolo mozné zahriovat’ ¢oraz viac ne-
linearnych prvkov a adaptivnych algoritmov, ktoré dokazu eliminovat’ neurc¢itosti v modeli
ameniace sa pracovné podmienky. V niekol’kych posednych rokoch sa vedecké ¢lanky sis-
tred’uju na vyuzitie prvkov umelej inteligencie ako neuronové siete, fuzzy a pod. Tieto meto-
dy maju za Ulohu zlepsit’ vlastnosti filtra za zloZitych podmienok, ako si ¢asovo premenlivé
parametre, vyznamné nelinearity v systéme, multimodany korelovany negaussovsky Sum
a podobne.

Vysledkom linearnej tedrie v oblasti odhadovania a filtrécie je Kalmanov filter (KF),
bliZSie popisany v nasledujlcich kapitolach. Matematicky sa da dokézat’, Ze tento filter je naj-
lepSim  estimatorom stavu linearneho  stochastického systému s gaussovskym Sumom
snulovou strednou hodnotou v zmysle MS. Pre ogtatné typy Sumu je KF optimalny filter
v zmysle LMS. Optimum v zmysle MS a LM S bude podrobne vysvetlené v kapitole 2. Kvali-
ta odhadu je dan& vel'kostou kovariancie chyby odhadu, filter teda minimalizuje kvadratickl
chybu odhadu.

Na dodrzanie optimality je potrebné splnit’ niekol’ko prisnych podmienok. Predovsetkym
je to presna znalost’ systému a popisu stochastickych zlozZiek a neurcitosti. Tieto podmienky
nie si v redlnych aplikéciach takmer nikdy spinené, preto je potrebné modifikovat' KF tak,
aby dosahoval , vyhovujuce® vysledky. Pojem vyhovujlci je obvykle stanoveny inZiniersky
podra konkrétnej aplikécie. Nevyhnutnou podmienkou pouZitia filtra je zachovanie stability,
resp. konvergencia odhadu.

12
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Ako prvy predpoklad sme uviedli znalost” modelu realneho systému. K zostaveniu mode-
lu ndm mb6zu pomoct’ fyzikélne (resp. chemické, biologické) principy a pocetné identifikacné
metody. V sicasnosti existuju softvérové baliky so sadou funkcii na identifikéciu systémov z
nameranych dé. MenSia pozornost’ sa venuje druhému vyznamnému predpokladu, ktorym je
znalost’” stochastickej ¢asti dynamickych systémov. Délezitost’ tychto poznatkov sa ukéze uz
pri odvodeni Kalmanovho filtra, v ktorom kovariancné matice Sumu vystupuju ako ladiace
parametre apréve od nich zavisi optimalita filtra avyslednych odhadov. V linedrnej teorii
uvaZzujeme biely gaussovsky Sum s nulovou strednou hodnotou. V redlnych systémoch sa vSak
mbZe vyskytovat’ farebny Sum. Tto skuto¢nost’ je nevyhnutné rozpoznat’ na zaklade merani.
Farebny Sum mbZeme modelovat’ pridanim tzv. tvarovata Sumu do modelu ako d’alSiu dyna-
mickl ¢ast’. Zahrnutim zlozZitejSich modelov stochastickych vlastnosti systému mbéZzeme vy-
razne zvySit' kvalitu odhadovania.

Tedria odhadovania je dobre prepracovana a pri splneni vaetkych predpokladov dostane-
me optimany vysledok podl'a zvoleného kritéria. UZ pri uvazovani najjednoduchSich pod-
mienok (nekorelovany gaussovsky biely Sum) sa vSak vyskytne problém, Ze
v minimalizovanom kritériu sa vyskytuju nezndme matice popisujlce kovariancie Sumu. Tieto
prvky je nutné odhadovat’ na zéklade zmeranych dét ¢o najpresnejsie, aby bolo mozné pribli-
Zit saoptimalnemu rieSeniu.

Sum merania mdézeme odvodit’ z presnosti jednotlivych meracich ¢lenov azo znalosti
charakteru procesu, napriklad turbulencie pri pradeni a pod. Niektoré vedecké ¢lanky z tejto
oblasti povaZuju Sum merania za znamy. KomplikovanejSie je popisat’ Sum procesu, o ktorom
v mnohych pripadoch neméame Ziadne apriorne znalosti. Ulohou je ngjst’ algoritmy, ktoré do-
kdZu na zéklade dat spolahlivo uréit stochastické vlastnosti dynamickych systémov
adetekovat’ &truktury v zdrojoch Sumu.

Prvé prace v oblasti popisu stochastickych viastnosti systému zagali vznikat' na zaciatku
sedemdesiatych rokov minulého storocia. Medzi vel'mi ¢asto citované ¢lanky patria prace
Mehru aBélangera [10], [11], [22], [23]. V komentéri k Mehrovmu ¢lanku v [14] upozornili
autori Neethling a Y oung na dolezity poznatok, Ze autokorelacna funkcia inovécii je linearne
z&visla na nezndmych parametroch Q, R. Tento fakt vyuzil vo svojg préci P. R. Bélanger,
[23]. Lineédrna zavislost umoziuje vyrieSit minimalizéciu kvadratického kritéria analyticky.
Iné dostupné metddy vyuZzivajuce napriklad maximélnu vierohodnost’ vzdy vyUstia do nutnos-
ti numerickych metéd a pripadne vyrazného zjednoduSovania problému. Prikladom méZu byt
préce[9], [10], [22]. Metddy odhadu kovarian¢nych matic Sumu sa stéle vyvijaju a vyvstavaju
nove problémy, medzi ktoré patri identifikécia stochastickej ¢asti systému, tvarovace Sumu
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apodobne. Az ¢lanky z roku 2008 sa zaoberaju uréenim zdroja Sumu minimalnej dimenzie.
Predodé vedecké préce povaZzovali maticu systému G za znamu, alebo pracovali len

s maticou GQG', ktora ma rozmer rovnaky ako réd systému. |dentifikovat’ skutodni &ruktu-
ru Sumu ma vel’ky vyznam pre zlepSenie vysledkov v oblasti odhadovania afiltracie aje vyz-

namnou otvorenou témou sicasného vyskumu.

1.2. Cierdiplomovej prace

Ciel'om diplomovej préce je vytvorenie prehl'adu metdd odhadovania kovariancnych ma-
tic u linedrnych stochastickych dynamickych systémov. Préca zacina kratkym zhrnutim ma-
tematického apardtu a tvodom do tematiky. Druha kapitola predstavuje odvodenie a sihrn
poznatkov z oblasti odhadovania a filtrécie. Samostatna podkapitola je venovana Kamanov-
mu filtru a jeho ladeniu. Kruc¢ové kapitoly si tri a Styri. Tretia kapitola obsahuje popis jednot-
livych metdd. Prvé podkapitoly sa venuju Mehrovym metddam, ktoré patria medzi ¢asto cito-
vané acasto si oznatované ako ,klasické*. Odkaz na ¢lanky [10], [11] nddeme takmer
v kaZdej publikécii venovanej odhadom kovarianénych matic. Na tieto dve publikacie nadvé
zuja préce [22], [23] od autorov Carewa a Bélangera. Druha ¢ast’ kapitoly sa venuje najnov-
Sim pracam v tejto oblasti medzi ktoré patria [12], [16], [20] od autorov Rajamani, Rawlings,
Odelson et a. aAkesson et. a. V najnovsich publikéciach, medzi ktoré patria g tri uvedené,
sa zatinaju objavovat’ prvé rieSenia na uréenie struktury Sumu. Tento problém je otvoreny aje
predmetom sti¢asného vyskumul.

Stvrta kapitola porovnava jednotlivé metody z roznych hradisk na zéklade ich imple-
mentécie v prostredi Matlab. Testovanie pozostava z niekol’kych krokov azameriava sa na
otestovanie metddy so systémami réznej zlozitosti ar6znych podmienok. Tri testovacie sys-
témy boli zvolené tak, aby postupne narastala zloZitost. Prvym je jednoduchy skalarny sys-
tém. Kovariancné matice obsahuju len jeden prvok. Druhy je systém tretieho rédu sjednym
stochastickym vstupom a jednym vystupom. Treti rad vytvara zloZitejSiu dynamiku procesu
anérocnejSie podmienky pre odhad kovariancnych matic. Posledny je systém piateho radu
stromi stochastickymi vstupmi advomi vystupmi. U tohto systému st podmienky zloZitejSie
g vtom zmysle, Ze autokorelacia inovécii je sibor matic miesto vektora v prvych dvoch pri-
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kladoch. To ma za nasledok d’alSie numerické komplikécie, ktoré buda bliZzSie Specifikované
préve v kapitole 4 g s navrhom moznych rieSeni.

Hlavnym zdmerom préce je overenie vlastnosti publikovanych metéd. Autori ¢lankov
¢asto vybert ako priklad vyhovujlce zadanie a neupozornuju predovsetkym na numerické
problémy spojené srieSenim. Numerickd stabilita je vel'mi vyznamnym faktorom algoritmov
aje potrebné je venovat patricnd pozornost. Pri prechode od akademickych udloh
aimplementacie pomocou matematickych softvérov k priemyselnym aplikéciam je délezité
zvézZit aj pamarové naroky. Priemyselné pocitate a automaty si obvykle vybavené omnoho
mensimi vypoctovymi moZnostami ako PC s prepracovanym matematickym nastrojom. Ak
algoritmus obsahuje inverzie matic, rozklady SVD, pripadne manipulécie s velkymi matica-
mi, ktoré si ¢asto vysledkom Kroneckerovych operécii, potom implementacia v redlnych
praktickych aplikéciach je vermi obtiazna a zdihava. V préci bude kladeny déraz na testovar
nie algoritmov sréznym nastavenim a so systémami roznej zlozitosti. Vysledky budi porov-
nané a analyzované tak, aby bolo mozné posudit’ dant metédy z pohl'adu aplikovatel'nosti na
redlne systémy. Aplikacia méZe byt vo forme adaptivnegj filtracie, pripadne ako pomoc inzi-
nierom nastavit’ parametre Kalmanovho filtra co ngjblizsie optimu.

V piatej kapitole nasadime vybrané metddy na stbor dat z redneho systému. V tomto
pripade nemame Ziadne apriorné informécie o ume. Ulohou bude aplikovat’ niektoré metddy,
odhadnlt’ kovariancné matice a zhodnotit’ vysledky.

V zévere préace budl diskutované otvorené problémy pre d’alSi vyskum v oblasti odhadu
stochastickych vlastnosti procesov. V Prilohe 1 si kddy pomocnych funkcii, ktorych vyznam
bude upresneny v kapitole 3, predovsetkym u metéd ALS ascALS.

1.3. Matematicky aparat

Uvedieme zakladné vzt'ahy z maticovej algebry a kalkulu. Podrobné odvodenia a dbkazy
vztahov si uvedené v pocetnych matematickych monografiach a prekracuji rozsah tejto pra-
ce, preto budi uvédzané len vynimocne. PodrobnejSie zhrnutie vztahov pouzivanych
v tematike odhadovania a filtréacie mozeme ngjst’ v [3]. Niektoré ddkazy viet atistiky ngjde-
me Vv [7]. Podrobna publikécia o maticovej algebre je [24], kde je mozné najst’ definicie Kro-
neckerovych operatorov, vlastnosti duplikagnych, permutacnych, komutanych matic a pod.
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Parcidlne derivacie funkcie podl'a vektorov je mozné definovat’ dvomi spdsobmi. Prvy
vytvori derivovanim skaléru podl'a vektora stipec. V tejto préci bude pouZity postup, kde vy-
sledkom derivovania podl'a vektora bude riadok. Rovnaky postup je vyuZivany vo v&Sine
publik&cii. Je mozné pouZzivat’ oba spdsoby zapisu derivacii, ale je dolezité zachovat’ konzis-
tentnost’ vo v&etkych vyrazoch. Pre derivovanie platia nasledujuce vztahy

ﬂf(xl,xz,...,xn)zéﬂf (%X %) IO XrnX) I (% X %) U
Tx g T T, % g
X" Ax =x' (A +AT), Tx'By =y'B', fly' Cx =y'C.
fix X X

Pre skratenie matematickych vyrazov alepSiu ¢itatelnost’ vyuZijeme v niektorych pripa-
doch z&pis prevzaty z [3]. Oznatme

kde bodky v druhej zéatvorke znamenaju presnt kopiu vyrazu v predchédzajlcej zétvorke.
Toto skrétenie je vhodné pri zapise kvadratickych foriem.

Stopa matice znacena tr(A) (z anglického slova trace) je sticet prvkov na diagondle, zaro-

ven je rovna sictu viastnych ¢isel matice. Plati

Porovnanie matic definujeme nasledovne. Maticu A prehlasime za v&¢Siu ako maticu B v
pripade, Ze rozdiel A - B je pozitivne definitnd matica. Plati nasledovny zépis, kde | ; ozan-
¢uje vlastné ¢isla matice

A3B 0 |, (A-B)30"i.
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Pre sopu matice a jej derivécie plati ([9], [3])

(AB) =t(BA). TU(ABAT) opg kieB ="
A ’
tr(A)=tr(AT), M:ATBT,
X
Ttr(AX"B)
tr(aA+bB)=atr(A)+btr(B), 'n—X:AB
Normélne rozdelenie jednej premennej matvar
1 1 20
N(ms?): f(x)= expes X-m) =
Pre n premennych plati
NG P): T (R) = e e R S (x- )] P (x- )’
(20)" Joet(P) & 2

V uvedenom pripade st premenné x, p vektory dizky n a kovarianéna matica P ma rozmer

n" n. Zo vztahu je zrejmé, Ze matica P musi byt’ regulérna, aby bola invertovatel'na

Kroneckerov produkt a sicet matice si pre AT R"", BT R™ ™ definované nasledovne

AAB2Z ¢ . i AABZ(AAL)+(1,AB).
BB - a.,BH

Priamy sticet matice definujeme ako

. 0 0u
A€ u
élAi_éO 0@.
g0 0 A.f
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Pseudoinverzia matice je zovSeobecnenym pojmom inverzie. Je mozné ju aplikovat' na

obdiznikové matice. Platia nasledovné rovnosti

AATA=A
ATAAT=AT

VySSie uvedené vzt'ahy existuju, pokial’ matica A ma hodnost’ rovni menSiemu rozmeru. V
pripade v3eobecnel matice mbdZzeme vyuzZit pseudoinverziu Moore-Penrose. Maticu
A rozlozime pomocou rozkladu SVD nasledovne

A=USV'.

Potom pre MP inverziu plati
AT =US'VT,

pricom matica S* obsahuje inverziu v3etkych nenulovych singularnych ¢isel. Nulové singu-
lérne ¢isla ostand nulové. Pseudoinverziu MP uplatnime tam, kde invertujeme maticu so sin-

gulérnymi ¢islami blizkymi nule.
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2. Teoretické zaklady

2.1. Stochasticky systém

Diskrétny linedrny ¢asovo invariantny stochasticky systém (skr. LTI) je definovany nasle-
dovne
X(t +1) = Ax(t) + Bu(t) + Gv(t), 1)
y(t) =Cx(t) + Du(t) +e(t),
kde matica G je dana zosilnenim jednotlivych zloZiek Sumu a jeho &ruktdrou. Sum procesu
v(t) adum merania e(t) si gaussovské stacionarne nahodné postupnosti s nulovou strednou
hodnotu, ide o tzv. biele Sumy. St v dvoch réznych ¢asovych okamihoch vzgjomne nezavislé.
Plati
| v(t)uu
“leen ™"
| ev(t)u év(t)ou _ | eV(t)u eV(t)u P €Q Su
18 0 &) P 1 e et V& R

(2.2)

Matice Q, R predstavuju kovarianciu Sumu procesu resp. Sumu merania. Matica S re-

prezentuje vzgomnu kovarianciu medzi Sumom merania aprocesu. V [1] je ukazané, Ze
v pripade korelovanych Sumov (nenulova matica S) je mozné ngjst’ transforméciu systému
. ) R €Q¢ Ou 3 A :
tak, ze vysledna kovarianénd matica ma tvar éo R ‘t]' Systém s korelovanym Sumom je
e

mozné previest na systém s nekorelovanym Sumom. Pre tento systém plati v~ N (O,Q¢) a
e~N (O, R(I) :

Pre stochasticky systém platia nasledovné vzt'ahy podrobne odvodené v [1] resp. [8]. Pre-

menna p, predstavuje strednd hodnotu x.

P(t) = E{x()%" )} = E{(x(t) i ux(t))(...)T} , 2.3)
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P(t+1)=AP,()A" +Q,
P,(t)=CP (t)C" +R, (2.4)
P, () =AP ()C" +S,

Pokial’ uvedené vzt'ahy konvergujq, plati P, = l!@l’y P (t) adalg plati Ljapunovova rovnica v

tvare

P, =APAT +Q. (2.5)

Pre rekurzivne vztahy si dolezité pociatoéné podmienky. Tie si dané v podobe X(0) a
P,(0). Tieto dva parametre v sebe obsahujli informéciu o pogiatoénom stave systému ao

neurcitosti tejto informécie. Cim vasSa je kovariancna matica P, (0), tym mensiu istotu mé

me o0 danom systéme v pociatoénom stave.

2.2. Zhrnutie poznatkov z odhadovania

V rdznych tlohéch potrebujeme odhadovat” hodnoty stavov dynamického systému na z&
klade niekol’kych meranych vystupov. Dynamika systému a merané veli¢ina s zat’azené Su-
mom procesu aSumom merania. Hodnoty stavov chceme odhadovat’ optimalne v urcitom

zmysle. Matematicky je tato Uloha formulovand ako minimalizécia normy. VyuZivaju sa tri

normy s oznacenim L,, L, a L, . Tieto normy sa zapisujt & nasledovne |.|, .|, ||, - Ob-
vykle sa oznagenie ||. || bez indexu vyuziva pre Euklidovskd L, normu.

Pre odvodenie Kalmanovho filtra vyuzijeme kvadratické kritérium, ktoré matvar
o T o
Ius = E{ (- fs))" (X~ )} (26)

Ulohou je ndjst takd funkciu meranych dét aby kritérium J,,; bolo minimélne (MS znasi z

angli¢tiny mean square). Kritérium prepiSeme do integralneho tvaru
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A\ o) T A
Jus = Q@IX~ Sus(¥) (X- Xys(¥)) P(x,y) dxdy. (2.7)

Kritérium d’alej upravime dosadenim za p(x,y) = p(x|y) p(y), vykoname obe integrécie a
pomocou derivacie podla X,,s(y) najdeme minimum vysledného vztahu. Z vypoétu dosta-
neme hl'adany vzt'ah

Xus(Y) = E{x]y}. (2.8)

Interpretacia tohto vztahu je, Ze odhadom minimalizujicim strednl kvadratick( chybu je
podmienena stredna hodnota. Pomocou principu ortogonality je mozné dokazat’, Ze tento od-

had je najlepsim moznym odhadom v zmysle minimalizacie Euklidovskej normy ||, .

Pouzitie vysledku z predosiého odstavca je vo v&Sine pripadov obtiazne alebo nemozné,
pretoZe nepozname zdruZenu hustotu pravdepodobnosti. Je vhodné o¢akévat’ funkciu odhadu
stavu v nejakej zjednoduSenej forme. Takymto zjednoduSenim je linearna funkcia. Odhad

stavu X budeme pocitat’ v tvare
X us(y) =Ay +b, (2.9

kde maticu A avektor b budeme volit’ tak, aby sme ziskali kvadraticky optimany odhad.

Minimalizujeme Kkritérium
Iuns = E{ (%~ ) (%~ s} (2.10
kde za X ,,s(y) dosadime vSeobecnu linearnu funkciu X ,,s(y) = Ay +b . Potom plati
Jius = E{(x- Ay-b) (x- Ay- b)} (2.12)
Minimalizovanim tohto kritéria dostaneme vzt'ahy podrobne odvodenév [1]

)’ZLMS(y) :p’x+nyP;/yl(y- Hy),
=Py~ P PP

Xy'yy ' yx?

(2.12)

XLm
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kde p, jestrednahodnota x a p je stredna vektoray predstavujliceho odmerane data. Vzta

A

hy mbzeme interpretovat’ nasledovne. Odhad stavu X,,s Sa na zaklade nameranych dét y
upravi tym vyraznejSie, ¢im vacSia je vazba medzi datami a stavom, teda va&Sia vzaomna
kovariancna matica P,, azaroveii ¢im mensi je rozptyl dat charakterizovany autokovarianc-
nou maticou P, . Obdobne plati, Ze ¢im vacSia zavislost’ stavu na datach a ¢im mensia neurci-

tost’ dét, tym viac sa zniZi neur¢itost’ odhadu stavu.

2.3. Kalmanov filter

Kalmanov filter je pozorovatel’, ktory odhaduje hodnotu stavu dynamického systému na
z&klade meranych vstupov a vystupov. Pracuje s prvymi dvomi &tatistickymi momentmi, kto-
ré plne charakterizuju prave gaussovské rozloZenie nahodnej veliciny. V pripade linedrneho
systému s gaussovskym Sumom je tento odhad optimalny v zmysle MS. Pre iny Sum je odhad
optimalny v zmysle LMS. Dalgj v tejto kapitole uvazujeme nekorelovany gaussovsky Sum.

KF je dynamicky systém definovany jednokrokovo aebo dvojkrokovo. Pre jednokrokovy
algoritmus platia vztahy

y(t) =Cx(t|t- 1) +Du(t),
K(®=P(t|t- )C"(CP(t|t-)CT +R) ",
%(t+1]t) = Ax(t|t- 1) +Bu(t) + AK (t)e(t|t- 1),
P(t+1]t)=A(I - KOC)P(t]t- 1)(1 - KE®)C) AT - AK (HRKT (HAT +Q,

(2.13)

kde K (t) je Kalmanovo zosilnenie arozdiel &(t|t- 1)2y(t)- ¥(t|t- 1) je chyba predikcie

vystupu, tzv. inovacia. Je to rozdiel meraného vystupu realnej sistavy a odhadu vystupu po-
mocou KF. Tento rozdiel je privadzany do filtra nasobeny Kalmanovym zosilnenim a nazyva
sa injekcia vystupu do stavu. Na zaklade chyby odhadu vystupu sa koriguje odhad stavov

V pozorovatel’ovi.
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Odhad stavu je mozné pocitat’ v dvoch krokoch. Prvy je filtracny krok adruhy predikeny.
Filtracny krok vytvori aposteriérny odhad stavu X(t |t) a kovarianénej matice chyby odhadu
P(t|t), pretoZe zohl'adiuje skuto¢nud hodnotu vystupu v ¢aset. Platia nasledujlce vzt'ahy

K () =P(t|t- )CT (CP(t|t-)CT +R) ",

y(t]t- 1)=Cx(t|t- 1)+Du(t),
R(t[t)=x(t]t- )+K®)e(t|t-1), (2.14)
P(tIt)=P(t]t- 1)- K(®)(CP(t]t- )CT +R)K(1).

Vo filtratnom kroku sa vypoc¢ita Kalmanovo zosilnenie K(t) aaktualizuje sa stav
a kovarian¢na matica chyby na zéklade dét, teda merania vstupu a vystupu redlneho systému.

Nasleduje predikeny krok algoritmu (nazyvany g ¢asovy), ktory vytvori apridrnu infor-
méciu pre nasledujuci ¢asovy krok t +1. Plati

X(t+1|t)=AX(t]|t)+Bu(t),
(t+111) (t1t) T() (2.15)
P(t+1]t)=AP(t|t)AT +Q.
Po predikénom kroku prejde systém do ¢asu t +1 acely proces sa opakuije. Inicializacia Kal-
manovho filtra je dana naSou apriérnou informaciou o systéme. Ur¢ime pociatocny stav sys-
tému a jeho neurcitost’ v tvare
X(0) =x(0|-D =X
(0)=%(0]- 216
P(0)=P(0|-1 =P,.

Kalmanov filter popisany uvedenymi vzt'ahmi je v zmysle MS odhadu najlepsi estimator
stavu linearneho dynamického systému s gaussovskym Ssumom. Toto tvrdenie je mozné ma-
tematicky dokézat’. Parametrami KF sl matice systému A, B, C, D, G a kovarian¢né matice
Sumu Q, R. V pripade, Ze maticu G nepozname, odhadujeme namiesto matice Q sig¢in
GQG'. V tomto pripade vyjadrenie matic Q, G nie je jednoznasné. Jednou z moznosti ako
postupovat’ pri neznalosti G je zvolit’ tito maticu jednotkovi a odhadovat’ priamo Q rozmeru
systému n.

Najlepsi odhad, v zmysle najmenSgj kovariancie chyby odhadu, dostaneme v pripade, Ze
presne pozndme charakteristiky Sumu. Ztohto tvrdenia vyplyvaja problémy spojené
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s aplikéaciou KF. Linearne modely st vzdy len aproximéciou skutonych sistav. Sum vo vag-
Sine pripadov nepozname a naviac ¢asto nemusi byt gaussovsky. U negaussovského sumu je
odhad optimalny v zmysle LMS. Parametre systému a Sumu mozu byt v ¢ase premenlive, ¢o
mbze spdsobit’, Ze odhad stavu KF mdze byt nevyhovujuci, alebo dokonca po ¢ase divergo-
vat’ od skuto¢nej hodnoty. V redlnych aplikaciach je nevyhnutné filter adaptovat’ na noveé sto-
chastické vlastnosti na zéklade zmeranych dét.

Medzi prvé vyznamné préce v tejto tematike zarad’ujeme ¢lanky autorov Mehra[10], [11]
a Bélnager [22], [23] z rokov 1970 az 1974. NajnovSie uvedené metody si v [12], [16], [20]
od autorov Odelson et al., Rajamani, Rawlings a Akesson et al. z rokov 2005 az 2008. Jednot-
livé metddy popisuje nasledujlca kapitola.

2.4. Analyza vplyvu kovarianénych matic Sumu na kvalitu odha-

du Kalmanovho filtra

V tejto kapitole sa budeme venovat’ krétkej analyze vplyvu kovarianénych matic na od-
had Kalmanovho filtra. UkaZeme vyznam matic Q, R ako ladiacich parametrov filtra
apotrebu ich znalosti. Rovnice pre vypocet Kalmanovho zosilnenia a kovariancie chyby od-
hadu P, sl zhodné ako pri vypoctu optiméalneho LQ riadenia. Vytvorime preto paralelu medzi
LQ aladenim KF.

U LQ riadenia stavova spatné vazba minimalizuje kvadratické kritérium
tI'I
J= deQx+uTRu)dt (2.17)
fo

aQ, R predstavuju vahové matice. Matica Q vaZzi odchylku stavov od nulovej hodnoty. Cim
je Q vassie, tym rychlejSie dynamicky systém s optimanou stavovou spatnou skonverguje do
nuly. Pre Q bliZiace sa nekonecnu by spojity systém skonvergoval do nuly v nekonecne krét-
kom ¢ase. Naproti tomu matica R vazi energiu vynaloZzenl na stabilizéciu systému. Pokial’ je
R blizka nule, neuvazujeme vynaloZenu energiu aakény zésah mdze dosahovat’ 'ubovolne
velkych hodndt. V opaénom pripade, ak sa R bliZi nekonecnu, deklarujeme, Ze chceme na
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stabilizéciu systému vyuZzit' ¢o ngjmensiu energiu (limitne nulovd) a systém nebude stabilizo-
vany, pretoZe zosilnenie v spétnej vézbe sa bude bliZit’ nule, spétna vazba bude prerusena

U pozorovatela stavu je dualne k stavove] spatnej vazbe zavedena injekcia vystupu do
stavu. Rozdiel skuto¢ného vystupu ajeho odhadu je po vynasobeni Kalmanovym zosilnenim
privedeny do stavu pozorovatel’a a aktualizuje hodnoty odhadov na zéklade merania. Kalma-
novo zosilnenie je u pozorovatela g u LQ riadenia pocitané podla analogickych vzt'ahov,
apreto g dopad kovarianénych matic Q, R bude analogicky ako vahové matice pre LQ.

Ponechajme skuto¢né kovariancie Sumu jednotkové a pozorujme vplyv apriérnych odha-
dov kovariancii, z ktorych je pocitané zosilnenie K. Budeme sledovat’ velkost’” zosilnenia
arozptyl odhadu stavu od jeho skutoénej hodnoty. Simulécie urobime na systéme prvého radu
S popisom

x(t +1) = 0,8x(t) +v(t)

(2.18)
y(t) = X(t) +e(t).

Kalmanovo zosiInenie uréime podlavztahu K = PC’ (CPCT + R)'l, kde P je rieSenim algeb-

rickej Riccatiho rovnice.
Ako prvé ukéZzeme priebeh pre optiméalne nastaveny KF. Index ,,S* oznacuje skuto¢nu hodno-
tu, index ,,0" apriornu.

Ukazka odhadu staw. Qs=1, R;=1, Qy =1, Ry =1

Xodhad

_6 I I L I L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

cov{x(t)- X(t|t- 1)} =1,373
cov{y(t)- Cx(t|t- 1)} =2,356
K =0,5781

25



Odhad kovarianénych matic Sumu linedr neho stochastického systému

Zafixujme maticu R na hodnotu 1 a zmenime Q na hodnotu 1000.

Ukazka odhadu stawu. QS=1, RS=1, Qo = 1000, Ro =1

Xodhad

(o] 2rO 4’0 éO E;O 160 1é0 1;10 1éO 1‘80 200
t

cov{x(t)- k(t|t- 1)} =1,777

cov{y(t)- Cx(t|t- 1)} =2,885

K =0,999

Na predodlom vysledku mbZeme pozorovat’ analogiu k LQ. ZvySenim hodnoty matice Q sme
dogtali v&Sie zosilnenie, narastie verkost’ injekcie vystupu do stavu. Zarovein mdzeme pozo-
rovat’, Ze vzrastol rozptyl inovacii g chyby odhadu stavu. Tento jav je dany tym, Ze chyba
predikcie vystupu mé vacsi vplyv na aktualizéciu stavov. Na druhej strane sa do aktualizécie
stavu viac premieta Sum merania, ktory zhorsuje celkovi kvalitu odhadu. Tento efekt si mé-
Zeme vSimnut’ na porovnani dvoch predoslych obrézkov. Pri optimdnom nastaveni (prvy ob-
razok) sa cerveny priebeh javi ako zaostavajuci za skutoénym stavom. Rozdiel medzi prie-
behmi ma vsak nizsi rozptyl ako v druhom pripade, kde vysoka injekcia vystupu do stavu
vnesie do odhadu vel’ki chybu zo 3umu merania. Cerveny priebeh (odhad) v mnohych pripa-
doch znatne prekmitne nad skuto¢né hodnoty stavov. Celkovy rozptyl chyby predikcie je vys
Si ako u optimalneho nastavenia. ZvySenie alebo zniZzenie matice Q vzdy vedie na zhorSenie

odhadu v zmysle zvy3enia kovariancie chyby odhadu.
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V d’'alSom priklade zafixujeme Q na hodnotu 1 a nastavime R=100.

Ukazka odhadu stawu. QS=1, RS=1, Qo =1, RO =100

4 L I
— Xodhad

_5 L L L L L L I L I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

cov{x(t)- k(t|t- 1)} =2,292
cov{y(t)- CX(t|t- 1)} =3,329
K =0,026

Hodnota zosilnenia potvrdzuje analdgiu s LQ. Vysoka matica R u LQ deklaruje vysoki vahu
akeéného zésahu. U KF je to analogicky vysokéa vaha hodnoty injekcie vystupu do stavu. Stav
v pozorovatelovi sa aktualizuje médlo ajeho hodnota vyrazne zaostava za skuto¢nym systé-
mom. U KF vysok& matica R deklaruje vel’ky Sum merania. Cielom naladenia KF je ¢o naj-
mensi vplyv tohto Sumu na odhadované stavy a prave to vedie na nizke Kalmanovo zosilne-
nie. Celkova kvalita odhadu sa podla predpokladu zhorsi.

Ostatné kombinécie matic Q, R zachovéavaju rovnaky princip ako sme popisali
v predo8lych odstavcoch. Je edte vhodné doplnit, Ze viaceré kombinéacie matic m6zu viest’ na
rovnaké vysledné Kalmanovo zosilnenie. Napriklad pre Q =1, R=1 a Q=10, R=10 dogta
neme Vv oboch pripadochK =0,5781. ZjednoduSene mbZeme povedat’, Ze zvySenie hodnoty
matice Q ma obdobny vplyv na hodnotu zosilnenia ako znizenie matice R. V pripade, Ze obe
hodnoty vzrastu alebo klesni rovnako, efekt tejto zmeny sa eliminuje a vysledné zosilnenie je
priblizne rovnaké. Pre vysledné zosilnenie K je kl'i¢ovy pomer medzi Q aR.

Na dvoch prikladoch sme ukézali, Ze nespravne apridrne matice maju za nasledok zhor-
Senie odhadovania v zmysle vy33gj kovariancie chyby odhadu stavu. Tento fakt je motivéciou
pre ¢o najpresnejSie odhadovanie kovarianénych matic Sumu a celkovo stochastickych vlast-
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nosti dynamickych systémov. Aby bol odhad stavu pouZzitelny pre riadenie alebo detekciu
poruch, poZadujeme ¢o nagnizSiu kovarianciu chyby odhadu azaru¢enl konvergenciu.
V pripade, Ze mame nepresny model a nespravne nastavenie filtra, odhad mdze byt' nepouzi-

telny.
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3. Metdédy odhadovania kovarianénych matic Sumu

V predo8lych kapitolach sme uviedli, Ze na UspeSné pouZzitie Kalmanovho filtra je potreb-
né splnit’ niekol'ko predpokladov. Predovetkym potrebujeme poznat’ ¢o najpresnejSie model
dynamického systému. K tomu ndm v pociatkoch navrhu vyrazne pomaha znalost’ fyzikalnej
(resp. chemickej, ekonomickej, biologicke)) podstaty realngj sistavy. Po zostaveni prislus-
nych rovnic musime dodat’ parametre systému. Na to dlzia pocetné identifikacné metody.
Tejto oblasti sa venovala od pociatku rozvoja stavovych metdd velka pozornost. Moderné
algoritmy si schopné aktualizovat’ hodnoty parametrov v ¢ase pomocou nameranych dat
audrZiavat’ tak vysokd mieru presnosti modelu. Sicasny vyskum sa orientuje na regulacné
systémy obsahujuce vysoku Uroven adaptivity atym schopné zachovat’ optimalitu za dlhy
¢asovy Usek pri premenlivych podmienkach.

MenSia pozornost Vv tematike pozorovatelov stavu bola venovand popisu Sumu
aneurditosti. Casto sa ako parametre 3umu volia len kon&antné diagondlne matice ad hoc
spbsobom tak, aby vysledok bol v ur¢itom zmysle vyhovujaci. Treba znovu zdéraznit, Ze
parametre Sumu sU ladiacimi parametrami KF a préave oni ovplyviuju kvalitu odhadovania.
Ak chceme aby filter pracoval v optimanom rezime g pri premenlivych podmienkach v ¢ase,
je nevyhnutné venovat’ stochastickym zloZkam vysoku pozornost’.

V nasledujucich podkapitolédch uvedieme metody odhadu kovariancnych matic na zakla-
de zmeranych dat. Z inovécii vieme urcit, ¢i filter pracuje v optimadlnom alebo suboptimal-
nom rezime. Pomocou dé& vieme aktualizovat’ informéacie o Sume a nasledne adaptovat’ filter
na nové podmienky. ZloZitejSou ¢ast'ou v popise Sumu je jeho Struktlra. Ukazuje sa, Ze g do
systémov vysokych rédov vstupuje len niekol’ko vyznamnych zdrojov Sumu. Ako priklad mé-
Ze dluzit destilacna kolona, ktora pozostéva z niekol’kych poschodi. V kaZzdom poschodi pre-
biehaju procesy popisané dynamickym modelom. Jednou z ruivych veli¢in je vonkajSia tep-
lota. V pripade jej zmeny ovplyvni v3etky poschodia. VonkajSia teplota teda predstavuje jedi-
ny zdroj Sumu.

Maximalny pocet nezavislych zdrojov Sumu, ktory m& zmysel uvazovat’ je n. Pre opti-
malny chod filtra je délezité Struktdru tychto zdrojov rozpoznat’ a vhodne popisat’. Od algo-
ritmov sa poZaduje ¢o najniZSia vypoctova a ¢asova zlozitost”. Prikladom méze byt’ ¢o najnizsi
pocet maticovych inverzii, vysoka numericka stabilita, nizka pamé’ova ndro¢nost’ a podobne.

Metody adaptivne filtrécie (v zmysle adaptivity matic Q, R) mézeme rozdelit’ do nie-
kolkych z&kladnych kategorii. SU to bayesovské metddy, metdédy maximalnej vierohodnosti,
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techniky zlepSovania zhody kovariancie (aj. matching model techniques), korelatné metody
amedzi novSie kategdrie patria metody tzv. subspace identifikécie a chyby predikcie.

Bayesovské metddy pracuju so Satistickymi rozdeleniami a poskytuju pravdepodobnost-
né odhady. Ku kazdému odhadu ziskame rozloZenie pravdepodobnosti tohto vysledku. Ostat-
né metody pracuju s bodovymi odhadmi. Nevyhodou bayesovskych metdd je vysoka vypo-
¢tova narocnost’ pri integrovani cez vysoké dimenzie. Tento problém je mozné v sicasnosti
rieSit pomocou numerickych metéd, napriklad Monte Carlo. Bayesovské metody boli dihé
obdobie mimo zaujmu vedeckych skupin, ale nové numerické postupy avykonné vypoctove
systémy umoziuju vyuZzitie tohto pristupu.

Metddy postavené na maximélnej vierohodnosti vychédzaju z bayesovského pristupu. Ich
zésadnou nevyhodou je nelinearita uvaZzovanych vztahov. Na ziskanie rieSenia je vZdy nevy-
hnutné problém zjednodusit’ a nasledne rieSit’ numerickymi metodami. Tento pristup vnasa do
celého postupu rieSenia znatné chyby apri nesprdvnom zjednoduSeni alebo numerickych
problémoch dostaneme vyrazne chybné vysledky. DalSou podstatnou nevyhodou je vyrazny
nérast zlozitogti pri systémoch vysSich dimenzii.

Metody subspace identifikécie patria medzi novsie avykazuju ve’mi dobré vlastnosti.
Algoritmy umozniuju vloZit' do odhadovania parametrov systému rézne apriorne informacie
atym zasadnym spdsobom zlepsit’ identifikéaciu. Cleny Kalmanovho zosilnenia je mozné od-
hadovat’ spolu s parametrami systému atym ziskat’ alternativu k odhadovaniu kovarian¢nych
matic. VyuZitie subspace metdd v odhadovani stochastickych vlastnosti je predmetom sicas-
ného vyskumu.

Metddy zlepSovania chyby kovariancie a algoritmy zaloZené na korelacii inovécii pripad-

ne stavu budu podrobne popisane v d’alSich kapitolach.

Zhrnieme vzt'ahy pre Kalmanov filter stochastického systému s popisom

X(t+1) = Ax(t) +Bu(t) + v(t), (3.1)

y(t) =Cx(t) + Du(t) +e(t).
V celgj kapitole 3, az na metdédu gAL S uvazujeme nekorelovany Sum. Prva metdda zohl'adiu-
juca korelécie medzi Sumom procesu a Sumom merania je prave gALS publikovana aZ v roku
2008. V tgto oblasti je vyskum len v pociatoénych fazach. VSetky ostatné metody uvazuju
zjednodusené podmienky s nekorelovanym Sumom. V kapitole 2 sme uviedli tvrdenie, Ze sys-
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tém skorelovanym Sumom je mozné transformovat’ na systém s nekorelovanym Sumom.

Problém s vyuZzitim tohto tvrdenia uvidime z vyjadrenia transformovanych matic

(- _ -1
A'=A- SR'C, (32)
B'=B- SR'D.
Je zrejmé, Ze na ziskanie transformovaného systému musime poznat’ matice Q, R. NaSou Ulo-
hou je préave odhadnutie tychto matic, ktoré nepozname.

Vztahy pre KF definovany dvojkrokovo s nasledovné

K (t)=P(t|t- DCT (CP(t|t- DCT +R) ",
Y(t|t- 1) =CX(t|t- 1) +Du(t),
X(t|) =x(t|t- D+K @) (y®)- y(tt- 1),
P(t]t) = P(t|t- 2)- K (1) (CP(t]t- DCT +R)K (1), (3.3)
X(t+1]t) = AX(t|t) +Bu(t),
Pt+1]t)=AP(t[t)AT +Q.

Vlastnosti Sumu sti definované
1 év(t)al
Eie O - 0,
Tee(t)%
tevu vl _ _fevueva' f_éQ  Su

it T Bl (R0l fol ) s RY

3.1. Test optimality Kalmanovho filtra

V Gvode sme zdéraznili, Ze matice (nekorelovaného) Sumu Q, R s ladiacimi parametra-
mi pre KF. Pokial’ parametre presne vystihuju vlastnosti Sumu, filter pracuje v optimanom
rezime a odhad stavov ma najnizsi mozny rozptyl. V praktickych situéciach mame o tychto
vlastnostiach len vel'mi malé apriorne informacie a ich ad hoc nastavenie vedie k suboptimal-
nemu chodu filtra. Pre vylep3enie vlastnosti odhadu stavu je vhodné aktualizovat’ znalosti o
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Sume pomocou zmeranych dét. Prvou ulohou pri aktuaizacii vlastnosti Sumu je rozpoznat’
fakt, Ze filter pracuje v suboptimalnom reZzime. Z tedrie o KF vyplyva, Ze pri optimanom
fungovani tvoria inovécie nekorelovany stacionarny biely Sum. NaSou Ulohou je nagjst’ korelé
ciu Sumu v ¢ase a ndsledne rozhodnut’ o optimalite alebo neoptimalite chodu filtra. Inovacia je
definovana nasledovne

e(t|t-1)2y(t)- CX(t|t- D). (3.4)

Odhad autokorelacnej funkcie naintervale N uréime pomocou vztahu

£()e” (i - k). (3.5)

Qo=

.1
rk:Ni

k

Takto definovana autokorelacna funkcia je nevychylena asymptoticky pre N ® ¥ . Ak chce-
me zachovat’ tUto viastnost’ g pre konecné N, je potrebné delit’ vyrazom (N - k) namiesto N.
Definicia podra (3.5) viak dava autokoreléciu s menSou chybou v zmysle nagjmenSich &vor-
cov, preto je tento postup u niektorych algoritmov preferovany, [11]. Dalsimi vlastnostami st
asymptoticka konzistentnost a  blizenie k normdlnemu rozdeleniu. Zaroven plati
I,3 T, k>0. Specialne pre biely &ima N ® ¥ teoreticky plati I, =0, k* 0. Autokore-
la¢nou funkciou bieleho Sumu je impulz v bode O.

Aby sme rozhodli o optimalite filtra na zéklade uvedenej autokovarianénej funkcie, vyu-
Zijeme intervalovy odhad so Sirkou 5%. |de v podgtate o test bielosti postupnosti inovécii a

algoritmus je definovany nasledovne. Uré¢ime normalizované autokovarianéné koeficienty
podravztahu

&

6], = (3.6)

Skontrolujeme, korko z prvkov z mnoziny [p,]. pre k>0 lezi mimo intervalu i%. \Y

pripade, Ze viac ako 5% hodnét lezi mimo uvedeny interval, filter pracuje suboptimalne.
Test optimality je vhodny v situécii, ked” neaktualizujeme matice Q a R, resp. zosilnenie K v
kazdej vzorkovacej peridde. V pravidelnych intervaloch méZzeme otestovat’ optimalitu KF a v
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pripade potreby aktualizovat’ hodnoty kovarianénych matic Sumu. Tento postup je vyhodny v
pripade, Ze parametre Sumu sa menia pomaly relativne k vzorkovacej frekvencii.

3.2. Odhadovanie kovarianénych matic Sumu metdodou maxi-

malnej vierohodnosti

Té&o metdda bola publikovana v [10] a poslUZi na porovnanie pristupu ML s vyuZitim au-
tokorelacnej funkcie inovécii. Algoritmus nebudeme podrobne odvodzovat’, len zhrnieme
podstatné ¢asti vypoctul.

UvaZzujeme linearny stochasticky systém definovany rovnicami (3.1). Systém musi byt
gasovo invariantny a Uplne riaditel’ny a pozorovatelny. Dalej predpokladame, Ze ubehol dos-
tatoény ¢as avplyv pociatoénych podmienok je zanedbatelny. Systém g filter pracuju
v ustédlenom rezime.

Odvodenie v skratke je nasledovné. Nezname parametre sul uloZené do vektoru 0 v tvare
g’ KTEIT. Premenna E(t) predstavuje odhad kovariancie inovécii. Oznatme D, , ako

reprezentéciu v3etkych dostupnych dét ziskanych do ¢asu t- 1. Definujeme vierohodnostnu

funkciu pre sticasny odhad stavov a neznamych parametrov podmienent zmeranymi datami

L(x(t),0|D,,)=log p(D,, |X(t),8) =

=~ Lfioafp, 0) 0~ x(11- 1 Py
°t i (3.7
Ao cx (0 (o7 M) +'°9|C b2 (0CT Ry
i=1

+log P (6)+ konst.

Derivéciu vierohodnosti polozime rovnu nule. Pri analytickom vyjadreni dostaneme pomerne
zloZita nelinedrnu zavislos’ na parametroch 0. Tento problém je mozné rieSit’ numericky
napriklad Newtonovou metédou, ae zlozZitost' vypoctov vyrazne narasta svelkostou radu
Sustavy. Zanedbame preto niektoré ¢leny a vyuzijeme predpoklady o ustaleni systému. Zjed-

noduSent derivaciu vierohodnosti mdZeme zapisat’ v tvare
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o = T(ili_
3 tr%(é-l- £ (i)’ (i)é-l)_r- %-1a(i)McTy=o, (3.8)
o1 j 10, b

kde 0, znaci j—ta zloZku vektora. Derivécie v (3.8) sl podra skalaru. Riesenim rovnice (3.8)

dostaneme rekurzivne vztahy pre kazdy prvok Kalmanovho zosilneniaK , ozna¢me K ' .

gt) =y()- Cx(t]t- 1,
R(t+1]t) = A[K(t]t- 1) +K ()] +Bu(t),

T(t+1]t) _ T(t|t- 1)
W—A(I - K(t)C)WH &),

® % (t+1]t) ax(t+1]t)o O

A(t+1) = A(t) +tr¢cC I bl oL 3.9
(t+) =A(t) Ko § KT : (3.9
& aox(t+1lt)g 0
gt+1) =g(t) +tr Qﬁ(t)?wg CT+,
& e Ko g 5
KU (t+) =K () + A9t +D),
. . 1 .
E(t) = B(t - 1)+¥(a(t)aT (t)- E(t- 1)),
Kde botiatond . o oty IX(O]-1) _ _ -
e pociatotné podmienky st dané %(0) =0, ETCE =0, X(0)=0, g(0) =0, A =1. Mati-

ca |;; je nulova okrem pozicie i, j, na ktorgj je jednotka. Konstanty i, maju hodnoty
i=1..n, j=1..r,rozmer maticeK jen’ r.

Algoritmom (3.9) ziskame priamo hl'adané Kalmanovo zosilnenie. Z pomerne velkého
zjednodu&enia celého vypoctu avyuZzitia iteraénych metdd na rieSenie nelinedrnych vzt'ahov
je zreimé, Ze na ziskanie zosilnenia blizkeho optimalnemu je potrebné velka sada dat. Kon-
vergencia filtra ale nie teoreticky je zarucena.
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3.3. Mehrova metdéda odhadu s vyuzitim korelacie vystupu

Dve metddy popisané v [10] vyuZivaju hodnoty vystupu sistavy, resp. velkost chyby
predikcie vystupu, k aktualizacii kovarian¢nych matic Sumu a zosilnenia. Obe metédy umoz-
nuju priamo vycislit Kalmanovo zosilnenie bez nutnosti samostatne pocitat” kovariancie Su-
mu. Princip metdd spociva vo vyuziti autokorelacnych funkcii. Druhy pristup je intuitivne
efektivnejsi, pretoze chyby predikcie vystupu s ktorymi pracuje st korelované menej ako sa-
motné vystupy. Podl'a[12] sa metody zaloZené na korelécii vystupu nehodia pre integrovany
biely Sum, modelovany tzv. ndhodnou prechadzkou. Tento model Sumu je vyuZzivany
v priemyselnych MPC regulatoroch na odstranenie trvalého offsetu.

Pri optimalnom nastaveni KF dostaneme ako chybu predikcie vystupu biely Sum nekore-
lovany v ¢ase. V pripade, Ze tento Sum je korelovany, je to priznak suboptimalneho nastavenia
filtra. Na zaklade velkosti korelacie mame moznost’ aktudizovat' nastavenie KF tak, aby sa
vysledny priebeh predikcie vystupu bliZil nekorelovanému bielemu Sumu. Podmienkou oboch
tychto metdd je systém Uplne pozorovatelny ariaditelny. V pripade farebného Sumu je po-
trebné do modelu pridat’ tvarovaci filter Sumu, aby boli spinené predpoklady KF.

Mehrove] metdde vyuzivajlcej korelaciu inovacii sa nebudeme venovat’ podrobne, preto-
Ze d’alSi autori poukazali na jej vézne nedostatky, [12], [14]. Vysledkom Mehrovej metddy je
sice jednoznac¢ny odhad zosilnenia K amatice R, ale nedok&Ze uz jednoznatne ngjst’ maticu
Q, pokial’ obsahuje viac nezndmych ako je nr . Dolezity poznatok, ktory si uvedomil uz Bé-
langer [23], je v tom, Ze autokorelécia inovacii je linearnou funkciou neznamych matic Q, R.
Tento fakt ndm umozni vyjadrit’ rieSenie analyticky. Mehrov pristup vedie na nelinearne ma-
ticové rovnice, ktorych rieSenie je mozné ngjst’ numerickymi metédami. VyuZitie linedrnej
zavislosti autokorelécie na neznamych kovarianciach vyuZzivaju aj d’alsi autori v novych pré-
cach, [12], [16], [20].

V pripade nulového deterministického vstupu je vystup y budeny len Sumom s nulovou
strednou hodnotou. Vystup y ma tiez nulovu stredni hodnotu a méZeme definovat’ autokore-
latna funkciu vystupu zavisli len na posunuti k. V pripade nenulového deterministického
vstupu je nutné zvazovat' strednl hodnotu vystupu amusime definovat’ autokovarian¢ni

funkciu. V d’alSom postupe prijmeme predpoklad o nulovosti vstupu u.
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Autokorelaéna funkcia s uvazovanim nulovej strednej hodnoty vystupu ma tvar

r =E{y@®)y’ (- k). (3.10)
pre ktoru plati
iCxC"+R k=0
T, =i 3.11
<71 CA*ECT k>0, (340
kde £ =E{x()x" ()} aplati £ =AZA" +Q. Dalej definujeme maticu
eCA U
®=3 i 4 (3.12)
ECA"g

kde matica @ mé& hodnost’ n za predpokladu pozorovatel'nosti systému aregularnosti matice
A. Potom plati rovnost’

er,a
®xC' =% 1 (3.13)
er.g
z toho po Uprave
er. 0
ICT =@'Zi (3.14)
er.g

Pomocou prvého vzt'ahu (3.11) mézeme vyjadrit’ kovarianén maticu R pre k =0. Naurcenie

optimélneho Kalmanovho zosilnenia vyuzijeme nasledovné vzt'ahy

= E{%(t|t- 1)K (t]t- 1)} (3.15)

H:A{H+(E- n)c’ (I, - cnc’) “c(x- H)T}AT
(3.16)
K =(=- m)H"(T,- cnc')*
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Prvarovnica (3.16) je kontrahujlce zobrazenie a ma jednozna¢né rieSenie, pretoze vyraz *C'
pozname zo vzt'ahu (3.14). BliZSie numerické rieSenie popiSeme v kapitole 4. K dokonceniu
vypoctu este potrebujeme poznat’ odhad autokorelacnej funkcie na zaklade zmeranych dét na
intervale N. Definujeme

- S
fo=<aviy' -k (317)
i=k
alebo rekurzivny vztah
i :lA“kN'1+%(y(N)yT(N- K)- 1) (3.18)

Uvedeny odhad je asypmtoticky nevychyleny, konzistentny a norméalny.

Pozn. Mehra pri formulovani algoritmov nebral do Gvahy neurcitost’ vstupujiicu do
odhadu autokorelacnej funkcie z kone¢ného mnozstva dat. V idedlnom pripade, pri
pouZiti teoretickej autokorelacnej funkcie, je postaCujuce uvaZzovat’ k vo vztahu (3.5)

rovné radu systému. Toto ale neplati pre odhadnutt autokorelaénl funkciu. Matica
fk v predoslych vztahoch je odhadom autokorelaCnej funkcie. Na minimalizovanie

pridanej neurcitosti je nevyhnutné vyuzit’ vacSie posunutia u autokorelacie ako je rad
systému. Na tato skutocnost’ upozornili autori C. Neethling a P. Young v komentari k

Mehrovym ¢lankom, [14].

3.4. Mehrova metoda zlepSovania zhody kovariancie

Uvedend metdda sa v angli¢tine nazyva Covariance—matching technique. Myslienka al-

goritmu je nasledovna. Kovarianciu chyby odhadu stavu v ¢ase t oznatme P(t|t- 1). Pre

kovarianciu chyby predikcie vystupu &(t |t- 1) =y(t) - CX(t|t- 1) plati

P, (t|t-1)=CP(t|t- )C" +R.
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Pokial’ je naS odhad spravny, potom odmerana kovariancia chyby vystupu E{a(t)a(t)T} by

mala koreSpondovat’ s predoSlym vypoctom. Podstatou algoritmu je upravit’ maticu P tak,
aby ¢o najviac odpovedala odmeranym datam. Nevyhodou tejto metddy je vychyleny odhad
matic Q, R, [12]. Aktualizécia kovarian¢nej matice chyby odhadu je

= L& st e ) 319

i=1

kde kon&anta M je zvolena empiricky a vyjadruje pocet vzoriek, ktoré uvazujeme do vypoétu
kovariancie chyby predikcie vystupu.

Uviedli sme, Ze plati
CP(t]t-1)CT +R = E{e(h)s" (1)}, (3.20)

kam dosadime za P(t |t - 1)

C(AP(t-1]t- ) AT +Q)CT +R = E{e()s" (1)} . (3.21)
Z toho plati
CQC™ =E{e(t)e(t)'} - CAP(t- 1]t- ) A'CT - R,
1y . _ (3.22)
CQCT = e(t-i)e(t- i)’ - CAP(t-1|t- )A'C' - R.

Z podedng] rovnice mdzeme vycidlit' hl'adani kovariancni maticu Q. Jednoznacné rieSenie
dostaneme v pripade, Ze matica C ma hodnost’ n rovnu radu systému. Maticu R uré¢ime nasle-

dovne

R:ﬁéM‘a(t-i)aT(t-i)-CP(t|t-1)CT. (3.23)

i=1

Vztah (3.23) je vhodny na aktualizéciu matice R v pripade, Ze pozname Q. Ak kovarianciu Q

nepozname, mdzeme ju odhadnit’ podl'a vzt'ahov (3.22).
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3.5. Odhadovanie optimalneho zosilnenia KF (Carew, Bélanger)
UvaZzujeme pozorovatelny a riaditelny stochasticky dynamicky systém. Predpokladame,
Ze apriori pribliZzne pozname kovarianéné matice Sumu. Filter pracuje v suboptimanom re-

Zime so zosilnenim K . Definujeme kovarianéni maticu odchylky suboptimalneho odhadu

od optimalneho. Index ,,So" oznacuje suboptimum. Plati
Po 2 E{ (% (t+11t)- %o, (t+111))(-)'}. (3.24)

Pre ustalené rieSenie plati Ljapunovovarovnicav tvare

Py = (A- KgC)Py (A- KoC) +(Kg - K)P, (Kg-K), 329
B, =CP,C"+R.
Pre autokorelacnu funkciu plati
r, =E{e)e’ - )} = E{(y(t)- Cxg (t1t- 1)) (y(t- §)- Cxe(t- jIt- - 1))T}
JC(A-KC) ™ ((A- KgC)PyCT - K P, +KP,), j* 0 (3.26)
| .

+CP,CT +P, =0

Po dosiahnuti optimélneho zosilnenia K o, =K bude platit Py, =0. Ozna¢me d’alej maticu

pozorovatel'nosti ako

@)

QS
11>
D> D> D~
0
>

B
> ...
]
N

(3.27)

o] ey ey enly enly enid

ktora ma hodnost’ n v pripade pozorovatel'ného systému. TUto viastnost’ a priori predpokla-
dame. Vyraz (3.26) zapiSeme s vyuzitim matice pozorovatel’nosti nasledovne
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ér,+CK oI, 0

(S} u

_ _\ Sr,+CK I, +CAK T !

A T _erz S 1 S 0 u
H20(AP,C +KPy)—é o (3.28)

é . U

g +CK I, +--+CA™ K (T, §

Matica pozorovatel'nosti ¢ mé hodnost’ n a mézeme vyuZit’ jej pseudoinverziu. Matica f’y je
pozitivne definitnd Tento predpoklad je zaru¢eny pre R >0. MéZeme teraz urdit’ hradané
optimélne zosilnenie K .

K =(6H- AP,C")P;" (3.29)

Na odhad autokorelagnej funkcie inovacii vyuzijeme zndmy vzt'ah

Qo=

I, =%i g(i)e" (i - k). (3.30)

k

Iterativny algoritmus na vypocet optimalneho K je mozné zapisat’ nasledovne

P, =T,- CPyC',
K =(0"H- AP,CT)R;", (3.31)
Py =(A- KC)Pq (A- KoC) +(Kg- K)P, (Kg-K)',

kde pociatocné suboptimalne zosilnenie K o je uréené z pribliznej apriornej znalosti matic Q,
R. Konvergencia algoritmu (3.31) je dokazanav [22]. Dokaz je postaveny na vete o kontrahu-

jucom zobrazeni a pevnom bode funkcie.

Metddu popisant v predoSlom odstavci je mozné zlepsSit’ inou definiciou korelaéne] funk-
cie inovacii, [14]. Narozdiel od (3.28) definujeme

H 2 OAP,C’ (3.32)

amiesto (3.26) zavedieme vyraz T'; 2L S, kde
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é.CTu
S=a 2 g,
L,=[C, 1], (3.33)
L, =C(A- Ko C) " gA-KoC), -Kgb
P, =(A- KC)Py (A- KoC) +K 4 RKL +GQG”. (3.34)

Po zltc¢eni predodlych vztahov a zoradeni prvkov matic Q, R do vektorov mbzeme zapisat’

autokovarianénu funkciu ako linearnu funkciu
z=M@o, (3.35)

kde vektor 0 je zloZeny z nezndmych prvkov Q, R avektor z obsahuje unikétne prvky matice
I ; - Pri odhade autokorelacnej funkcie dochadza k pridavaniu neurcitosti, ktord mézeme mo-

delovat’ pomocou vztahu
Z=M0+¢, (3.36)

kde e je gaussovsky Sum s kovarianciou W. Na z&klade tejto Gvahy mbézeme formulovat’
kvadratické kritérium, ktoré minimalizuje vplyv pridaného Sumu

J=(2- MO)W*(2- Me)'. (3.37)

Dogali sme &andardni Ulohu kvadratického programovania, ktora umoZziuje definovat’ g
d’alSie obmedzenia ako je symetria a pozitivnost’ matic Q, R. Problémom vo vzt'ahu (3.37) je

nezndma kovarianéna matica W. Dobry odhad matice W™* je mozné ziskat' uvaZovanim au-

tokorel&cie s nulovym posunutim, teda I, .

Odvodili sme metédu na odhadnutie optimalneho zosilnenia a navrhli zlepSenie pomocou
vahove] matice. Algoritmus vyjadreny vztahmi (3.31) pocita zosilnenie iteracne z odhadu

autokorelacnej funkcie inovacii danej vztahom (3.30).
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3.6. Bélangerova metoda odhadu kovarianénych matic

V predoSlej podkapitole bolo naznacené, Ze autokorelacna funkcia inovécii je linearne
zévisla na prvkoch matic Q, R. Toto pozorovanie ma vel’ky vyznam pri zostavovani metéd
odhadu a umoziuje analytické rieSenie minimalizacie kvadratickej normy. P. R. Bélanger
navrhol metddu [23], ktora je vhodné pre odhad matic ¢asovo premenného linedrneho sto-
chastického systému. Filter je mozné pravidelne adaptovat’ aktualizaciou Kalmanovho zosil-
nenia.

Metoda vyzaduje, aby systém bol pozorovatelny, riaditelny a stabilny. Sum je gaussov-
sky s nulovou strednou hodnotou. Sum procesu a Sum merania mozu byt korelované. Na za-
giatku musime zvolit' apriorny odhad kovarianénych matic. Cim lepsi je tento odhad, tym
metdda rychlejSie konverguje k spravnym hodnotéam Q, R. Dal%ou podmienkou je volba ba

zovych matic Q,, R, , ktorych vyznam bude vysvetleny v nasledujicom odstavci.
Sum procesu a Sum merania sii charakterizované nasledovnymi kovarianciami
cov{v(Ov' ()} =Qd(t- 1), cov{e(t)e’ ()} =Rd(t- 1), cov{et)v’ (1)} =Sd(t- 1). (3.38)

Dalej definujeme uvedené kovariancie nasledovne

N N N
Q=aaQ, R=§aR, S=3a5s, (3.39)
i=1 i=1 i=1

kde vektor a je nezndmy amatice Q,, R,, S si bazové matice definované a priori. Bélange-
rova metoda hl'ada prave vektor a tak, aby safilter ¢o najviac priblizil optimanemu. Metédu
odvodime.

Prefilter definovany jednokrokovo platia zname vzt'ahy
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e(t|t- 1) =y(t)- Cx(t|t- D),
P, =C(t)P(t|t- 1)C" () +R,
K(t)=(A®P(t]t- 1)C (1) +G(1)S)P,",
F(t) = A(t) - K(t)C(t), (3.40)
x(t+1]t) =A®)K(t]t- 1) +K(t)e(t]t- 1)
P(t+1]t) =F(t)P(t|t- YF"(t)- G(t)SK™ (t)
-K{)S'GT (1) +K (t)RK T (1) +G(1)QG ' (t).
Odchylku hodnoty stavu systému od odhadu ozna¢ime
x(t]t- 1) =x(t)- x(t|t- 1) (3.41)
a po dosadeni do prvého vztahu z (3.40) dostaneme tvar inovacie
e(t|t- ) =Ct)x(t|t- 1) +v(t). (3.42)
Pre transformaciu odchylok plati

X(t+1]t) =FOx(t|t- 1)+GE)v(t) - Kt)e(t|t-1) (3.43)

apre 'ubovorny ¢asovy okamih plati

X(t|t- 1):w(t,o)x(o)+gw(k, j+1)(GUV)- K(De(il-1)), (3.44)
kde
v(t,t)=F(t- JF(t,- 2)- ...- F(t,), t,>t,,

(3.45)

Pokial’ t je dostatocne vel'ké, mdZzeme povazovat’ pociatocné podmienky za odznené a prvy
¢len vo vzt'ahu (3.44) zanedbat’. Z (3.42) urc¢ime autokorelacnu funkciu v nasledovnom tvare
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E{e(t|t- D’ (t- 1]t- 1- 1)} =COE{x(t|t- X" (t- I]t- |- }C(t- 1)

3.46
+CHE{x(t[t- V' (t- h} +Rd(). (3:40)

Kombinéciou (3.46) a (3.44) mbZeme pre autokorelacnt funkciu napisat’ vysledny vzt'ah
v tvare

E{e(t]t- De(t- 1]t-1- 1)} = 2 T, (t1)a,, (3.47)

r(t, I)=C(t)t;f§'_il{w(t, i+1)(G()QGT(i))- K(i)S'G™(j)
-G())SKT()+K(HRKT(jw(t-1,j+1)}C(t-1) (3.48)
+Cy (t,t- 1+1{G(t- 1)S - K (t- )R }h(I- 1) +R,d().

Vyuzitie (3.48) by vyZadovalo zbyto¢ne vysoké vypoctové naroky. Preto je vyhodné odvodit’
rekurzivne vzt'ahy.

xi(t)=5{w(t,j+1)(G(1)QiGT(j))- K(j)S'G™(j)
j=0 (3.49)

-G(HSKT()+K(DRKT(Nw(t, ] +1)}-
Rekurzivny vypocet ma potom tvar

X, (t+1) = FO)X, OF (1) - K()STG™(j)- G())SK™(j) 350
K (HRKT())+GHQG" (1),

N
kde X, (0) =0. Zérovei plati vztah P(t+1[t) = E,(t)a, . Zavedieme poslednd substitdciu

(t,0) =E (1)C" (t),
(t1)=y(tt- 1)E - NC'(t-1) (3.51)
+y(t,t- 1-1){G(t-1)S - K(t- DR}, 1>0,

M;
M;

kde plati M; (t,1)=0, t<I.Je mozné jednoducho dokazat, Ze plati rekurzivny vztah v tvare
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,(t 11) =F@t)M, (t,0)+G(1)S - KOR;,
t+14 1) =F@®)M, (t,1), 1>0,
M, (t,1)=0, k<I.

Z predodych vztahov plynie
T, (t,0)=C(K)M,(t,0)+R;,
I (t, 1)=C(k)M, (1), 1>0.

Pre ¢asovo invariantny systém sa vzt'ahy zjednodusia na vysledny tvar

X, =FXF - KS'G"- GSK"+KRK" +GQ.G",

I(0)=CXC" +R,,
I,(I)=CF'C" +CF"*(GS - KR,), 1>0,

Plati vzt'ah

N

E{e(tlt- 1) (t- 1]t-1-1} =g 1, (t,1)a,,

i=1

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

z ktorého vidime, Ze autokorelacna funkcia je linearne zavisla na neznamom vektore a.. Tento

vektor ngjdeme analyticky pomocou metédy najmenSich &vorcov. Na agebrické Upravy vyu-

Zijeme operédtor vec{ }, ktory usporiada stipce matice do jedného vektora Autokorelacna

matica sindexom | =0 obsahuje opakujuce sa prvky. M6Zeme vyuzit' minimalnu reprezenté-

ciu tejto matice. Ziskame ju tak, Ze z vektorizovanej matice vylUcime tie prvky a;, kde i< j.

Podrobnejsi vyklad minimélnej formy matice bude uvedeny v kapitole 3.8, kde vysvetlime g

prechod od minimalnej formy k plnej forme matice pomocou tzv. duplikaénej matice.

Index ,NV* zdbraziiuje, Ze ide o maticu N vektorizovanych autokorelaénych matic.

NV(t I) SVGC{ ( )} vec{l“z(t,l)} vec{FN(t,I)}H.

Predody vyraz je matica autokorelécii v idealnom pripade. Hodnoty, ktoré odmeriame na

realnom systéme sii zat'azené neurcitostou modelovanou ako pridany gaussovsky sum. Od-
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hadneme kovarianciu tohto Sumu, ktora nasledne podUzi ako vahova matica v kvadratickom

kritériu. Model, po vyluceni rovnakych prvkov z vektora I, (t, I ) , Vyzera nasledovne

[ (6, 1) =Ty (t, DNa+n(t, 1), (3.56)

kde n(t, 1) je sum s nulovou strednou hodnotou. Na lavej strane je vektorizovany odhad au-

tokorelacngj funkcie oznaceny strieSkou. Odhad fvec je vypocitany na z&klade merani zo
vztahu

It 1)=¢t)et- 1) (3.57)
avektorizovany nasledovne
I (t1)=¢(10) (L1 - r@LL) - (o) - Tt L)BT (3.58)

Kondtanta L je parameter uréujuci dizku dét, z ktorych sa pogita odhad T'(t, 1). Vo vztahu

(3.56) definujeme jediny ukazovatel’ pozicie. Plati
k=(t-1)(L+1)+I, (3.59)
kde L predstavuje vysku matice I',,, . Vzt'ah (3.56) prepiSeme do tvaru
[ (K) =Ty (K)a+n(k). (3.60)

Prava strana vyrazov (3.56) a (3.60) predstavuje autokorelaénu funkciu zmeranych inovéacii.
Vo vzt'ahu (3.60) sa snazime ngjst’ optimalny vektor a . Definujeme nasledovné kvadratické
kritérium

IK) =8 (Frel)- T (D) W)+ (a- ao)" ©5(.). (3.61)

=0
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Matice W, @, si symetricke, pozitivne definitné. Ich uréenie bude vysvetlené v nasleduju-

cich odstavcoch. Na ngjdenie optimalneho rieSenia, oznaéme a., minimalizujuceho kritérium

(3.61) mbzeme vyuZit’ rekurzivne vzt'ahy v nasledovnom tvare

a(k+1) =a(k) + @K, (W (k) (s(K) - Ty, a(k)),

G (3.62)
®(k +1) = ®(K) - D(K)TT, (k) (W (K) + T, (DRI, (K)) ' T, (K)D(K),

pociatocneé podmienky si a(0) =a,, ®(0)=®,. Urcenie pociatoénych podmienok bude
vysvetlené d’algj.
Casovo invariantné systémy

Pre ¢asovo invariantné systémy mézeme pouzit’ jednoduchsi zapis predoslych vztahov.

Definujeme kvadraticke kritérium v tvare s vdhovou maticou V, ktoru ur¢ime rovnako ako W

a (st,)- Ty a) Vi(..). (3.63)

=0

Qo-

J() =

j=0

Minimalizéciatohto kritéria vedie na vysledné vzt'ahy

1

<I>(t)=%§?§1 FLV(I)v-l(I)rNV(I)g ,

a(t+1) =%&(t) +q>(t)§ L, (V). (), (3.64)

1=0

a(0) = a,,.

Uvedené vztahy nepotrebuju tor'ko apriornej informécie ako dvojica (3.62), matice Iy, V
nie st zavislé na ¢ase a mdzu byt’ vypocitané off-line.

Algoritmus méZeme mierne modifikovat’ tym, Ze v iteracnom procese (3.64) vynulujeme
v kaZzdom kroku pripadné zaporné ¢leny vektora a. Modifikacia vyplyva z toho, Ze hr'adané
kovariancné matice su pozitivne definitné a naich ziskanie stacia kladné koeficienty linearnej

kombinécie.
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Uréenie apriornych informacii

Na vyuZitie Bélangerovej metddy je nevyhnutné mat’ urcitd predstavu o Sume vstupuju-

com do sustavy. Ako apriornu informéciu musime urcit’ bazové matice a vektor a,. Nasu
doveru v tento apriorny odhad vyjadrime pomocou kovariancie ®, = E{(u - 0,)(a- uO)T} .

Budeme predpokladat’, Ze tento néS pociatocny odhad je optimalny a dosadime ho do (3.60) a
vyjadrime vektor . Pre kovarianén maticu W, resp. V, plati W = E{n(t)nT (t)} :
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3.7. Metdéda ALS (Odelson, et al.)

Metdda vytvorena skupinou autorov Odelson, Rajamani, Rawlings patri medzi najnovsie,
[12]. Vychadza z faktu, Ze autokovarianéna funkcia inovécii je linedrne zavisla na prvkoch
neznamych matic Q, R. To nam umoziuje, obdobne ako v predoslych pripadoch, analyticky
vyriedit’ problém metddou najmensich &tvorcov. Autokorelacna funkcia inovécii je ukazovate-
'om optimality Kalmanovho filtra. Pri optimalnom chode filtra nie st inovécie korelované v
case.

Linearny stochasticky systém ma Standardny tvar

X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + Gv(t),

3.65
y(t) =Cx() + (1) (3.65)

Pre odchylku odhadu stavu od skuto¢nej hodnoty plati % (t|t- 1) = x(t)- X(t|t- 1), pricom

vyvoj odchylky zodpoveda stavovému modelu

x(t+1]t)=(A- AKC)x(t|t- 1) +[G AK]g\;((:))ﬂ, (3.66)
A w(k)
X(t +1) = Ax(t) + Gw(K), (3.67)
§(t) = CX(t) +e(t), '
kde oznagime nasledovné kovariancie
_éQ 0u
E{mw v} =3, =& Rﬂ,
(3.68)

E{wt)v’ (t)}

w3
oo\ C

Zdbéraznime este definiciu ustaleného Kalmanovho zosilnenia K podla nasledovného vzt'ahu

K =PCT (CPCT +R) ", (3.69)
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kde P je rieSenim Riccatiho rovnice a predstavuje kovarianciu predikcie chyby odhadu. Pred-
pokladame, Ze systém je pozorovatelny, teda dvojica (A, C) je pozorovatelnd a
A =A- AKC je stabilnd matica. Dalej predpokladame, ze v systéme (3.67) odzneli pocia-
toéné podmienky a zvolime ich rovné ustdlenému stavu. Plati teda treti predpoklad
E{¢(0)} ® 0 a cov{X(0)} ® P,. Kovariancia inovécii je riesenim Ljapunovovej rovnice
P, =APAT+GQ,G".

Autokorelacna funkcia inovécii mé nasledovny tvar

E{y(1)y" (1)} =CP,CT +R,
_ . (3.70)
E{y(t+))y" ()} =CA'PCT - CA"'AKR, j3 1
Oznac¢me hodnotu autokorelacie pre jednotlive casove Useky €, = E{y(t +j)y’ (t)} . Nésledne

definujeme tzv. pasovu maticu autokorelacnych funkcii v tvare

9(30 eNlu
R(IN)2E: . i (3.7)
Be ¢ d

kde N je volitel'ny parameter uréujuci maximalny ¢asovy posun autokorelacie. Na vyjadrenie

uvedenej autokorelacnej funkcie definujeme nasledovné matice

é C u é¢ 0 0 O Ou
é a é a
~ CA ~ ~ C 0O 0 O/ A
o=¢ . Y ==¢ Y, lI'=Ea%(-AK)9, (372
e i 0 e i g g
&AVG &A™ . Co0g

kde ¢ je Sandardna matica pozorovatel'nogti, ktord mé na zéklade uvedenych predpokladov

hodnost’ n. Pomocou matic (3.72) vyjadrime autokorelagni maticu ®(N) nesledovne
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R(N)2oP o +=AGQ,EE +YARGEARNT AR (373
X 8|:1 G 8|:1 9 8|:1 9 i=1

Z predodého vzt'ahu je vidiet, Ze autokorelacna funkcia je linedrne zavisla na maticiach Q, R.
Aby bolo moZzné s tymto vyrazom efektivnejSie pracovat’, zmenime matice na vektory. Nato
vyuZijeme operdtor vec{ } vysvetleny v predodlych kapitolach. Dal3ou algebrickou tpravou
bude nahradenie priameho si¢tu matice nasobenim. K tomu vyuZijeme tzv. permutacni mati-

cu &, ktoré obsahuje len nuly a jednotky. Usporiadanie nil a jednotiek je take, aby platilo
nasledovné

Toz

X

]
=
z

<
£
22

a) vec[

1
AN

b) vec[

Toz
X
—
]

®
z

<

3
—_

X
(S

i=1

kde matica X marozmer @) r' r resp. b) n" r a permutaéna matica bude mat’ rozmer a)
(rN)Z’ r’resp. b) nrN?" nr. Aj v tejto podkapitole pouzijeme notéciu s dolnym indexom
,Vvec", ktory oznatuje aplikovanie operétora vec{ }. Do vztahu (3.73) dosadime po Upra-

vach za P,

GT) . (3.74)

"+(2A2)2,}(cAG)Q.

T(=A =)2,. 4(AK A AK) (3.75)
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kder je pocet meranych vystupov. Pri prechode z (3.73) navzt'ah (3.75) sme maticu Q,, opar’

rozdelili na pévodni dvojicu Q, R.

V predodlych odstavcoch sme odvodili autokovarianénu funkciu inovécii zavisli na ne-
znamych parametroch Q, R. Ciel'om je, aby zmerana autokorelacna funkcia odpovedala teore-
tickej podl'avzt'ahu (3.75). Téo zhoda nastane prave vtedy, ak nezname parametre Q, R budu
odpovedat’ skutocnym kovariancidm Sumu. V idedlnom pripade by sme z merani inovacii
cheeli ur¢it’ stredni hodnotu §(t)y" (t + j). Prakticky mdzeme uvazovat’ len konesny pocet
merani Nqg. Odhad autokorelécie ur¢ime priemerovanim tychto dé. Vyuzijeme nevychyleny

odhad v tvare
A 1

=5 Y05 4D (376)

Matica odhadu autokorelacnych funkcii bude definovana analogicky k (3.71) ako

>
>

D>
—
Z
~—
11>
D> D> D> (D
.. <
HCN C_\ o\

7

>

G
Poslednou Upravou bude zapis (3.75) formou linearnej rovnice v maticovom tvare. Zavedieme

nasledovné vyrazy

- ,KA,K)' +(2A=2)2,, (3.77)

Teraz mbZeme zapisat’ Ulohu ako minimalizéciu kvadratickej normy

I =ag m;n”d.‘l- é z (3.78)
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rieSenim je vyraz

T =a'é, (3.79)

kde @' je pseudoinverzia matice @@ . Existencia pseudoinverzie je zarovein postaiujlcou
podmienkou jednoznatného rieSenia Ulohy. O existencii rieSenia teda vieme rozhodnit’ na
z&klade hodnosti matice @ . Vzt'ah (3.78) mbZeme zapisat’ g vo forme

- 6|, Q30,R30. (3.80)

Pomocou tohto zapisu mbéZeme vyuZit' metody kvadratického programovania a podmienkami
vynutit’ pozitivnost’ matic Q, R. Ide o tzv. semidefinitné programovanie.

Dokazy o konvergencii uvedenej metddy st podrobne rozpisané v [12]. Odhady kovarianc-
nych matic, ktoré ziskame touto metédou, st nevychylené pre Fubovol’ni sadu dat a asympto-
ticky konverguju k skutoénym kovarianciam sumu. Nevychylenost’ je podmienend odznenim
pociatocnych podmienok systému (3.67).

3.8. Metdéda scALS (Rajamani, Rawlings)

Spoluautori metédy ALS Rajamani a Rawlings publikovali v roku 2008 ¢lanok [16],
v ktorom poskytli ind definiciu metédy ALS. Nazvime ju scALS z anglického single column
ALS. Presnu definiciu uvedieme v dalSom odstavci. Odlisnost’ spociva predovSetkym vo vyu-
Ziti mensich matic a menSieho mnozZstva Kroneckerovych produktov, ktoré vzdy vytvaragju
matice vel’kych rozmerov. Velké matice si narocné na pamét’ a limituja aplikovatel’nost’ me-
tody ALS v beznych priemyselnych systémoch. Ina definicia SCALS zéaroven eliminuje nume-
rické problémy pri vypocte. Dal&im faktorom zlepdujicim numericku stabilitu vypodtu je vy-
uzitie duplikujicich matic. To umoziiuje vynechat’ tie prvky z matice @ , ktoré odpovedaju

opakujucim sa zlozkdm symetrickych matic Q, R. Opakujuce sa ¢leny maju u MIMO systé-
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mov za nésledok, Ze neplati rovnost @'@ =1 . Preto pri rieSeni kvadratického programovania
podra vzt'ahu (3.79) dostaneme numericky nestabilny vysledok. Tento problém bude zdéraz-
neny v kapitole 4. pri testovani metddy ALS.

Platia nasledovné vzt'ahy

E{y()y" (1)} =CP,CT +R,

_ _ (3.81)
E{y(t+))y" ()} =CA'PCT - CA"'AKR, j3 1

Ozna¢me N ako maximalne posunutie pri vypocte autokorelacngj funkcie. Plati

e ymy'm w
R(N)=Ejg $—0PXCT+FR, (382)
}g/(uN Dy ()4 b
kde
ecu ¢ 1, u
e ~a u e u
CCcA ¢ ¢ CAK {2
=€ 0 r=¢ 0, A=A-AKC (3.89)
e i e G
AN & CAM 2AK &
adaleg
oh
P, =APA" +[G AK]eQ el (3.84)
G e R

Po dosadeni do (3.82) za Px z rovnice (3.84) mbZeme vyjadrit’ autokovarian¢ni maticu ako

(R(N)), :{(CAQ)(IHZ AA }GQGT
(3.85)

vec

+{(CA(9)( - AAA)(AK A AK)+(l pAr)}(R)
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Preodhad #(N) nazéklade merani plati

€é, u
A L€ .0
R(N)2a | g (3.86)
é; U
&.10
kde
; S R,
= @ YAy, (3.87)
d” |
RieZenie ulohy ma kvadraticka formu v nasledovnom tvare
yd AN 2
argmin angE- fR(N) : (3.88)
Quvee s Rimvec éRmvch 2
Z toho rieSenie dostaneme pomocou pseudoinverzie matice d
mecll_ @' (N). (3.89)
éRmvch

Index ,mvec* oznatuje vektorizaciu matice svynechanim tych prvkov a;, kde i<j.

V Prilohe 1 je kod funkcie vecMin{ } . Uké&zka tejto operécie

A:gaﬂ e alsg AveczveC{A}:[aﬂ Qy 83 4y Ap 8y Y3 Ay ass]T
[yt 3y azslj’ .

. a, af Ame-veMin{Al=[a, a, a, a, a, ay]

Po vylucéeni rovnakych prvkov dostaneme vysledny vektor, ktorému budeme prirad’ovat’ in-
dex ,mvec”. Na prechod od minimélnej vektorovej formy k pinej forme, teda od vektora

A, kvektoru A .. je mozné vyuzit' tzv. duplikaéni maticu definovani podr'a [24]. Dupli-
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kacna matica 9, obsahuje nuly ajednotky tak, aby pre maticu A rozmeru n” n platilo nasle-

dovné
DA =A . (3.90)

Matica 9, marozmer n>” n(n+1)/2 ama plnd hodnost, je mozné zostrojit jej pseudoin-

verziu. Kad funkcie generovania duplikacnej matice pre Matlab je uvedeny v Prilohe 1.

Po definovani duplikacnej matice méZeme urcit’ maticu @ v kvadratickej forme (3.88). Plati

a=[a a],
@ =(CAe)(1.- AAAR) (GQG")9, (3.91)

a, :{(CAQ)(IHZ -A ,K)'l(AKAAK)+(|,AF)}®,,

kde g je pocet stipcov matice G ar je pocet vystupov.

ZlepSenie odhadu pomocou vahove matice

Z tedrie odhadovania vieme, Ze minimalizaciou kritéria typu (3.88) dostaneme odhad s
minimalnym rozptylom vtedy, ak v3etky merania sl zat’aZené rovnakou chybou. V pripade, Ze
tento predpoklad nie je splneny, pre najdenie optimaneho rieSenia musime vyuzit' kritérium
zohladnuijuce rozdiely v nameranych hodnotach. Matematické vyjadrenie spociva v doplneni
vahove] matice do kritéria, pricom vahova matica odpoveda kovariancii jednotlivych merani

a pripadne ich vzgjomnych korelécii. Kritérium s vahovou maticou matvar
A . T A
x:argm;n(ax- a) W'l(ax- a). (3.92)

Vhodnu vahovi maticu pre metodu AL S definujeme podl'a [16], kde je tento vysledok aj do-
kazany. Plati
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W = (N i ]l-\l +1)2 T (I w22 +‘%(ﬁf),(ﬁr”))((‘%F,ﬁQ‘%ﬁ,F)A (‘%f’ﬁg‘%ﬁ’f))TT, (3.93)
d

kde N, je dizka sady odmeranych inovécii aN je maximalny pocet krokov posunutia autoko-
relacnej funkcie. Pre nové kon&anty rozmerov plati A= N, - N+1af=rN.

Dalej platia vzt'ahy

T=(PAL)(1.A(,).) (I, A% AL),

g, %= +‘P§9§_1R9+§§1R9‘1ﬂ +AR,

Q :(9P(9T+a% =
r X 8 ﬂ ﬂ ﬂ i=1 (394)

i=1
Q=509
g>:[|r 0 --- 0]

a &K, ; je komutacna matica definovana podra[24]. Komutacna matica je Specidlny typ permu-

tatnej matice, pre ktoru plati rovnost’
K, ., vec{A} = vec{ AT} : (3.95)
Komutatna matica obsahuje len nuly a jednotky a je ortogonalna. Platia pre iiu rovnosti
Feon = T = T . (3.96)

Matica & je permutacna matica, pre ktoru plati X, = £X. Kod funkcie pre Matlab generu-

juci permutacné matice je v Prilohe 1.

Uvedené rozSirenie méa niekol’ko zasadnych vlastnosti, ktoré obmedzuji jeho pouZitie. Zo
vztahov (3.94) vidime, Ze odhad vahove] matice W zéaleZi na kovarianénych maticiach, ktoré
hradame. Jednou z moznosti ako postupovat’ je, Ze zatneme s vahovou maticou |, vypocitame
Q. R anésledne odhadneme W. Tento odhad vah pouzijeme pre novy vypocet v d’alSgj itera
cii. Konvergencia tohto iteratného postupu nie je zaru¢end. Zasadnou komplikéaciou celého
postupu je vyrazné zvysenie vypoctove] narocnosti vyplyvajlce zo zlozitého vzt'ahu pre va
hovd maticu a nésledného iteracného algoritmu.
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3.9. RozSirenie ALS, metéda gALS

V predodlej kapitole sme popisali efektivnu metédu odhadu kovarianénych matic
svyuzitim autokorelacnej funkcie inovacii. Metoda ALS predpoklada nekorelované Sumy
merania a procesu. Korelécie medzi tymito zdrojmi Sumu sa mdzu objavit’ pri vyuziti identifi-
kacnych metdéd pomocou déa. Rovnako mdzu vzniknlUt pri vzorkovani spojitého systému
s nekorelovanym Sumom.

V tejto kapitole rozSirime algoritmus ALS o odhad korelécii medzi Sumom apridame
modelovanie Sumu typu ndhodna prechadzka, ktory mé integraény charakter. Metdda vycha
dza predovsetkym z [20] anazveme ju gALS, zaj. Generalized autocovariance least—
sguares method.

Definujeme vSeobecne linedrny stochasticky systém s pridanym modelom integra¢ného

Sumu. Integracny Sum sa modeluje pomocou stavu d(t) atvori tzv. ndhodni prechéadzku.

X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + G,d(t) + Gv(t),
d(t+1) =d(t) + v, (t), (3.97)
y(t) = CX(t) + C,d(t) +e(t),

kde n, je rozmer modelu integracného Sumu, n, je rozmer Sumu v(t) a pre jednotlivé ¢leny

plati nasledovné

év(t)u aOu €éQ Sud
= o Nea ., =, vyt ~N(0, Q,). (3.98)
ol il & Rl OO Q)

> (D

U integracného Sumu predpokladame, Ze nie je korelovany so Sumom procesu ani merania.
Pri ponechani matic C, resp. G, nulovych dostaneme &andardny tvar stochastického systé-

mu. Systém v tvare (3.98) zapiSeme do klasického tvaru sdvomi rovnicami tak, Ze zlGcime

stavy arozsirime matice systému. Plati

éA G,U éBu éG 0u —
A=g ‘a0 B=g o G=¢_ o C=£ Cup, (3.99)
g0 I g é0g g0 1§
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O

1
®: D
ooc

0]

1
g
C)g\ c

o
©

é&x(t)u
= A - k
x(t) &in)! w(k)

_ev g

=8, (ol (3.100)

Matica R ostédva v zapise (3.98) g (3.99) rovnaka, preto nezavéddzame pruhovanu kovarianciu
Sumu merania. Systém mdzeme na zéklade rovnosti (3.99) a (3.100) zapisat’ nasledovne

X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + Gw(t),

3.101
y(t) = Cx(t) +€(t). (3100
Kalmanov filter méZeme definovat’ bud’ jednokrokovo alebo dvojkrokovo. Plati
(t+1]t) = AX(t|t- 1) +Bu(t) +K t)(y(t)- CX(t]t- 1)), (3.102)
alebo
%(t]t) =x(t]t- 1) +K, (y) - Cx(t]t- 1)),
W(t|t)=K,(y@)- CX(t]t- 1)), (3.103)
X(t+1]t) = AX(t|t) +Bu(t) + GW(t |t),

kde platia pre zosiInenia nasledovné vzt'ahy

-1

(APCT +GS)(CPCT +R) ",

-1

C"(CPCT +R) ", (3.104)

K
Ky
K,

P
s(cpcT +R)”
aalgebricka Riccatiho rovnica, kde P =P(t|t- 1) = E{(x(t) - %(t]t- 1))()T}

P=APA” - (APC" +GS)(CPCT +R) '(CPAT +G'S')+GQG".  (3.105)
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V d’alSom kroku rieSenia vyuzijeme metdédu ALS z predode) kapitoly. Zhrnieme vzt'ahy, kto-
ré odpovedaju tvaru (3.67)

X(t+1]t) = AX(t|t- 1) +Bu(t) +K (y(t)- CX(t]t- 1)),

X(t +1) = AX(t) + Gw(K),

B B (3.106)
y(t) = CX(t) +et),
kde
ew(k)
A=A-KC, G=[G -K], W(k)=gv(K)y
gek) ¢
Rovnice autokorelacie rozsirengl metddy gALS maju tvar
E{y()9" ()} =CPLC" +R,
(3.107)

E{y(t+))y ()} =CA'PCT +CA"*V,SR- CAI"KR, j21,

kde V, =

x
(D:(D) N
Siga)
o\ C

Ozna¢me hodnotu autokorelacie pre jednotlive casove Useky €, = E{y(t +j)y’ (t)} . Nésledne

definujeme pasovu maticu autokorelacnych funkcii v tvare

R(N)2E . 3 (3.108)
Be G §

kde N je volitel'ny parameter uréujuci maximalny ¢asovy posun autokorelacie. Na vyjadrenie

uvedenej matice R(N) definujeme
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ckého systému

é Cu ¢ 0 0 0 Oy
é~x é a . .
ag CA | S C 0 0 O 60U el
o2&~ 0 ==¢ ° Uoveze 6 Vel (8109
€7 nall € 2n-2 XY enu exu
€A &CA C 0g
— = O - _ O -= ) O
T_Hﬁl( K);ﬁl,, @ Hﬁl( VX)E’ D, ﬁl( V“)B’ (3.110)

kde matica ¢@ mé na zaklade uvedenych predpokladov hodnost’ n. Pomocou matic (3.109) a

(3.110) vyjadrime R(N) nasledovne

X

O 7
sgAQ: 2,

T ROy,
&2 5

R(N)20PO" +®§%QW%DT +®

ofhs;

SOt +T§SQ®T Ly
=l g

(3.111)

Kovarianénu maticu P, nahradime vyrazom, podrobne odvodenym v [20]. Plati

Index , vec* zdoraziiuje aplikovanie operétoravec{ }.Vztah (3.112) dosadime

@)% +A(V, AV, )} Q.
@)%, +A(V,AV,)}Q,

) ?  FA(KAK)R,,

(KAV»S

A(V,AK)] (s7)...

kde A =(0A (9)(|

(n+nd)
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Definujeme jednotlivé prvky v kvadratickom kritériu analogicky k predoSlej kapitole. Plati

1eQ 0 Su
T=vecig0 Q, O,  E=2R(N)
" o Ry
a:% a a, a aSTH‘?LS’
kde plati
a,=(®A®)2  +A(V,AV,),
a=(o,A®,)% +A(V,AV,),
a.=(YAv)2, +A(KAK),
a,=(YA®)2 - AKAV,),
a, =(eAv)2, - A(V,AK)
apermutacna matica & ; matvar
€8, O O§Ag. O o
é e N \lj
ég) I”d OHAg) I”d OHO
%s=€¢ [0 0 I.]JA[0O O I,] G
é - :u
e [0 01]Ag, O Og
e u
g8, 0 OgAfo o I] 4

Kvadratické kritérium mdze mat’ nasledovné tvary

[s :argm;nHax- é

2
’
2

2 =agmjn{|az- 4] +ajz- L]}

vec

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

kde &, je matica v tvare (3.114) a v3etky kovariancie si apriorne zadané. Tvar kritéria

(3.119) umoziuje pomocou kondtanty d kontrolovat’ vzd'al'ovanie rieSenia od pociato¢nych

podmienok. To nam umoZni postupne zlepSovat’ odhad kovariancnych matic a zaroven kon-
trolovat’ ich pozitivnost'. Kritérium (3.119) je vhodné & pre pripady, ked’ matica d je zle
podmienena a vysledok minimalizacie kvadratického kritéria by bol numericky mélo stabilny.
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3.10. Odhad Struktury Sumu

Vo v&etkych uvedenych metédach sme predpokladali zndme matice systému A, B, C, D,
G. Prvé &yri matice mdzeme ziskat’ pomocou identifikacnych metdd. Tieto algoritmy sU
v slicasnej dobe vel'mi dobre prepracované a poskytuju vyborné vysledky aj u zloZitych a ¢a
sovo premennych systémov. HorSia situacia nastdva u matice G stochastického vstupu, ktord
V&Sinou nepozname a je tvar nie je mozné spolahlivo ziskat’ identifikéciou systému. Naviac
identifika¢né metddy potrebuju k dobrému vysledku dostato¢né vybudenie systému, to zna-
mené v3etkych jeho mddov. Pri vySetrovani stochastickych vlastnosti méZzeme pracovat’ len
so Sumom, ktory je v systéme prirodzene pritomny g bez vybudenia. Préave tomuto pristupu
sa venuje vyskum v poslednych niekol’kych rokoch. Pochopenie a presny popis Struktiry Su-
mu ajeho zdrojov vedie k lepSiemu nastaveniu Kalmanovho filtra, ktorého odhady satak mé-
Zu priblizit optimanym. Pri zanedbani podstatnych stochastickych vlastnosti si prakticky
degradované g presné identifika¢né algoritmy, pretoZe optimalita KF zavisi préave na kovae
rian¢nych maticiach popisujucich Sum.

Metody odhadu kovarianénych matic obvykle neodhaduju priamo kovarianéni maticu Q,
ale GQG', ¢o zodpoveda nezohladneniu &ruktiry stochastického vstupu. Naviac, v tomto
pripade uréenie GQG' nie je jednoznacné. Ukazuje sa, Ze aj systémy vySSich réadov byvaju
zatazené zdrojmi Sumu, ktoré mézu mat’ nizky rozmer. Vyznamnou Ulohou v obore odhadu
vlastnosti Sumu je preto identifikacia Struktary jeho zdrojov. Jedna z metdd je popisana v [16]
a[20].

UvaZzujeme stochasticky systém v Standardnom tvare

X(t +1) = Ax(t) + Bu(t) + Gv(t), (3.120)

y(t) = Cx(t) +et),
kde matica G mé p stipcov, Gomu odpoveda p nezévislych zdrojov Sumu s kovarianciou Q.
V pripade, Ze matica G nie je znama, teda nepozname Struktaru Sumu, algoritmy z predoslych
kapitol vrétia odhad GQG', oznatme Q. . Matica Q. bude mat’ p nenulovych singulérnych
¢isel azvydné priblizne nulové. Na zistenie Struktdry Sumu mbdZeme vyuZit' rozklad SVD.
Ciel'om ulohy je ziskat’ odhad Q tak, aby mala ¢o ngjmenSiu hodnost’. Hodnosti odpovedaju

nezévislé zdroje Sumu. Komplikéciou tohto pristupu je celociselnost’ hodnosti matice. Ak by
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sme chceli formulovat’ tento problém v3eobecne, dostaneme NP-tazkd ulohu, ktora nie je
rieSitel’na v polynomidlnom ¢ase. VyuZijeme poznatok, Ze hodnost’ matice je rovna poctu ne-
nulovych singularnych ¢isel. Minimalizéciu celo¢iselnej hodnosti nahradime minimalizéciou
stopy matice. Stopa matice je slcet jg vlastnych ¢isel. Do kritéria (3.119) doplnime stopu
matice, dostaneme

Z =arg m;n{”d.‘l - &Hz +d |- L[+ 9;:(} , (3.121)
kde & je permutacna matica obsahujuca nuly ajednotky tak, aby platilo
2L=1r(Q),

& obsahuje nezndme prvky kovarianénych matic podra definicie (3.114) aebo (3.80). Do
kvadratického kritéria (3.121) pribudol véhovy koeficient r . Ziskanie optiménych hodnot
koeficientov d, r je predmetom sticasného vyskumu. Urgity odhad hodnbét mbZeme ziskat’
bud’ pomocou apriérnych znalosti 0 Sume ajeho zdrojoch alebo pomocou zobrazenia zavis-
losti kritéria na vol'be hodnoty r . Cielom je nastavenie r tak, aby kritérium vzrastio ¢o

najmenej, zatial’ ¢o hodnota stopy matice poklesne vyznamne. Tento postup sa nazyva metdda
L—krivky a je blizSie popisany v [16].

Po vyrieSeni tlohy minimalizacie kritéria (3.121) ziskame nasledovnl maticu, ktoru rozlozi-
me pomocou SVD

éGQG™ GSU e, OuéGlu
e 07[e el e o (3122
§S'G" Ry é0 Z,08G,q

kde X, predstavuje priblizne nulové singularne ¢isla. Potom plati

Ve T N

u
SGS?CST C;Sg »G,XG I ) (3.123)
e u
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Rozdelime vysledni maticu G, na Sum procesu a Sum merania a dostaneme systém v tvare

X(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + G ,w(t),

y(t) = Cx(t) + G,w(t), (3.124)

o , . éG,, U
kde Sum w(t) makovarianciu £, a G = gGll 0.
12

o\ C

3.11. Zhrnutie metéd odhadu kovarianénych matic

V predoslych kapitolach sme zd6raznili doleZitu vlastnost’ autokorelacnej funkcie inovéa-
cii, ktorou je linedrna zavislost’ na neznamych parametroch Q, R. Ta&o skuto¢nost’ umoziuje
definovat’ analytické rieSenie problému. Mnoho autorov postupovalo v h'adani neznamych
kovariancii inou cestou. Spolo¢nym znakom tychto metdd je ich vySSia zloZitost” a vysledok
vo forme nelinearnych vztahov. Tie st nésledne rieSitel’né numerickymi metédami, ktoré do
celkového algoritmu zavadzaju d’alSiu vypodétova a ¢asovu zloZitost'. Metdda popisané v [18]
je prikladom algoritmu, ktory obsahuje mnoZstvo nelinedrnych vzt'ahov a postup vyust'uje do
rieSenia linedrnych maticovych nerovnosti, ¢o je sama o sebe pomerne zlozita Gloha. Dal&im
vyraznym nedostatkom uvedeného algoritmu je predpoklad diagondnych kovarian¢nych ma-
tic Sumu. V redlnych spojitych sistavéch plati, Ze Sumy ¢asto korelované nie s, ale ako bolo
zdoéraznené pri metdde gALS, korel&cie sa objavia vzorkovanim, alebo pri identifikacnych
metddach na zéklade vstupno—vystupnych dét. V tychto pripadoch nie je dobré korelaciu Su-
mu zanedbat’, pretoZze mdzeme dospiet’ k vyrazne neoptimalnemu rieSeniu. Autori Rajamani
aRawlings vytvorili inQ, jednoduchSiu, formuléciu metédy ALS, ktord sme nazvali scALS.
Obsahuje menej Kroneckerovych produktov, ¢im vyrazne zlepSuje numerické viastnosti a
predovsetkym zniZuje pamét'ové naroky. Uvedeni autori ukézali priestor na d’alSie zlepSenie
agoritmov vyuzivajlcich linearnu zévislost Q, R na autokorelécii inovécii. DalSie perspektivy

vyskumu Vv tejto oblasti budl diskutované v zavere.
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4. Testovanie metod odhadu kovarianénych matic Sumu

V tejto kapitole sa budeme venovat’ implementécii a porovnaniu uvedenych metod odha-
du kovarianénych matic Sumu. Porovnanie bude zaloZené na presnosti vysledkov, ¢asovej
avypoctovej zlozitosti. Zaroven v niektorych pripadoch presnejSie popiSeme metody kvadra-
tického programovania, ktoré boli v predoSlej kapitole diskutované len minimélne. Na testo-
vanie metédy scALS a gALS boli vyuzité g kody zo stranky [26] autorov Rajamaniho a Raw-
lingsa

Na testovanie jednotlivych metéd vyuZijeme nasledovnu trojicu systémov. Jednotlivé pa-
rametre budu v pripade potreby mierne modifikované. Systémy si volené od najjednoduch-
Sieho skaldrneho az po zloZitejSi MIMO. Popisy (4.2) a (4.3) st prevzaté z ¢lankov [23], [12],
kde slizili ako testovacie systémy.

Jednoduchy skalarny systém
x(t +1) =0,8x(t) +v(t)

(4.1)
y(t) = x(t) +e(t).
Systém tretieho rédu s jednym vystupom
€1 0 Olu élu
_é a & U
x(t+1) = @0 0,2 qu(t)+glqv(t) @2
g0 0 03 &l
y(t) =[01 0,2 0]x(t)+elt).
NajzlozitejSi testovany systém je piateho rédu s dvomi vystupmi a tromi zdrojmi Sumu.
€,75 -174 -03 0 -015u € 0 0y
€0,09 091 -0,0015 0 -0,008; 90 0 of
x(t+1)=€é 0 0 09 0 0 Ux(t)+é& 0 odv(t)
e u e u
§0 0 0 05 0 G éo 1 0@ (4.3)
€0 0 0 0 0,905 €0 0 1f
6l 0 0 0 1y
t)=a X () + ().
y(t) %)10103() e(t)
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Kazdy zo systémov otestujeme s niekol’kymi r6znymi nastaveniami. V prvom pripade
bude nastavenie filtra optimalne, teda apridrne matice budl odpovedat’ skuto¢nym kovarian-
ciam sumu. V d’alSich pokusoch bude apridrne nastavenie volené neoptimélne v r6znych
kombinaciéch. Porovndme vysledky vSetkych pripadov. Tento systém testovania ukéze, ¢i
dochédza k zlepSovaniu odhadu, ak sa blizime k optimdnemu nastaveniu. Pokial' sa odhad
Zlepduje, je mozné filter adaptovat’ na odhadnuté kovariancie a cely proces opakovat'. Kazda
metdda prebehne opakovane 100—krat atento Statisticky stiibor sa vyhodnoti z pohl'adu stred-
nej hodnoty, medianu a rozptylu.

Skuto¢né, hradané, matice Sumu budeme oznacovat’ indexom ,,s*. Matice Q, R bez inde-
Xu predstavuju matice odhadnuté danou metédou. Index ,,0“ oznatuje apridrne nastavenie.

4.1. Mehrov test optimality Kalmanovho filtra

Test optimality KF sme popisali v kapitole 3.1. Je zaloZeny na uréeni bielosti postupnosti
inovécii. Pokial’ inovécie tvoria biely nekorelovany sum, KF pracuje optimélne. Ulohou tohto
testu je urcit’ optimalitu pomocou autokorelécie inovacii. Upresnime, Ze testov bielosti existu-
je niekol’ko. V tejto kapitole overime vlastnosti algoritmu, ktory uverejnil Mehrav [11].
Nastavenie zvolime nasledovne, N =2000 amaximalny pocet krokov posunutia autokore-
latngj funkcie je 100. Test optimality opakujeme na 100 nezévislych pokusoch, ktorych tatis-
tické spracovanie je uvedené v tabul’ke Tab. 4-1.

Z taburky vidime, Ze test je pomerne spolahlivy, ale vyZaduje niekol’ko opakovani na
ziskanie dostatocne presného vysledku. Smerodajna odchylka vysledkov je vo v&etkych pri-
padoch priblizne rovnaka, mbZeme povedat, Ze test je robustny pre rézne nastavenia
Z minima v jednotlivych pripadoch vidime, Ze v niektorych pokusoch test vréti vysledok ,,op-
timalne" hoci nastavenie je neoptimélne. Prave z tohto dévodu je nutné test niekol’kokrét opa-
kovat’ a vyuzit' v&cSiu mnozinu dat.

Posledny riadok tabul’ky je zaujimavy tym, Ze vysledky pre toto nastavenie st takmer to-
tozné s prvym riadkom napriek tomu, Ze apriorny odhad sa vyrazne |iSi od skuto¢nosti. Dévod
tohto vysledku je ten, Ze inovécie nezavisia priamo na kovarian¢nych maticiach, ale na zosil-
neni K, ktoré zavisi predovsetkym od pomeru medzi Q, R.
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Systém (4.1)
Tab. 4-1
. . 1,96
% z|p,|. vintervale +~—
N R A Y P N
m/ median/ min / max /s
1 1 1 1 431/ 40/ 00/ 90/ 2,06
1 1 1 2 596 /60/ 10/ 120/ 241
1 2 1 1 6,58/ 70/ 20/ 18,0/ 2,62
4 1 20 1 750/ 70/ 20/ 17,0/ 2,79
1 10 1 10 475/ 40/ 10/ 12,0/ 2,20

Pre porovnanie ur¢ime zosilnenia v oboch pripadoch nastaveni nariadku 1 a5 z Tab. 4-1

Q=1R=1
'P =dare(AT,C", Q, R)=1,37 (4.4)

K =AP,C(CPCT +R) " =0,4624

Q=10, R =10
P, =dare(AT,C", Q, R)=13,70 (4.5)

K =AP,C(CPCT +R) " =0,4624

Z tychto vysledkov je zrejmé, Ze pri oboch r6znych apriérnych nastaveniach je vysledné zo-
silnenie zhodné a tym budi obdobne rovnaké g postupnosti inovécii. Apriérne nastavenie nie
je optimélne, ale zosilnenie je takmer optimélne. Vysledok testu bielosti méZzeme oznxit’ za
spravny.

V nasledujucich grafoch ukéZeme autokorelacné funkcie pre optimalne aneoptiméne

apriérne nastavenie. Vodorovné cierne ¢iary oznacuju hrani¢né hodnoty ilT?\IG . Na prvom

obrazku je zobrazeny priebeh podla prvého riadku Tab. 4-1.

! Funkcia dare v Matlabe rie§ algebraicki Riccatiho rovnicu.
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Zobrazenie autokorelacnej funkcie inovacii
.

2.5

0.5+ ,

hodnota autokorelacie
=

-0.5 L L L L L L I L

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
posunutie k
Zobrazenie hodnot normovanej autokorelacie
0.06
0.04 - -

0.02+

- TR e

posunutie k

Na druhom obrézku vidime, Ze tri hodnoty prekrocili hranicu ilT?\IG’ to ¢ini 3%. Postupnost’

inovécii mbzeme prehlasit’ za biely Sum. Na d’alSej dvojici obrazkov vykreslime rovnaké
priebehy pre &vrty riadok z tabul’ky Tab. 4-1.
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Zobrazenie autokorelacnej funkcie inovacii
30 T T T T T T T T

20 7

15+ 8

hodnota autokorelacie
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Zobrazenie hodnot normovanej autokorelacie
0.25 T T T T T T T T T

0.2r 4

0.15- 4

0.05¢ i

o ?j%ll%mww LMHN ﬂ ll 3| @Q&ﬁ

-0.05+ -

_O. 1 I I L I L L L L L
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posunutie k

Na druhom obrézku vidime, Ze az 12 hodn6t prekrocilo hranicu +— to ¢ini 12%. Kalma

N

nov filter nie je nastaveny optimalne.

Mehrov test optimality patri do skupiny &tatistickych testov bielosti. Tieto testy pracuju
na réznych principoch a je ich niekorko sréznymi vlastnostami. Mnohé testy bielosti alebo
testy nezavislosti prvkov byvaju si¢astou Statistickych balikov matematickych softvérov.
Testy bielosti postupnosti inovéacii patria medzi vyznamnu cast” adaptivnej filtrécie, pretoze
umoznuju overit’ optimalitu filtra a kvalitativne zhodnotit’ odhady kovariancnych matic. Ked*-
Ze tieto testy sl pomerne prepracované avysvetlené v matematickych publikéciach, v tgto

kapitole venujeme problematike testov optimality len okrajovi pozornost’.
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4.2. Mehrova metdda odhadu Kalmanovho zosilnenia pomocou

maximalnej vierohodnosti

Té&to metdda je odvodena v [10] bez uvedenia prikladu. Samotné odvodenie predpoklada
pomerne zna¢né zjednodu3enie nelinearnych vzt'ahov av konecnom dosledku vedie na Ne-

wtonovu iteraénli metddu vypoctu. Zopakujme vysledné vztahy

g(t) =y(t)- Cx(t[t- 1),
X(E+1]t) = A(X(t|t- D+K (t)e(t)) +Bu(t),

TR(t+1]t) Tx(t|t- 1)
W—A(I - K(t)C)WHi’ja(t),
A AT ..
A(t+1)=A(t)+tr§%“X(”il.“) T (L41lt) o 0 (4.6)
&KUY T g
& % (t+1]t) ;0
t+1) =g(t) + trce(t) ———~C' =,
gt+D=9(t) gs() K .

KM (t+1) =K" (t) + Ay 0t +1).

Pri pohl'ade natreti vyraz vidime, Ze stabilita tejto diferen¢nej rovnice zavisi od odhadované-

ho zosilnenia. V prvom kroku méZeme uvaZzovat' zosilnenie nulové apri stabilngj matici

T®(t+1]t)

A bude stabilny aj treti vyraz a hodnota T bude zavisiet nainovécii &(t) , takZze mo-

Ze nadobudat’ 'ubovol’né hodnoty. Pri optimalnom filtri to bude biely Sum. Této hodnota sa
nasledne vyuzije na vypocet premennych A(t+1) a g(t+1). Ztejto jednoduchej Gvahy je
vidiet, Ze hodnota zosilnenia v kroku k+1 mb6Ze nadobudat’ 'ubovolné hodnoty. Tym uz

T®(t+1]t)

v druhom kroku méZze byt vyraz A (I - K (t)C) nestabilny. Hodnota i zaéne diver-

govat’ a nésledne diverguju aj obe premenné A(t+1) a g(t +1).
Autor v ¢lanku uvédza, Ze konvergencia filtra v ¢ase vzniku metddy nebola dokézana. Pri
testovani sa vS&ak nepodarilo ngjst’ ani jeden systém, s ktorym by algoritmus urcil spravne zo-

silnenie a nedivergoval.
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4.3. Mehrova metdda s vyuzitim korelacie vystupu

Té&to metdda umoziuje jednoznaény odhad kovarianéne] matice R a zosilneniaK . Maticu
Q nie je mozné odhadnut’ jednoznacne. Algoritmus zostavime podra kapitoly 3.3. Na vypocet
korelécie vystupu vyuZijeme zmerané déta o dizke 400. Statistické spracovanie odhadov je
urobené na vzorke 100 opakovani.

Vzt'ah (3.16) pre vypocet matice IT je kontrahujlice zobrazenie, ¢o sa da ukazat’ vykres-
lenim grafu v jednorozmernom pripade. Tento fakt mdzeme vyuZit’ pre ngdenie rieSenia tejto

rovnice a nasledny vypocet K. Pociatocna podmienka iteratného vypoctu musi byt volena
v oblasti vy&ich ¢isel ako je singularny bod funkcie, teda bod, kde vyraz (I, - CIICT )'1 je

singulérna matica, pretoZe funkcia nie je konvexna na celom intervale. Ako pociato¢ni hod-
notu IT volime diagondlnu maticu s prvkami s hodnotou 200. Vysledok iteracného vypoctu je
mozné overit’ jednoducho dosadenim.

Prvy riadok Tab. 4-2 je nastavenie jednotkovych matic Sumu a optimalny apriorny odhad.
V druhom riadku sa apriérny odhad 1isi od skutocnosti o rad. V tretom riadku odhadujeme

malé skutoéné kovariancie.

Systém (4.1):
Tab. 4-2
R R K ) )
s 0 Qs Q s m/ median/s m/ median/s

1 1 1 1 |0462| 154/ 153/ 0,093 0,94 / 0,25/ 7,59
1 10 1 20 | 0462 | 1,556/ 1,56 / 0,077 —7,75 1 0,19 / 57,54
0,1 1 0,2 1 0568 021/021/ 0,013 0,783 / 0,395 / 3,18

V taburke mézeme pozorovat’, Zze odhad matice R ma maly rozptyl, ale je vychyleny. Tato
vychylenost’ ostava priblizne na Grovni 50% aj v pripade odhadu Sumu s vySSou kovarianciou
napr. 10. Odhad zosilnenia K je takmer Uplne nevyhovujuci a predovietkym si mozeme vsim-
nat znatné rozptyly vo vsetkych pripadoch. Takto vysoky rozptyl zapricinuju ojedinele sa
vyskytujuce odhady v Urovni hodnét +500 (a.j. tzv. outliers). To, Ze tychto vyrazne chybnych
hodnét je malo, rédovo jeden alebo dva, je vidiet' z vel’kého rozdielu aritmetického priemeru
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amediadnu. U odhadu R st priemer a median pribliZne totoZzné. Jednou z moznosti ako zlepsSit’
vysledky je odstrénenie vyrazne chybnych hodnét, leZiacich mimo interval (-3s,3s)
a odhad matic opakovat’. Vysledky ukazuje tabul'ka.

Tab. 4-3

R K
m/ median/s m/ median/s

1 1 1 1 |0462| 154/ 153/ 0,093 0,016 / 0,17 / 1,76
1 10 1 20 | 0462 | 1,556/ 1,56/ 0,077 1,14 / 0,05 / 7,38
0,1 1 0,2 1 0568 021/021/ 0,015 0,812 / 0,404 / 3,49

Vidime, Ze odhad zosilnenia K sa zlepsil, ale okrem pripadu malych skuto¢nych kovariancii
je stéle nevyhovujuci. Vysledok nezlepsi ani dihai interval pre vypocet autokorelécie. DalSou
moznostou spresnenia vysledku je vyuzitie v&cSieho mnozstva dé. V predodych skiskach
boli matice odhadnuté jednorézovo. V nasledujlicom postupe nechame algoritmus odhadovat’
matice v kazdom kroku z histérie 1000 predoslych krokov. Vysledny odhad ur¢ime ako prie-
mer vysledkov za tento interval. Cely postup opakujeme obdobne ako v predchéadzajlcich
pripadoch 100—krat az udajov zostavime &tatistické hodnotenie. Vysledky zhriuje tabulka.

Tab. 4-4

R K
m/ median/s m/ median/s

RS RO QS QO KS

1 1 1 1 |0462| 155/ 154/ 0,060 0,443 / 0,442 / 0,040
1 10 1 20 | 0462 | 156/ 1,56 / 0,074 0,443 / 0,445 / 0,043
0,1 1 0,2 1 ]0568| 021/021/ 0,011 0,528 / 0,531 / 0,041

Vysledky v poslednej tabul’ke st vyrazne presnejSie ako u predoslych dvoch testov. Median je
priblizne zhodny s aritmetickym priemerom, teda metdda nevracia Ziadne vyrazne chybné
odhady. Smerodajné odchylky u jednotlivych nastaveni st priblizne zhodné a hodnotou vel'mi

priaznivé. Zaroven vidime, Ze testovany algoritmus je robustny pre rézne nastavenia. Nevy-
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hodou opét’ ostal vyrazne vychyleny odhad kovarian¢nej matice R. Dévodom tohto vysledku
je vyuZitie len jedného kroku oneskorenia u autokorela¢nej funkcie.

V pripade skalarneho systému je tato metéda vyhovujlca pre vypocet Kalmanovho zosil-
nenia. Pre ziskanie dobrého vysledku viak musime mat’ k dispozicii dostato¢né mnozstvo dat.
V poslednom testovani bolo vyuzitych az 2000 vzoriek.

Systém (4.2):

Na vypocet matice R vyuzijeme analogicky k predoSiému testovaniu priemerovanie za ¢asovy
interval 1000 krokov.

Tab. 4-5

N N R Ky
m/ median/s m/ median/s

1 1 1 1 |0058| 1,08/ 1,09/ 0,058 0,63 / 1,00 / 28,78
1 10 1 20 |0,058| 1,07/ 1,07/ 0,064 -0,16 / -1,49 |/ 27,37
0,1 1 0,2 1 |0106| 0,12/ 0,12 / 0,005 -0,31 / 1,70 / 26,51

Odhad kovarian¢nej matice R je vyhovujuci a pre rézne nastavenia robustny. Odhad zosilne-
nia K je absolitne nevyhovujuci, predovdetkym kvoli velkému rozptylu vyslednych hodnét.
V tabulke je uvedeny len prvy prvok zosilnenia, vysledky ostatnych prvkov boli podobné,

Systém (4.3)

V poslednom pripade sme testovali algoritmus na systéme rédu 5 s dvomi vystupmi. Od-
had matice zosilnenia je opa’ nevyhovujuci, preto vysledky nie sl zapisané v tabulke.
Z odhadu prvkov matice R a prislusnych tatistik je vidiet', Ze odhad nie je optimalny ale po-
merne robustny. Na dosiahnutie tychto vysledkov je viak potrebné velké mnozstvo dat, ¢o
prediZzuje dobu vypodtu. Dalsim faktorom spomal’ujlicim algoritmus je iteraény vypocet mati-
ce II. Tuto metddu je mozné vyuZit' na hruby odhad kovariancie Sumu merania.
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Tab. 4-6
Re | Ro | Q[ Q m/me:;an/s m/mezl?an/s m/me:;?an/s
u, | u, | u, [ 1, |1,73/1,72/0087 | 0,17/0,17/0,095 | 1,65/ 1,65/ 0,069
1, [101, | 1, [201,]1,73/1,74/0,090 | 0,15/0,15/ 0,087 | 1,65/ 1,65/ 0,085
o, | u, {02, 1, |0,25/0,25/0,014 | 0,03/0,03/0,013 | 0,23/0,23/0,011

4.4. Mehrova metoda zlepSovania zhody kovariancie

V tejto kapitole kratko okomentujeme metédu zlepSenia zhody kovariancie popisanu
v kapitole 3.4. Metéda vyuZiva kovarianciu inovécii na uréenie matic Q, R. Podmienkou pre
vypocet matice Q je plna hodnost’ vystupnej matice systému C. Kovarian¢ni maticu R je
mozné ur¢it’ podl'a nasledovného vzt'ahu

R =ﬁ§ e(t-i)e(t-i)T - CP(t]t- 1)C .

i=1

(4.7)

UZ samotny autor v ¢lanku uvéadza pochybnosti nad konvergenciou tejto metody. Na zéklade
testovania mézeme prehlésit’ metddu za Uplne nepouzitel'nd. Odhad matice Q vychédzal uz
pri systéme druhého radu negativne definitny. Stredna hodnota matice R podl'a vzt'ahu (4.7)
vysdla rovnako zgporna s rozptylom priblizne 1. Hlavnym problémom metédy je, Ze vyuZiva

vel’'mi malé mnozstvo informécie z inovacii.

75



Odhad kovarianénych matic Sumu linedr neho stochastického systému

4.5. Metoda odhadu optimalneho zosilnenia (Carew, Bélanger)

Metdda odhadu optimalneho zosilnenia bola popisana v kapitole 3.5. Odhaduje priamo
Kalmanovo zosilnenie pomocou autokorel&cie inovacii bez predchadzajiceho uréenia kova
rianénych matic. Na testovanie pouZijeme nastavenie N =1000 predstavuijtice dizku dat pou-

Zitych autokorel&cii inovacii.

Skalarny systém (4.1)
Tab. 4-7
Q Q R R K K
s 0 s 0 ont m/ median/s
1 1 1 1 0,462 0,457 / 0,456 / 0,031
1 20 1 10 0,462 0,459 / 0,463 / 0,029
0,2 1 0,1 1 0,568 0,563 / 0,563 / 0,032
20 1 4 1 0,568 0,564 / 0,565 / 0,034
Systém (4.2)
Tab. 4-8
Q Q R R K K
s 0 s 0 ont m/ median/s

0,057 0,930 / 14,73 / 0,720
1 1 1 1 0,057 -0,373 / 7,37 | -0,274
0,087 0,747 | 14,26 / 0,253

U jednoduchého skaldrneho systému vidime vel'mi presné vysledky odhadu s malym rozpty-
lom. V druhgj taburke st vysledky systému tretieho rédu s jednym vystupom. Je vidiet, Ze
smerodajné odchylky st rédovo vé&sSie ako hodnoty optimalneho zosilnenia. UZ pri zvoleni
spréavnych apridrnych hodnét tdo metdda zlyhava. Vysledky nezlepsi ani pouZitie omnoho
va:Se| sady dét, napr. N =6000.
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Systém (4.3)
Tab. 4-9
gK opt Hn :zﬂ
Qs Qo Rs RO éK opt le -
, N k31
& o, m/ median/s

0,206 0,196 / 0,197 / 0,067
2 —0,025 -0,032 / 0,031 / 0,049
0,188 -0,129 / 0,153 / 0,239

Tab. 4-9 obsahuje len jedno nastavenie, pretoZe porovnanie tymto spdsobom je pomerne zlo-
Zité. Metdda dava uspokojivé vysledky pre vSetky nastavenia apriérnych hodnét. Vel'kou vy-
hodou tejto metody je, ze poskytuje kvalitativne hodnotenie vysledku, ktorym je matica P,
definovana vztahom (3.24). Je to kovarianénd matica odchylky optiméneho odhadu od
apriérneho. Tuto maticu pocita algoritmus itera¢ne spolu s odhadom optimélneho zosilnenia.
Mierou kvality odhadu mdze byt stopa matice P,. Informécia ulozena v tejto kovarianénej
matici je podrobna v tom, Ze jegj diagondlne prvky vypovedaju priamo o rozptyle odhadu jed-
notlivych stavov. Postup vyuzitia matice P, je nasledovny. Nastavime filter na apriorne hod-
noty Q,, R,aodhadneme zosilnenie K. Adaptujeme filter na nove zosilnenie a odhad opaku-
jeme. Matica P, ktort dostaneme, je kovarianciou rozdielu optimalneho odhadu a odhadu
ziskaného so zosilnenim K uréenom v predoSlom kroku. Pri d'alSej adaptécii mdZeme podl'a
zmeny velkosti stopy matice P, rozhodnit, ¢i doslo k zlep3eniu odhadu K alebo nie.

Pri testovani algoritmu so systémom (4.2) sme ukazali, Ze algoritmus zlyhava aj pri opti-
malnom apriérnom nastaveni. Tento fakt rozozname prave podla matice P,, ktorej stopa do-
sahuje hodnoty okolo 5000, pricom napriklad u systému (4.3) sa pri optimalnom nastaveni
pohybuje rédovo okolo hodnoty 1.

Metodatestovana v tejto kapitole odhaduje priamo optimélne Kalmanovo zosilnenie. Ko-
varianéna matica P,, ktora je suc¢astou odhadu vypoveda o kovariancii odchylky medzi opti-
ménym aapriérnym odhadom. Ta&to matica umoznuje kvalitativhe zhodnotenie ziskaného
odhadu na z&klade verkosti jej stopy. Ako sme ukazali na testovani systému (4.2) algoritmus
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na niektorych systémoch zlyhava. Nespravne vysledky mézeme rozpoznat’ na zéklade vysokej
hodnoty stopy matice P,. Optimalnou hodnotou matice P, po adaptovani filtrana optimalne

zosilnenie je nulova matica.
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4.6. Bélangerova metoda odhadu kovarianénych matic Sumu

Metdda bola publikovana v ¢lanku [23] abola jednou z prvych metéd umoZziujucich od-
had kovarianénych matic, nielen zosilnenia. Algoritmus je podrobne odvodeny v kapitole 3.6.
Medzi jeho vstupné parametre patria bdzové kovariancné matice. Vysledkom st koeficienty
linedrnej kombinécie bazovych matic pomocou ktorych je mozné uréit’ kovariancie. UZ sa
motny princip pouZitia bdzovych matic vytvéra problém, ako volit' bdzové matice. Nastavenie
algoritmu je kl'd¢ové pre ziskanie uspokojivého vysledku. UZ pri skalarnom systéme ukéze-
me, Ze volba bazovych matic vyrazne ovplyviuje vysledok atym pouZzitie celej metody.
V tabul'ke uvedieme pod sebou vSetky bazové matice. Pociatocny vektor a,vo vztahu (3.62)
ponechame vo vSetkych pripadoch jednotkovy. Maximélne posunutie pri vypoéte autokorela-
cieinovacii jeL =10 a ¢asovy horizont odhadovania je 1000 krokov.

Tab. 4-10
Q R
Qs Q. Rs Ry m/ median/s m/ median/s
1 1 1 1 1,26 / 1,26 / 0,056 1,26 / 1,26 / 0,056
1 20 1 10 6,70 / 6,80 / 0,286 3,50/ 3,41/ 0,143
0,2 1 0,1 1 0,43 / 0,43 / 0,017 0,43 / 0,43 / 0,017
20 1 4 1 13,44 / 13,34 / 0,861 13,44 / 13,34 / 0,861

V taburke vidime, Ze pokial’ si matice Q, R zhodné, odhad je prijatelny. Tuto skuto¢nost’
vSak v praktickych dlohach nie je mozné predpokladat’. Pokial’ sa matice liSia, koeficient line-
arngl kombinécie predstavuje urcity kompromis medzi chybami u oboch odhadov. To je vi-
diet’ predovSetkym v poslednom riadku tabul’ky. Metdda pocita vysledny vektor a iteracne,
takZe zvy3enim ¢asového horizontu vypoétu sa vysledok spresni. Vysledky metédy pre krat-
Sie sady dat vykazuji vass rozptyl hodndt. Pre porovnanie, s dizkou dét 100 st rozptyly vy-
slednej matice Q, analogicky k predoSlej tabulke nasledovné 0,170; 0,861; 0,056, 2,699.
Z tohto porovnania vidime, Ze metdda poskytuje pomerne dobré vysledky aj pre malé sady
dét. Srastlicou dizkou dét sa odhad spresiuije.

V d’alSom testovani vyskuSame dve dvojice bazovych matic.
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Tab. 4-11

Q]_ Rl Q R

Q. R, m/ median/s m/ median/s
Q, R,
1 1

1 L 1 L 1,46 / 1,46 / 0,051 1,46 / 1,46 / 0,051
20 10

1 L 1 L 0,81/ 0,82 / 0,143 2,30 / 2,31 / 0,226
2 1

0,2 0,1 0,21 / 0,21 / 0,030 0,18 / 0,18 / 0,051
0,1 0,1
5 1

20 o1 4 o1 23,67 / 23,85 / 3,698 3,75/ 3,72 | 6,064

Vysledky v predoslej taburke méZzeme zhodnotit’ ako uspokojivé, predovsetkym pokial’ ide
o rozptyl ziskanych hodnét. Za pozornost’ stoji posledny riadok tabul’ky, ktory ukazuje odhad
pomerne vel'mi odlisnych kovariancii. Pokial’ méme apriérnu informéaciu o Sume, napriklad,
Ze 3um merania ma 5kra V&S rozptyl ako Sum procesu avyuZijeme tieto poznatky
v nastaveni algoritmu, vysledok je prijatelny. Vysoky rozptyl u odhadu R naznaiuje, Ze je
potrebné odhad opakovat’, alebo vyuZit’ vacSiu sadu dat. Pre porovnanie uvedieme, Ze pri da-
tach (inovéciéch) o dizke 2000 sa zniZi smerodajna odchylka odhadu Q v poslednom riadku
Tab. 4-11 na 2,521 a smerodajné odchylka odhadu R sa znizi na 4,622.

V nasledujucom kroku testovania overime posledny riadok Tab. 4-11 sr6znymi aprior-
nymi hodnotami a dizkou dét 2000. Apridrne informécie budeme volit’ rozne empiricky.
Z taburky Tab. 4-12 mdZeme pozorovat’, Ze vorba bdzovych matic ma zasadny vplyv na vy-
sledok. Pri ,,nesprdvnom* nastaveni je odhad dokonca zaporny (negativne definitny), ¢o je
Uplne zly vysledok. ZlepSenie uvedenych vysledkov nenastalo ani pri pouziti styroch dvojic
bézovych matic a zdvojnésobeni konstanty L na hodnotu 20.
Zasadnou otazkou pre pouZzitie tohto algoritmu je ako zvolit’ , spravne” apridrne bédzové mati-
ce. Tato Uloha je nerieSitel’na pokial’ nemame Ziadne znalosti 0 Sume. Ani autor ¢lanku prof.
Bélanger neuvadza Ziadne pravidla ako volit’ bazové matice. Na z&klade tohto konstatovania
mbzeme zhodnotit’ metédu ako t'azko pouZitel'nl na proces, o ktorom nemame Ziadne infor-

mécie.
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Tab. 4-12

Q]_ Rl Q R

Q. R, m/ median/s m/ median/s
Q, R,
1 1

20 4 13,26 / 13,23 / 0,457 13,26 / 13,23 / 0,457
0,1 0,1
10 1

20 4 16,41 / 16,60 / 4,467 20,97 / 22,16 / 9,330
0,2 0,1
2 1

20 4 4 L 26,21 / 26,21 | 2,46 1,21/ 1,58 / 3,750
20 0,1

20 o1 4 10 26,36 / 26,04 | 2,247 2,10 / -1,69 / 3,140

Metodu otestujeme d’alej na systéme (4.2) s dvojicami badzovych matic. Aj na tejto testovace]
sade vidime, Ze pri odhadovani kovariancii, ktoré st priblizne rovnaké a pri vor'be spravnych
kovarianénych matic, ziskame prijatel'né hodnoty. Riadok 2 a4 v3ak naznaduju, Ze pri zloZi-
tegjSich podmienkach metéda prakticky zlyhava.

Tab. 4-13

T N ° i
Q, R, m/ median/s m/ median/s
1 1

1 L 1 L 1,00 / 1,00 / 0,039 1,00 / 1,00 / 0,039
20 10

1 L 1 L -0,12 / 0,04 / 7,746 1,11 / 1,09 / 0,713
2 1

0,2 01 0,30 / 0,28 / 0,765 0,09 / 0,09 / 0,071
01 01
5 1

20 o1 4 o1 57,63 / 60,50 / 40,840 0,58 / 0,21 / 3,750
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V podednej casti tejito kapitoly otestujeme metddu na systéme (4.3), ktory bol uvedeny
v ¢lanku [23] (v tomto ¢lanku bola pouzitd matica G, ktord mala namiesto jednotkovych prv-
kov ¢isla 24,6; 0,83 a1,83). KedZe sa jedna o pomerne zloZity systém, zvySime mnoZstvo
pouZzitych d& na hodnoty L =20, konvergenciu budeme sledovat’ na intervale 3000 krokov.

Spréavne kovariancné matice si jednotkové. Apriorne bazové matice S0 nasledovné
Q,=diag(0,25,0,0), Q,=diag(0;0,50), Q,=diag(0;0;0,75), Q,=Q,=0,

R,=R,=0, R, =0, R, =diag(0,4; 0), R, =diag(0; 0,6).

Konvergencia odhadu matice Q
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V predoSlych dvoch obrézkoch vidime, Ze odhady vSetkych prvkov kovarianénych matic
konverguju k sprdvnym hodnotdm asi relativne vel'mi presné. Tento priklad dokazuje, Ze
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vor'ba vhodnych bézovych matic méZe zabezpegit' spravny odhad @ pre zloZitejSie systémy.
Pre jednotkové skutocné matice Sumu dava t&o metdda vel'mi dobré vysledky & pre rozne
bézové matice.

Otestujeme metédu  snasledovnymi  kovarianciami  &umu  Q=diag(0,1; 4;,6) a
R=diag(0,1; 2) abdzovymi maticami vtvare Q,=diag(%0;0), Q,=diag(0;1 0),
Q,=diag(0;0;1), Q,=Q,=0, R,=R,=0, R, =0, R,=diag(% 0), R, =diag(0;1).
Vysledné grafy sl
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Na obrazkoch vidime, Ze metdda ur¢i hradané kovariancné matice s MIMO systémom piateho

rédu uspokojivo presne. Problémom s prvky r,; a g, ktoré maju hodnotu 0,1 a st radovo
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menSie oproti ostatnym diagondnym prvkom skuto¢nych kovariané¢nych matic. Tento prob-
[ém by na z&klade obrazku bolo mozné vyriesit' zvolenim malych kladnych hodnét namiesto
zgpornych, ktoré budi vysledkom algoritmu. D& sa totiz predpokladat’, Zze skutocné (malé)
hodnoty st zakryté Sumom ateda sa nenachédzaju v radovo ingj Urovni. Z pohl'adu na grafy

g, a I, by bolo mozné odhadnuit tieto ¢leny v rozsahu 0,1 az 0,3, ¢o predstavuje pomerne

presny odhad.

Bélangerova metéda odhadu kovariancii je zalozena na hradani koeficientov linedrnej
kombinécie apriérnych bazovych matic na zéklade autokorelacie inovécii. V predodych od-
stavcoch sme metodu otestovali za réznych podmienok na niekolkych systémoch. Ukézali
sme, Ze mbZe pri nevhodnom nastaveni zlyhavat'. Zaroven bolo na numerickych prikladoch
ukézangé, Ze je pomerne tazké uréit’ bdzové matice ak nemame o Sume Ziadne informécie. Me-
t6da sa v&ak sprava pomerne dobre u najzlozitejSieho pripadu, kde sme testovali systém (4.3).
U tohto systému metdda zéroven vykazuje vel'mi slusni robustnost’ na vor'bu bazovych matic.
Problémom méZe byt odhad malych hodnbt zloZiek kovariancie, ktoré mdzu byt skryté
v S3ume a ako vysledok ziskame zgporné hodnoty. V tomto pripade je v3ak zrejmé, Ze spravne
hodnoty, ktoré algoritmus uréil ako zaporné, sti v malom okoli nuly. Podra vyvoja odhadu
v ¢ase mbzeme priblizne uréit’ interval, v ktorom sa spréavna hodnota nachédza. Aj takyto od-
had méZe byt v mnohych pripadoch prijatel’ny.

Uvedend metdéda podava predovsetkym so systémom (4.3) velmi dobré vysledky
acelkovo sa sprava vel'mi robustne. Iteratny priebeh vypoétu umoziuje na zéklade novych
dat spresiiovat’ vysledok. Zaroven vyrazne kmitavé alebo divergujuce priebehy odhadu v ¢ase
pom6zu k identifikécii nesprédvnych vysledkov. UkaZka takéhoto priebehu je na nasledujicom
obréazku. Je to graf, ktory odpoveda vyvoju hodnoty q,, v poslednom testovani podla Tab.

4-11. Vpravo je rovnaky priebeh na intervale 5000 krokov.
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Vidime, Ze rozptyl hodnoty @, je priliS velky na presné urcenie zlozky kovarianénej matice.
Tento priebeh sa ¢iastoéne ustdi na dihom ¢asovom intervale, ale stale vykazuje rozptyl
v réde desiatok. Empiricky je mozné zloZku kovariancie ur¢it’ pomocou priemeru na dlhom
¢asovom intervale z pravého obrézku v rozsahu 10 az 50. Zopakujme, Ze skuto¢nd hodnota
kovariancie je 20.

Na konci kapitoly 3.6 sme naznacili modifikaciu iteracného vypoctu tak, Ze zabranime,
aby vektor koeficientov lineérnej kombinécie obsahoval z&porné ¢isla. Kovariancné matice su
pozitivne definitné a zaporné rieSenia nemaju fyzikalny zmysel. Algoritmus rozsirime trivial-
nym spdsobom tak, Ze po aktualizovani hodn6t vektora a vynulujeme jeho zaporné zlozky.

Overime vysledok pre systém (4.3) abazové matice Q, =diag(L 0; 0), Q, =diag(0; 1, 0),
Q,=diag(0; 6, 1), Q,=Q,=0, R,=R,=0, R,=0, R, =diag(% 0), R, =diag(0;1).

Ciel'ové hodnoty kovariancii si Q =diag(0,1; 4; 6) a R =diag(0.1; 2).

Konwvergencia odhadu matice Q
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Z obrézkov mbéZeme pozorovat’ zlepSenie odhadu predovsetkym u ¢lenov 1, a ¢, ktoré na-

dobudaju sprévne kladné hodnoty. Ich skuto¢nd hodnota je 0,1. Modifikécia algoritmu zlepsi-
la jeho spravanie predovietkym v oblasti malych odhadovanych hodn6t. Zéroven zabranenie
prekmitavaniu odhadu do zpornych ¢isel urychli konvergenciu vaetkych odhadov.

V Tab. 4-13 v poslednom riadku je uvedeny najhorsi dosiahnuty vysledok Bélangerove
metddy. Smerodajné odchylka odhadu Q nadobuida hodnotu az 40. Po aplikovani modifikova
ného algoritmu na dané zadanie dostaneme vyrazne lepsi vysledok so smerodajnou odchylkou
na Urovni 20. Stredna hodnota odhadu sa pohybuje na Urovni 40, pricom spravna hodnota
kovariancie je 20. U uvedeného prikladu, ktory dosahuje menej vyhovujuce vysledky je vi-
diet pozitivny vplyv modifikovania algoritmu. Priebeh konvergencie je menej kmitavy
avysledok presnejsi. V pripade, Ze nemame k dispozicii lepsi odhad kovariancii, mdéZzeme
prehlasit’ g vysledky v najhorSom pripade za pouZzitel'né.
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4.7. Metoda ALS

Metdda ALS je popisand v ¢lanku Odelson et al., [12] a patri medzi najnovsie. Vychadza
Z pozorovania, Ze autokorelatnd matica inovacii je linedrne zavisla na neznamych paramet-
roch Q aR. Prvé metddy odhadu tychto matic, ktoré publikoval Mehra, neumoziovali jedno-
zna¢ny odhad matice Q, pretozZe poskytovali len nr rovnic. Bolo mozné jednoznacne odhad-
nat’ len maticu R, pripadne zosilnenie K alebo maticu Q v Specidlnom tvare nanajvys snr
neznamymi.

ALS pracuje s autokorelanou funkciou inovécii o zvolengj dizke posunutia. Préve vor-
bou posunutia mdzeme vytvorit' Fubovolny pocet rovnic atym ziskat' jednoznacny odhad
neznamych kovarianénych matic Sumu. Metéda je podrobne odvodena v kapitole 3.7. V na-
sledujlcej casti overime jej vlastnosti. ALS ma dva ladiace parametre, prvym je maximalne
posunutie autokorelatngj funkcie N =15 adruhym je pocet inovécii vo vypodéte odhadu au-

tokorelacie N, =3000. Parameter N by mal byt vacsi ako je pocet neznamych parametrov.

Matice Q, R si symetrické. Pocet nezévislych parametrov symetrickej matice rozmerov n” n

je %n(n +1). Testované systémy maju pocet nezavislych parametrov nasledovné: systémy

(4.1) a(4.2) dvaasystém (4.3) devét.
Funkénost’ algoritmu overime tak, Zze namiesto odhadu autokorelécii inovécii pouzijeme

exaktne vypogitant maticu #(N) podra vztahu (3.73) sdosadenim skutognych hodndt Q,

R. Vysledkom odhadu musia byt’ spravne kovarianéné matice Sumul.

Skalarny systém (4.1)
Tab. 4-14
R R Q R

Qs Q s 0 m/ median/s m/ median/s
1 1 1 1 1,01 / 1,00 / 0,058 1,00 / 0,99 / 0,056
1 20 1 10 1,00 / 0,99 / 0,054 1,00 / 1,00 / 0,064
0,2 1 0,1 1 0,20 / 0,20 / 0,01 0,10 / 0,10 / 0,008
20 1 4 1 20,29 / 20,31 / 0,973 3,86 / 3,81 / 0,653
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Z Tab. 4-14 vidime vel'mi dobré vysledky odhadu pre r6zne nastavenie filtra. Podl'a ocaké
vania ngjviac rozptyleny odhad dostaneme pre Sum snajvysSimi kovarianciami. Vysledky
v tegjto taburke st najlepsie zo vaetkych testovanych metdd a ukazuju na velky potencidl me-
tody ALS.

Systém (4.2)
Tab. 4-15
R R Q R

Qs Q s 0 m/ median/s m/ median/s
1 1 1 1 0,98 / 0,96 / 1,066 1,00 / 0,99 / 0,988
1 20 1 10 1,01 / 0,93 / 1,047 1,00 / 1,01 / 0,102
0,2 1 0,1 1 0,21/ 0,22 / 0,122 0,10 / 0,10 / 0,012
20 1 4 1 20,30 / 19,93 / 5,151 3,97 / 3,97 / 0,479

Pre druhy zvoleny SISO systém vidime narast kovariancii odhadu. Smerodajna odchylka
sa pohybuje v réde odhadovanegj veliciny. Rozptyl je tak velky, Ze nie je mozné spol'ahnit’ sa
na jediny odhad. Z tabur’ky vidiet,, Ze stredné hodnoty zo 100 opakovani zodpovedaju pomer-
ne presne ocakavanym ¢islam. Z toho vyplyva, Ze na dosiahnutie uspokojivych vysledkov je
nutné metddu opakovat’ sréznymi sadami dat. Algoritmus je moZné nastavit’ napriklad na
hodnoty N =7000, N, =35. Takto zvolené parametre zohl'adnuju pomerne velka sadu dat.
Vysledky (smerodajn& odchylka) sa ciastocne zlepsia (v pripade matice Q priblizne o 50%,
u matice R priblizne 40%), ale vel'mi vyrazne narastie ¢asova a pamé’ova ndro¢nost. Algo-
ritmus ALS pracuje s niekolkymi maticami aZ rozmeru p°N?, takze kazdé zvySenie paramet-
raN saprejavi kvadraticky zvySenim paméovych nérokov. LepSou metédou je spriemerovat’
niekol’ko samostatnych odhadov. Napriklad vyuzit nastavenie filtra N =3000, N, =15
aopakovat’ odhad na réznych sadéch dét radovo 10 krét. Cim viac dat mame k dispozicii, tym
presnejSi odhad ziskame.

Dalej otestujeme algoritmus ALS so systémom MIMO. Systém ma tri stochastické vstu-
py adva vystupy, takze matice Q, R maji rozmery 3" 3 a 2" 2. Problém, ktory vznika
v tomto pripade oproti systémom SISO je ten, Ze autokorelécia inovécii je matica rozmeru

p° p,teda2” 2. Tao maticaje symetricka ato spésobi, Ze matica @ kvadratickej optimali-
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zé&cie (3.79) bude mat’ linedrne zavislé stipce, takZe neplati rovnost @@’ =1 . Tento problém
je mozné odstréanit’ vynechanim prislusnych stipcov v matici @ , ktoré odpovedajii opakuji-
cim sa¢lenomv premennej & . Princip vynechania je detailne popisany v kapitole 3.6.

Na test algoritmu so systémom MIMO budeme pre jednoduchost’ vyuzivat’ diagondlne
matice so zhodnymi prvkami, vysledky jednotlivych nastaveni si v Tab. 4-16 pod sebou.
V tomto pripade mame devéa’ nezndmych, preto parameter N zvySime na 20. Z nasledujlcej
tabul’ky je vidiet, Ze algoritmus zlyhava uz pri pomerne jednoduchom MIMO systéme
a ziskané vysledky st nepouZzitel'né.

Tab. 4-16
Q Q R R Q R
s 0 s 0 m/ median/s m/ median/s
I, I, I, I, 0,98 / 0,96 / 1,066 1,00 / 0,99 / 0,988
I, 201, I, 101, 1,01 / 0,93 / 1,047 1,00 / 1,01 / 0,102
0,21, I, 0,11, I, 0,21 / 0,22 / 0,122 0,10 / 0,20 / 0,012

53,02 / 53,08 / 2,804
201, | 1, | 4, | 1, | -40,69 / -36,10 / 78,50
3544 | 3534 | 2,522

—7,86 / —7,90 / 1,204
4,30 / 4,31/ 0,670

Jednou z mozZnosti ako dosiahnut’ prijatel’nejSie vysledky je rozsirit’ kvadratické kritérium
o ¢len zohradiujuci vzdialenost’ od apridrneho nastavenia.

Kritérium bude mat’ tvar

~ i |12 2
2 =arg m;n{“d.‘l- 6 +djz- 5(0||2}. (4.8)

PrepiSeme toto kritérium do tvaru

A A

T =argm£n{(a.‘r- 6) (ax- 6)+d(x- %) (T xo)}. (4.9)

Po roznésobeni ¢lenov v zloZenej zétvorke poloZime derivéciu tohto vyrazu rovnu nule a vy-

jadrime neznamu. Dostaneme vysledny algebricky tvar
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d::(aTa+d|)T(az€+dxo). (4.10)

Algoritmus ALS tymto rozSirenim ziskava d’alsi ladiaci parameter. Cim je hodnota d vySSia,
tym viac sa L bude bliZit &, . Z testovania vyplyva, Ze vyhovujuce hodnoty je mozne volit
v rozsahu 0,1 aZ 10. Je vhodné zaat’ vySSou hodnotou d , ur¢it’ odhady Q, R, filter adaptovat’
acely proces merani a odhadov opakovat’. Tymto iteratnym procesom sa priblizime skutoc-
nym hodnotam kovariancii sumui.

Uplatnime uvedené poznatky na systéme (4.3). Pri nastaveni parametra d na hodnotu 1
resp. 0,1 dostaneme v odhade matice R zaporné ¢isla. Odhad zopakujeme pre dve rézne na-
stavenia filtra. V prvom pripade (prvy riadok Tab. 4-17) apriérny odhad odpoveda skuto¢nosti
a d =10. V druhom pripade odhadujeme pomerne vel'ké kovariancné matice a d =20. Pri
nastaveni nizsej kon&anty d v druhom pripade dostaneme zaporny odhad prvkov matice R.
Vysledky sii v nasledujlcej tabulke.

Tab. 4-17

Q R

Qs Q Rs Ro m/ median/s m/ median/s

1,25 / 1,25 / 0,040
, L1, |, 1,14 / 1,14 / 0,031
1,33 / 1,33 / 0,049
6,59 / 6,61 / 0,393
200, | I, | 41, | I, 10,20 / 10,17 / 0,308
23,75 / 23,68/ 0,839

0,52 / 0,52 / 0,062
0,88 / 0,89 / 0,030

152 / 1,52 |/ 0,577
6,93 / 6,93 / 0,236

Z taburky je vidiet, Ze odhady sii pomerne nepresné. Pri nastaveni nizkej kondtanty d dost&
vame Uplne nespravne zdporné vysledky. ZvySovanim d je vysledok tlaceny smerom
k apriornemu odhadu. Tento problém nemusi vyrieSit' ani adaptovanie filtra na odhadnuté
hodnoty a opakovanie odhadu. Je vidiet, Ze pri velkych kovarianciach a nepresnom aprior-
nom odhade je metdda pouzitel'na len vel'mi orientacne. Je vhodné ju doplnit’ kvalitativnym
zhodnotenim bielosti inovécii, ktora poméze posideniu kvality odhadu. Z uvedenych vysled-
kov je zrejmé, Ze metddu nie je mozné nasadit’ ako sicast’ adaptacie filtra, pretoze vysledky
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nie st zaru¢ené a gj v jednoduchych systémoch vyZaduje pomerne velké mnozstvo dat. Vy-
razné zvysenie parametra N nie je mozné, pretoze pamarova ndroénost’ rastie kvadraticky
stymto parametrom. UZ pri N =30 vyhldsi MATLAB chybu paméte. Takto velké matice
rozhodne nie je mozné pouzivat' v beznych priemyselnych pocitatoch. Testovanie ALS
snastavenim N =25 a N, = 6500 neprinieslo oproti Tab. 4-17 Ziadne vyrazné zlep3enie.

V kapitole 3.9 sme definovali rozsireni metédu gALS, ktora pracuje na rovnakom prin-
cipe ako ALS stym, Ze berie do Uvahy intergacny Sum akoreléciu medzi Sumom procesu
asumom merania. Vysledky algoritmu st vyrazne horSie ako u ALS uz u SISO systému pr-
vého rédu. Toto zhorSenie je dané odhadom autokorelaénej funkcie, ktoré zavadza do vypoctu
vyznamné neurcitosti. Druhou nevyhodou metédy oproti ALS je d’alSie zvySenie pamét'ove)
néro¢nosti z dévodu nérastu ¢lenov s Kroneckerovym produktom. Metodu gALS je vhodné
formulovat’ analogicky k scALS atym zlepSit' jej numerické viastnosti. Téato Uloha ad’alSie
testovanie vysledkov bude predmetom d’alSieho vyskumu.

V d'aldgj casti testovania sa zameriame na zlepSenie numerickych vlastnosti vysledkov
metddy gALS. RozSirime kvadratické kritérium o d’alSie ¢leny, ktoré zarucia pozitivnost’ ma-
tice. Z Tab. 4-17 vidime, Ze metdda AL S (analogicky a gALS) je pri definicii kvadratického
kritéria v tvare (4.9) takmer nepouzitel'nd. Vysledkom sl matice svelkym rozptylom, ne-
spravnou strednou hodnotou a ¢asto negativne definitné.

Definujeme semidefinitné programovanie ako minimalizéciu kritéria

2 =ag m;nguax -6 +%d |Z- LF+r 2 X+t F (x)g, (4.12)
kde & je permutacna matica obsahujuca nuly ajednotky tak, aby platilo
2L =1r(Q).
F () jetzv. bariérova funkcia, pre ktord plati

i-Indet(X), L>0
F(E)=1, () e (4.12)
| ’
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PouZitie funkcie F (&) zarugi pozitivnost vyslednej matice. Vzdialenost od hranice pozitiv-

nosti je vézena koeficientom t . RieSenie Ulohy semidefinitného programovania (SDP) je po-
merne komplexné Uloha, presahujlca rozsah diplomovej prace, preto uvedieme len niekolko
vysledkov ako ukazku. Uvedené priklady dokazuju, Ze SDP mdZe priniest’ uspokojive vy-
sledky g v situécii ked’ jednoduché kvadraticke kritérium zlyhéva. Zaroven vSak vznika prob-
[ém s nastavenim SDP, pretoZe kondtanty priamo ovplyviiuju vysledok metédy. Nasledujica
tabulka ukazuje vysledky pre systém (4.2), z dévodu struénosti vynechame median. Konstan-
ty vah v kvadratickom kritériu nastavime jednotkové.

Z taburky, predovsetkym z posledného riadku, vidime, Ze vysledky nie s spolahlivé.
Algoritmus SDP sice zabezpeci pozitivne definitné matice, ale zaroven je vysledok zésadne
ovplyvneny vahovymi konstantami vo vzt'ahu (4.11). Pouzitel'nost’ tohto algoritmu bez in-
formécii o vlastnostiach Sumu je obmedzena. PotiaZ nastava predovsetkym v zhodnoteni vy-
sledkov a vplyve vah v kritériu SDP.

Tab. 4-18
Qs Rs Ss st Q R S Qx
Q| R | S | Qo m/s m/s m/s m/'s
1 1 1 1
0,49 / 0,106 | 0,99 / 0,035 | 0,61 / 0,080 | 0,23 / 0,016
1 1 1 0,2
1 1 1 0,1
045/ 0,138 | 0,96 / 0,035 | 0,65/ 0,110 | 0,23 / 0,022
20 | 10 3 0,4
20 4 | 05 1
L o1 | 01 0,34/ 0,264 | 5,75/ 0,204 | 1,26 / 0,653 | 1,08 / 0,098
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4.8. Metdda scALS

Metdda scALS (a.j. single column ALS) predstavuje ind matematickd formuléciu ako
ALS. UZ z pohl'adu na definicie metddy je zrejmé, Ze tento pristup je omnoho menej narocny
na paméat’ove prostriedky ako samotna ALS. U scALS sa nepracuje v takej miere s Kronecke-
rovymi produktmi atym nevznikaju matice vel’kych rozmerov. Vysledna formulécia ulohy
rovnako ako ALS vedie narieSenie kvadratického programovania, ale oproti ALS su vstupné
matice menSich rozmerov. Vyska matice @ je dand konstantou autokorelacie N.

Na z&klade jednoduchSej formulécie rieSenia problému mbzeme predpokladat’ menej nu-
merickych problémov a presnejSie vysledky. Metdda ALS poskytovala na systémoch (4.1) a
(4.2) pomerne presné vysledky, preto scALS otestujeme na MIMO systéme (4.3)
snastavenim N =15 a N, =3000.

Z Tab. 4-19 vidime vyrazné zlepSenie vysledkov oproti metéde ALS. Aj odhadovanie
najvassich kovariancii v poslednom riadku je vel'mi presné s uspokojivym rozptylom. Tato
metédu mdZeme vyhodnotit’” ako najlepSiu v odhadovani diagonalnych kovarianénych matic.
Zaroven sa oproti ALS skrétil ¢as vypoétu a pamat’ové naroky. U metédy ALS sme konstato-
vali, Ze pri pouziti parametra autokorelacie N =30 vyhlasi Matlab chybu paméte pri tvorbe
Kroneckerovho produktu. U metddy scALS je mozné bez problémov vyuZit maximélne po-

sunutie autokorelacie v dizke N =50.

Tab. 4-19

Q R
m/ median/s m/ median/s

1,01 / 1,01 / 0,106
3 I, 1, 1, 1,00 / 1,00 / 0,092
1,00 / 1,00 / 0,099
1,00 / 1,00 / 0,116
I, | 201, | 1, |10, 1,00 / 1,00 / 0,096
1,00 / 1,00 / 0,095
20,28 / 19,98 / 2,174
200, | I, | 41, | I, 19,93 / 19,84 / 1,546
20,40 / 20,40 / 1,609

1,01 / 1,00 / 0,077
1,00 / 1,01 / 0,094

1,00 / 1,00 / 0,073
1,00 / 1,00 / 0,083

3,74 / 3,81 / 0,958
4,06 / 4,03 / 1,178
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5. Odhadovanie kovarianénych matic Sumu

z experimentalnych déat

V kapitole 5 médme k dispozicii model dynamického systému a namerané experimentélne
data. Otestujeme vybrané metddy, ktoré v kapitole 4 dosahovali najlepSie vysledky. Sa to
metody Bélangera, ALS ascALS. Experimentélne déta st zat'aZzené roznymi d’alSimi chybami
aneurc¢itostami, ktoré sa v teoretickych testovacich Ulohéch nevyskytuju. Overime, aké vy-
sledky poskytni metédy za tychto zloZitych podmienok. Pre porovnanie mame k dispozicii
odhad Kamanovho zosilnenia, ktoré bolo ziskané pomocou identifikaénych metéd
s nastrojom GBident (identifikacny nastroj firmy Honeywell) v prostredi Matlab. Kalmanovo

zosilnenie pocitame v celgj kapitole podra vztahu K =P(t|t- 1)C’ (CP(t |t-1)CT + R)'l,

kde P(t|t- 1) jerieSenim Riccatiho rovnice. V Matlabe je natento vypocet funkcia dare,

5.1. Popis realneho systému

Testovany termodynamicky systém pozostava z bubnového kotla a spolo¢nou zbertiou
pary. Cela slstava je nelinearna, uvazujeme linearizovany model v okoli pracovného bodu.
Meranymi velicinami sU tlak v bubne kotla, tlak v zberni a prietok pary, ktory je dany ich tla-
kovou diferenciou. Systém je zloZeny z troch dynamickych ¢lenov, prenos Gg(s) je druhého
radu. Systém ma celkovo 4. rad, &ruktira je zobrazena na nasledovnom obrazku.

—|G.(s) -b(i):» ~ 4—(;34—

t; ... Fuel.SP
U, ...3team load

Py ... HdrPress.CV
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Systém transformujeme na stavovy popis tak, Ze konstantu pracovného bodu Kr budeme mo-

delovat’ ako samostatny vstup. Dostaneme MIMO systém 4. rédu stromi vstupmi atromi vy-

stupmi. Matice spojitého systému maju nasledovny tvar

é 1 u
ey, 09 P ¢k o oY
c ) ¢80
él1 -1 a
A=€2 "2 u p=% -1
é 1 K, K, ep 0 —u
e0 — -—= =y € Tpu
é T H T U € -1 1l:I
é K, -K. ¢0 — =V
e0 0 = Tg g T, T,H
e U u u
€ 0 1 0uq €0 0 Oy
_é a _é a
c_go 0 0 1y D=§0 0 0
g) 0 Ks 'KSH g) 0 1H
Jednotlivé konstanty sl
k=1044
T,=288s K =286
t,=43s
T, =385s K, =1770.
t,=40s

(5.1)

(5.2)

Uvedeny spojity systém diskretizujeme s peridédou vzorkovania 5s. V d’aSich vypoétoch uz

budeme pracovat’ len s diskrétnym systémom.

Experimentdlne data boli ziskané metddou tzv. ,step testing”. To znamena posielanie

skokovej poziadavky na vstup U, ktory vyjadruje poZadovany vystup pary z kotla a vstup us,

ktory predstavuje poZadovany odber pary zo zberne. Z tychto experimentalnych dét, ktoré si

na nasledovnom obrézku bol pomocou GBident tool identifikovany model systému. Identifi-

katny néstroj dokéze vyuzivat’ apridrne informécie o systéme (tzv. grey box identification)

atym vyrazne zlepSit’ kvalitu identifikécie. V pripade uvazovaného systému je takouto infor-

méciou integracny charakter slistavy. Legenda v nasledovnom grafe k jednotlivym priebehom

odpoveda obrézku Struktiry systému v Gvode kapitoly.
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Zobrazenie realnych dat sustawy
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5.2. Odhadovanie kovarianénych matic Bélangerovou metédou

Na odhadnutie matic pouzijeme modifikovani Bélangerovu metddu s eliminovanim z&
pornych ¢lenov vo vektore koeficientov linearnej kombinécie a. Maximény posun autokore-
l&cie je N =20, apriérne matice sti jednotkoveé a nastaveni e bazovych matic je nasledovné

,=diag(% 0,0,0) R,,,,=diag(0; 0; 0)
—dlag(O 1, 0;0) R, =diag(L ; 0)
Q, =diag(0; 0; 1,0) R, =diag(0; 1 0)
Q, =diag(0; 0; 0;1) R, =diag(0; O; 1)
Qs =diag(0; 0; 0;0)
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Zobrazime priebehy iteracného procesu na ¢asovom intervale 800 krokov. Vzorkovanie bolo
nastavené na 5s. Jednotlivé priebehy sii pomerne kmitavé a divergujlce, preto zobrazime tri

obrazky s postupnym vynechavanim jednotlivych grafov.

Konvergencia odhadu matice Q Konvergencia odhadu matice Q
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16000 H q
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Iteracny priebeh odhadu prvkov matice R vyzera nasledovne. Na pravom obrézku je jediny
konvergujci priebeh r;.

Konvergencia odhadu matice R. Konvergencia odhadu matice R.
180 0.7p

160
0.6

1401

0.5r
120

100k 0.4r

0.1p

L L ) L L DRI PRSP B —d 0 |1 — | [, L DS KN N A b BT .
0 100 200 300 400 500 60! 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
k k

Z obrazkov mdzeme vidiet', Ze ¢asovy interval 800 vzoriek je pre tuto metodu prilis mélo, aby
sme ziskali uspokojive vysledky. Takmer v3etky grafy divergujud, pretoze priebehy sa za dany
pocet vzoriek nedokézali ustalit. MéZeme kon&tatovat’, Ze vysledky tejto metody, pri danom

mnozstve dét, sl nepouZzitel’né.

5.3. Odhadovanie kovarianénych matic Sumu metédou ALS

V kapitole 4 sme vyhodnotili metddu ALS ako spolahliva pre jednoduché systémy. Tes-
tovanie na zloZitejSich systémoch ukazalo nevyhovujuce odhady. Metdda je navrhnuta tak, ze
umoziuje ziskat' analytické rieSenie a to jej dava velky potencia pre d’alSie modifikovanie
sciel'om dosiahnut’ ¢o najlepSie vysledky. V pripade nevyhovujicich odhadov, napr. negativ-
ne definitnych, je mozné doplnit’ do kvadratického kritéria vézenie vzdialenosti od apriornej
hodnoty, vzt'ah (3.119). Vahatejto vzdialenosti je oznatenaako d .
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Analogicky k predoSlej podkapitole otestujeme redlny systém za rovnakych podmienok.
Metoda AL S nie je iteratna, ako vysledok dostaneme len jediny odhad oboch matic. Nastave-

nie metody je N, =800 a N =20. Apridrne matice volime jednotkové.

Pre porovnanie uved’me na Uvod vysledky metody ALS. V prvom pripade nastavime v&

hu vzdialenosti od apriornej hodnoty d na nulu. Odhadnuté kovarianéné matice su

¢3189 -2664 120 110y
_Soee4 824 02 -92!
€120 02 29 22
§110 -92 22 22§

€366 169 -50,70
R= 216,9 121 - 17,43.
8507 -17,4 367

Na prvy pohl'ad je zrejmé, Ze obe matice si nevyhovujuce s obrovskymi kovarianciami. Na-
viac obe s negativne definitné.

Zvy3enim vahy na hodnoty 10 alebo 100 stédle dostaneme negativne definitné matice. Na-
stavme d =200 a zopakujeme odhad. Vysledok je nasledovny

6101 001 011 -0,09

é G
0-8001 1L0L 015 -012
€011 015 2,66 -0,700

e u
&0,09 -012 -0,70 174y

€410 141 -3530
R:gL41 112 -LSGH.
8353 -156 4,06§

Vahova kondtanta d = 200 je relativne velka, ¢o znamena, Ze vysledok je pomerne silno ,,pU-
tany“ k apriérnej hodnote, ktorou su jednotkové matice. Pri porovnani vysledkov s d =0 a
d =200 vidime, Ze v druhom pripade, na rozdiel od prvého, je matica Q vel'mi blizka jed-
notkovej. Je teda otazne nakol’ko presny vysledok sme tymto vypoétom ziskali. Urobime po-
rovnanie s referencnym zosilnenim analogicky k predodej podkapitole

€0,004 0,013 0,009 634,966 3819 2174
& a & a
< 230,016 0,019 0,024(J <., 2366,274 1,937 -0,890@.
0,357 0,168 04250 ' €1355 0,303 0,2750
0,411 -0,155 0,346( §0,648 -0,008 0,003

99



Odhad kovarianénych matic Sumu linedr neho stochastického systému

Vidime, Ze matice sa vyrazne liSia, v niektorych prvkoch aZ o dva rady. Porovname tieto vy-
sledky z pohr'adu polohy viastnych ¢isel matice A - KC.
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Z polohy oboch skupin vlastnych ¢isel vidime rozdielnost’ medzi zosilneniami K aK ¢, Zosil-
nenie K ziskané metédou ALS mé dve vlastné ¢isla blizko nuly adruha dvojica ma vyrazne
mensSie imaginarne ¢asti. Z polohy vlastnych ¢isel mdéZzeme kon&atovat’, Ze vypocitané zosil-
nenie je viac stabilizujuce ako referencné.

Na d’alSie kvalitativne zhodnotenie oboch nastaveni uplatnime Mehrov test optimality,
popisany v kapitole 3.1. Na detekovanie vyuZijeme autokorelaénl funkciu s maximanym

posunutim 200 krokov a spriemerovanim N =800 prvkov. Zaujima nés pocet prvkov [p, ].

leziacich mimo interval i]’—% . Vysledky st nasledovné
JIN
Tab. 51
Pouzité zosilnenie % prvkov [p, ] leZiacich mimo interval
K 76,83
Koas 85,33

100



Odhad kovarianénych matic Sumu linedr neho stochastického systému

Z vysledkov vidime, Ze obe zosilnenia st vyrazne neoptimalne. Optimélne nastavenie by vy-

generovalo len priblizne 5% prvkov [p,]. leziacich mimo interval ilT?\IG' Metéda ALS

snastavenim d =200 vrati horSi vysledok ako identifikatné metédy GBident. Pre lepSie po-
rovnanie vysledkov zobrazime priebehy normovanych autokorelacnych funkcii inovacii

[P]r [Pe),, @lPi]s, v Zavislosti na posunuti k. Prvy obréazok je vysledok s pouzitim K., .

Zobrazenie priebehov normovanych autokorelacnych funkcii
1.2 T T

[rlyy

[rlzs 1

Iy

0.8

0.6

0.4 B

0.2

_O. 2 L L L L L L I L I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

posunutie k

Z obréazku je zrejmé, Ze dévod pomerne zlého vysledku v Mehrovom teste optimality nie je
vel’ky rozptyl hodnét normovanych autokorelécii, ale posunutie strednej hodnoty priebehov.

Vidime, ze funkcie [p,],,, [P«],, mait priblizne spravny tvar, ktory by odpovedal bielemu
Sumu. Na zéklade porovnania priebehov autokorel&cii inovacii s metddou ALS mdZzeme vy-
hodnotit’ kvalitu odhadu ALS. Analogické priebehy k predodému obrézku so zosilnenim

K ,.s SU nasledovné
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Zobrazenie priebehov normovanych autokorelacnych funkcii
1.2 T T T T T T

[rly,

[rl, H

[rla3

0.8

0.6

0.4 p

0.2 i

_O . 2 L L L L L L I L I
(0] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

posunutie k

Na priebehoch korelagnych funkcii so zosilnenim K , ¢ pozorujeme, Ze len priebeh [p, |,, ma
pozadovany tvar. Zosilnenie K ,  m6zeme prehlasit’ za kvalitativne horSie ako K, . Grafy

[p], @[], tvarom odpovedajli viac Sumu s rovnomernym rozdelenim ako gaussovskému.

V kapitole 4 sme pri viacnasobnom testovani zistili vel’ky rozptyl vysledkov metody ALS. Pri
odhade z malého mnoZstva zmeranych dét je problematické vyhodnotit’ vysledok. Pokial’ by
sme mali niekolkondsobné mnoZstvo dét, bolo by mozné odhad opakovat’ viackrét a vysledky
spriemerovat’.

Zobrazime priebeh autokorelacngl funkcie bieleho Sumu (optimdlne nastavenie)

aporovname s predodymi dvomi sadami grafov.

Priebeh autokorelacnej funkcie bieleho sumu
T T T T T

[e] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Z idedlneho priebehu autokorelécie bieleho Sumu vidime, Ze jeho stredn& hodnota pre posunu-
tie k >0 je nulova. Toto neplati ani pre jedno odhadnuté nastavenie Kalmanovho zosilnenia.
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5.4. Odhadovanie kovarianénych matic Sumu metédou scALS

DalSou moznostou rieenia kvadratickej optimalizéacie je vyuZzitie semidefinitného prog-
ramovania v ramci metody scALS, ktoré zaroven zaruéi pozitivnost’ vyslednych matic pomo-
cou bariérovych funkcii. Otestujeme metddu scALS zo stranky [26] od autorov Rajamaniho
aRawlingsa. Vysledky odhadu pre N, =800 a N =20 st nasledovné

€101 003 020 -0,2L
_§003 101 020 -021y
€0,20 0,20 110 -0,21d
§021 -021 -021 112§

¢107 021 -0,090
Rzgo,zl 0,92 -0,203.
8009 -020 107§

Q

Kalmanovo zosilnenie dané uvedenymi maticami je v porovnani s K, nasledovné

&0,014 0,047 0,0140 €34,966 3,819 21740
_&0014 0,047 00144 < _§66,274 1,937 -0,890;
8094 0152 02860 ¢ €135 0,303 02750
§0,287 -0,154 0,194 §0,648 -0,008 0,003

K

RieSenie algoritmu scALS je robustné aj pre rozne apriérne nastavenia. Vysledky odhadu sl
takmer identické g pri poc¢iato¢nom nastaveni Q =201, a R =0,1l ;. Zistime kvalitu odhadu
matic pomocou Mehrovho testu optimality. Vysledky si v Tab. 5-1. Vidime, Ze odhad algo-
ritmu scALS je najhorSi zo v&etkych troch, ktoré méme k dispozicii. Pri testovani v kapitole 4

sme vyhodnotili scALS ako ngjlepSiu metddu, ktord poskytuje vyhovujice vysledky a pre

zlozZitejSie systémy.
Tab. 52
Zosilnenie % prvkov [p, ] leZiacich mimo interval
K e 76,83
Kas 85,33
Keas 98,17
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Aby sme demondtrovali vyrazne nizku kvalitu odhadu metody scALS (s pouzitim SDP),
zobrazime priebehy autokorelacnej funkcie inovécii, ktord by mala mat’, v idedlnom teoretic-
kom pripade, tvar jednotkového impulzu. Obrazok obsahuje tri priebehy, pretoZe autokore-

latna maticamarozmer 3" 3. Zobrazime len jgj diagonane prvky.

Zobrazenie priebehov autokorelacnych funkcii
T T T T T ; T
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UZ z jednoduchého porovnania uvedenych obrazkov je zreimé, Ze vSetky zosilnenia, ktoré

sme ziskali, si vyrazne neoptimalne. Ako najlepsia hodnota sa javi prave K . , ktora pri po-

rovnani grafov autokorela¢nych funkcii dosahuje najlepSie vysledky.

5.5. Zhrnutie poznatkov z odhadovania kovarianénych matic

Sumu z experimentalnych dat

V kapitole 5 sme otestovali vybrané metddy na redlnych détach. Demonstrovali sme
problémy, ktoré vznikaju v redlnych podmienkach. Do rieSenia odhadovania kovarian¢nych
matic vstupuju d’alSie neurcitosti oproti testovacim modelom. SU nimi predovSetkym nepre-
snost’ modelu a nedostato¢ne popisana dynamika systému, ktory reaguje na vstupy inak ako
uvaZzovany model. Realna termodynamicka slstava, z ktorgl poch&dzaju experimentalne déta
je pomerne vysokého radu. Pri identifikécii sme hr'adali systém &tvrtého rédu, ktory by najlep-

Sie aproximoval spravanie realngj sistavy. Takéto zjednoduSenie vnasa do identifikovaného
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modelu neurcitost’, predovsetkym, na vysSich frekvenciach. Presnost’ modelu s rasticou frek-
venciou klesd ato sa mbéZze odrazit’ na komplikovanejSich priebehoch redlnych dat, ako by
sme ocakéavali od teoretického modelu 4. radu. Touto Gvahou mézeme vysvetlit' g tvar auto-

korelagnej funkcie inovécii pri nastaveni zosilnenia na K, , ktora sa v niektorych vlastnos-

tiach 1iSi od idedlneho priebehu u bieleho Sumu. Upozornili sme predovetkym na nenulovu
stredn(i hodnotu autokorelagnej funkcie pre posunutie k > 0. Dalsim vyznamnym problémom
je pomerne malé mnozstvo dét, ktoré sa este redukuje tym, Ze slistava s pozorovatelom sa
musi dostat’ do ustdeného stavu.

NajlepSie vysledky boli ocakavané, na zaklade kapitoly 4, od metddy scALS. Tento algo-
ritmus vrétil oproti metdde ALS horSie vysledky, ale odhad sa ukézal ako robustny g pri roz-
nych apriérnych nastaveniach. Bélangerova metoda pri danom mnoZstve dat Uplne zlyhala,
priebehy sa neustalili a na intervale 800 vzoriek sajavili ako divergujuce.

Za referencné zosilnenie sme zobrali vysledok ziskany pomocou identifikacnych metéd.
Je treba zdoraznit', ze v3etky vysledky dosiahnuté v kapitole 5 sa znacne liSiaod K ., , ¢o do-
kazuje rozdiel v polohe vlastnych ¢isel. Spdsob odhadovania Kalmanovho zosilnenia pomo-
cou identifikaénych metdd je predmetom sicasného vyskumu a v tejto préci nebol testovany.
Ku kvalite odhadu K ., sa mbzeme vyjadrit’ len na zéklade Mehrovho testu optimality a grafu
autokorelacnych funkcii. Optiméne zosilnenie by v Mehrovom teste vygenerovalo pribliZzne

96

mimo pozadovany interval, ¢o predstavuje podstatni vzdialenost’ od optiméneho priebehu.

5% hodnét prvkov [p, ]. mimo interval . Testovanie ukézalo, Ze a? 76,8% prvkov lezi

Na z&klade grafov autokorelacnej funkcie sme konstatovali, Ze dva z troch priebehov maju
priblizne spravny tvar ale si posunuté v smere osi y. To malo za nasledok, Ze v&tSina bodov
autokorelacnej funkcie lezi mimo interval dany testom optimality. Treti graf vykazoval Uplne
nespravny priebeh, ktory priblizne odpoveda rovnomernému rozdeleniu. Na zaklade uvede-
nych grafov sme porovnali nastavenia K, a K, ¢ a kon&tatovali sme, Ze prvé uvedené je
blizSie k optimu.

Mozeme zhrnut, Ze vietky metddy odhadu kovarianénych matic maju ur¢ité nedostatky.
Prvoradou Ulohou ich d'alSieho zlepSenia bude zvysSit' robustnost pre rézne podmienky.
V kapitole 4 sme ukézali, Ze napriklad Bélangerova metéda dava nepresné vysledky pre sys-
tém tretieho rédu, ale u MIMO systému piateho rédu bol odhad ve'mi dobry. Obdobné potia-
Ze sa vyskytuju u metddy ALS, ktora srastlicou zloZitostou zadania dava vyrazne horSie od-

hady. Dopliujuce formulécie rieSenia kvadratického programovania poskytuju uré¢ité moznos-
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ti ziskania pozitivnych vysledkov. Na druhu stranu vnaSgju do vypoétu d’alSie parametre, kto-
ré je obtiazne nastavit’ bez apriérnych znalosti a dosiahnuté vysledky na tychto parametroch
priamo zavisia. Testovanie potvrdzuje, Ze pre nasadenie pozorovatel'ov stavu v rozsiahlych
priemyselnych aplikéciach je nevyhnutné zlepSit metddy ich naladenia tak, aby bolo mozné
priblizit’ sa optimanemu odhadu.
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6. Zaver

6.1. Zhodnotenie metdd

V kapitole 3 sme popisali metddy odhadu kovariancnych matic Sumu lineédrneho stochas-
tického systému. Zastlpené boli metddy z pociatkov tejito vyskumnej oblasti. Sem patria kla-
sické metody od Mehru, Carewa aBélangera zo zaciatku sedemdesiatych rokov. Sucasné
publikécie patria timom autorov Odelson, Rajamani a Akesson, ktori publikovali ¢lanky
v rokoch 2005 a2008. Uz v pociatku rozvoja tejto oblasti upozornili autori Neethling
a'Young vo svojom komentéri k Mehrovym ¢lankom, [14], Ze je dbleZité brat’ do Uvahy pro-
ces odhadovania autokorelacnej funkcie inovacii z nameranych dat. Takyto odhad obsahuje
d’alSie neurcitosti, ktoré zhorduju jeho pouZzitie na mieste teoreticky spravnych autokorelécii.
Jednym z prikladov je testovanie metody ALS pre systém MIMO piateho rédu. Druhym vyz-
namnym prinosom uvedenych autorov je upozornenie na fakt, Ze nezname kovarian¢né mati-
ce Sumu sU lineérne zavislé préve na autokorelécii inovacii. Tento poznatok vyuZil vo svojom
¢lanku Bélanger. Dal3i pokrok urobili aZ autori Odelson, Rawlings a Rajamani. Vytvorili me-
t6du ALS umoziujlcu analytickeé rieSenie vypoctu neznamych kovarianénych matic a svojim
principom poskytuje vel’ky potencid v tejto oblasti. Jgj vyborné viastnosti dokazuje testova-
nie na systéme prvého rédu. DalSie testovanie na zlozitejSich systémoch viak ukézalo, aky
vyznamny vplyv mé odhad autokorelacnej funkcie inovécii. Tento proces v podgtate znehod-
noti vyhody metody ALS, ktoré sa stava takmer nepouZitel'nou pre velky rozptyl vyslednych
hodndt. Spravnost’ naprogramovaného algoritmu mézeme overit’ vel’mi jednoducho dosade-
nim teoreticky spravnej autokorelacnej funkcie inovécii. Metdda vréti presny vysledok.

Pomerne dobry vysledok sme dostali pri testovani Bélangerovej metody. Jej ciel'om je
uréenie koeficientov linedrnej kombinécie badzovych matic. Prvym problémom je préve sprav-
ne ur¢enie tychto bazovych matic. Na SISO systéme tretieho radu sme ukézali aky vyznamny
vplyv ma volba matic na konetny vysledok. Z&oven metdda dosiahla vel'mi dobré
a predovsetkym robustné vysledky u najzlozitejSieho testovaného MIMO systému. Bélange-
rova metdda pracuje iteratne s postupnym spresiiovanim odhadu. Priebeh iteratného vypoétu
zéroven mdZe dlUzZit ako ukazovatel’ kvality. Pokial’ je tento priebeh kmitavy svel’kym roz-
ptylom, vysledny odhad bude mat’ rovnako malu presnost’. V tomto pripade je vhodné vyuZit

inG metédu, pripadne zmenit’ pociatocné nastavenie.
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Na zaciatku tretg kapitoly sme overili Mehrov test optimality filtra. Ide v podstate o test
bielosti postupnosti inovacii. Toto testovanie nebolo tak komplexné ako u inych metdd, preto-
Ze algoritmov na test bielosti, pripadne na test nezavislosti prvkov existuje niekol’ko a st po-
merne dobre prepracované pre rozne situacie. Niektoré ztychto metdéd sa vyskytuju
v &atistickych balikoch matematickych softvérov.

Dal%ou skupinou testovanych algoritmov boli Mehrove metédy, ktoré sa zarad'uji medzi
klasické a Mehrove ¢lanky patria medzi naj¢astejSie citované v tejto oblasti. Ukazali sme ne-
dogtatky tychto metdd, pripadne obmedzenie ich pouZitia. Niektoré pri¢iny zmienenych vlast-
nosti objasiiujui komentére autorov Neethlinga a Y ounga. Uplnym netispechom skongilo tes-
tovanie metddy zaloZenej na maximalnej vierohodnogti, kde sa nepodarilo ziskat' spravny
odhad a metdda diverguje pre aj pre rézne systémy. Celé odvodenie tejto metddy je zalozené
na znatnom zjednoduseni a vyuZiti iteratnych numerickych metéd. PouZitelnost’ vysledného
algoritmu je otézna. VyuZitie maximélnej vierohodnosti popisuju g d’alsi autori, ktori publi-
kovali svoje ¢lanky v 80-tych a 90-tych rokoch.

Medzi najkomplexnejSie spracované metody patri gALS od autorov Akesson et al. RieSe-
nie zahriuje a ngdenie vzajomnej kovariancnej matice Sumu S akovarianciu integracného
Sumu. Tento pristup ma velky potencial pre d’alsi rozvoj. Samotnd metéda gALS v3ak trpi
rovnakymi nedostatkami ako ALS, medzi ktorymi je predovsetkym vysoka pamét'ova naroc-
nost. gALS obsahuje vo svojeg definicii matice autokorelacnych funkcii viac ¢lenov ato vy-
razne zhor3duje numerické vlastnosti, ktoré boli diskutované v kapitole 4.7. Jednym zo zdrojov
nepresnosti je odhad autokorelacne] funkcie, ktoré vnéSa do vypoctu vyznamni neurcitost.
Dalsim podstatnym negativnym faktorom je samotna definicia zlozenej matice & vo vztahu
(3.114). Tento tvar zvy3uje rozmery matice @ pri rieSeni kvadratickej optimalizécie a zaroven
@ nema plnt hodnost’ a jej pseudoinverzia je numericky nestabilné. Jedno z rieSeni je vyne-
chanie nulovych stipcov. Vysledkom gALS st nepresné hodnoty odhadu kovarianénych ma-
tic s vysokym rozptylom uz u skalarneho systému.

V préci sme v kapitole tri uviedli krétky popis detekcie &ruktlry Sumu, resp. odhadu
zdrojov Sumu s minimalnou dimenziou. Této metdda vSak nebola testovand, pretoZe tematika
detekcie &truktlry Sumu prekracuje zadanie diplomovej préce. Ide o komplexny problém, kto-
rého vyskum je v pociato¢nych fézach. Metdéda odhadu minimaneho poctu stochastickych
vstupov je uverejnena v ¢lanku [16]. Jgj pouZitel'nost’ bez apridrnych znalosti je otédzna, preto-
Ze s narastom dimenzie matice GQG' oproti matici Q pribudaju d’al$ie numerické problémy

sprevadzané numerickou nestabilitou vysledkov.
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6.2. Zhodnotenie diplomovej prace

Ciel'om diplomovej préce bolo vytvorenie siboru metdd na odhadovanie kovarianénych
matic Sumu aich otestovanie. V tomto smere bolo zadanie diplomovej préace splnené v plnom
rozsahu. Kazda z metdd bola otestovana sréznym nastavenim apre rézne systémy. Tym
vznikol omnoho lepsi testovaci profil ako uvéadzaju autori publikovanych ¢lankov. Kazda
z metdd bola testovana opakovane atento stbor bol &atisticky spracovany. Tym sme ziskali
prehfad otom, ¢i odhady ziskané metddou sU presné, alebo sa mézu objavit’ vysledky
svel’kym rozptylom. Metédy, u ktorych sme zistili vysoké rozptyly vysledkov je mozné pou-
Zit len v pripade, Ze mame k dispozicii vel’ké mnozstvo dat. Metddu je nasledne moZné nasa-
dit’ opakovane a vysledky spriemerovat’.

U jednotlivych testovacich prikladov sme zhodnotili vysledky asnaZili sa ngjst’ priciny
tychto javov. V tomto smere sa odkryva priestor pre dalSi vyskum. Ciel'om je vytvorit’ meto-
dy, ktoré by boli robustné vzhr'adom na pociatocné nastavenie a predovsetkym na zloZitost’
systému.

Diplomova préca poskytuje uceleny stbor metdd s ¢iastocnym odvodenim a otestovanim
na prikladoch rdznej zlozZitosti. M6Ze sa stat’ vychodiskovym materidlom pre d’alSie vy-
skumné ciele v oblasti ur¢ovania stochastickych vlastnosti dynamickych systémov.

6.3. Perspektivy dalSieho vyskumu

Diplomova préca popisuje metddy publikované od pociatku sedemdesiatych rokov aZ po
slcasnost’. Je mozné pozorovat’ urcité spolo¢né znaky a postupnost’ vyvoja jednotlivych me-
t6d. Metddy publikované v roku 2008 rozSiruju ALS pracujicu s autokorelaénou funkciou
inovécii. Autori Akesson et al. rozSirili ALS na odhad vlastnosti korelovaného Sumu, ktory
mbZe obsahovat’ integracny Sum. Zaroven poskytli postup na uréenie zdroja Sumu minimalnej
dimenzie. Vo vetkych predodlych algoritmoch sme povaZzovali maticu G za jednu z matic
systému, ktoré sii zndme. Problémom je, Ze tdto matica je vo v&Sine pripadov nezndma a nie
je mozné ju sporahlivo uréit’ identifikacnymi metédami, pretoZe ide o maticu tzv. stochastic-
kych vstupov. Metddy, ktoré nebert do Uvahy dimenziu matice Q a skuto¢ny pocet zdrojov
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Sumu v podstate odhaduji maticu GQG' rozmeru n” n. Nevyhoda tohto pristupu sa prejavi
u zloZitgjSich systémov, pripadne u komplexnych stochastickych Struktdr. Nésledkom ne-
spravngj detekcie stochastickych vlastnosti je nekvalitny odhad stavu dynamického systému,
ktory mdZe byt v niektorych pripadoch Uplne nepouZitel'ny. Prave nespolahlivost’ tychto me-
tod bréni ich nasadeniu do priemyselnych aplikécii a zlepSit’ tak G¢innost’ nadvazujicich algo-
ritmov, predovSetkym riadenia a regulécie.

Ulohou d’alSieho vyskumu v tejto oblasti je komplexnejSia analyza stochastickych vlast-
nosti dynamickych systémov, zdrojov Sumu a detekcia ich &ruktary. Jednym z vysledkov je
uréenie spravnej matice G atym dimenzie matice Q. Dal&im podstatnym prvkom v pdsobeni
Sumu st korel&cie, ktoré vyZzaduja spravny odhad matice S. Po zvladnuti detekcie tychto prv-
kov je potrebné rozsirit’ vSeobecnost’” metdd na farebné negaussovské sumy, ktoré vyZaduju
pridanie tvarovacieho filtra Sumu do systému. Problém sa stava zloZitejSim v tom zmysle, Ze
nedetekujeme len matice Q, R, ade musime odhadnit’ popis tvarovacieho filtra, ¢o je sm
0 sebe dynamicky systém. Poslednou etapou je rozsirenie metéd na nelinearne systémy. Tejto
Ulohe sa v sli¢asnosti venuje niekol’ko vedeckych skupin. Publikované metédy vyuZivaja nu-
merické metddy, napriklad Monte Carlo, alebo r6zne formy numerickej integréacie s vyuzitim
Bayesovského pristupu.

Ciel'om vyskumu nasledujtcich rokov bude zlepSenie sporahlivosti arobustnosti uvede-
nych metod tak, aby bolo moZné nasadit’ ich v priemyselnych aplikéaciach. Jeden z najnovsich
teoretickych pristupov je rozSirenie definicie KF tak, aby zahrioval g treti moment &tatistic-
kej veliciny. Vyhoda tohto pristupu sa prejavi predovdetkym u odhadovania stavu nelineérne-
ho systému, kde algoritmy zohladnujlce len prvé dva momenty zlyhavaju, alebo poskytuju

nepresné vysledky. PodrobnejSie informécie a odkazy na d’alSie zdroje st uvedené v [25].
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Priloha 1 — pomocné funkcie pre MATLAB

function v = vec (A

%WEC A colummwi se stacking of a nmatrix into a vector
%

% = vec (A

v = A(:);

function V = vecMn (v)

%W/ECM N A columwi se stacking of a matrix to vector with repetitions
% enoved

%

% = vecMn (A

%

%Par anet er s:

%A\ — square synetric input matrix of size p x p
%

%Qut put

% — vector of lenght p(p-1)/2

%

%Exanpl e:

YA =[1 2 3;

% 2 5 6;

% 36 7];

W =[1253617]";

%
% he repetitions are renoved if i < j, where '"i' is a row nunber and 'j' is
% col umm nunber

-
I

zeros(size(v));
1

—
I

for i=1:size(v,2);
L(i, 1:j) = 1;

=i+
end
L = logical (L);
V = v(L);
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function V = unvecM n (v, vyska)

%INVECM N A columwi se unstacki ng of vector back to matrix. Inverse
Yoperation to vecM n function

%

%\ = unvecM n (v, height)

%

%Par anet er s:

Wy — vector returned by vecMn function of size p(p+l)/2
%ei ght — the nunmber of rows of returned matrix

%

%ut put

%\ — square synetric matrix of size height x height

%

%Exanpl e:

W =[125367]"; h=3;

%A = unvecM n(v, h);

%

YA =[1 2 3;

% 2 5 6;

% 36 7];

%

%he repetitions were renmoved in vecMn function if i <j, where 'i' is a
% ow nunber and 'j' is a colum nunber. unvecMn is inverse operation.

V = zeros(vyska, vyska);

j =0; vi =0;

for i=1:vyska
V(i:end, i) = v(i+vi:vyska+vi);
j = vyska — i
Vi = vi +j;
end
V=V +V - diag(V(logical (eye(vyska))));
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function V = unvec (v, height)

%INVEC Unst acki ng the vector back to matrix
%

% V = unvec(A, height)

%

% A — input matrix

% hei ght — the nunber of rows of the final matrix

V = reshape(v, height, length(v)/height);

function DS = direct_sumA N

90Ol RECT_SUM Creates a direct sumof input matrix
%

% = direct_sumA N

%

%Par anet er s:

%

%\ — a square matrix of size p x p

9N — a nunber of sumation

%

%ut put :

%

% — the matrix of size N'p x Np

% is block diagonal matrix (A, A ..., A, where the nunber of diagonal
bl ocks is N

n = size(A1);
m = si ze(A 2);
DS = zeros(n, m;

for i=0:N-1

DS(i *n+1l:i*n+n, i*ml:i*mn) = A
end
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function D = duplication_matrix(n)

%®OUPLI CATI ON_MATRI X The function creates a special duplication matrix
%

% = duplication_matrix(n)

%

%uplication matrix consi st of zeros and ones so that next equation hol ds
%

% D*vecM n(A) = vec(A)

%

%Par anet er s:

%

% — the size of square matrix A
%

%Qut put :

%

%he matrix of size n*"2 x n(n+l)/2

D = zeros(n™2, n*(n+l)/2);
i = 0;
m = n;
while i <n
o=1i +1;
k = n;
for j=1:i
D(i*n+j, o) = 1;
o = sum(n:-1:k) + i—j+1;
k = k - 1;
end
D(i *n+1+i:i*n+n, m-n+l: m-i) = eye(n-i);
m=m+n —i;
=0 o+ 1;
end
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function R = kron_sum(A, B)

%WKRON_SUM  Kronecker sumation
%
7R
%
7R
%

o%mhere Ais of size n x n

kron_sun(A, B)

kron(A, Im + kron(In, B)

% Bis of size mx m
%

% In = eye(n)

% Im= eye(m

Im= eye(size(B,1));

In = eye(size(A 1));

R = kron(A, In) + kron(In, B);
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function P = pernuteMN (p, g, N

Y%PERMUTEM The function creates a special pernutation matrix
%

%ermutation matrix consi st of zeros and ones so that next equation holds
%

%vec( direct_sumA, N) ) = P_pgN-vec(A)

%

%Par anet er s:

%

%, g — the size of matrix A [p, q] = size(A

YN — the nunber of direct sumations at direct_sunm(A N)

%

%Qut put :

%

%he matrix of size p*q*N‘2 x p*q

T
I

zeros(p*q*N'2, p*q);
eye(p);

while i*p <= p*q*N*2

P(i *p—p+1l:i*p, nfp—p+l:ntp) = 1I;

i =i + N
m=m+ 1,
if m>q

m= 1;

end
end
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