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Oponent:

Rok:
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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá modelováńım a základńım ř́ızeńım magnetické plat-

formy určené k distribuované planárńı manipulaci. Platforma se skládá ze čtvercového

pole ćıvek, rezistivńı dotykové vrstvy umı́stěné nad matićı ćıvek a ocelové kuličky pohy-

buj́ıćı se po povrchu rezistivńı fólie v d̊usledku silového p̊usobeńı pole. Ćılem je vytvořit

zjednodušený matematický model platformy uvažuj́ıćı pouze jednu ćıvku a jednorozměrný

pohyb kuličky. Takto zjednodušený model je sestaven na základě experimentálńı identi-

fikace, ale zároveň také odvozen z fyzikálńı podstaty. Závěr práce je věnován základńımu

ř́ızeńı polohy kuličky pomoćı vytvořeného matematického modelu.

Abstract

This bachelor thesis deals with modeling and basic control of a magnetic platform for

distributed planar manipulation. The platform consists of a rectangular array of electro-

magnetic coils, a resistive touch sensor layer located on top of the array and a steel ball

that moves on the flat resistive foil controlled by the magnetic force field. The goal is to

create a simplified mathematical model of the platform taking into account only one coil

and one-dimensional motion of the ball. This way a restricted model can be formulated

by using experimental identification as well as derivation from physical laws. The last

part is dedicated to basic position control of the ball using created mathematical model.
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3.2.2 Tlumeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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A Obsah přiloženého CD I

vi



Kapitola 1

Úvod

Ćılem této bakalářské práce je vytvořit matematický model distribuovaného magnetického

manipulátoru a následně na základě tohoto modelu vyzkoušet jednoduché ř́ızeńı.

Distribuovaný magnetický manipulátor je nově zkonstruovaná magnetická platforma

na Katedře ř́ıdićı techniky za účelem ověřeńı pokročilých ř́ıdićıch algoritmů pro dis-

tribuovanou planárńı manipulaci. Platforma se skládá ze čtvercového pole ćıvek, re-

zistivńı dotykové fólie a ocelové kuličky. Dotykový senzor je umı́stěn nad matićı ćıvek,

a tvoř́ı tak rovinu pro ocelovou kuličku, která se pohybuje po jeho povrchu. Dotyková

vrstva zat́ım slouž́ı jako jediný zpětnovazebńı senzor určuj́ıćı polohu kuličky. Platforma

umožňuje měnit polaritu a velikost vstupńıho napět́ı ćıvek. (Podrobněǰśımu popisu se

věnuje nadcházej́ıćı kapitola.)

Napět’ovým buzeńım jednotlivých ćıvek manipulátoru docháźı v d̊usledku procházej́ıćıho

proudu k vytvářeńı magnetického pole. Toto pole silově p̊usob́ı na kuličku z feromagne-

tického materiálu a je př́ıčinou jej́ıho rovinného pohybu.

Tato práce se kv̊uli zjednodušeńı omezuje pouze na ř́ızeńı, při němž je zapnutá nejvýše

jedna ćıvka a jednodimenzionálńı pohyb kuličky, která je přitahována sepnutou ćıvkou.

Dále se pak zanedbávaj́ı okrajové efekty na hranách platformy a využ́ıvá se pouze kladná

polarita bud́ıćıho napět́ı.

Takto zjednodušený model se budeme snažit sestavit pomoćı experimentálńı identi-

fikace systému, ale zároveň v teoretické části této práce se jej pokuśıme odvodit ze sa-

motné fyzikálńı podstaty. Následuj́ıćım krokem bude navržeńı pozorovatele stav̊u kuličky

1



KAPITOLA 1. ÚVOD 2

pracuj́ıćıho s naměřenými daty o poloze kuličky z rezistivńı dotykové vrstvy. Na závěr

zkuśıme s využit́ım pozorovatele navrhnout jednoduchý regulátor polohy.



Kapitola 2

Popis magnetické platformy

Obrázek 2.1: Distribuovaný magnetický manipulátor

Distribuovaný magnetický manipulátor představuje novou experimentálńı platformu pro

účely ověřováńı a vývoje pokročilých ř́ıd́ıćıch algoritmů pro distribuovanou planárńı ma-

nipulaci pomoćı pole aktuátor̊u.

Momentálńı konfigurace zaznamenána na obrázku 2.1 je tvořena čtyřmi moduly o

rozměrech 50× 50 mm a výšce 75 mm. Jednotlivé moduly obsahuj́ı čtveřici ćıvek s jádry

z magneticky měkké oceli. Indukčnost ćıvek je L = 394 mH, odpor vinut́ı Rc = 146 Ω a

vzdálenost mezi jádry l = 25 mm. Tyto elektromagnety respektive aktuátory platformy

jsou napájeny vstupńım napět́ım U0 = 24 V. Výkon elektromagnet̊u je ř́ızen pomoćı

3



KAPITOLA 2. POPIS MAGNETICKÉ PLATFORMY 4

pulsně š́ı̌rkové modulace, neboli PWM1.

Každý z těchto modul̊u tvoř́ı samostatnou jednotku s vlastńım 32 bitovým mikrokon-

trolérem ARM Cortex-M3 (LPC1311) běž́ıćım na taktovaćı frekvenci 72 MHz. Přeṕınáńı

ćıvek a ř́ızeńı polarity proudu zajǐst’uje čtveřice H-můstk̊u. K monitorováńı proudu v ćıvce

pro zpětnovazebńı účely je v každém můstku zařazen proudový bočńık s odporem hod-

noty Rs = 0.02 Ω. Měřeńı úbytku napět́ı na tomto odporu je realizováno přes operačńı

zesilovač se ześıleńım A = 200. Modul komunikuje s okoĺım pomoćı RS-485 sběrnice.

Nakonec pro účely budoućıho rozš́ı̌reńı (např́ıklad o magnetometr, senzor teploty apod.)

modul disponuje interńı I2C sběrnićı.

Měřeńı polohy kuličky zajǐst’uje rezistivńı dotyková vrstva umı́stěná nad matićı elek-

tromagnet̊u. Tento zp̊usob měřeńı má hned několik výhod. Jedná se předevš́ım o levné

řešeńı, které poskytuje teoreticky neomezené prostorové rozlǐseńı a vysokou rychlost vzor-

kovańı. Oba parametry jsou limitovány hlavně schopnost́ı A/D převodńıku2. Vzorkovaćı

frekvence dotykové vrstvy byla v pr̊uběh̊u experiment̊u nastavena na fs = 100 Hz. Mezi

nevýhody tohoto řešeńı patř́ı nemožnost měřit v́ıce objekt̊u zároveň a závislost na vy-

vinutém tlaku na povrch senzoru. Předevš́ım závislost na tlaku představuje významný

problém u této platformy, kv̊uli kterému by stálo za zvážeńı použit́ı i jiného zp̊usobu

měřeńı polohy. Vyv́ıjený tlak kuličky na dotykovou vrstvu totiž neńı konstantńı, ale

záviśı na v́ıce parametrech jako je hmotnost kuličky, jej́ı materiálové vlastnosti, aktuálńı

vzdálenost od středu jádra a proud protékaj́ıćı ćıvkou.

Experimenty v této práci byly prováděny s ocelovou kuličkou o poloměru r = 15 mm

a hmotnosti m = 110 g. Relativńı permeabilita oceli je zhruba µr = 8000. Jelikož plat́ı,

že µr � 1, jedná se o feromagnetický materiál.

1Pulse Width Modulation
2Analogově Digitálńı převodńık
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Parametr Hodnota Jednotka

Indukčnost ćıvek L = 394 [mH]

Odpor vinut́ı Rc = 146 [Ω]

Vzdálenost mezi jádry l = 25 [mm]

Vstupńı napět́ı ćıvek U0 = 24 [V]

Poloměr kuličky r = 15 [mm]

Hmotnost kuličky m = 110 [g]

Frekvence vzorkováńı fs = 100 [Hz]

Relativńı permeabilita oceli µr = 8000 [1]

Tabulka 2.1: Některé d̊uležité parametry systému

Tabulka 2.1 poskytuje přehled zmı́něných parametr̊u systému. Firmware platformy se

v pr̊uběhu vypracováváńı práce nacházel ve fázi vývoje. Nicméně k významnému ome-

zováńı nedocházelo. Pouze ne všechny funkcionality platformy byly plně dostupné. Jed-

nalo se např́ıklad o měřeńı proudu tekoućıho ćıvkou a ř́ızeńı polarity vstupńıho napět́ı.

Uvedený problém s nekonstantńım př́ıtlakem kuličky na dotykovou vrstvu byl pouze ko-

rigován středńı hodnotou offsetu.



Kapitola 3

Teoretický rozbor

Tato kapitola si klade za ćıl odvodit zjednodušený matematický model platformy z fy-

zikálńı podstaty. Připomeňme, že za zjednodušený model považujeme jednorozměrný

systém s jedinou ćıvkou, která svým silovým p̊usobeńım přitahuje kuličku směrem k

jádru. Viz obrázek 3.1. Odvozeńı je rozděleno na mechanickou a magnetickou část.

Obrázek 3.1: Zjednodušený model platformy

6



KAPITOLA 3. TEORETICKÝ ROZBOR 7

3.1 Mechanická část

Zde se budeme zabývat hledáńım pohybové rovnice pro jednorozměrný pohyb kuličky.

Předpokládáme, že vněǰśı magnetická śıla p̊usob́ı v jej́ım hmotném středu a docháźı pouze

k valivému pohybu, tzn. že kulička neprokluzuje.

3.1.1 Metoda uvolňováńı

Situaci zachycenou na obrázku 3.1 můžeme popsat soustavou rovnic:

Fx −Rt −mẍ = 0 , (3.1)

Rn − Fy = 0 , (3.2)

Rtr −Rnξ − Jϕ̈ = 0 . (3.3)

Rovnice (3.1) až (3.3) popisuj́ı rovnováhu sil a moment̊u v řezu kuličky při jej́ım pohybu

ve směru osy x. Śıly Fx, Fy [N] jsou složky vněǰśı śıly p̊usob́ıćı v hmotném středu S a Rn,

Rt [N] jsou složky reakce mezi kuličkou a rovinou. Setrvačná śıla −mẍ [N] a setrvačný

moment śıly −Jϕ̈ [N·m] vyplývaj́ı z d’Alembertova principu1. ξ [m] je rameno valivého

odporu, m [kg] hmotnost, J [kg·m2] moment setrvačnosti a r [m] poloměr kuličky.

Aby docházelo k valivému pohybu kuličky, muśı být splněna podmı́nka valeńı[3]

|Rt| < f ·Rn , (3.4)

kde f [1] je součinitel smykového třeńı. V opačném př́ıpadě bude docházet k prokluzu.

Za předpokladu dokonalého valeńı bez prokluzováńı má kulička pouze jeden stupeň

volnosti. Pokud zvoĺıme osu x jako výchoźı souřadnici polohy hmotného středu, úhel

natočeńı kuličky ϕ [rad] dopoč́ıtáme z kinematické podmı́nky x = rϕ, respektive jeho

zrychleńı ϕ̈ [rad·s−2] z

ẍ = rϕ̈ . (3.5)

1

”
Přičtou-li se ke vtǐstěným silám (vněǰśı śıly i reaktivńı śıly vazeb) śıly setrvačné, budou śıly mecha-

nického systému v rovnováze.“ [3]
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Výsledná pohybová rovnice po dosazeńı vztah̊u (3.1), (3.2) do (3.3) a s využit́ım

zmı́něné podmı́nky (3.5) tedy zńı(
m+

J

r2

)
︸ ︷︷ ︸

meff

ẍ = Fx −
ξ

r
sgn(ẋ)Fy . (3.6)

Přidaná funkce sgn(ẋ) zajǐst’uje změnu polohy ramene valivého odporu ξ při změně směru

pohybu. meff [kg] představuje tzv. efektivńı hmotnost. V našem př́ıpadě, kde moment

setrvačnosti kuličky je

J =
2

5
mr2 , (3.7)

efektivńı hmotnost meff tvoř́ı 7
5

hmotnosti p̊uvodńı, tj.

meff = m+
J

r2
= m+

2
5
mr2

r2
=

7

5
m. (3.8)

3.1.2 Lagrangeovy rovnice II. druhu

K rovnićım pro valivý pohyb kuličky se dá doj́ıt i za pomoćı Lagrangeovy rovnice

d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
− ∂L
∂x

= Q∗ . (3.9)

Za zobecněnou souřadnici polohy a rychlosti jsme zvolili osu x a jej́ı prvńı derivaci. Q∗ [N]

reprezentuje vněǰśı zobecněnou nekonzervativńı śılu. Lagrangeovu funkci L vyjadřuj́ıćı

rozd́ıl celkové kinetické a potenciálńı energie systému definujeme jako

L =
1

2
mẋ2 +

1

2
J

(
ẋ

r

)2

− konst. (3.10)

Prvńı dva členy funkce L vyjadřuj́ı kinetickou energii translačńıho a rotačńıho pohybu.

Třet́ı člen je konstanta, která zastupuje neměnnou potenciálńı energii při vodorovném

pohybu.

Kinetickou část Lagrangeovy funkce si můžeme snadnou úpravou vyjádřit pomoćı

efektivńı hmotnosti

L =
1

2

(
m+

J

r2

)
︸ ︷︷ ︸

meff

ẋ2 − konst. =
1

2
meff ẋ

2 − konst. (3.11)
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Virtuálńı práce vykonaná vněǰśımi nekonzervativńımi silami při infinitezimálńım po-

sunu zobecněných souřadnic je

Q∗∂x = Fx∂x− Fyξ∂ϕ = Fx∂x− Fyξ
∂x

r
. (3.12)

Z toho pro zobecněnou śılu vyplývá, že

Q∗ = Fx −
ξ

r
Fy . (3.13)

Po dosazeńı (3.10) a (3.13) do (3.9) a následné derivaci, obdrž́ıme pohybovou rovnici

shodnou s předchoźı (3.6).

∂L
∂ẋ

= meff ẋ ,
d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
= meff ẍ ,

∂L
∂x

= 0 , (3.14)

meff ẍ = Fx −
ξ

r
sgn(ẋ)Fy . (3.15)

3.2 Magnetická část

V této části hledáme vněǰśı p̊usob́ıćı śılu do odvozené pohybové rovnice kuličky (3.15) z

předchoźı sekce.

Předně je třeba uvést, že elektromagnetické pole představuje komplexńı fyzikálńı pole,

které má neznámé hodnoty v každém bodě. Úplný popis tohoto pole poskytuje soustava

Maxwellových rovnic. Nás ale nezaj́ımaj́ı hodnoty pole v jednotlivých bodech, a proto

abychom se vyhnuli řešeńı Maxwellových rovnic, zavedeme v prvotńım přibĺıžeńı řadu

zjednodušeńı:

• zanedbáme vliv př́ıtomnosti kuličky na magnetické pole buzené ćıvkou,

• zanedbáme konečné rozměry ćıvky a nahrad́ıme ji ideálńım nekonečně tenkým a

dlouhým tyčovým magnetem,

• zanedbáme nelinearitu magnetizačńı charakteristiky materiálu kuličky a prohláśıme

ji za dokonale magneticky měkkou.
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3.2.1 Magnetická śıla

F = grad(m ·B) . (3.16)

Vztah (3.16) určuje śılu F [N] p̊usob́ıćı na magnetický dipól, který je charakterizován

magnetickým dipólovým momentem m [A·m2], jenž se nacháźı v magnetickém poli s

indukčnost́ı B [T].

3.2.1.1 Magnetický dipólový moment kuličky

Jako magnetický dipól lze chápat libovolný objekt vytvářej́ıćı kolem sebe magnetické pole.

Jedná se např́ıklad o běžný permanentńı magnet, proudovou smyčku, elektron ob́ıhaj́ıćı

jádro2 apod. Praktický význam dipólu slouž́ı k popisu hmotných těles, protože základńı

částićı struktury všech látek je atom, jenž je vždy také magnetickým dipólem.

Feromagnetické látky tvoř́ı tzv. domény, v nichž jsou magnetické dipóly shodně ori-

entovány. Avšak bez vněǰśıho magnetického pole jsou tyto domény v̊uči sobě orientovány

zcela náhodně a výsledná magnetizace M0 [A·m−1] definována jako součet elementárńıch

dipólových moment̊u mi děleno celkovým objemem látky V [m3]

M0 =
1

V

∑
i

mi (3.17)

je nulová.

Předchoźı výraz (3.17) lze také zapsat jako definici výsledného dipólového momentu

tělesa (v našem př́ıpadě kuličky)

m = M0V . (3.18)

Speciálně pro měkká magnetika pak plat́ı, že magnetizace tělesa M0 je lineárně závislá

na intenzitě magnetického pole uvnitř tohoto tělesa Hm [A·m−1]

M0 = χmHm , (3.19)

kde χm [1] je magnetická susceptibilita materiálu.

2dokonalá proudová smyčka
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V tomto prostřed́ı můžeme vyjádřit magnetickou indukci uvnitř tělesa Bm jako

Bm = µHm = µ0µrHm = µ0(1 + χm)Hm , (3.20)

přičemž µ [H·m−1] je permeabilita materiálu, µ0 [H·m−1] permeabilita vakua a µr [1] re-

lativńı permeabilita.

Pro magneticky homogenńı a izotropńı kouli vloženou do vněǰśıho magnetického pole

B se dá odvodit [4, str. 253], že magnetická indukce uvnitř koule je rovna

Bm = 3
1 + χm
3 + χm

B . (3.21)

S využit́ım vztah̊u (3.18), (3.19), (3.20) a (3.21) můžeme dipólový moment kuličky

zapsat v podobě

m =
3V

µ0

χm
3 + χm

B . (3.22)

Uváž́ıme-li dále, že µr →∞, takže i χm →∞, protože µr = 1 + χm, pak se dipólový

moment kuličky zjednoduš́ı na výsledný tvar

m = kmB, km =
3V

µ0

. (3.23)

3.2.1.2 Magnetické pole

Silové účinky magnetického pole na pohybuj́ıćı se náboj popř́ıpadě magnetický dipól

vyjadřuje magnetická indukce B [T]. Pro kvantitativńı popis magnetického pole je dále

zavedena veličina magnetického indukčńıho toku Φ [Wb] libovolnou orientovanou plochou

σ [m2] jako

Φ =

∫∫
σ

B · dS , (3.24)

kde dS je element plochy.

V př́ıpadě ideálńıho nekonečně dlouhého a tenkého tyčového magnetu lze v jistém

přibĺıžeńı na jeho konci uvažovat monopólový charakter s tokem

Φ = 4π|r|2|B| , (3.25)
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přičemž |r| [m] je vzdálenost od pólu.

Závislost magnetické indukce na vzdálenosti od pólu z předchoźıho vtahu (3.25) pak

můžeme zapsat takto

B(r) =
Φ

4π

r

|r|3
. (3.26)

Magnetický tok tenkým jádrem ćıvky je přibližně

Φ = LI , (3.27)

kde L [H] je indukčnost ćıvky a I [A] proud j́ı protékaj́ıćı.[4]

S využit́ım vztah̊u (3.26) a (3.27) má výsledná magnetická indukčnost v závislosti na

vzdálenosti od ćıvky a proudu v ńı tvar

B(I, r) =
LI

4π

r

|r|3
. (3.28)

3.2.1.3 Pohybová rovnice bez tlumeńı

Zanedbáme-li valivý odpor v odvozené pohybové rovnici kuličky (3.15) z d̊uvodu, že

ξ → 0; a zároveň nebudeme uvažovat žádnou daľśı př́ıčinu tlumeńı pohybu, dostaneme

dosazeńım (3.23) do (3.16) a následně (3.15) základńı pohybovou rovnici bez tlumeńı

meff ẍ = km
∂

∂x
|B|2 . (3.29)

Ze znalosti (3.28) a významem polohového vektoru r = (x, y), kde složka x je ho-

rizontálńı vzdálenost středu kuličky od ćıvky a y vertikálńı3, můžeme předchoźı rovnici

(3.29) rozepsat do tvaru

ẍ = k0I
2 ∂

∂x

1

(x2 + r2)2
, k0 =

kmL
2

16π2meff

. (3.30)

3V našem př́ıpadě poloměr kuličky r.
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3.2.2 Tlumeńı

Ve vodivém tělese pohybuj́ıćım se v magnetickém poli se indukuj́ı v́ı̌rivé proudy (někdy

též Foucaultovy), jejichž existence se projevuje tlumeńım tohoto pohybu v d̊usledku Len-

zova zákona4.[4]

Je zřejmé, že tento jev bude mı́t vliv na pohybuj́ıćı se kuličku, respektive jej́ı magne-

tický dipólový moment m. Jedńım ze zp̊usob̊u, jak lze tento proces odhadnout,[1] je skrze

relaxačńı rovnici5 ve tvaru

τ
d

dt
m + m = kmB , (3.31)

kde τ [s] je časová konstanta.

Z rozměrové analýzy dostáváme, až na bezrozměrný koeficient úměrnosti, že

τ ∼ r2µγ , (3.32)

přičemž r [m] je poloměr kuličky, µ [H·m−1] = [m·kg·s−2·A−2] permeabilita a γ [S·m−1]

= [m−3·kg−1·s3·A2] měrná elektrická vodivost materiálu.

Diferenciálńı rovnici (3.31) lze řešit iteraćı, kde v prvńım kroku uvažujeme τ → 0, z

čehož dostaneme m = kmB. Tento odhad zpátky dosad́ıme za m do výrazu dm
dt

v rovnici

(3.31) a dostaneme

m = km

(
B− τ dB

dt

)
. (3.33)

V magnetickém poli p̊usob́ı na magnetický dipól kromě magnetické śıly (3.16) i silový

moment M [N·m] daný vztahem

M = m×B . (3.34)

Tento moment se snaž́ı natočit magnetický dipól do směru rovnoběžného s polem (m ‖ B)

kv̊uli principu minimálńı potenciálńı energie. Ta je pro magnetické pole dána vztahem

Ep = −m · B [J] a nabývá nejnižš́ı hodnoty právě tehdy, když m ‖ B. Poznamenejme

jen, že záporně vzatý gradient této energie dává magnetickou śılu (3.16).

4

”
Indukované pole p̊usob́ı proti změně, která ho vyvolala.“ [4]

5Diferenciálńı rovnice 1. řádu jako u rozpadu radioaktivńıch izotop̊u nebo RC obvodu.
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Substitućı (3.33) do (3.34) s využit́ım postupně: převodového vztahu6 Ḃ = ϕ̇ × B,

vektorové identity pro trojitý vektorový součin7 A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B),

kinematické podmı́nky ẋ = rϕ̇ a M = Fr sinα, dostáváme pro směr magnetické indukce

kolmý na osu otáčeńı kuličky výslednou tlumı́ćı śılu

Ft = −km
τ

r2
|B|2 dx

dt
. (3.35)

3.2.2.1 Pohybová rovnice s tlumeńım

Rozš́ı̌reńım pohybové rovnice (3.29) z předchoźı sekce tlumı́ćı śılou (3.35) dostaneme

meff ẍ = km

(
∂

∂x
|B|2 − τ

r2
|B|2 dx

dt

)
. (3.36)

Po rozepsáńı magnetické indukce B podle (3.28) pak

ẍ = k0I
2

(
∂

∂x

1

(x2 + r2)2
− τ

r2

1

(x2 + r2)

dx

dt

)
, k0 =

kmL
2

16π2meff

. (3.37)

3.3 Výsledky teoretické části

Tato kapitola se zabývala odvozováńım zjednodušeného matematického modelu magne-

tické platformy z fyzikálńı podstaty. Výsledná pohybová rovnice s uvážeńım všech odpor̊u

nakonec vyšla

meff ẍ = km
∂

∂x
|B|2 − km

τ

r2
|B|2ẋ− ξ

r
sgn(ẋ)

(
mg + km

∂

∂y

∣∣∣∣
y=r

|B|2
)
. (3.38)

Provedeme-li experiment, ve kterém umı́st́ıme kuličku do vzdálenosti 4 cm od bud́ıćı

ćıvky, jež následně zapneme na plný výkon; obdrž́ıme kmitaj́ıćı pr̊uběh kuličky kolem

středu jádra. Tento pr̊uběh je zaznamenán vlevo na obrázku 3.2, kde je dále za pomoćı

numerické derivace vypočten pr̊uběh rychlosti a zrychleńı. (Podrobněǰśımu popisu zpra-

cováńı naměřeného signálu se věnuje sekce v nadcházej́ıćı kapitole.)

6Podobně jako ṙ = ϕ̇× r pro obvodovou rychlost.
7Známé též jako pravidlo

”
bác mı́nus cáb“.
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Grafy v pravé části obrázku 3.2 zobrazuj́ı řešeńı diferenciálńı rovnice

ẍ =
d

dx

1

(x2 + 1)2
− 7

100

1

(x2 + 1)2

dx

dt
(3.39)

s počátečńımi podmı́nkami

x(t0) = −4, ẋ(t0) = 0 (3.40)

a slouž́ı ke kvalitativńımu porovnáńı s naměřenými pr̊uběhy (vlevo) jako d̊ukaz relevance

odvozené pohybové rovnice. Jedná se však pouze o ukázku pr̊uběhu, jelikož jednotky byly

z d̊uvodu zjednodušeńı numerické simulace normovány a koeficient 7
100

odhadnut.
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Obrázek 3.2: Porovnańı naměřených pr̊uběhu z experimentu (vlevo) s

řešeńım diferenciálńı pohybové rovnice (3.39) (vpravo)

Jako jedńım z daľśıch krok̊u by bylo vhodné proměřit |B|2 podél trajektorie středu

kuličky. Měřeńı př́ıpadně rozš́ı̌rit o závislost na protékaj́ıćım proudu nebo zkusit zjistit,

jak velký vliv má př́ıtomnost kuličky na magnetický indukčńı tok Φ při konstantńım

proudu v závislosti na jej́ı poloze.



Kapitola 4

Experimentálńı identifikace

V této kapitole se pokuśıme sestavit zjednodušený model magnetické platformy bez teo-

retických znalost́ı z předchoźı kapitoly, pouze na základě experimentálńı identifikace.

Za výchoźı experiment budeme považovat už zmı́něný pokus, ve kterém je kulička

přitahována na vzdálenost dvou ćıvek. Pro zajǐstěńı shodných počátečńıch podmı́nek při

opakováńı experimentu je kulička nejprve na krátký časový úsek přitažena ćıvkou v mı́stě

startovńı pozice. Následně je na maximálńı výkon sepnuta ob jednu vzdálená ćıvka. V

tom samém okamžiku zač́ıná měřeńı polohy. Obrázek 4.1 zaznamenává typický pr̊uběh

naměřených dat při tomto experimentu.
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Obrázek 4.1: Experiment ob jednu ćıvku s maximálńım výkonem

16
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4.1 Zpracováńı naměřených signál̊u

Z obrázku 4.1 je patrné, že naměřený signál obsahuje rušeńı na vyšš́ıch frekvenćıch. Tento

šum má značně nepř́ıznivý vliv na výpočet numerické derivace. Ta je pro identifikaci ne-

zbytná kv̊uli určeńı výsledné p̊usob́ıćı śıly ze zrychleńı, což je druhá derivace polohy.

V prvńı řadě se tedy budeme snažit o rekonstrukci p̊uvodńıho signálu s ńızkofrekvenčńı

složkou, která má odezńıvaj́ıćı charakter (nejedná se o harmonický signál s konstantńı pe-

riodou), odstraněńım šumu na vyšš́ıch frekvenćıch.

Za t́ımto účelem jsme navrhli dolńı propust tvořenou č́ıslicovým filtrem s konečnou

impulsńı odezvou, neboli FIR filtrem1. Návrhové požadavky byly:

• hranice propustného pásma fp = 6 Hz (odečteno ze dvou nejbližš́ıch překmit̊u),

• hranice nepropustného pásma fn několik jednotek Hz nad propustným pásmem,

• minimálńı zvlněńı v propustném pásmu,

• útlum v nepropustném pásmu alespoň −60 dB.

Filtr jsme navrhovali funkćı2 remez využ́ıvaj́ıćı Remez̊uv algoritmus. Tato funkce navr-

huje filtry s lineárńı fázovou charakteristikou v propustném pásmu a tedy konstantńım

skupinovým zpožděńım. To znamená, že všechny netlumené složky signálu se dostanou

na výstup se stejným zpožděńım.

Požadavk̊um vyhovoval filtr se 102 koeficienty, nepropustným pásmem fn = 9 Hz,

zvlněńım v propustném pásmu ±0.06 dB a útlumem zhruba −70 dB v nepropustném

pásmu. Viz frekvenčńı charakteristika navrženého filtru na obrázku 4.2.

1Finite Impulse Response
2Tato a daľśı uvedené funkce byly použity v prostřed́ı MATLAB.
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Obrázek 4.2: Frekvenčńı charakteristika navrženého filtru

Za povšimnut́ı stoj́ı lineárńı část fázové charakteristiky, která souviśı se symetrickou

impulsńı odezvou filtru a zajǐst’uje konstantńı skupinové zpožděńı. Kompenzaci tohoto

zpožděńı provedeme posunem výstupńıho signálu o polovinu délky filtru (v našem př́ıpadě

o 51 vzork̊u) směrem zpátky.[5]

Daľśı vhodnou úpravou je úrovňové posunut́ı signálu tak, aby kmital kolem nulové

hodnoty. Toto provedeme zjǐstěńım stejnosměrné složky kmitaj́ıćı části signálu a následně

jej́ım odečteńım od celkového signálu. K detekci počátku kmitaj́ıćı části jsme využili

funkci findpeaks. Osciluj́ıćı část jsme transformovali diskrétńı Fourierovou transfor-

maćı fft, ve spektru vynulovali prvńı složku a signál zpět převedli do časové oblasti

inverzńı transformaćı ifft. Z rozd́ılu p̊uvodńıho a takto upraveného signálu jsme určili

stejnosměrnou složku.

Funkćı findpeaks jsme dále detekovali všechna lokáńı maxima, ze kterých jsme

následně určili pr̊uběh útlumu (rozd́ıl amplitud) a pr̊uběh periody (rozd́ıl časové vzdálenosti

maxim).

Filtrovaný signál byl nakonec dvakrát numericky derivován, přesněji diferencován

funkćı diff, a vydělen vzorkovaćı periodou pro zjǐstěńı pr̊uběhu rychlosti a zrychleńı.
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4.2 Lineárńı pružina s tlumeńım

Kmitaj́ıćı část naměřeného pr̊uběhu připomı́ná známý systém tlumeného harmonického

oscilátoru. Zkuśıme tedy zjednodušený model popsat jako soustavu - kulička, pružina a

tlumič. Př́ıstup je patrný z obrázku 4.3.

Obrázek 4.3: Soustava kulička, pružina a tlumič

Zachycenou situaci na předchoźım obrázku 4.3 můžeme popsat soustavou následuj́ıćıch

rovnic:

−mẍ−Rt + Fp − Ft = 0 , (4.1)

−mg +Rn = 0 , (4.2)

Rtr − Jϕ̈ = 0 . (4.3)

Rovnice (4.1) až (4.3) vyjadřuj́ı rovnováhu sil a moment̊u p̊usob́ıćıch na kuličku při jej́ım

pohybu ve směru osy x. Fp [N] je složka śıly nehmotné lineárńı pružiny dané předpisem

Fp(x) = −kx, kde k [N·m−1] je tuhost pružiny. Složka Ft [N] zastupuje śılu viskózńıho

tlumiče s předpisem Ft(ẋ) = bẋ a koeficientem tlumeńı b [kg·s−1]. Ostatńı veličiny maj́ı

stejný význam jako u rovnic (3.1) až (3.3), a proto zde nebudou opakovaně popsány.
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Dosazeńım (4.3) do (4.1), rozepsáńım sil podle předpis̊u a využit́ım kinematické

podmı́nky ẍ = rϕ̈ (předpokládáme valivý pohyb) dostaneme rovnici harmonického os-

cilátoru (
m+

J

r2

)
︸ ︷︷ ︸

meff

ẍ+ bẋ+ kx = 0 (4.4)

neboli

ẍ+
b

meff

ẋ+
k

meff

x = 0 . (4.5)

Neznámé koeficienty b a k identifikujeme z naměřených pr̊uběh̊u. Avšak využijeme-

li k identifikaci klasické vztahy pro výpočet poměrného tlumeńı z překmitu a přirozené

frekvence z doby ustáleńı a tlumeńı, tak se řešeńı takto identifikované soustavy nebude

shodovat se skutečným pr̊uběhem (frekvenčně se budou rozcházet). Důvodem je proměnná

frekvence kmitaj́ıćıho systému (nejedná se o harmonický signál).

Nicméně pro pozděǰśı konkrétńı účel ř́ızeńı je výhodné mı́t shodu alespoň po dobu

prvńıch dvou oscilaćı. Proto odvod́ıme vztahy pro identifikaci vycházej́ıćı pouze z rozd́ılu

amplitud prvńıho a druhého překmitu ∆x = x0−x1 [m] a jejich časového rozestupu T [s].

Mějme homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koefici-

enty ve tvaru

ẍ+ 2αẋ+ ω2
nx = 0 , (4.6)

kde α [s−1] je součinitel tlumeńı a ωn [rad·s−1] přirozená úhlová frekvence netlumených

oscilaćı. Obecné řešeńı rovnice (4.6) lze pro kvaziperiodický pr̊uběh zapsat jako

x = e−αt(A cosωt+B sinωt) , (4.7)

přičemž A a B jsou integračńı konstanty a ω [rad·s−1] je úhlová frekvence tlumených

oscilaćı. Časovou derivaćı obecného řešeńı (4.7) dostaneme

ẋ = −αe−αt(−Aω sinωt+Bω cosωt) . (4.8)

Potom pro počátečńı podmı́nky v čase t0 = 0, kde x = x0 a ẋ = 0, můžeme jejich

dosazeńım do rovnic (4.7), (4.8) psát, že

A = x0 , B = 0 . (4.9)
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Pak výsledné řešeńı zńı

x = x0e
αt cosωt . (4.10)

Rozd́ıl amplitud prvńıch dvou překmit̊u ∆x s časovým odstupem T můžeme pomoćı

řešeńı (4.10) vyjádřit jako

∆x = xt0 − x(t0+T ) = x0e
−αt0 cosωt0︸ ︷︷ ︸

=1

−x0e
−α(t0+T ) cosω (t0 + T )︸ ︷︷ ︸

=1

= x0

(
e−αt0 − e−α(t0+T )

)
= x0 e

−αt0︸ ︷︷ ︸
=1

(
1− e−αT

)
= x0

(
1− e−αT

)
.

(4.11)

Z toho pro součinitel tlumeńı vycháźı

α =
1

T
ln

x0

x0 −∆x
. (4.12)

Řešeńı charakteristického polynomu k rovnici (4.6) má za předpokladu kvaziperio-

dického pr̊uběhu (ωn > α) tvar

λ1,2 = −α±
√
α2 − ω2

n = −α± j
√
ω2
n − α2︸ ︷︷ ︸
=ω

. (4.13)

Proto pro ωn můžeme psát

ωn =
√
ω2 + α2 , ω =

2π

T
. (4.14)

Porovnáńım rovnic (4.5) a (4.6) dostaneme výsledné vztahy pro identifikaci z prvńıch

dvou překmit̊u

b =
2meff

T
ln

x0

x0 −∆x
, k =

4π2meff

T 2
+

b2

4meff

. (4.15)

Simulaci takto identifikovaného systému (b = 0.1588 kg·s−1, k = 27.5633 N·m−1)

můžeme vidět na obrázku 4.4. Počátečńı podmı́nky byly zvoleny v mı́stě prvńıho překmitu.
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Obrázek 4.4: Model lineárńı pružiny s tlumeńım (simulace)

Z graf̊u na obrázku 4.4 je patrné, že model pružiny s tlumeńım vystihuje chováńı

reálného systému pouze po dobu prvńıch dvou oscilaćı. Pak už se model za systémem

opožd’uje. Nicméně pr̊uběh polohy, co se týče amplitudy, zhruba odpov́ıdá po celou dobu

simulace, což se o rychlosti ř́ıci nedá. Doba ustáleńı je shodná pro model i reálný systém.

Na obrázku 4.5 je simulinkové schéma zapojeńı.

Obrázek 4.5: Model lineárńı pružiny (simulinkové schéma)
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4.3 Nelineárńı pružina

Berme, že model lineárńı pružiny přibližně vystihuje chováńı reálného systému. Toto však

plat́ı pouze pro počátečńı podmı́nky v jistém bĺızkém okoĺı ćıvky (nulté hodnoty). Śıla

lineárńı pružiny je totiž př́ımo úměrná libovolně velké výchylce, kdežto magnetická śıla od

určité vzdálenosti slábne. Tato skutečnost je patrná z obrázku 4.6, kde je na základě zpra-

covaných dat z experimentu vykreslena p̊usob́ıćı śıla v závislosti na vzdálenosti kuličky

od ćıvky. Podle obrázku 4.1 se jedná o časový úsek 0 až 2 s.
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Obrázek 4.6: Působ́ıćı śıla v závislosti na vzdálenosti od ćıvky

Poznámka: Za povšimnut́ı stoj́ı fakt, že v mı́stě nad ćıvkou je velikost śıly záporná.

Jedná se ale o tzv. výslednou śılu, která je součtem dvou navzájem opačný sil
”
přitahuj́ıćı“

a tlumı́ćı3. Nad ćıvkou se pak projev́ı pouze śıla tlumı́ćı p̊usob́ıćı proti směru pohybu.

Bohužel muśıme konstatovat, že model viskózńıho tlumiče (úměrného rychlosti) s identi-

fikovaným koeficientem tlumeńı b jej́ı velikost v tomto mı́stě nevystihuje. 2

Máme tedy lineárńı pružinu s předpisem Fp = −kx, která odpov́ıdá chováńı reálného

systému do vzdálenosti xext = (1.37 ± 0.09) · 10−2 m. Hodnota 0.09 · 10−2 m je polovina

pr̊uměru vzdálenosti od dvou okolńıch naměřených bod̊u. Nyńı se pokuśıme naj́ıt takovou

funkci Fp, jež by vystihovala pr̊uběh śıly i pro oblast x < xext.

3Tyto śıly od sebe nedokážeme oddělit.
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Vycházejme z funkce f ve tvaru

f(x) =
c

xn + d
x

; n ∈ N ; c , d ∈ R ∧ c 6= 0 , d > 0 . (4.16)

Tato funkce má v bĺızkém okoĺı nuly lineárńı charakter (zanedbáme prvńı člen ve jme-

novateli), pak nabyde svého maxima/minima a konverguje k nule rychlost́ı n-té mocniny

(zanedbáme naopak druhý člen jmenovatele).

Poznámka: Funkce f je pro sudá n v bodě −d
1

n+1 nespojitá4. Řešeńım je přidáńı funkce

sgn(x) k prvńımu členu jmenovatele, tj. f(x) = c
sgn(x)xn+ d

x

, č́ımž zajist́ıme jej́ı lichost. 2

Nyńı funkci f normalizujeme na f ∗ ve smyslu, že hodnota jej́ıho globálńıho maxima

bude rovna 1, a to právě v bodě xe, neboli

max f ∗ = f ∗(xe) = 1 ; xe ∈ D(f ∗) . (4.17)

Za t́ımto účelem funkci f derivujeme a jej́ı derivaci polož́ıme rovnu nule.

df

dx
!

= 0 =⇒ x = xe =
n+1

√
d

n
. (4.18)

T́ım jsme obdrželi bod xe, ve kterém f nabývá hodnoty svého maxima5, a to právě

max f = f(xe) =
cn

d(n+ 1)
n+1

√
d

n
. (4.19)

Normalizovanou funkci f ∗ pak źıskáme jako

f ∗ =
f

max f
=

(n+ 1)xne

xn + nxn+1
e

x

. (4.20)

Č́ımž jsme se zbavili koeficient̊u c, d a źıskali normalizovanou funkci f ∗ s hodnotou ma-

xima max f ∗ = 1 v bodě xe.

Tedy pr̊uběh funkce f ∗, kde x ∈ 〈−xe, xe〉, má přibližně lineárńı charakter (zanedbáme

prvńı člen ve jmenovateli)

f ∗ ≈ n+ 1

n

1

xe
x . (4.21)

Pro n� 1, pak můžeme psát

f ∗ ≈ 1

xe
x, protože lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
= 1 . (4.22)

4Což lze vidět ze tvaru f(x) = cx
xn+1+d .

5Funkce f∗ bude mı́t maximum ve stejném bodě.
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Požadujeme-li, aby funkce Fp měla v této oblasti stejnou směrnici jako Fp = −kx,

zavedeme k f ∗ opravný koeficient ε takto

Fp = −kx !
= εf ∗ = ε

1

xe
x = Fp , kde ε = −xek . (4.23)

Novou funkci tuhosti pružiny proto definujeme jako

Fp(x) = −xekf ∗(x) . (4.24)

Za xe jsme zvolili středńı hodnotu naměřené vzdálenosti xext = 1.37 ·10−2 m. Následně

jsme postupnou iteraćı n a porovnáváńım výsledného pr̊uběhu śıly stanovili stupeň moc-

niny n = 8. Jelikož se jedná o sudé č́ıslo, byla přidána funkce sgn(x) k mocninnému

členu ve jmenovateli6. Na závěr jsme podle simulace ladili vzdálenost xe v rozmeźı

±0.09 · 10−2 m. Největš́ı shodě s naměřeným pr̊uběhem polohy odpov́ıdala hodnota xe =

1.45 · 10−2 m. Rozepsáńım (4.24) pro n = 8 jsme dostali

Fp(x) = −kxe
9x8

ex

sgn(x)x9 + 8x9
e

, (4.25)

kde xe = 1.45 · 10−2 m. Graf této nelineárńı funkce Fp(x) s přičteńım Ft(ẋ) (viskózńıho

tlumiče) je znázorněn na obrázku 4.7. Simulace pro počátečńı podmı́nky shodné s expe-

rimentem je pak k viděńı na obr. 4.8.
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Obrázek 4.7: Graf nelineárńı funkce pružiny

6Viz předchoźı poznámka o nespojitém bodě.
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Obrázek 4.8: Model nelineárńı pružiny s tlumeńım (simulace)

Podle výsledk̊u simulace model s nelineárńı pružinou Fp velice věrohodně vystihuje

chováńı reálného systému pro vzdálenosti větš́ı než xext. Důsledkem je mimo jiné vylepšeńı

pr̊uběhu polohy a rychlosti v mı́stech prvńıch dvou oscilaćı, kde se kulička po krátkou

dobu nacháźı za hodnotou xext. Od této hodnoty totiž silové účinky pole značně slábnou,

což model s lineárńı pružinou př́ımo úměrnou výchylce neńı schopen postihnout. Na

obrázku 4.9 je simulinkové schéma ted’ už nelineárńıho modelu.

Obrázek 4.9: Model nelineárńı pružiny (simulinkové schéma)
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4.4 Výsledky experimentálńı části

Ćılem této kapitoly bylo vytvořit zjednodušený matematický model platformy na základě

experimentálńı identifikace.

Systém jsme identifikovali jako soustavu - kulička, pružina a tlumič s pohybovou

rovnićı

meff ẍ = Fp(x)− Ft(ẋ) , (4.26)

neboli

meff ẍ = −kxef ∗(x)− bẋ , (4.27)

kde f ∗ je nelineárńı funkce daná předpisem (4.20). Parametr k (tuhost pružiny) a b (koe-

ficient tlumeńı) jsme identifikovali z naměřených dat podle odvozených vztah̊u (4.15).

Kritickou vzdálenost xe, od které silové účinky pole zač́ınaj́ı značně slábnout, jsme pak

určili z grafu pr̊uběhu śıly v závislosti na vzdálenosti kuličky od ćıvky. Viz obrázek 4.6.

Porovnáńı takto identifikovaného modelu a reálného systému pro výchoźı experi-

ment (ob jednu ćıvku s maximálńım výkonem) je na obrázku 4.8. Výsledky dopadly

obdobně i pro r̊uzné počátečńı podmı́nky (startovńı pozice kuličky). Což znamená, že

model věrohodně vystihoval skutečnost pouze po dobu prvńıch dvou oscilaćı. Analogie s

pružinou tedy plat́ı jenom do určité mı́ry a neodpov́ıdá reálné fyzikálńı podstatě systému.

Identifikace byla dále provedena na experimentech s 58%, 60%, 65%, 70%, 75% a 80%

výkonem7 ćıvky. Snahou bylo nalézt závislost parametr̊u k, b a xe na vstupńım výkonu,

a źıskat tak proporcionálńı model. U všech třech parametr̊u se objevil zhruba lineárńı

charakter. Avšak závislost modelu na přesnosti xe je kruciálńı a poměrně malá odchylka

(v řádu 10−4 m) má značný vliv na pr̊uběh simulace. Důvodem je výskyt parametru xe ve

vysokých mocninách funkce f ∗. Možným řešeńım by bylo provést větš́ı počet experiment̊u

s menš́ım krokem.

7Procenta odpov́ıdaj́ı stř́ıdě PWM modulace.



Kapitola 5

Základńı ř́ızeńı

Úkolem závěrečné kapitoly je vyzkoušet základńı ř́ızeńı polohy kuličky s využit́ım sesta-

vených matematických model̊u z předchoźıch kapitol. Poznamenejme, že model vycházej́ıćı

z fyzikálńı podstaty (3.38) ještě nebyl v pr̊uběhu zpracováváńı této části dostupný.

Vycházejme tedy z pohybové rovnice lineárńıho modelu (4.5)

ẍ+
b

meff

ẋ+
k

meff

x = 0 . (5.1)

Zavedeńım stavových proměnných x1, x2 pro polohu a rychlost

x1 = x , x2 = ẋ , (5.2)

dostaneme s využit́ım faktu, že ẋ1 = x2, stavovou rovnici druhého řádu ve tvaru[
ẋ1

ẋ2

]
︸ ︷︷ ︸

ẋ(t)

=

[
0 1
−k
meff

−b
meff

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
x1

x2

]
︸ ︷︷ ︸

x(t)

+

[
0 0
−k
meff

−b
meff

][
x1

x2

]
︸ ︷︷ ︸

x(t)

(u− 1), u ∈ {0, 1} . (5.3)

Přičemž matici A nazýváme stavovou matićı a vektor xT vektorem stavových proměnných.

Vstup u(t) nabývá hodnot 0, 1 a reprezentuje vypnut́ı, respektive zapnut́ı ćıvky. Pro hod-

notu vstupu u = 1 se jedná o lineárńı časově invariantńı (LTI1) systém odezńıvaj́ıćı na

počátečńı podmı́nky x(0−) = x0. V opačném př́ıpadě, kdy u = 0, se systém chová podle

Newtonova prvńıho pohybového zákona. Kulička tedy setrvává v klidu nebo v rovnoměrně

př́ımočarém pohybu, protože pro ni plat́ı ẋ2 = 0 ∧ ẋ1 = x2.

1Linear Time-Invariant

28
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Je-li výstupem systému poloha, můžeme psát výstupńı rovnici jako

y(t) =
[

1 0
]

︸ ︷︷ ︸
C

[
x1

x2

]
︸ ︷︷ ︸

x(t)

, (5.4)

kde za y(t) označujeme výstup systému a matici C nazýváme výstupńı matićı.

Vlastńı č́ısla stavové matice A pro př́ıpad u = 1 a maximálńı výkon ćıvky vycházej́ı

podle rovnice (4.13) takto

λ1,2 = −0.5156± 13.3885 j . (5.5)

Jedná se tedy o asymptoticky (vnitřně) stabilńı systém v Hurwitzově smyslu, jelikož jeho

póly lež́ı pouze v levé komplexńı polorovině.[2] Toto pro vstup u = 0 už obecně neplat́ı,

protože systém je na mezi stability.

Připomeňme, že lineárńı model (4.5) je limitńım př́ıpadem nelineárńıho (4.27) pro

pohyb kuličky v bĺızkém okoĺı ćıvky. Velikost okoĺı souviśı s aktuálńım výkonem ćıvky,

respektive protékaj́ıćım proudem. Tuto závislost v aktuátoru, ale bohužel neznáme. Podle

(3.30) se dá ovšem předpokládat, že bude kvadratická. V př́ıpadě maximálńıho výkonu

jsme velikost okoĺı identifikovali jako xe = 1.45 · 10−2 m.

5.1 Návrh pozorovatele

Model je však pouze aproximaćı skutečného systému (soustavy). Obecně za předpokladu

shodných počátečńıch podmı́nek a omezeného času plat́ı

x̂(t) ≈ x(t) ,

ŷ(t) ≈ y(t) pro t > 0 ,
(5.6)

kde x̂(t), ŷ(t) znač́ı odhad vnitřńıch stav̊u a výstupu modelu, zat́ımco x(t), y(t) jsou

skutečné stavy a výstup soustavy.

Model v našem př́ıpadě přibližně odpov́ıdá skutečnosti pouze po dobu prvńıch dvou

oscilaćı, pak se jeho odhad výstupu ŷ(t) rozcháźı se skutečnost́ı y(t). Viz obrázek 4.8.
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Avšak zavedeńım zpětné vazby do modelu z výstupu soustavy y(t) se můžeme pokusit

jeho odhad vylepšit. Vytvoř́ıme tzv. pozorovatele soustavy

˙̂x(t) = Ax̂(t) + L(y(t)− ŷ(t)) ,

ŷ(t) = Cx̂(t) ,
(5.7)

přičemž LT ∈ R2 je vektor ześıleńı a vstup uvažujeme2 u = 1. Rozepsáńım stavové rovnice

podle výstupńı dostaneme

˙̂x(t) = Ax̂(t) + L(y(t)−Cx̂(t)) = (A−LC)︸ ︷︷ ︸
Apoz

x̂(t) + Ly(t) , (5.8)

kde Apoz je stavová matice pozorovatele. Volbou L tedy měńıme vlastńı č́ısla matice Apoz,

a t́ım pádem i konvergenci a rychlost odhadováńı. Jelikož se jedná o úplně pozorovatelný

systém (matice pozorovatelnosti

O =

[
C

CA

]
=

[
0 1

1 0

]
(5.9)

má plnou hodnost), můžeme póly pozorovatele volit libovolně. K výpočtu výsledného vek-

toru ześıleńı LT podle požadovaných pól̊u c1, c2 lze využ́ıt modifikovaného Ackermannova

vzorce[2] pro pozorovatele

L = ppoz(A)O−1
[

0 1
]T

. (5.10)

ppoz(A) je dosazeńı stavové matice A do požadovaného polynomu ppoz, tj.

ppoz(A) = A2 − (c1 + c2)A + c1c2I (5.11)

s t́ım, že I je jednotková matice.

Póly pozorovatele c1,2 jsme volili jako násobky zvlášt’ reálné a imaginárńı části vlastńıch

č́ısel λ1,2. Č́ım rychleǰśıho pozorovatele jsme zvolili (póly umı́stili dál do levé komplexńı

poloroviny), t́ım rychleji konvergoval odhad ŷ(t) k skutečnému výstupu y(t). Zároveň ale

docházelo k přenášeńı větš́ıho vlivu šumu měřeńı na odhad stavu x̂(t). Jako optimálńı

polohu pól̊u jsme pak na základě opakovaného zkoušeńı a porovnáváńı výsledk̊u zvolili

c1,2 = 30 · <(λ1,2) + 1.2 · =(λ1,2)j . (5.12)

2Pouze z d̊uvodu zjednodušeńı rovnic (5.7) a (5.8), jinak plat́ı i pro u = 0.
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Obrázek 5.1: Pozorovatel soustavy (pr̊uběh simulace)

Výsledek simulace takto navrženého pozorovatele lze vidět na obrázku 5.1. Z grafu je

patrné, že pozorovatel znatelně vylepšil odhad pr̊uběhu polohy i rychlosti. Zároveň už také

nedocháźı k tak významnému zpožd’ováńı odhad̊u. Simulace byla provedena na předem

naměřených avšak nefiltrovaných datech. Důvodem je možnost jednoduchého porovnáńı

rychlost́ı. Simulinkové zapojeńı pozorovatele je na obr. 5.2. Bloček s názvem MODEL ukrývá

model s nelineárńı pružinou 4.9.

Obrázek 5.2: Zapojeńı pozorovatele soustavy (simulinkové schéma)
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5.2 Stop at Top

Hlavńı funkćı pozorovatele je takzvaná rekonstrukce stav̊u neboli poskytováńı informaćı

o stavech soustavy, jenž jinak nejsme schopni měřit. Konkrétně v našem př́ıpadě se jedná

o odhad okamžité rychlosti kuličky (stav x2). Tento odhad využijeme v úkolu s názvem

Stop at Top, jehož ćılem je zastavit kuličku na vrcholu prvńıho překmitu.

Kulička se v mı́stě překmitu nacháźı v maximu své polohy, tud́ıž jej́ı derivace, tzn.

rychlost, je rovna nule. Tohoto faktu využ́ıvá jednoduchý ř́ıdićı algoritmus znázorněný

na obrázku 5.3.

Obrázek 5.3: Stop at Top ř́ıdićı algoritmus (simulinkové schéma)

Vstupem jsou stavy x1, x2 a výstupem ř́ıd́ıćı signál ON/OFF (u = 1 ∨ u = 0).

Jakmile se kulička nacháźı za ćıvkou (x1 > 0) a zároveň docháźı k pr̊uchodu jej́ı rychlost́ı

nulovou hodnotou, je výstupńı signál regulátoru roven logické nule a ćıvka je vypnuta.

Zpožd’ovaćı člen DELAY ve smyčce s logickým prvkem AND zabraňuje opětovnému sepnut́ı

ćıvky (např́ıklad v d̊usledku vyskytuj́ıćıho se šumu v odhadu rychlosti). Tento rozhodo-

vaćı algoritmus je umı́stěn v bločku s názvem REGULATOR, jenž je zapojen k soustavě a

pozorovateli podle obrázku 5.4.

Obrázek 5.4: Stop at Top zapojeńı systému (simulinkové schéma)
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Signal Builder obsahuje dva signály. Prvńı puls slouž́ı k přitažeńı kuličky do star-

tovńı pozice (ob jednu ćıvku vzhledem k ř́ıdićı) a druhý signál je jednotkový skok pro ř́ıdićı

ćıvku, který má náběžnou hranu v krátkém čase po spádové hraně pulsu. Obrázek 5.5

pak porovnává výsledky simulace se skutečným experimentem provedeným na soustavě

s pozorovatelem a regulátorem podle předchoźıho zapojeńı 5.4.
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Obrázek 5.5: Stop at Top porovnáńı experimentu se simulaćı

Z obrázku 5.5 je patrné, že ř́ıdićı obvod 5.3 byl úspěšný a kuličku v mı́stě překmitu

zastavil. Okamžik s nulovou rychlost́ı je totiž velice krátký kv̊uli zrychleńı, které nabývá

v tomto bodě naopak své nejvyšš́ı hodnoty co do velikosti. Mimo jiné také simulace

modelu v této úloze velice dobře odpov́ıdá skutečnému chováńı soustavy, což je d̊usledkem

identifikace právě podle prvńıch dvou oscilaćı.

Poznámka: Při porovnáńı pr̊uběh̊u 5.5 a 4.1 si můžeme všimnout, že k prvńım překmit̊um

docháźı v rozd́ılných časech. Důvodem je extrémńı citlivost systému na počátečńı podmı́nky.

V tomto experimentu byla kulička umı́stěna o milimetr dál než v prvńım, což zapř́ıčinilo

zpožděńı překmitu o zhruba 1 s. Z tohoto d̊uvodu se např́ıklad dopředné ř́ızeńı typu input

shaping 3 jev́ı jako nevhodné pro tuto úlohu. 2

3tvarováńı vstupńıho signálu
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5.3 Switching control

Ř́ızeńı, při němž docháźı pouze k přeṕınáńı mezi mezńımi hodnotami systému, se obecně

nazývá switching control4. Častokrát se jedná o časově optimálńı řešeńı. Např́ıklad

potřebujeme-li přemı́stit auto z mı́sta A do mı́sta B, je evidentně nejrychleǰśı maximálně

sešlápnout plyn a od určitého mı́sta (switching point) naopak přej́ıt k prudkému brzděńı,

jež při správně určeném bodu přepnut́ı zastav́ı auto v požadovaném mı́stě B.

Obdobný zp̊usob ř́ızeńı by se dal využ́ıt i v př́ıpadě kuličky s ćıvkou. Simulace na

obrázku 5.6 slouž́ı jako demonstrace tohoto př́ıstupu. Ćılem bylo dostat kuličku z mı́sta

xA = −0.04 m do mı́sta xB = 0.03 m za pomoci sṕınáńı pouze jediné ćıvky tak, aby v

mı́stě xB měla kulička pokud možno nulovou rychlost.
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Obrázek 5.6: Switching control demonstrativńı simulace

V simulaci 5.6 jsou předvedeny dvě ř́ıdićı sekvence pomaleǰśı a rychleǰśı. Obě nejdř́ıve

rozpohybovaly kuličku do určité rychlosti, následně vypnut́ım ćıvky nechaly kuličku se-

trvávat v rovnoměrném př́ımočarém pohybu, dokud nepřekonala nulovou hodnotu polohy.

4sṕınané ř́ızeńı
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Od určitého mı́sta x > 0 ji pak opětovným sepnut́ım ćıvky začaly brzdit do doby, než

jej́ı rychlost neklesla k nule, což muselo nastat právě v požadovaném mı́stě xB. Rychleǰśı

sekvence tedy v úseku před ćıvkou rozpohybovala kuličku do větš́ı rychlosti. Nicméně i

toto muselo být voleno s ohledem na ćılovou vzdálenost xB, protože jinak by se nepodařilo

kuličku ubrzdit včas.

Jde tedy o vhodné vystihnut́ı minimálně dvou přeṕınaćıch bod̊u (pro vypnut́ı a se-

pnut́ı ćıvky5) tak, aby celkový čas potřebný k překonáńı úseku z xA do xB byl co nejkratš́ı.

Uváž́ıme-li dále, že práce vykonaná ćıvkou k urychleńı kuličky se muśı rovnat práci vy-

naložené na brzděńı, pak stač́ı určit pouze jeden optimálńı bod.

V daľśım možném kroku by tedy bylo zaj́ımavé navrhnout ř́ıdićı algoritmus, který by

úlohu řešil pro libovolnou6 nenulovou7 vzdálenost od ćıvky. Kdyby se jednalo o vzdálenost

xB < 0, tak by šlo využ́ıt jednoho překmitu. Kv̊uli vysoké závislosti na počátečńıch

podmı́nkách (viz předchoźı poznámka) by algoritmus zřejmě musel vycházet ze stav̊u x1,

x2 a ne z dopředu naplánovaných časových interval̊u, jak tomu bylo v př́ıpadě demon-

strativńı simulace.

S využit́ım dvou ćıvek, jedné jako urychluj́ıćı a druhé jako brzd́ıćı, by dokonce bylo

možné rozvrhnout ř́ızeńı tak, aby v každém okamžiku docházelo k urychlováńı, nebo

brzděńı kuličky. Oproti předchoźımu př́ıpadu bychom tedy už nemuseli čekat, až kulička

rovnoměrným pohybem překoná nulovou hodnotu polohy, abychom teprve byli schopni

zač́ıt brzdit.

5Počátečńı a koncový bod je jasně daný.
6Samozřejmě s ohledem na dosah silových účink̊u pole.
7S uvážeńım śıly valivého odporu např́ıklad z rovnice (3.6) by bylo možné od této podmı́nky upustit.
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5.4 Bang-Bang regulátor

Na závěr jsme vytvořili jednoduchý ř́ıdićı algoritmus Bang-Bang regulátoru, jehož ćılem

bylo udržet kuličku mezi dvěma ćıvkami. Viz obrázek 5.7.

Obrázek 5.7: Bang-Beng regulátor ř́ıdićı algoritmus

Ke sṕınáńı ćıvek docházelo podle velikosti a znaménka regulačńı odchylky e. Pokud

se kulička nacházela v pásmu necitlivosti (Dead zone) byly obě ćıvky vypnuty. Jelikož

akčńı zásahy nebyly úměrné velikosti odchylky e, tak tato regulace vedla k oscilaćım. Viz

obrázek 5.8. Frekvence těchto oscilaćı byla nepř́ımo úměrně ovlivňována velikost́ı pásma

necitlivosti.
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Obrázek 5.8: Bang-Bang regulátor pr̊uběh polohy

Výkon ćıvek byl nastaven na 60%. Porucha v čase 2 s vytlačila kuličku z pásma ne-

citlivosti. Pravděpodobným d̊uvodem deľśıch sṕınaćıch interval̊u ćıvky č. 2 je mı́rné na-

kloněńı platformy ve prospěch ćıvky č. 1. Schéma simulinkového zapojeńı regulátoru je

na obrázku 5.9.
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Obrázek 5.9: Bang-Beng regulátor (simulinkové schéma)



Kapitola 6

Závěr

Připomeňme, že ćılem práce bylo vytvořit zjednodušený matematický model distribuo-

vaného magnetického manipulátoru, který uvažuje buzeńı pouze jedinou ćıvkou a jedno-

rozměrný pohyb kuličky. Následně na základě tohoto modelu vyzkoušet jednoduché ř́ızeńı

polohy kuličky.

V teoretické části práce jsme zjednodušený model platformy odvodili ze samotné fy-

zikálńı podstaty systému. I přes řadu zavedených zjednodušeńı se výsledné pr̊uběhy řešeńı

odvozené pohybové rovnice kvalitativně podobaly naměřeným hodnotám z experimentu.

V následuj́ıćı části práce jsme vytvořili daľśı model platformy čistě na základě experi-

mentálńı identifikace. Systém jsme identifikovali jako soustavu - kulička, pružina a tlumič.

Lineárńı pružina byla následně nahrazena nelineárńı, která lépe vystihovala chováńı

systému pro větš́ı vzdálenosti od ćıvky. Tento nelineárńı model odpov́ıdal skutečnosti

po dobu prvńıch dvou oscilaćı kmitaj́ıćı kuličky kolem ćıvky, pak se pr̊uběhy odhad̊u

zač́ınaly zpožd’ovat.

V závěrečné části práce jsme navrhli pozorovatele stav̊u kuličky pro model odvozený

z experimentálńı identifikace. Pozorovatel významně vylepšil pr̊uběhy odhad̊u, jež nyńı

odpov́ıdaly skutečnosti po celou dobu simulace s minimálńım zpožděńım. Dále jsme na-

vrhli zp̊usob, jakým by bylo možné ř́ıdit polohu kuličky na základě sṕınáńı pouze jediné

ćıvky. Tento zp̊usob byl demonstrován v ukázkové simulaci pomoćı identifikovaného mo-

delu. Jelikož se nám v úloze s názvem Stop at Top podařilo kuličku zastavit v mı́stě

jej́ıho největš́ıho zrychleńı, domńıváme se, že navrhovaný zp̊usob ř́ızeńı by mohl fungovat

pro libovolný bod v prstencovém okoĺı ćıvky. V úplném závěru jsme pak vytvořili jed-

38
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noduchý ř́ıdićı algoritmus Bang-Bang regulátoru, jehož ćılem bylo udržet kuličku mezi

dvěma ćıvkami.

Jako jedńım z daľśıch krok̊u by tedy bylo vhodné identifikovat parametry modelu

odvozeného v teoretickém rozboru, př́ıpadně zvážit některá z jeho zjednodušeńı a zavést

daľśı nelinearity. Tento model by totiž v budoucnu umožňoval proporcionálńı ř́ızeńı mı́sto

sṕınaného. Nezávisle na tomto by bylo možné vytvořit ř́ıdićı algoritmus sṕınaného ř́ızeńı

pro již funguj́ıćı model z experimentálńı identifikace podle zmı́něného návrhu v kapitole

5 Základńı ř́ızeńı.
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– Switching control simulace.

I


