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Abstrakt

Ćılem této bakalářské práce je vytvořit několik několik model̊u s virtuálńı reali-

tou pro účely výkuky v předmětech zabývaj́ıćıch se analýzou a modelováńım systémů

(např. SAM). Výhodou model̊u s virtuálńı realitou je mnohem vyšš́ı přehlednost a názor-

nost chováńı modelu před prostými grafy. V této práci bude provedena analýza několika

mechanických systémů a pro každý budou nejprve odvozeny pohybové rovnice a vytvořena

simulačńı schémata s virtuálńı realitou.
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Abstract

The goal of this bachleor project is to create several models in Simulink with virtual

reality. These models are about to be used in courses working at analysis of dynamic

systems (such as SAM). The biggest advantage of models with virtual reality is better

clearness of behavior than use of simple plots. In this project will be made ananlysis

of several mechanical systems and for each will be calculated diferential equations of

movement and created Simulink schemes with virtual reality.
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4.11 Odezva systému na vstup y(t) = sin(ωt), ω À ωv . . . . . . . . . . . . . 36

ix



x



Kapitola 1

Úvod

V rámci této bakalářské práce budou odvozeny diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı pohyb

několika fyzikálńıch systémů a podle nich budou připravena simulačńı schémata. K si-

mulačńım schémat̊um bude připravena virtuálńı realita. Fyzikálńı systémy pro analýzu

budou mechanické soustavy a to konkrétně soustava závaž́ı na pružině s pohyblivým

závěsem a soustava dvou závaž́ı na pružinách zavěšených pod sebou také s pohyblivým

závěsem a kulička na ploše. Modely v Simulinku budou přiloženy k této práci na CD. K

vytvořeńı model̊u byl použit Matlab, verze r2006b se Simulinkem verze 6.5 a programem

pro tvorbu virtuálńı reality V-Realm Builder verze 2.0.

V kapitole 2 bude stručně popsán Virtual reality toolbox a základńı informace k použit́ı

tohoto toolboxu pro tvorbu a ovládáńı jednoduchých model̊u. V kapitole 3 bude prozebrán

prvńı modelový př́ıklad pro soustavu závaž́ı na pružině. V kapitole 4 bude rozebrán druhý,

složitěǰśı př́ıklad a to pro soustavu dvou závaž́ı na pružinách zavěšených pod sebou. Po-

sledńı model bude popisovat pohyb kuličky po ploše.
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Kapitola 2

Virtual reality toolbox v Matlabu

Virtuálńı realita ve Virtual reality toolboxu v Matlabu (dále jako VR) se vytvář́ı

v programu V-Realm Builder, který je již obsažen v instalaci Matlabu společně s Virtual

reality toolboxem. Práce v tomto programu je uživatelsky př́ıvětivá a dost intuitivńı.

Je třeba vytvořit virtuálńı svět, takový, jaký bude v klidu, neboli výchoźı stav. Dále

ve V-Realm Builderu při tvorbě virtuálńıho světa nastav́ıme závislosti a vazby objekt̊u.

Při tvorbě virtuálńı reality je výhodné, co nejv́ıc se přibĺıžit vnitřńım vazbám reálného

objektu. K tomuto můžeme využ́ıt děděńı. Objekty ve virtuálńı realitě jsou uspořádány

do struktur. Objekt může mı́t libovolně potomk̊u, ale vždy jen jednoho rodiče. Přičemž

plat́ı, že potomek děd́ı vlastnosti rodiče. Např́ıklad máme-li kuličku na ploše a ve VR

je kulička potomkem plochy, tak jej́ı poloha vzhledem k pozorovateli se bude měnit

v závislosti na pohybu plochy. Z toho také př́ımo vyplývá, že parametry potomka jsou

vztaženy k rodičovskému objektu. Děděńı vlastnost́ı lze velmi výhodně využ́ıt pro zjed-

nodušeńı ř́ıdićıch signál̊u VR. Např́ıklad pro kuličku na ploše při použit́ı děděńı stač́ı

měnit pouze polohu ve směrech os x a z, bez děděńı by bylo nutné složitě synchronizovat

veškerý pohyb kuličky s pohybem plochy.

Objekty virtuálńı reality je třeba pojmenovat jednoznačným jménem, protože pouze

objekty s jiným než výchoźım jménem, lze externě ovládat.

2.1 Ovládáńı virtuálńı reality z prostřed́ı Simulink

Virtuálńı realitu lze z Matlabu ovládat prostředńıctv́ım Simulinku nebo př́ımo z kon-

zole (resp. m-file). V rámci této bakalářské práce je s ohledem na potřebu simulace mo-

3



4 KAPITOLA 2. VIRTUAL REALITY TOOLBOX V MATLABU

del̊u výhodněǰśı ovládáńı ze Simulinku. Virtuálńı realitu lze do Simulinku přidat pomoćı

bloku ”VR Sink”. Tento blok po zadáńı souboru Virtuálńı reality (formát *.wrl) nab́ıdne

uživateli, které hodnoty ve VR bude cht́ıt měnit (stač́ı zaškrtnout) viz obr. 2.1.

Obrázek 2.1: Nab́ıdka bloku VR Sink

Po úspěšném načteńı souboru se na bloku ”VR Sink” objev́ı odpov́ıdaj́ıćı počet vstup̊u.

Na ty je třeba přivést ř́ıdićı signály z modelované soustavy. VR potřebuje pro správnou

funkci relativně složité signály, které většinou maj́ı v́ıce složek. Pro jejich snažš́ı pochopeńı

rozebereme jednotlivé transformace objekt̊u virtuálńı reality.

Jako prvńı rozebereme posun (translation). Pro provedeńı posunu potřebujeme vstupńı

vektor [x, y, z], kde x, y a z jsou složky vektoru posunu ve směru os. Tyto složky se přičtou

k aktuálńım souřadnićım a t́ım vznike nová poloha.

Daľśı velmi častou transformaćı je změna velikosti (scale). Pro změnu velikosti objektu

potřebujeme opět vektor [x, y, z], kde x, y a z jsou složky ve směru os. Rozd́ıl oproti

posunu je ten, že při změně velikosti se těmito složkami násob́ı výchoźı hodnota a t́ım

vznikne nová velikost.

Pro rotaci obektu potřebujeme vektor o čtyřech složkách [x, y, z, ϕ], kde x, y a z jsou

složky ve směru os a ϕ je o kolik se těleso natoč́ı při hodnotě na vstupu velikosti 1.

Střed transformaćı se přesouvá (běžným posunem) a t́ım se měńı střed souměrnosti

objektu. Pro všechny základńı transformace je tento bod středem souměrnosti a také

neutrálńım prvkem.

Dále můžeme každého objektu měnit př́ımo jeho rozměry. Např́ıklad u válce výšku,
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kvádru délky stran apod. Většinou pro tyto transformace stač́ı jednorozměrný signál

(výška válce), to vždy záviśı na konkrétńım tělese a v př́ıpadě potřeby dohledáme v ná-

povědě.

Nejsnáze lze toto pochopit na př́ıkladech viz kapitola 3 a 4 v částech o ovládáńı

virtuálńı reality.
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Kapitola 3

Soustava závaž́ı na pružině

3.1 Úvod

Prvńım systémem je kmitavý systém tvořený závaž́ım zavěšeným na pružině. Ta-

kovýto fyzikálńı systém je sice velmi jednoduchý, ale je často součást́ı složitěǰśıch zař́ızeńı.

Např́ıklad tlumiče kol u aut nebo kabina výtahu při uvažováńı pružnosti lana vykazuj́ı

podobné vlastnosti jako náš model.
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Obrázek 3.1: Systém závaž́ı na pružině

Systém závaž́ı na pružině se

skládá ze tř́ı část́ı: závěsu o hmot-

nosti m, kterým pohybujeme, pružiny

s konstantou k1 přenášej́ıćı tento po-

hyb na závaž́ı o hmotnosti m1. Jako

vstup systému uvažujeme bud’ budićı

śılu Fu p̊usob́ıćı na závěs nebo př́ımo

jeho polohu y. Výstupem systému je

poloha závěsu y a poloha závaž́ı y1.

V našem př́ıkladě ještě uvažuje-

me několik předpoklad̊u a speci-

fik. Pružinu považujeme vzhledem

k závaž́ı a závěsu jako nehmotnou

bez nelinearit s koeficientem tlumeńı b1. Dále předpokládejme, že zdroj śıly je tvrdý

a závaž́ı na pružině zpětně neovliňuje dynamiku závěsu.

7



8 KAPITOLA 3. SOUSTAVA ZÁVAŽÍ NA PRUŽINĚ

3.2 Matematický popis systému

3.2.1 Odvozeńı pohybových rovnic pomoćı Newtonovy

mechaniky

Nyńı můžeme odvodit pohybové rovnice našeho modelu např́ıklad z Newtonovské

fyziky. Vycháźıme ze základńı rovnice

~Fi =
∑

~Fj ,

kde ~Fi je výsledná śıla p̊usob́ıćı na i-té těleso a
∑ ~Fj je součet vektor̊u sil p̊usob́ıćıch na

dané těleso.

Před odvozeńım rovnic ještě poznámka k chováńı pružiny. Při p̊usobeńı śıly na pružinu

docháźı k jej́ı deformaci, na kterou reaguje pružina reakčńı silou odpov́ıdaj́ıćı Hookovu

zákonu (Feynman, R. P. et al. Feynmanovy přednášky z fyziky 2/3, 2001) Fo = ks

a tlumı́ćı silou Fz = bṡ. Tyto śıly p̊usob́ı na obě tělesa připevněná na konćıch pružiny

stejnou silou s opačným směrem směřuj́ıćım doprostřed pružiny. Při předpokladu nulové

klidové délky pružiny (viz. úvod předpoklad, že pružina nemá nelinearity) je s délka

pružiny a k a b jsou konstanty pružiny.

V našem př́ıkladě máme tělesa dvě, takže budeme mı́t dvě rovnice. Prvńı pohybovou

rovnićı je rovnice závěsu

~F (t) = ~Fu(t) + ~Fg + ~Fz(t) + ~Fz1(t) + ~Fo1(t) .

Ve zvoleném souřadném systému se śıly p̊usob́ıćı dol̊u odč́ıtaj́ı a śıly p̊usob́ıćı nahoru

přič́ıtaj́ı. ~Fu je vstupńı śıla a plat́ı ~Fu = +Fu, ~Fg je gravitačńı śıla a plat́ı ~Fg = −Fg a ~Fz

je śıla ztrát pohybu závěsu a plat́ı ~Fz = bẏ, kde b je koeficient útlumu. Dále na závěs

p̊usob́ı śıly pružiny a plat́ı ~Fz1 = −b1(ẏ−ẏ1) a ~Fo1 = −k1(y−y1). Jak bylo řečeno v úvodu,

u dynamiky závěsu neuvažujeme p̊usobeńı sil pružiny. Proto členy ~Fz1 a ~Fo1 nezahrneme

do rovnice pro pohyb. Statické p̊usobeńı ovšem uvažujeme a v klidovém stavu na závěs

p̊usob́ı závaž́ı gravitačńı silou ~Fg1 = −Fg1 = −m1g. Tato śıla pouze zp̊usob́ı konstantńı

zvýšeńı zátěže na vstupńı śılu, na dynamice pohybu se v̊ubec neprojev́ı. Rovnici můžeme

tedy zapsat ve tvaru

F (t) = Fu(t)− Fg − Fg1 − Fz(t) ,

mÿ(t) = Fu(t)−mg −m1g − bẏ(t) .

Výsledná rovnice pro dynamiku závěsu tedy je

mÿ(t) + bẏ(t) = Fu(t)−mg −m1g .
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Druhou pohybovou rovnićı je rovnice popisuj́ıćı pohyb závaž́ı. Postup pro odvozeńı

pohybové rovnice je obdobný jako u rovnice předchoźı. Vycháźıme z rovnice

~F1(t) = ~Fg1 + ~Fz1(t) + ~Fo1(t) ,

kde ~Fg1 je gravitačńı śıla, pro kterou plat́ı ~Fg1 = −m1g. ~Fz1(t) je tlumı́ćı śıla pružiny

a plat́ı ~Fz1(t) = b1

(
ẏ(t)− ẏ1(t)

)
.

~Fo1(t) je śıla odporu pružiny a plat́ı ~Fo1(t) = k1

(
y(t)− y1(t)

)
. Po dosazeńı můžeme psát

rovnici ve skalárńım tvaru

m1ÿ1(t) = b1(ẏ(t)− ẏ1(t)) + k1(y(t)− y1(t))−m1g,

neboli

m1ÿ1(t) + b1ẏ1(t) + k1y1(t) = b1ẏ(t) + k1y(t)−m1g .

3.2.2 Odvozeńı pohybových rovnice pomoćı Lagrangeových

rovnic druhého druhu

Výsledky muśı být samozřejmě totožné, oba postupy zde uvád́ıme pouze pro porovnáńı.

Při výpočtu pohybových rovnic pomoćı Lagrangeovy mechaniky se vycháźı ze základńı

rovnice (Noskievič, P. Modelováńı a identifikace systémů, 1999)

d

dt

∂L(t)

∂q̇i(t)
− ∂L(t)

∂qi(t)
=

∂W (t)

∂qi(t)
, (3.1)

kde W je zobecnělá práce nekonzervativńıch (vněǰśıch) sil, qi je zobecněná souřadnice

a L je takzvaný Lagrangián pro který plat́ı

L(t) = Ek(t)− Ep(t) , (3.2)

kde Ek je kinetická energie celého systému a Ep je potenciálńı energie celého systému.

V našem př́ıkladě je zobecněnou souřadnićı poloha závěsu y a poloha závaž́ı y1. Ki-

netickou energii urč́ıme jako součet kinetické energie závěsu a kinetické energie závaž́ı

(pružinu uvažujeme vzhledem k závaž́ı jako nehmotnou)

Ek(t) =
1

2
mv2(t) +

1

2
m1v

2
1(t)

Ek(t) =
1

2
mẏ2(t) +

1

2
m1ẏ

2
1(t) .
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Potenciálńı energii urč́ıme jako součet potenciálńı energie závěsu Ep1, závaž́ı Ep2 a po-

tenciálńı energii pružiny Epk

Ep(t) = Ep1(t) + Ep2(t) + Epk(t) .

Kde Epk(t) je potenciálńı energie pružnosti a spoč́ıtá se integraćı Hookova zákona (Feyn-

man, R. P. et al. Feynmanovy přednášky z fyziky 2/3, 2001)s mezemi od nuly po

okamžitou délku pružiny.

Epk(t) =

∫ y(t)−y1(t)

0

ks ds

Epk(t) =
1

2
k1

[
s2

]y(t)−y1(t)

0

Epk(t) =
1

2
k1(y(t)− y1(t))

2

Celková potenciálńı energie tedy je

Ep(t) = mgy(t) + m1gy1(t) +
1

2
k1

(
y(t)− y1(t)

)2

Po dosazeńı vyjde Lagrangián

L(t) =
1

2
mẏ2(t) +

1

2
m1ẏ

2
1(t)−mgy(t)−m1gy1(t)− 1

2
k1

(
y(t)− y1(t)

)2
.

Pro výpočet zobecnělé práce vněǰśıch sil využijeme opět vztah W =
∫

Fds. Dále uvažujme,

že śıla odpov́ıdaj́ıćı útlumu pružiny je F = b1ṡ, kde s je délka pružiny a integrál má meze

opět od nuly do okamžité délky pružiny

W = Wu −Wz ,

W =

∫ y(t)

0

Fuds− d

dt

∫ y(t)

0

bs ds− d

dt

∫ y(t)−y1(t)

0

b1s ds ,

W = Fuy(t)− 1

2

d

dt
by2(t)− 1

2

d

dt
b1(y(t)− y1(t))

2 .

Nyńı již můžeme zač́ıt vyjadřovat jednotlivé pohybové rovnice. Mı́sto zobecněné souřad-

nice qi v rovnici (3.1), dosad́ıme postupně jednotlivé proměnné y a y1 a rovnice vyřeš́ıme.

Jako prvńı odvod́ıme pohybovou rovnici závaž́ı

d

dt

∂L(t)

∂y1(t)
− ∂L(t)

∂ẏ1(t)
=

∂W (t)

∂y1(t)
,

d

dt
m1ẏ1(t)−

(−m1g − 1

2
k1 × 2(y(t)− y1(t))(−1)

)
= −1

2
b1 × 2(ẏ(t)− ẏ1(t))(−1)
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m1ÿ1(t)− k1y(t) + k1y1(t) = +b1ẏ(t)− b1ẏ1(t)−m1g

m1ÿ1(t) + b1ẏ1(t) + k1y1(t) = b1ẏ(t) + k1y(t)−m1g. (3.3)

Obdobně odvod́ıme pohybovou rovnićı závěsu

d

dt

∂L(t)

∂ẏ(t)
− ∂L(t)

∂y(t)
=

∂W (t)

∂y(t)
,

d

dt
mẏ(t)−

[
−mg − k1

(
y(t)− y1(t)

)]
= Fu(t)− b

d

dt
y(t)− b1

d

dt

(
y(t)− y1(t)

)
.

mÿ(t) + bẏ(t) = Fu(t)− b1 (ẏ(t)− ẏ1(t))− k1(y(t)− y1(t))−mg (3.4)

Protože uvažujeme, že závaž́ı na pružině zpětně neovlivňuje pohyb závěsu, můžeme

v této rovnici zanedbat všechny členy vyjadřuj́ıćı p̊usobeńı závaž́ı na závěs, tedy členy

b1(ẏ(t)− ẏ1(t)) a k1(y(t)− y1(t)). Ovšem uvažujeme statické p̊usobeńı (viz. úvod). Proto

je nutné ho spoč́ıtat.

Statické p̊usobeńı spoč́ıtáme z popisu soustavy v klidu. Všechny derivované členy jsou

nulové. Rovnice se tak zredukuje na tvar

0 = Fu − k1(y0 − y10)−mg .

Je zřejmé že pro výpočet potřebujeme i klidovou polohu závaž́ı. Tu vyjádř́ıme z rov-

nice (3.3) jako

k1y10 = k1y0 −m1g ,

což dosad́ıme do předchoźı rovnice a obdrž́ıme

0 = Fu + k1y0 − k1y0 −m1g −mg ,

0 = Fu −m1g −mg .

Při porovnáńı pravých stran rovnic zjist́ıme, že člen k1(y0 − y10) se v rovnici zredukoval

na m1g, což je námi hledané statické p̊usobeńı. Z toho vyplývá, že v klidu je vstupńı śıla

zatěžována t́ıhou závěsu i závaž́ı. Výsledná pohybová rovnice závěsu pak je

mÿ(t) + bẏ(t) = Fu(t)−mg −m1g . (3.5)

Rovnice (3.5) a (3.3) plně popisuj́ı dynamické chováńı našeho systému. Poznamenejme

ještě, že na tomto př́ıkladu se zdá být použit́ı Lagrangeových rovnic zbytečně složité,

ovšem u složitěǰśıch systémů je jejich použit́ı velmi rozš́ı̌rené a užitečné hlavně z d̊uvodu,

že energii lze většinou snáze určit než řešit všechny śıly každé vazby. Nav́ıc je jejich použit́ı

mnohem přehledněǰśı a neńı nutné pracovat s vektory sil.
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3.2.3 Výpočet přenos̊u

Nyńı přepoč́ıtáme pohybové rovnice na přenosy mezi vstupńı silou Fu a polohou

závěsu y a mezi vstupńı silou Fu a polohou závaž́ı y1.

Nejprve je nutné zvolit vstupńı, stavové a výstupńı proměnné. Jak bylo napsáno v úvodu,

vstupem do soustavy u je śıla p̊usob́ıćı na závěs. Výstupńı proměnné jsou polohy závěsu

a závaž́ı y a y1. Jako stavové proměnné je praktické zvolit x, x1, tak že se př́ımo rovnaj́ı

výstupńım proměnným.

Při linearizaci vypoč́ıtáme pracovńı body všech stavových proměnných a odchylkový mo-

del. Při výpočtu pracovńıch bod̊u se uvažuje ustálený stav a všechny derivivané členy

jsou nulové. Soustava rovnic popisuj́ıćı systém se potom zredukuje na rovnice

0 = u− (m + m1)g

k1x1 = k1x−m1g

Řešeńı této soustavy vyjdou pracovńı body. Pracovńı bod polohy závěsu x0 nelze určit

a při splněńı podmı́nky u = (m + m1)g může být kdekoli. Pro přehlednost byl zvolen do

počátkou souřadné soustavy. Pracovńı bod pro polohu závaž́ı vyjde

x0 = 0 x10 = −m1

k1

g .

Pohybové rovnice v odchylkovém tvaru budou

∆ẍ +
b

m
∆ẋ = ∆u

∆ẍ1 +
b1

m1

∆ẋ1 +
k1

m1

∆x1 =
b1

m1

∆ẋ +
k1

m1

∆x .

Po Laplacově transformaci

s2X +
b

m
sX = U

s2X1 +
b1

m1

sX1 +
k1

m1

X1 =
b1

m1

sX +
k1

m1

X

Z pohybových rovnic v odchylkovém tvaru již lze př́ımo vyjádřit přenosy

P (s) =
∆X(s)

∆U(s)
=

1
m

s
(
s + b

m

) . (3.6)

P1(s) =
∆X1(s)

∆U(s)
=

1
mm1

(b1s + k1)

s
(
s + b

m

) (
s2 + b1

m1
s + k1

m1

) . (3.7)

Uvažujeme-li, že vstupem do systému je př́ımo poloha závěsu, pak se tento přenos zre-

dukuje na P (s) = 1.
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3.3 Simulačńı schéma

Z rovnic (3.5) a (3.3) lze př́ımo sestavit simulačńı schémata popisuj́ıćı dynamiku soustavy.

y
1

b/m

−K−

1
s

1
s

g*(m1+m)

1/m

−K−
u
1

Obrázek 3.2: Simulinkové schéma modelu závěsu podle rovnice (3.5)

y1
1

k1/m1−K− b1/m1−K−

1
s

1
sg

 k1/m1−K−  b1/m1−K−

y
1

Obrázek 3.3: Simulinkové schéma modelu závaž́ı na pružině podle rov-

nice (3.3)

Dvě schémata obr. 3.2 a obr. 3.3 jsou jádrem celé simulace. Kompletńı simluačńı

schéma bude následovné:
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y1
2

y
1

to VR

y

y1

input_y
s_center
s_scale
s_trans
length of spring
w_trans
w_scale

VR Sink

suspension.translation
spring.center
spring.scale

spring.translation
s.height

weigth.translation
w.size

Suspension

u y

Mass 1

y y1

 m−>cm 

−K−

 m−>cm

−K−
u
1

Obrázek 3.4: Kompletńı simulinkové schéma

Ve schématu je jediný vstup ”u”, který přivád́ı signál odpov́ıdaj́ıćı vstupńı śıle v New-

tonech do subsystému ”Suspension”. Tento subsystém obsahuje simulačńı schéma z obr. 3.2

a jeho výstupem je poloha závěsu v metrech (y [m]). Poloha závěsu je přivedena na vstup

susbsystému ”Mass 1”, který obsahuje simulačńı schéma obr. 3.3 a jehož výstupem je po-

loha závaž́ı také v metrech (y1 [m]). Signály y a y1 jsou výstupy, které jsou před vyvedeńım

přepočteny z metr̊u na centimetry, pro lepš́ı zobrazeńı výstupu.

Oba výstupńı signály jsou přivedeny do bloku ”to VR”. Ten z jejich hodnot vypoč́ıtá

transformace pro virtuálńı realitu. Vnitřńı struktura tohoto bloku a vystvětleńı jeho

funkce je v kapitole 3.4. Blok ”VR Sink” př́ımo reprezentuje virtuálńı realitu.

Celý tento systém je pro potřeby uživatele uzavřen a použit jako maskovaný sub-

systém. Parametry simulace lze nastavit v dialogu k této masce.

3.4 Virtuálńı realita

Nyńı rozebereme virtuálńı realitu k soustavě závaž́ı na pružině.
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Obrázek 3.5: Vzhled virtuálńı reality pro závaž́ı na pružině

Celý systém ve virtuálńı realitě rozděĺıme na dvě zcela samostatné části, prvńı je

soustava závěsu se závaž́ım na pružině a druhou část́ı je měř́ıtko. Měř́ıtko je pouze sta-

tický objekt pro lepš́ı posouzeńı pohybu. č́ısla odpov́ıdaj́ı poloze ve směru osy y v [cm] a

přesněji tak, že dolńı základna je přesně tou hodnotou. Hlavńı část́ı je samozřejmě závěs

se závaž́ım na pružině.

Závěs je reprezenotván černým kvádrem jehož poloha je dána polohou závěsu y. Závěs je

zároveň rodičovským objektem pro zbytek soustavy. U něj se měńı pouze poloha (tran-

slation).

Pružina je reprezentována válcem spojuj́ıćım závěs se závaž́ım. Je potomkem závěsu, což

je výhodné kv̊uli synchronizaci (neńı nutné posouvat pružinu při každém pohybu závěsu)

a také se t́ım ušetř́ı vstupy. Měńı se u ńı poloha (translation), velikost (scale), délka (hei-

ght) a střed transformace (center). Souřadnice pro polohu jsou vztaženy k rodičovskému

objektu neboli k závěsu.

Závaž́ı je reprezentováno žlutou krychĺı. To je potomkem závěsu, sice by bylo ideálńı,

aby byla potomkem pružiny, č́ımž by se vyřešilo napojeńı těchto objekt̊u, bohužel to ale

neńı možné, protože při změně velikosti pružiny by se měnila velikost závaž́ı a to by se

natahovalo. U závaž́ı se měńı poloha (translation) a velikost (size).

V této virtuálńı realitě délka 1 odpov́ıdá délce 1 dm, proto je nutné všechny vstupńı

signálu tomu uzp̊usobit.
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3.4.1 Ovládáńı virtuálńı reality

Virtuálńı realita (dále jen VR) našeho systému je celá ovládaná ze Simulinku. Blok VR

potřebuje k chodu v tomto př́ıpadě značné množstv́ı signál. Pro potřeby jejich výpočtu

je použitý blok ”to VR”. Vnitřńı struktura bloku ”to VR” je následuj́ıćı.

w_scale
7

w_trans
6

length of spring
5

s_trans
4

s_scale
3

s_center
2

input_y
1

−l/2

0

0

l/2

a

l

0

a/2

0

1

1/l

−K−

−1

−K−

 m−>dm 

−K−

 m−>dm

−K−
y1
2

y
1

Obrázek 3.6: Struktura bloku na výpočet transformaćı pro VR

Toto schéma je na prvńı pohled relativně nepřehledné, dále následuje jeho popis k

vystvětleńı funkce.

Na vstupu jsou oba vstupńı signály (polohy) převedeny z metr̊u na decimetry.

Do virtuálńı reality jde několik signál̊u s konstantńı hodnotou. Konkrétně to jsou

výstupńı porty ”2”, ”4”, ”5” a ”7”, které pouze nastav́ı konstanty ve virtuálńı realitě

podle aktuálńıho nastevńı konstant v simulačńım schématu. Na port ”5” je přivedena
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výchoźı délka pružiny, která se rovná pracovńımu bodu závaž́ı

l0 = y10 =
m1

k1

g .

Hodnota je vypočtena v masce systému. Na port ”2” je přiveden posun středu transfor-

mace pružiny (center). To je nutné z d̊uvodu, aby se pružina protahovala od horńıho konce

a ne od prostředka, kde je standartně střed transformaćı. V našem př́ıpadě chceme pouze

posun ve směru osy y a proto jsou složky x a z rovny nule. Posun ve směru osy y je po-

lovina délky pružiny (právě aby střed transformaćı byl v horńım konci pružiny). Na port

”4” je přiveden posun pružiny. Při změně délky pružiny by jej́ı konec byl nad závěsem. Ve

směru osy y je posun o polovinu délky pružiny dol̊u. Posun v ostatńıch směrech je nulový.

Na port ”7” je přivedena velikost zavěšené krychle reprezentuj́ıćı závaž́ı a to př́ımo jako

délka hran. Tato délka je nastavena v masce systému konstantně.

Zbylé výstupy ”1”, ”3” a ”6” jsou již dynamické a ř́ıd́ı chod virtuálńı reality.

Na port ”1” je př́ımo přivedena poloha závěsu v dm jako vektor posunu. Na port ”3”

je přivedena změna délky pružiny. V našem př́ıpadě je třeba, aby se měnila délka jen

v ose y, proto je ve směru os x a z konstantně 1. Ve směru osy y je situace složitěǰśı.

Požadovaná délka pružiny je lr = y(t)− y1(t). Č́ıslo, kterým je nutné vynásobit p̊uvodńı

výchoźı pružiny l0, abychom dostali žádanou délku je

k =
y(t)− y1(t)

l0
.

Na port ”6” je přivedena poloha závaž́ı. Tato poloha je vztažena k závěsu, tud́ıž nelze

prostě přivést polohu závaž́ı. Řešeńı neńı nijak složité. Stač́ı vźıt vzdálenost závěsu od

závaž́ı (délku pružiny) l = y(t) − y1(t), k ńı přič́ıst polovinu hrany krychle a nakonec

otočit znaménko. Přičteńı poloviny hrany krychle je nutné, protože poloha krychle ve VR

je určena středem. Otočeńı znaménka otoč́ı polohu závaž́ı pod závěs (kladné hodnoty jsou

nad závěsem).
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3.5 Simulačńı pokusy

Nyńı provedeme několik simulačńıch experiment̊u na vytvořeném modelu a srovnáme s

předpoklady. Pro simulace budeme použ́ıvat tyto konstanty: hmotnost závěsu m = 20 kg,

koeficient tlumeńı pohybu závěsu b = 2 kg/s, tuhost pružiny k1 = 15 Nm−1, koeficient

tlumeńı pružiny b1 = 0,5 kg/s a hmotnost závaž́ı m1 = 2 kg. Přenos vstupńı śıly Fu

na polohu závaž́ı y1 podle rovnice (3.7) má jednu nulu

z1 = −k1

b1

,

a čtyři póly

p1 = 0, p2 = − b

m
, p3,4 = − b1

2m1

± j

√
k1

m1

−
(

b1

2m1

)2

.

Je tedy čtvrtého řádu s astatismem prvńıho řádu (p1 = 0). U tohoto přenosu jsou domi-

nantńımi póly astatický pól p1 = 0 a dvojice komplexně sdružených pól̊u. Ty zp̊usob́ı to,

že má systém kmitavou odezvu, což jsme u pružiny předpokládali. V přenosu (3.7) této

dvojici komplexně sdružených pól̊u odpov́ıdá polynom
(
s2+ b1

m1
s+ k1

m1

)
. Obecný polynom

kmitavých pól̊u má tvar (s2 + 2δω0s + ω2
0), kde ω0 je přirozená frekvence a δ je relativńı

tlumeńı. Z toho lze př́ımo spoč́ıtat parametry kmit̊u našeho přenosu. Přirozená frekvence

a relativńı tlumeńı jsou

ω0 =

√
k1

m1

, δ =
b1

2
√

k1m1

.

Odtud můžeme spoč́ıtat vlastńı frekvenci ωv

ωv = ω0

√
1− δ2 .

(Učebnice SARI [online], 2001) Závaž́ı má tendenci kmitat s vlastńı frekvenćı ωv. To lze

demonstrovat na simulaci, kdy na vstup přivedeme pouze konstatńı śılu na vyrovnáńı

gravitace a závaž́ı vychýĺıme z rovnovážné polohy, viz obr. 3.7. Z obrázku je dobře vidět,

že frekvence kmitáńı v̊ubec nezáviśı na počátečńı poloze y10, ta ovlivňuje pouze amplitudu

kmit̊u. Frekvence kmit̊u je pro oba př́ıpady stejná a přesně odpov́ıdá vlastńı frekvenci ωv.
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Obrázek 3.7: Odezva systému na počátečńı podmı́nku y10

Ověřeńı, že se frekvence kmit̊u rovná vlastńı frekvenci

výpočet:

ωv =

√
k1

m1

ωv
.
= 2,73 rad/s

odečteńı z grafu:

ω =
2π

T
kde T = 2,3 s

ω
.
= 2,73 rad/s

Je zřejmé, že kruhová frekvence vypočtená oběma postupy je stejná.

Pro názornost následuj́ıćıch simulaćı je výhodné použ́ıt jako vstup do soustavy př́ımo

polohu závěsu y. Přenos mezi polohou závěsu a polohou závaž́ı je

P1(s) =
∆Y1(s)

∆Y (s)
=

1
m1

(b1s + k1)

s2 + b1
m1

s + k1

m1

. (3.8)

Vlastnosti systému můžeme popisovat pomoćı frekvenčńıch charakteristik, např́ıklad

Bodeho frekvenčńıch charakteristik. Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu (3.8) jsou

na obr. 3.8. V amplitudové charakteristice je dobře patrná rezonančńı špička, kterou

zp̊usobuje právě komplexně sdružený kmitavý pól. Poloha této špičky je přesně na vlastńı

frekvenci ωv. Výška rezonančńı špičky je dána velikost́ı tlumeńı δ, pokud by bylo nulové,

což by odpov́ıdalo pro b1 = 0, byla by špička nekonečně vysoká. Při námi nastavených

konstantách vyjde, že ωv
.
= 2,73 rad/s.
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Obrázek 3.8: Bodeho frekvenčńı charakteristiky přenosu mezi polohou

závěsu y a polohou závaž́ı y1 (3.8)

V několika následuj́ıćıch pokusech demonstrujeme odezvu na vstupńı sinusový signál

o r̊uzných frekvenćıch. Při těchto simulaćıch nám p̊ujde hlavně o polohu závaž́ı a budeme

uvažovat přenos (3.8). Po odezněńı přechodových jev̊u bude závaž́ı kmitat s frekvenćı

stejnou, jako má zdroj. Tento signál bude ovšem př́ıslušně ześılen a posunut v̊uči vstup-

ńımu signálu podle Bodeho frekvenčńıch charakteristik.
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Obrázek 3.9: Odezva systému na vstup y(t) = sin(ωt), ω ¿ ωv
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Obrázek 3.10: Odezva systému na vstup y(t) = sin(ωt), ω = ωv

Z obr. 3.10 je vidět, že amplituda kmitáńı je výrazně vyšš́ı. Posledńı simulace ukazuje

útlum frekvenćı vyšš́ıch než vlastńı frekvence. Tento útlum roste se zvyšuj́ıćı se frekvenćı.

Dále je na pr̊uběźıch vidět zpožděńı výstupu systému za vstupem systému. To odpov́ıdá

Bodeho fázové frekvenčńı charateristice a pro vyšš́ı frekvence je výrazněǰśı.
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Obrázek 3.11: Odezva systému na vstup y(t) = sin(ωt), ω À ωv

Pro ověřeńı posunu fáze stač́ı odeč́ıst fázi v grafu obr. 3.9, kde je rozd́ıl fáze přibližně

0 a v grafu obr. 3.11, kde je fázový posun zhruba 180◦.
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Kapitola 4

Soustava dvou závaž́ı na pružinách

4.1 Úvod

Tento př́ıklad popisuje složitěǰśı kmitavý systém. Ćılem tohoto př́ıkladu je demostrace

vlivu kmitavých pól̊u a nul na dynamiku systému.
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Obrázek 4.1: Systém dvou závaž́ı na pružinách

Náš systém je složen z pěti část́ı.

Závěsem o hmotnosti m a s tlu-

meńım b, na který př́ımo p̊usob́ı

vstupńı śıla Fu. Dále horńı pružina

o tuhosti k1 bez nelinearit a s tlu-

meńım b1. Na horńı pružině je

zavěšeno horńı závaž́ı o hmotnosti

m1 . Za toto závaž́ı je zavěšena dolńı

pružina s tuhost́ı k2 také bez ne-

linearit a tlumeńım b2. Na konci

této pružiny je zavěšeno dolńı závaž́ı

o hmotnosti m2. Celá soustava je

na obr. 4.1 se všemi parametry. Vstu-

pem do soustavy je śıla na závěs nebo

př́ımo poloha závěsu. Výstupy jsou

poloha závěsu která je dále značena

jako y, poloha horńıho závaž́ı y1 a po-

loha dolńıho závaž́ı y2.

V našem př́ıkladě ještě uvažujeme pár specifik. Hmotnost pružin zanedbáváme a zdroj

23
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śıly považujeme za tvrdý a př́ımo p̊usob́ıćı na závěs. Proto v popisu dynamiky závěsu

nebudeme uvažovat zpětné p̊usobeńı závaž́ı při pohybu.

4.2 Matematický popis systému

V této kapitole odvod́ıme pohybové rovnice pro popis dynamiky závěsu a obou závaž́ı.

Postup pro výpočet pohybových rovnic pomoćı Lagrangeových rovnic lze naj́ı v lite-

ratuře (Feynman, R. P. et al. Feynmanovy přednášky z fyziky 2/3, 2001) nebo v kapi-

tole 3, kde se tento postup použ́ıvá.

V př́ıkladě dvou závaž́ı na pružinách zavěšených nad sebou je použit́ı Lagrangeových

rovnic velmi užitečné, protože v tomto př́ıpadě postup výpočtu pomoćı Newtonova zákona

je již značně nepřehledný.

Následuje zkrácený výpočet Lagrangiánu L a práce vněǰśıch sil W .

Kinetickou energii urč́ıme jako součet kinetické energie závěsu a obou závaž́ı

Ek(t) =
1

2
mv2(t) +

1

2
m1v

2
1(t) +

1

2
m2v

2
2(t)

Ek(t) =
1

2
mẏ2(t) +

1

2
m1ẏ

2
1(t) +

1

2
m2ẏ

2
2(t) .

Potenciálńı energii urč́ıme jakou součet potenciálńıch energíı závěsu, obou závaž́ı a po-

tenciálńıch energíı pružnosti obou pružin,

Ep(t) = mgy(t) + m1gy1(t) + m2gy2(t) +

∫ y(t)−y1(t)

0

k1sds +

∫ y1(t)−y2(t)

0

k2sds

Ep(t) = mgy(t) + m1gy1(t) + m2gy2(t) +
k1

2

(
y(t)− y1(t)

)2
+

k2

2

(
y1(t)− y2(t)

)2
.

Lagrangián vypoč́ıtáme jako

L(t) = Ek(t)− Ep(t) ,

a po dosazeńı energíı

L(t) =
1

2
mẏ2(t) +

1

2
m1ẏ

2
1(t) +

1

2
m2ẏ

2
2(t)−mgy(t)−m1gy1(t)−m2gy2(t)−

−k1

2

(
y(t)− y1(t)

)2

− k2

2

(
y1(t)− y2(t)

)2

.
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Práce vněǰśıch sil je

W (t) =

∫ y

0

Fu(t)ds−
∫ y

0

bṡds−
∫ y(t)−y1(t)

0

b1ṡds−
∫ y1(t)−y2(t)

0

b2ṡds ,

W (t) = Fu(t)y − b

2

d

dt
y2(t)− b1

2

d

dt
(y(t)− y1(t))

2 − b2

2

d

dt
(y1(t)− y2(t))

2 .

Nyńı již můžeme vyjadřovat jednotlivé pohybové rovnice.

Pohybová rovnice pro horńı závaž́ı je

d

dt

∂L(t)

∂ẏ1(t)
− ∂L(t)

∂y1(t)
=

∂W (t)

∂y1(t)
,

d

dt
m1ẏ(t) −

(
−m1g + k1

(
y(t)− y1(t)

)− k2

(
y1(t)− y2(t)

))
=

=
d

dt
b1

(
y(t)− y1(t)

)− d

dt
b2

(
y1(t)− y2(t)

)
,

m1ÿ1(t) + m1g + k1y1(t)− k1y(t) + k2y1(t)− k2y2(t) = b1ẏ(t)− b1ẏ1(t)− b2ẏ1(t) + b2ẏ2(t)

m1ÿ1(t) + b1ẏ1(t) + b2ẏ1(t) + k1y1(t) + k2y1(t) = b1ẏ(t) + k1y(t) + b2ẏ2(t) + k2y2(t)−m1g

m1ÿ1(t)+(b1 + b2)ẏ1(t)+(k1 +k2)y1(t) = b1ẏ(t)+k1y(t)+ b2ẏ2(t)+k2y2(t)−m1g . (4.1)

Pohybovou rovnici pro dolńı urč́ıme z

d

dt

∂L(t)

∂ẏ2(t)
− ∂L(t)

∂y2(t)
=

∂W (t)

∂y2(t)
,

d

dt
m2ẏ2(t)−

(
−m2g + k2

(
y1(t)− y2(t)

))
=

d

dt
b2

(
y1(t)− y2(t)

)
,

m2ÿ2(t)− k2y1(t) + k2y2(t) + b2ẏ2(t) = b2ẏ1(t)−m2g ,

m2ÿ2(t) + b2ẏ2(t) + k2y2(t) = b2ẏ1(t) + k2y1(t)−m2g . (4.2)

Pohybová rovnici pro závěs urč́ıme obdobně

d

dt

∂L(t)

∂ẏ(t)
− ∂L(t)

∂y(t)
=

∂W (t)

∂y(t)
,

d

dt
mẏ(t)−

(
−mg − k1

(
y(t)− y1(t)

))
= Fu(t)− bẏ(t)− b1

(
ẏ(t)− ẏ1(t)

)
,

mÿ(t)− bẏ(t) = Fu(t)− b1

(
ẏ(t)− ẏ1(t)

)− k1

(
y(t)− y1(t)

)−mg . (4.3)
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Jelikož zdroj považujeme za tvrdý, můžeme zanedbat členy popisuj́ıćı zpětné p̊usobeńı

závaž́ı, což jsou členy k1

(
y(t)− y1(t)

)
a b1

(
ẏ(t)− ẏ1(t)

)
. Ty v sobě ovšem zahrnuj́ı i sta-

tické p̊usobńı, které v př́ıkladu uvažujeme. Pro jeho výpočet potřebujeme popis soustavy

v klidu. V tom př́ıpadě se rovnice (4.3) zredukuje na

0 = Fu + k1y10 − k1y0 −mg .

Pro výpočet potřebujeme klidovou polohu závaž́ı. Klidové polohy závaž́ı źıskáme z rov-

nic (4.1) a (4.2). Po dosazeńı vyjde

0 = Fu + k1y0 − k1y0 −mg −m1g −m2g ,

0 = Fu −mg −m1g −m2g .

Z této rovnice je patrné, že v klidu je vstupńı śıla zatěžována pouze t́ıhou závěsu a závaž́ı.

Při porovnáńı této rovnice s rovnićı (4.3) je vidět, že všechny členy kromě −m1g a −m2g

jsou již obsaženy. Námi hledané statické p̊usobeńı závaž́ı na závěs je tedy −m1g −m2g.

Výsledná pohybová rovnice závěsu pak je

mÿ(t) + bẏ(t) = Fu(t)−mg −m1g −m2g . (4.4)

Nyńı již máme kompletńı popis dynamiky celého systému v rovnićıch 4.4, 4.1 a 4.2.

4.2.1 Převedeńı rovnic na přenosy

Nyńı přepoč́ıtáme pohybové rovnice na přenosy mezi vstupńı silou Fu a polohou

závěsu y, mezi vstupńı silou Fu a polohou horńıho závaž́ı y1 a mezi vstupńı silou Fu

a polohou dolńıho závaž́ı y2.

Nejprve je nutné zvolit vstupńı, stavové a výstupńı proměnné. Jak bylo napsáno

v úvodu, vstupem do soustavy u je śıla p̊usob́ıćı na závěs. Výstupńı proměnné jsou

polohy závěsu a jednotlivých závaž́ı y,y1 a y2. Jako stavové proměnné je praktické zvolit

x, x1, x2, tak že se př́ımo rovnaj́ı výstupńım proměnným.

Při linearizaci vypoč́ıtáme pracovńı body všech stavových proměnných a odchylkový mo-

del. Při výpočtu pracovńıch bod̊u se uvažuje ustálený stav a všechny derivivané členy

jsou nulové. Soustava rovnic popisuj́ıćı systém se potom zredukuje na rovnice

0 = u−mg −m1g −m2g

(k1 + k2)x1 = k1x + k2x2 −m1g

k2x2 = k2x1 −m2g
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Řešeńı této soustavy vyjdou pracovńı body. Pracovńı bod polohy závěsu x0 nelze určit jed-

noznačně a při splněńı podmı́nky u = (m+m1 +m2)g může být kdekoli. Pro přehlednost

byl zvolen do počátkou souřadné soustavy. Pracovńı body pro závaž́ı pototm vyjdou

x0 = 0 , x10 = − 1

k1

(m1 + m2)g , x20 = −k2(m1 + m2)− k1m2

k1k2

g .

Pohybové rovnice v odchylkovém tvaru jsou

∆ẍ(t) +
b

m
∆ẋ(t) =

1

m
∆u(t) ,

∆ẍ1(t)+
b1 + b2

m1

∆ẋ1(t)+
k1 + k2

m1

∆x1(t) =
b1

m1

∆ẋ(t)+
k1

m1

∆x(t)+
b2

m1

∆ẋ2(t)+
k2

m1

∆x2(t) ,

∆ẍ2(t) +
b2

m2

∆ẋ2(t) +
k2

m2

∆x2(t) =
b2

m2

∆ẋ1(t) +
k2

m2

∆x1(t) .

Rovnice pro výstup jsou

y(t) = ∆x(t) + x0 , y1(t) = ∆x1(t) + x10 , y2(t) = ∆x2(t) + x20 .

Z pohybových rovnic v odchylkovém tvaru již lze př́ımo vyjádřit přenosy

P (s) =
∆X

∆U
=

1
m

s
(
s + b

m

) (4.5)

P1(s) =
∆X1

∆U
=

1
m

(
b1
m1

s + k1

m1

)(
s2 + b2

m2
s + k2

m2

)

s
(
s + b

m

) [(
s2 + b1+b2

m1
s + k1+k2

m1

)(
s2 + b2

m2
s + k2

m2

)
− 1

m1m2
(b2s + k2)

2
]

(4.6)

P2(s) =
∆X2

∆U
=

1
m

(
b1
m1

s + k1

m1

)(
b2
m2

s + k2

m2

)

s
(
s + b

m

) [(
s2 + b1+b2

m1
s + k1+k2

m1

)(
s2 + b2

m2
s + k2

m2

)
− 1

m1m2
(b2s + k2)

2
]

(4.7)

Uvažujeme-li, že vstupem do systému je př́ımo poloha závěsu, pak se přenos (4.5)

zredukuje na P (s) = 1.

4.3 Simulačńı schéma

V rovnićıch (4.4), (4.1) a (4.2) máme popsanou dynamiku celého systému. Př́ımo z těchto

rovnic sestav́ıme simulačńı schéma.
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Obrázek 4.2: Simulinkové schéma pro závěs podle rovnice (4.4)

Simulinkové schéma pro rovnice (4.1) a (4.2) nelze jednoduše rozdělit, pohyb obou

závaž́ı se vzájemně ovlivňuje, proto bude simulačńı schéma pohybu závaž́ı na obr. 4.3
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Obrázek 4.3: Simulinkové schéma pro pohyb závaž́ı podle rovnice (4.1) a

(4.2)
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Celý model vznikne spojeńım obou simulačńıch schémat z obr. 4.2 a obr. 4.3.
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Obrázek 4.4: Kompletńı simulinkové schéma soustavy závaž́ı na pružinách

Simlaci lze zahájit po připojeńı vstpńıho signálu na vstup u a sledováńım výstup̊u y,

y1 a y2.

4.4 Virtuálńı realita

Nyńı rozebereme virtuálńı realitu k soustavě dvou závaž́ı na pružinách.
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Obrázek 4.5: Vzhled virtuálńı reality pro závaž́ı na pružinách

Podle obrázku obr. 4.5 snadno poṕı̌seme celou virtuálńı realitu k našemu systému.

Celá virtuálńı realita (dále jen VR) obsahuje dvě hlavńı části a to měř́ıtko a soustavu

závaž́ı na pružinách. Měř́ıtko je stejně jako v kapitole 3.4 pouze statický objekt pro lepš́ı

posouzeńı pohybu. Hodnoty na měř́ıtku odpov́ıdaj́ı pozici na ose y v centimetrech, tak

že spodńı hrana č́ısel je přesně odpov́ıdajićı hodnota.

Hlavńı část́ı je soustava závaž́ı na pružinách. Hlavńım objektem je závěs tvořený ve VR

černým kvádrem a je zároveň rodičovským objektem pro celou soustavu. U něj se měńı

pouze poloha.

Horńı pružina je žlutý válec a je př́ımým potomkem závěsu. U horńı pružiny se měńı

velikost, poloha, délka a střed transformaćı. Horńı závaž́ı je žlutá krychle a je potomkem

závěsu, ani v tomto př́ıpadě neńı možné použ́ıt jako rodičovský objekt pružinu stejně jako

v 3.4. U závaž́ı se měńı poloha a velikost. Dolńı pružina je fialový válec a je potomkem

závěsu, nelze použ́ıt horńı závaž́ı jako rodiče. T́ım se ovšem ovládáńı VR stane složitěǰśım.

U dolńı pružiny se měńı poloha, velikost, délka a střed transformaćı. Dolńı závaž́ı je

tvořeno fialovou krychĺı a je také potomkem závěsu.
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4.4.1 Ovládáńı virtuálńı reality

Virtuálńı realita je celá ovládána ze Simulinku. Dále rozebereme blok vytvářej́ıćı ř́ıd́ıćı

signály pro VR. T́ımto blokem je simulinkový subsystém ”to VR” s následjuj́ıćı struktu-

rou.
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Obrázek 4.6: Struktura bloku na výpočet transformaćı pro VR
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Toto schéma je dost složité, následuje popis k vystvětleńı funkce. Na vstupńı porty

”1”, ”2” a ”3” jsou přivedeny jako vstup polohy závěsu y, horńıho závaž́ı y1 a dolńıho

závaž́ı y2 v centimetrech. Všechny polohy jsou nejprve převedeny na decimetry. Vstupńı

signály y1, y2 jsou v Simulinku př́ımo polohy závaž́ı, ale ve VR jsou to vzdálenosti od

rodičovského objetku, proto je nutné od polohy závěsu odeč́ıst jednotlivě polohy závaž́ı.

Dále jsou signály upraveny saturaćı, aby pružina nemohla mı́t zápornou délku a závaž́ı

nebyla v sobě.

Na výstup jde 13 signál̊u, z čehož jsou následuj́ıćı konstantńı a ř́ıd́ı pouze vzhled VR

a ostatńı ř́ıd́ı dynamiku VR.

Na výstupńı port ”6” je přivedena velikost krychle horńıho závaž́ı, délka jej́ı hrany je na-

stavena v masce schématu. Na port ”2” je přiveden posun středu transformacv́ı pro horńı

pružinu, je posunut do horńıho konce pružiny, aby se pružina natahovala odtud. Na port

”4” je přiveden posun pružiny v̊uči závěsu, pružina je posunuta o polovinu délky dol̊u,

aby navazovala na závěs horńım koncem. Na port ”5” je přivedena př́ımo délka klidová

pružiny, ta měńı se pouze při změně klidové délky pružiny (vypočteno v masce schématu).

Na port ”11” je přivedena př́ımo klidová délka dolńı pružiny. Na port ”8” posun jej́ıho

středu transformaćı. Na port ”6” je přivedena velikost hrany krychle horńıho závaž́ı. Na

port ”12” je přivedena velikost krychle dolńıho závaž́ı.

Ostatńı výstupy již ř́ıd́ı pohyb VR.

Na port ”1” je přivedena poloha závěsu a to jako vektor posunu. Na port ”3” je přivedena

změna velikosti horńı pružiny, žádoućı je jen prodloužeńı v ose y, proto jsou složky x, z = 1

a složka v ose Ty = (y − y1)/l1, kde l1 je klidová délka pružiny. Na port ”7” je přivedena

poloha závaž́ı, ćılová poloha je délka horńı pružiny plus polovina hrany krychle. Závaž́ı je

pod závěsem, proto je nutné nakonec otočit znaménko. Na port ”10” je přiveden posun

dolńı pružiny. Od polohy horńıho závaž́ı stač́ı odeč́ıst polovinu hrany krychle a polovinu

délky dolńı pružiny. Na port ”9” je přivedena změna velikosti dolńı pružiny. Opět je

žádoućı pouze změna ve směru osy y a to taková, že Sy = (y − y1 − y2 − a1)/l2, kde l2

je klidová délka dolńı pružiny a a1 hrana horńıho závaž́ı. Posun o velikost horńıho závaž́ı

nahoru je nutný, protože matematický popis uvažuje závaž́ı o nulových rozměrech.

Na port ”13” je přiveden posun dolńıho závaž́ı. Vzdálenost dolńıho závaž́ı od závěsu je

Ty = −(y − y2). Je ale nutné ještě posunout závaž́ı o polovinu dolńı krychle dol̊u.
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4.5 Simulačńı pokusy

Nyńı provedeme několik pokus̊u, na kterých budeme demostrovat vlastnosti tohoto

systému. Pro simulace budeme uvažovat následuj́ıćı nastevńı. Hmotnost závěsu bude

m = 20 kg a odpor prostřed́ı jeho pohybu b = 1 kgs−1. Nastaveńı horńı pružiny a horńıho

závaž́ı budou: hmotnost horńıho závaž́ı m1 = 2 kg, tuhost pružiny k1 = 36 Nm−1 a útlum

pružiny b1 = 1 kgs−1, hmotnost dolńıho závaž́ı bude m2 = 1 kg, tuhost dolńı pružiny

k2 = 16 Nm−1 a jej́ı útlum b2 = 0 kgs−1.

Pro následuj́ıćı simulace je výhodněǰśı použ́ıt jako vstup př́ımo polohu závěsu. Z

přenos̊u (4.6) a (4.7) je třeba odebrat přenos (4.5). Bud́ıćım signálem bude sinusový

signál s proměnnou ferkvenćı.

Pro snažš́ı popis vlastnost́ı systému je třeba jej upravit do tvaru, ve ktrerém budou

v přenosu kořenov́ı činitelé. Pro námi zvolené konstanty simulace vyjdou přenosy ve tvaru

P1(s) =
∆Y1

∆Y
=

0,5(s + 36)(s2 + 16)

(s2 + 0,15s + 8,65)(s2 + 0,35s + 33,5)
,

P2(s) =
∆Y2

∆Y
=

8(s + 36)

(s2 + 0,15s + 8.65)(s2 + 0,35s + 33,5)
.

V následuj́ıćım př́ıpadě rozebereme přechodové jevy obou závaž́ı (přenos̊u) pro y = 0, což

odpov́ıdá nepohyblivému závěsu. Obě závaž́ı začnou kmitat kolem rovnovážných poloh

s frekvenćı odpov́ıdaj́ıćı vlastńı frekvenci kmitavého pólu.
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Obrázek 4.7: Odezva systému na nulové počátečńı podmı́nky y10 a y20

bez buzeńı
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Přenosy polohy závěsu na polohy závaž́ı obsahuj́ı dva kořenové činitele kmitavých

pól̊u (neboli obsahuj́ı čtyři kmitavé póly). Jak lze odeč́ıst z grafu, závaž́ı budou kmitat s

frekvenćı odpov́ıdaj́ıćı nižš́ı z těchto dvou frekvenćı (ω0
.
= 2,9 rads−1). To lze zd̊uvodnit

t́ım, že póly bĺıže počátku jsou dominantńı a proto se jimi bude systém ř́ıdit.

V následuj́ıćıch pokusech budeme demonstrovat vliv kvadratické kořenového činitele

v čitateli přenosu (4.6). Reprezentuje komplexně sdružené kmitavé nuly a ty maj́ı přesně

opačný vliv než kmitavé póly. Namı́sto zesilováńı určité frekvence (rezonance) určitou

frekvenci zeslabuj́ı. To je dobře vidět na Bodeho charakteristice na obrázku obr. 4.8
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Obrázek 4.8: Bodeho charakteristika dynamiky horńıho závaž́ı (přenos

y → y1)

Náš kořenový činitel v čitateli je
(
s2 + b2

m2
s + k2

m2

)
. Obecný kvadratický člen má tvar

(s2 + 2δωs + ω2
0). Tud́ıž přirozená frekvence nuly a relativńı tlumeńı jsou

ω0 =
k2

m2

, δ =
b2

2
√

k2m2

.

Frekvence, kterou tento kořenový činitel tlumı́ je jeho vlastńı frekvence, neboli ωv.

Intenzita zeslabeńı je dána relativńım tlumeńım kořenového činitele δ. V našem př́ıkladě

jsme zvolili δ = 0, kdy je útlum frekvence nekonečný a závaž́ı nebude v̊ubec kmitat.

Vlastńı frekvence se rovná ωv = ω0

√
1− δ2 (Učebnice SARI [online], 2001), v našem

př́ıkladě je ωv = ω0, d́ıky nulovému tlumeńı δ.

Pohyb pro ńızké frekvence je běžné nucené tlumené kmitáńı. Po odezněńı přecho-

dových jev̊u budou obě závaž́ı kmitat s frekvenćı zdroje. Zvolená frekvence je nižš́ı než
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vlastńı frekvence kmitavé nuly a zároveň, aby nevyšla do žádného pólu.
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Obrázek 4.9: Odezva systému na vstup y(t) = sin(ωt), ω ¿ ωv
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Obrázek 4.10: Odezva systému na vstup y(t) = sin(ωt), ω = ωv

Pro vyšš́ı frekvence se bude značně projevovat útlum systému a kmity budou mı́t

velmi malou amplitudu. Nav́ıc se bude výrazněji projevovat zpožděńı systému a fáze

kmit̊u bude značně posunuta.
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0 10 20 30 40 50 60
−300

−250

−200

−150

−100

−50

0

50

t [s]

y,
 y

1, y
2 [c

m
]

 

 

y
y

1

y
2

Obrázek 4.11: Odezva systému na vstup y(t) = sin(ωt), ω À ωv



Kapitola 5

Závěr

Tato bakalářská práce obsahuje tři hlavńı kapitoly. V kapitole 2 je rozebrána obecně

virtuálńı realita ve Virtual reality toolboxu v Matlabu a základńı informace o jej́ım

ovládáńı. Kapitoly 3 a 4 obsahuj́ı dva vyřešené mechanické systémy, ke kterým byla

vytvořena virtuálńı realita i s popisem.

Prvńım popsaným systémem je jednoduchý kmitavý systém závaž́ı na pružině viz

kapitola 3, na kterém je podrobně vyřešeno odvozeńı rovnic popisuj́ıćıch dynamiku dané

soustavy. Oba předvedené postupy jsou čistě teoretické a jsou to odvozeńı rovnic pomoćı

Newtonovy mechaniky a Lagrangeových rovnic druhého druhu. Druhým systémem je

složitěǰśı kmitavý systém závaž́ı zavěšených na pružinách pod sebou viz kapitola 4, kde je

odvozeńı rovnic o poznáńı složitěǰśı a proto byl výpočet proveden pomoćı Lagrangeových

rovnic druhého druhu a zkrácen o některá vysvětleńı. U obou systémů bylo vytvořeno

simulačńı schéma (popis je u jednotlivých kapitol) s virtuálńı realitou (opět popsáno).

Tato simulinková schémata jsou přiložena na CD. Posledńım modelovaným systémem je

kulička na ploše. Pro ni bylo také sestaveno Simulnikové schéma s virtuálńı realitou, které

je přiloženo na CD. Odvozeńı a popis nejsou obsaženy v této práci, protože by jej́ı délka

byla neúměrná.

Problémy, které jsme pozorovali, nebo mohou nastat při použit́ı simulačńıch model̊u,

jsou následuj́ıćı. Při simulaci model̊u v jiné verzi Matlabu, než ve které byly vytvořeny,

může být problém se změnou parametr̊u simulace (pozorováno pro jinou verzi Simulinku).

Hlavńım nedostatkem simulace s Virtuálńı realitou je rychlost simulace. Simulace vždy

běž́ı podle možnost́ı poč́ıtače, proto je rychlost pohybu objekt̊u virtuálńı reality závislá

na výkonu a vyt́ıžeńı poč́ıtače. Při běhu na výkonném poč́ıtači je pohyb objekt̊u tak

rychlý, že jej již neńı možné rozumně pozorovat. Jedńım z možných řešeńı je v nab́ıdce

”Simulation/Configuration Parameters” nastavit hodnotu ”Max step size” na velmi ma-

37
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lou (zhruba 1e− 4), č́ımž se simulace zpomaĺı.

Na vytvořených modelech je velmi dobře vidět hlavńı výhoda model̊u s virtuálńı

realitou. Chováńı modelovaných systémů je velmi názorné a dobře se popisuje.
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Př́ıloha A

Obsah přiloženého CD

K této práci je přiloženo CD, na kterém jsou uloženy Simulačńı modely a zdrojové kódy.

• mass on spring:

MassOnSpring.mdl

MassOnSpring VR.wrl

MassOnSpring Image.tif

• double mass on spring:

doubleMassOnSpring.mdl

doubleMassOnSpring VR.wrl

doubleMassOnSpring Image.tif

• ball on plate:

BallOnPlate.mdl

BallOnPlate VR.wrl

BallOnPlate Image.tif

• protokol:

BP.tex

BP.pdf

– složky s TeXovými soubory a obrázky pro jednotlivé kapitoly

I


