CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE
FAKULTA ELEKTROTECHNICKA

DIPLOMOVA PRACE

Explicitni reseni tllohy prediktivni regulace

Cernosice, 2008 Autor: Jiri Rehof









Podékovani

Predevsim bych rad podékoval Ing. Jaroslavu Pekatovi, Ph.D. za vSestrannou pomoc a
cenné rady, které mi poskytoval béhem cetnych konzultaci. Dale dékuji prof. Ing. Vladi-
slavu Havlenovi, CSc. za jeho komentaie a pripominky k této diplomové praci. V nepo-

sledni fadé dékuji své rodiné za podporu pri studiu.

i



Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem svou diplomovou praci vypracoval samostatn€ a pouZil jsem pouze

podklady ( literaturu, projekty, SW atd.) uvedené v pfiloZeném seznamu.

A 1 /-"/:ff /:i,/ 7 ': 4
V Praze dne ..... / Qa1 00O, B £ o
podpis

il



v



Abstrakt

Prakticky kazda ¥izend soustava obsahuje néjakd omezeni. Prediktivni regulace (MPC)
je moderni metoda Tizeni, kterd dokaze pfirozené zahrnout tato omezeni do tivahy a na
zékladé definovaného kritéria optimality zprostredkovat optimalni fidici zasah. Hlavni
nevyhoda tohoto pristupu je vypocetné narocna optimalizace, ktera se fesi v pribéhu
fizeni pro kazdy akcni zasah. Tento nedostatek castecné odstranuje explicitni formulace
MPC. V této diplomové praci formulujeme explicitni prediktivni regulator pro linearni
¢asové invariantni systémy s polyedrickym omezenim a kvadratickou ztratovou funkci.
Na nékolika ukazkovych prikladech predvedeme zékladni vlastnosti téchto regulatort a

na zaver provedem navrh pro realny laboratorni model.

Abstract

In many practical applications constraints on system states and inputs have to be conside-
red. Model Predictive Control (MPC) is a popular method which can naturally deal with
constraints and provides optimal control inputs based on a declared objective function.
The main drawback of this approach is a need for a real-time optimization. This can be
avoided using explicit formulation of MPC. In this thesis we examine explicit MPC me-
thod for a class of Linear-Time-Invariant systems with polyedric constraints and quadratic
objective funcion. The appropriate solution of this case is obtained via multiparametric
quadratic programming. Several examples were made to present various MPC properties.

A simple controller for a real plant was also found.
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Kapitola 1
Uvod

Prediktivni regulace patii jiz fadu let mezi oblibené fidici metody v primyslovych apli-
kacich. Motivaci pro jeji nasazeni je predevsim kritériem definovana optimalita chovani a
schopnost respektovat zadana omezeni. Oboji ma velky ekonomicky vyznam. Na rozdil od
yklasického pristupu,“ kam radime naptiklad navrh PID regulatoru pomoci frekvencnich
metod, zde nahliZime na problematiku Tizeni jako na optimaliza¢ni tlohu.

S rozvojem vypocetni techniky lze prediktivni regulatory levné a efektivné vyuzit pro
sirsi spektrum aplikaci. Piikladem miize byt fizeni spalovaciho motoru ¢i DC-DC ménice
[1]. Limitujicim faktorem tradi¢niho prediktivniho reguldtoru je vypocetné naroéné opti-
malizace, ktera se fesi v priibéhu fizeni pro kazdy akéni zasah. Tento nedostatek castecné
fesi explicitni prediktivni regulator, ktery formulovala v roce 1999 skupina okolo prof.
Morariho [5]. Pomoci multiparametrického programovani predvedli postup, jak pro line-
arni Casové invariantni systémy s omezenim navrhnout kvadraticky optiméalni regulator
a ziskat explicitni zakon fizeni. Nezbytna optimalizace se v tomto pripadé napocita pre-
dem a v prubéhu fizeni se pouze aplikuje ziskany nalezeny zakon fizeni. Takto lze fidit i
mnohem rychlejsi systémy. Intenzivni vyzkum v této oblasti piinesl feSeni pro dalsi tvary
kritéria a dynamickych systému [7].

Nevyhodou explicitniho feSeni prediktivni regulace je prudky néariist slozitosti s po-
¢tem omezeni. Diky tomu se jeho poziti hodi predevsim pro jednodussi systémy. Svou pod-
statou pak nabizi jednoduchy zpiisob implementace, ktery odpovida modernimu pojeti
navrhu (,,Model-Based Design“). S vyuzitim pocitace navrhneme regulétor pro modelo-
vanou soustavu a vypocteme explicitni zédkon fizeni. Ten pak snadno implementujeme do
mikroprocesorového obvodu ¢i embedded zarizeni. Dalsi vyuziti skyta samotny explicitni
zakon Tizeni, ktery muze poslouzit k analyze chovani prediktivniho regulatoru a vytvari

tak novy pohled do této problematiky.



1.1 Definice problému a struktura dokumentu

Hlavnim cilem této diplomové prace je predvést ¢tenari explicitni tvar prediktivniho regu-
latoru. V zavéru prace rovnéz aplikujeme ziskané poznatky na navrhu fizeni pro zvoleny
model. Zabyvat se budeme pouze nejbéznéjsim tvarem prediktivniho reguldtoru (dale
budeme vyuzivat téz zndmou anglickou zkratku MPC - Model Predictive Control) s kva-
dratickym kritériem optimality a omezenim ve tvaru konvexniho polyedru. Systém uva-
zujeme linedrni s ¢asové invariantnimi parametry (LTI) popsany soustavou linedrnich

diferencidlnich rovnic (diskrétni stavovy popis).

V nésledujici kapitole nazvané ,Uvod do prediktivntho Fizeni“ nejprve formulujeme
nékteré zakladni vztahy, tykajici se kvadraticky optimalniho fizeni. Mezi né patii prede-
v§im znama Riccatiho rovnice, fizeni pomoci klouzavého horizontu a diskuze nad stabili-
tou MPC. S tim souvisi i pojmy oblast TeSitelnosti a pozitivné invariantni mnozina, které
rovnéz popiseme. Veskeré poznatky jsou samoziejmé platné i pro explicitni feseni MPC

(vysledné regulatory jsou ekvivalentni, jde pouze o jiny zptisob vypoctu).

Tteti kapitola jiz definuje explicitni feseni MPC. V prvni ¢asti pfedvedeme postup
pro vypocet multiparametrického kvadratického programu. Dale si ukazeme, jak s jeho
pomoci formulovat prediktivni regulator a zminime nékteré vlastnosti, které lze takto
vycist ze ziskaného explicitniho zadkona fizeni. V zavéru kapitoly zevrubné rozebereme
nejvétsi problém explicitniho tvaru MPC, kterym je kombinatoricky nartst slozitosti.
Zminime se o metodach, jak slozitost redukovat ¢i omezit za pouziti suboptiméalniho

regulatoru.

Konecné ¢tvrta kapitola shrnuje vysledky predchozich ¢asti ve formulaci explicitniho
prediktivniho regulatoru pro laboratorni model CE 106 - kulicka na tyci. Systém podrobné
popiseme a provedeme identifikacni experiment. Na jeho zakladé sestrojime linearni model
a navrhneme explicitni MPC pro sledovani po ¢astech konstantni reference. Na zaveér

porovname simulované a namérené prubéhy.

1.2 Vyznam pouzitych symboli

V této diplomové praci dodrzujeme néasledujici znaceni



A G matice

X vektory - vzdy sloupcové

u N posloupnost uy, ..., usn (fazend do vektoru)

L, jednotkova matice rozméru R"*"

1, jednotkovy vektor 1, = [1,...,1]7 dimenze R"

a, A skalar

® Kroneckertiv symbol

A>0 pozitivné definitni matice

A*>0 pozitivné semidefinitni matice

P, R kaligrafickym pismem zna¢ime mnoziny (polyedry)

V =IIzn(P) symbol Iz~ oznacuje projekeci do prostoru R™
d sttiskou oznacujeme odhady

uy hvézdickou oznacujeme optimalni hodnotu

1.3 Seznam zkratek

Pro snazsi orientaci prikladame seznam pouzitych zkratek. Jejich vyznam bude nalezité

objasnén v textu. Zkratky Casto vychazi ze zavedenych anglickych vyrazu.
MPC  prediktivni regulator (regulace)

LQR kvadraticky optimalni regulator pro linearni systémy (ustalené feSeni).
MAS maximalni pozitivné invariantni mnozina feSitelnosti
QP kvadratické programovani

mp-QP  multiparametrické kvadratické programovani






Kapitola 2
Uvod do prediktivniho Fizeni

Prediktivni regulator, jak jiz ndzev napovida, vyuziva predpoklddaného budouciho cho-
vani systému ke stanoveni vhodného fidiciho zasahu. Ten urcujeme na zakladé reseni
optimaliza¢ni tlohy na koneéném casovém horizontu predikce (obvykle hovofime o poctu
krokt predikee, jelikoz predpokladdame diskrétni popis). Cilem optimalizace je minima-
lizovat zadané kritérium optimality (ztratovou funkci), které je sestaveno tak, aby pat-
ficné penalizovalo nezadouci chovani. Tim mutze byt naptiklad pouziti velkych akcénich
zésahi, odchylka od pozadované reference ¢i od ustéleného stavu. Fakt, ze pracujeme
nad predikovanym vyvojem systému, ndm pfirozené umoznuje zahrnout omezeni. Schop-
nost respektovat omezeni patii k hlavni vyhodam prediktivniho fizeni. Zaroven ¢ini tuto
ulohu obtiznou a feseni je tfeba hledat ,hrubou silou” pomoci matematického progra-
movani. Obtiznost tlohy zavisi pfedevsim na tvaru omezeni. Tato diplomova prace se
témér vyhradné zabyva konkrétnim typem optimalizac¢ni tlohy a to kvadraticky optimal-
nim fizenim linearnich systémt s konvexnim omezenim ve tvaru polyedru. Kvadratické
kritérium proto, ze lze relativné snadno fesit a ma i nazornou fyzikalni interpretaci -
mnozstvi energie. Jak uvidime pozdéji, tato uloha vede na kvadratické (matematické)

programovani, pro které existuje fada algoritmti.

2.1 Model dynamického systému

Zékladni soucasti prediktivniho regulatoru je matematicky model realné soustavy. S jeho
pomoci jsme schopni predikovat chovani systému a zvolit vhodny Tidici zédsah. Pro nase

ucely budeme vzdy uvazovat linearni dynamicky systém s ¢asové invariantnimi parametry
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Obréazek 2.1: Pozorovatel stavu.

popsany diskrétni stavovou rovnici

kde x(t) € R™, y(t) € R a u(t) € R™.

(2.1)

Poc¢ateéni podminkou tohoto modelu je cely stavovy vektor x(ty). Ten obvykle ne-

méfime, ale pokud je systém pozorovatelny (matice pozorovatelnosti méa plnou hodnost),

muzeme stav odhadnout pozorovatelem stavu. Na obrazku obr.[2.1]je schématicky znazor-

nén identicky pozorovatel stavu se stavovou injekci L, ktera ptisobi na dynamiku chyby

odhadu podle

e(t+1)=x(t+1)—x(t+1)=(A—-LC)e(t).

Stiiskou x oznacujeme odhad skute¢né hodnoty x. Ve stochastické formulaci (2.I]) lze pro

Gaussovské sumy nalézt optimalni hodnotu matice L, minimalizujici stfedni kvadratickou

chybu linedrniho odhadu x(t). V tomto pfipadé hovofime o filtraci a optimalni pozorovatel

se nazyva Kalmanuv filtr [20].

2.2 Kvadraticky optimalni rizeni bez omezeni

Pojem optimalniho fizeni dynamického systému je tésné spjat s praci ruského matema-

tika L. Pontryagina (princip maxima 1956) a Bellmanovym principem optimality (1952).

V nasem konkrétnim pfipadé se budeme zabyvat nalezenim takové optimalni posloupnosti



ak¢nich zasaht u*(t),...,u*(t + N — 1), kterd bude minimalizovat zvolené kvadratické
kritérium pii respektovani dynamiky systému 2.1]

Abychom odlisili skutecné a predikované hodnoty, budeme pouzivat dvoji znaceni. Vy-
razem X(t + k|t) rozumime predikovanou hodnotu stavu x v ¢ase t + k na zakladé dat

(stavu) v Case t. Zaroven zavedeme zjednodusené znaceni pomoci spodniho indexu

Ziejmé plati x(t|t) = x; = x(t). Nyni jiz formulujme kvadratické kritérium pro konecény
horizont délky N

1 t+N—-1 1
J(X(t), U, ..., ut+N_1) = 5 Z [XZ:QXk + uZRUk] + 5 X,tI;—NQNXt-f—Nu (23&)
k=t
kde Xk+1 = AXk; + Bl].,zg7 (23b)
x; = x(t), (2.3¢)

Q=Q"~0,Qv=Qy =0, R=R">~0.  (2.3d)

Matice Q,Qn € R™"™ a R € R™*™ nazyvame vahové a spolecné s horizontem predikce
N tvori zakladni ladici parametry. Nalezeni optiméalniho fizeni, které by minimalizovalo
zadané kvadratické kritérium predstavuje dynamickou optimalizaci a ma v tomto pripadé

analytické resSeni.

Substituci
t+k—1
X = AMx(t)+ ) ABu;, (2.4)
i=t
T
Wy = [utT, cen utT+N_1] (2.5)
vyjadiime predikovany vyvoj stavu ve tvaru
T
(%! %[0, xtn] = Vx(t) + Tugy (2.6)

a kritérium (2.3]) pfepiSeme do maticového tvaru
1 1
J(x(t),wn) = 5 u/ yHu, v +x" (t)Fu, v + 3 x7 (1) Yx(t), (2.7)
kde H € RUmN)x(mN) | g Rnx(mN) 'y e Rnxn,
Oznacme symbolem ® operaci Kroneckerova ndsobeni matic a I; € R’*/ jednotkovou

matici prislusné dimenze. Potom plati

Iyv®Q O

H=Iy®R+T'QT, F=V'QT, Y=VTQV, Q= 0 9
N

] . (29)



Minimalizaci kvadratické formy (2.7) dostavame optimalni fidici sekvenci

u;‘,N(X(t)) = arg m}ivn{J(x(t), w )} = —H’lFTx(t) (2.9)
a optimalni hodnotu kritéria
1
J*(x(t)) = min{J(x(t),wn)} = 5 x"(t) (Y = F'TH'F) x(¢), (2.10)

kde inverze H™! existuje diky pfedpokladu v [2.3dl

Pokud bychom aplikovali jednotlivé akéni zasahy z vektoru uy v, Fidili bychom systém
po prvnim kroku v oteviené smycce. Takovy postup je nerobustni a neumoziuje reagovat
na poruchy. Pro zajisténi zpétné vazby je tfeba v kazdém kroku zméfit aktualni stav
x(t + i) a prepocitat fizeni (2.9) na zkrdceném horizontu N — i. Alternativni postup
nabizi Bellmantv princip optimality [2]. Problém vnofime do t¥idy analogickych problémii
(princip invariantniho vnofeni) a vyFesime pro vSechny pocatecéni stavy x(t) . V dusledku

aditivity ztratové funkce definované podle (2.3b]) obdrzime optimélni fizeni ve tvaru
u'(t) = —K(t)x(1), (2.11)
kde K(¢) je tzv. Kalmanovo zesileni
K(t)=(R+B"P(t+1)B)'B"P(t+1)A (2.12)
a P(t+ 1) odpovidajici feSeni diferen¢ni Riccatiho rovnice
Pit)=A"Pt+ 1A+ Q- A"P(t+1)B(R+B'P(t+1)B)"'B"P(t + 1)A (2.13)

s koncovou podminkou P(N) = Qu. Optimalni hodnotu kritéria v ¢ase ¢ lze snadno

vycislit ze vztahu
J*(x(t)) = = x" ()P (t)x(t).

2.2.1 Klouzavy horizont

Oba predchozi postupy uvazuji fizeni jen na konecném horizontu. Abychom ziskali za-
kon fizeni pro nekonecny horizon, lze pouzit metodu ,klouzavého horizontu“. Princip
metody je jednoduchy. V kroku ¢ optimalizujeme u,; y na horizontu predikce délky N a

aplikujeme pouze prvni fidici zasah

u(t) = 1,0, ..., 0Jul

)

!'Nejdena se o nekoneény horizont predikce!



t+1

VvV case

\
t+1 u(t+1) = u, t+N  t+N+1

Obréazek 2.2: Rizeni metodou klouzavého horizontu.

Po zméfeni nového stavu x(¢ + 1) cely postup opakujeme s u;iq y, viz.obrazek obr.
Takto zajistime zpétnovazebni charakter fizeni. V piipadé, kdy neuvazujeme omezeni,
dokézeme vypocitat optimalni zakon fizeni i na nekonec¢ném horizontu[2.2.21 Tento postup

vsak bude nezbytny u fizeni s omezenim.

2.2.2 Nekonecny horizont optimalizace

Rovnice (2.11)) pfedstavuje zpétnovazebni stavovy regulétor s proménnym zesilenim K(t).
Casto nés zajim4 ustélené feseni Riccatiho rovnice, kdy P(t) = P(t+1) =P aK(t) = K
jsou konstantni matice. Uvazujme kvadratické kritérium (2.3]) na horizontu N — oo a
predpokladejme, Ze plati: dvojice (A, B) stabilizovatelna, dvojiceH (A, QY/?) pozorova-
telna. Potom existuje limitni pozitivné definitni symetrické feSeni diferen¢ni Riccatiho
rovnice, které je zaroven jedinym pozitivné definitnim symetrickym fesenim nasledujici

algebraické Riccatiho rovnici (ARE) [I8] strana 52]
P=A"PA+ Q- A"PB(R+B"PB) 'B"PA. (2.14)
Piislusné ustalené zesileni bude

K = (R+B"PB) 'B"PA. (2.15)

2Q'/2 znaéi Choleskiho faktorizaci



Uzavienim zpétnovazebni smycky u(t) = —Kx(t) ziskdme ¢asové invariantni LQ regulé-

tor (LQR), ktery navic stabilizuje soustavu pro libovolné symetrické Q = 0, R > 0.

2.3 Kvadraticky optimalni rizeni s omezenim

Méjme opét kvadratické kritérium (23) na koneéném horizontu délky N, ale tentokrat

pridejme omezeni na trajektorii stavli x; € X a akénich zasaht u, € U.

| HN 1
min — Z [foxk + ugRuk} + = X N QNN
Ut,.., Uty N—1 2 P 2
za podm. X1 = Axg + Buy,
x; = x(t),

xp e X, up, €U, k =t,....t+N—1

Tento optimalizacni problém jiz neni analyticky Tesitelny a na rfadu pfichazi numericka

optimalizace. Ziskany optimalni zédkon fizeni jiz neni linearni funkci stavu a analyza re-

vvvvvv

vedouci na tzv. kvadratické programovani.

2.3.1 Kvadratické programovani

Kvadratické programovani néalezi do tiidy konvexni optimalizace. Vyhodou konvexni op-
timalizace je fakt, ze nalezené lokalni minimum je zaroven jedinym globalnim minimem

[10, strana 153]. Nejprve definujme nékolik pojmu.

Definice 2.1 (Konvexni mnoZina, konvexni funkce): Mnozina S C R? je konvexni,
jestlize pro vSechna z1,z, € S a A € (0,1) plati: A\z; + (1 — )z € S.

Funkce f: S — R je konvexni, jestlize S je konvexni a pro vSechna z;,z, € S, A € (0,1)
platis f(\z1 + (1 — \z2) < Af(z) + (1 \) f(z2). >

Definice 2.2 (Polyedr, polytop): Konvexni polyedr (déle jen polyedr) je mnozina

tvofena prinikem konecné mnoha polorovin. Polyedr lze vzdy vyjadrit ve tvaru
P={zecR® : Az <b}.
Je-1i polyedr ohraniceny, nazyvame jej mnohostén. >

10



Obrazek 2.3: Geometrické Feseni kvadratického programu.

Kvadraticky program (déale QP) vuazujeme v nasledujicim tvaru

mzm{f(z) = %ZTHz—i—szjLﬁ | Az gb},
kde H=HT" ¢ R®, H>=0,f € R*, A € R ab € RY.

Omezeni vytvaii konvexni mnozinu (polyedr) a diky pozadavku H > 0 bude i kvad-
ratickd funkce konvexni. ReSeni této tlohy vede na konvexni optimalizaci, pro kterou
existuje fada algoritmi. Bude-li navic jadro kvadratické formy H pozitivné definitni, pak
feSeni (pokud existuje) bude jedinecné. Podrobnéji se podminkam optimality QP budeme
vénovat v kapitole 311

Jednoduchy kvadraticky program pro kritérium f(z) = z%, z € R? s omezenim z € P je

znazornén na obr. 2.3]

2.3.2 Prediktivni regulator

Nyni formulujeme QP pro tlohu optimélniho fizeni. Uvazujme nasledujici tvarH omezeni
dynamického systému (2.1])
ECXk + chk S m.. (216)

3Zvolili jsme trochu obecnéjsi formu, nez x, € X a uy € U.
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7 dtvod, které objasnime pozdéji, pridame specialni omezeni na koncovy stav xy € Xy.
Pro aplnost prepiseme celé kritérium

t+N—-1

1 1
J(x(t),apy ..., wyn_1) = 3 Z [x; Qx; + u Ruy| + 5 XN Qnxy, (2.17a)
k=t
Xk+1 — AXk + Buk, (217b

)
x; = x(t), (2.17¢)
Ex;,+Gu,<m., k =t...t+N—-1, (2.17d)
2.17e)
2.17f)

XN € XN C Rn, (
Q=Q"~0,Qv=Qy = 0,R=R" >0 (
Jako v predchozim piipadé prevedeme kritérium (2I7) do maticového tvaru. Necht

XN = {X eR" | MNX S mN} . (218)

Substituci za x podle (2.4) dostavame

1 1
J(x(t),wmn) = 5 u/ yHu, v + x" (t)Fu, v + 5 xT(H)Yx(t), (2.19a)
Gu, y <w+ Ex(t), (2.19b)

kde matice H, F, Y ur¢ime podle (Z8) a pro G € R w € R? a E € R™*" plati

mC
Iy @G+ Iy @B, [ Ly 0T :
G = , W = ,
MN[O IH}T m,
I (2.20)
my
—IN®EC[In o]v
E — N
—MN[O In}v

Na kritérium (2I9) se lze divat jako na kvadraticky program, kde vektor optimaliza¢nich
proménnych odpovida vektoru akénich zasahti u;y a stav x(t) pfedstavuje parametr
daného QP. Jelikoz predpokladame H - 0, bude feseni uj 5 minimalizujici kritérium
(219) jedinecné a urcené pouze aktudlni stavem tj.

1
u; y(x(t)) = argmin {5 u; yHu, v + x" ()Fuy | Guyy < w+ Ex(t)}. (2.21)

U N

V kapitole 3 podrobnéji rozebereme vliv zmény x(¢) na hodnotu optimalniho argumentu
u; y. Zde se zaméfime pouze na Tesitelnost QP. Pro nékteré hodnoty x(t) totiz nemusi

existovat zadné feseni u; , které by spliiovalo zadana omezeni. Zavedme si novy pojem.

12



Definice 2.3 (Mno#ina Fesitelnosti): Ozna¢me symbolem X; mnozinu viech stavi
x(t) € R™, pro které je dany QP fesitelny, tj. pro vSechna x(t) € th existuje u¢ n,
spliiujici nerovnost Gu,y < W + Ex(?). >

Mnozinu th ziskame projekci rozsiteného polyedru

P = {(x(t),utvN) e R"N™ | [-E G]

x(t) ] < W} (2.22)

Uy N

do prostoru stavi R"

X! = Mg (P) (2.23)

Abychom ziskali ¥{zeni na nekoneéném horizontu (opét se nejednd o horizont pre-
dikce) a zéroven zajistili zpétnovazebni charakter fizeni, zavidime metodu klouzavého
horizontu 22211 Prévé tento postup rozumime pod pojmem , prediktivni Fizeni“(MPC).
Hlavni vyhodou MPC je schopnost respektovat zadana omezeni. Nevyhodou u relativné
rychlych systému je vypocetné naroéna optimalizace (2.21]), kterd se Fesi typicky on-line.
Jiny zpiisob spociva ve formulaci QP pomoci multiparametrického programovani, jak

bude ukazano v kapitole 3.

Piiklad 2.1 (Dvojity integrator): Uvazujme jednoduchy systém

A = y B = )
11 0.5 (2.24)

C:[Ol],D:O

s omezenim

—1<u(t) <1, =15 < y(t) < 15, (2.25)

fizeny pomoci MPC regulatoru. Pro vahové matice Q = P = I, a R = 0,1 nalezneme
hodnotu kritéria, odpovidajici regulaci ze stavu x(ty) = [4,5; 5|7 do pocatku pro rtizné
délky horizontu predikce N = 2,..., 10.

Reseni: Matice kritéria a omezeni pro nejkrat$i horizont N = 2 budou

4,6 1,75 9,5 2 8 3
H: 7F: 7Y: )
1,75 1,35 20,5 3 3
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1 0 ] 1] [ 0 ]
1 0 1 0 0
0 0 15 0 —1
G| 0 0 wo|B] go| 0 1
0 -1 1 0 0
0 -1 1 0
0,5 0 15 1 -1
|05 0 | 15 | 11|

Na obrazku [2.4] zleva jsou zobrazeny nékteré prubéhy vystupt a akénich zasahi. Zde si
muzeme vSimnout, jak MPC zajisti splnéni omezujicich podminek. Na obrazku vpravo
vidime zévislost ,kvality Fizeni“ v uzaviené zpétné vazbé (pro zvoleny pocatecni stav
x (o)) na délce predikéniho horizontu. Kvalita fizeni byla vypoctena z 25 krokt simulace

podle nasledujiciho vztahu

ns(X(to) = > X" (to + 1) Qx(to + i) + (u* (o + 1)) Ru*(tg + 1), (2.26)
i=0 v

kde u*(tg + 1) = [L,,,0,...,0]ug ;(x(to +7)).

2.3.3 Nekonecény horizont predikce

Jak vidime z pfedchézejiciho prikladu, délka horizontu ovliviiuje vyslednou hodnotu kri-
téria a tedy i kvalitu fizeni. Soucasné nemame diky metodé klouzavého horizontu jistotu,
ze tloha QP bude vzdy fesitelna (viz piiklad [22]). Pomoci si mizeme néasledujici formu-
laci. Uvazujme kvadratické kritérium na nekonec¢ném horizontu predikce a rozdélme jej

na dvé ¢asti.

i

J(x(0),ug,...,uy) = [xZka + ufRuk} S (2.27)

0

N | —
e
Il

V prvni ¢asti, na koneéném horizontu 0, ..., N —1, hleddme feSeni pomoci QP (tj. véetné
omezeni). Zbytek predstavuje hodnotu kritéria na nekoneéném horizontu predikce (k =
N,...,00) a uréime ji pro kvadraticky problém bez omezeni. Z odstavce o LQ fizeni

snadno zjistime, zZe

1
Ty = 5xﬁPxN, (2.28)
u, = —-Kx;, prok> N, (2.29)
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Vyvoj vystupu Vyvoj vstupu Kvalita rizeni

1444 —
1_ —_—
0.8 1443}
0.6 |
0.2 Il L1 3
g o I} J__,‘D>— Z 1441}
N
-0.2} | EERRE | AERERE RS M
-0.4+} DU DR - o o 1440+
-0.6
0.8 1439+t
_1 _______
s s 1438 s
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 2 4 6 8
diskretni cas — t diskretni cas — t N

Obrazek 2.4: Piiklad 1: Klouzavy horizont.

kde P je feSeni algebraické Riccatiho rovnice (214]) a K prislusné zesileni (2.15]). Pokud
zajistime, aby pro vSechna k > N byla splnéna vSechna omezeni, potom ziskdme regulator
s nekone¢nym horizontem predikce volbou Qy = P. Abychom mohli pfedchozi podminky

snadno vyjadrit zavedeme si novy pojem.

Definice 2.4: Pozitivné invariantni pfipustna mnoZina () pro dany zékon Fizeni

u, = g(xx) je takova oblast ve stavovém prostoru, kde plati
1. x, € Q= x.;, € Q pro Vi > 0,

2. X, € Q= —-G.u, + E.x;, <m, pro Vi > 0, >

Prvni bod v predchozi definici fika, ze jakmile stav vstoupi do mnoziny (), potom zde pti
daném Fizeni jiz zustane. Druhy bod zase zajistuje, Ze v této mnoziné (pii daném Fizeni)
budou splnény vSechny omezujici podminky:.

Dosadime-li za g(x;) LQR fizeni u, = —Kx;, podle ([2.15), budeme tuto mnozinu ozna-
covat symbolem Xigr. Bude-li stav xxy v predchozi formulaci nekoneéného horizontu
predikce v této mnoziné xy € Xz gr, potom mame zaruceno splnéni omezujicich podmi-

nek pii zachovani LQ optimalniho Fizeni pro v8echna k > N. V [0] je uveden postup, jak
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s pomoci multiparametrického programovénﬁ a analyzy dosazitelnosti nalézt pro ohrani-
¢enou oblast Xy dostatecné dlouhy horizont predikce N, tak, aby podminka xy_ € X1or
platila pro v8echny pocétecni stavy x(t) € Xp. Jiny zptisob vede na suboptiméalni feSeni

a bude zminén v nasledujici casti.

2.4 Stabilita prediktivniho regulatoru

Rizeni metodou klouzavého horizontu implicitné nezaruc¢uje stabilitu soustavy. Ta je spolu
s dalsimi vlastnostmi MPC regulatoru urcena predevsim tvarem omezeni, volbou vaho-
vych matic a délkou predikéniho horizontu. Obvykle chceme zajistit stabilitu pro vSechny
pocatecni podminky x(ty) € Xtﬁ pri libovolné volbé matic Q > 0 a R > 0. Toho doci-
lime pridanim dodatecnych omezeni na koncovy stav xy, vahu Qun a vhodnou délkou
predikéniho horizontu V.

Abychom mohli mluvit o stabilit¢ MPC, musi vzdy existovat feSeni u, y, které spliuje
uvazovana omezeni. Tedy stav x(f) musi lezet v mnoziné Fesitelnosti th pro vsechna t.
Pokud bude N < oo, nemame pii fizeni metodou klouzavého horizontu garantovano
splnéni omezujicich podminek pro vSechny budouci kroky [22] a mnoZina Xt](; nalezena
podle (2.23)) zarucuje splnitelnost pouze pro prvni krok QP.

Nejbéznéjsi zpusob stabilizace MPC vyuziva pravé souvislosti s nekoneénym horizon-
tem predikce. V [28] je dokézana stabilita MPC pro N — oco. Jak jsme ukéazali v predchozi
podkapitole, nekonecny horizont predikce lze nahradit konecnym horizontem s vhodné
zvolenou koncovou vahou Qy = P. Podminkou je, aby stav na konci predik¢niho hori-
zontu lezel v mnoziné X7gr. Abychom tento pozadavek zajistili pro zvolenou délku NV,

pridame do kritéria omezujici podminku na koncovy stav
Xy € XLQR' (230)

Je zirejmé, ze pokud bude tato podminka aktivni, ovlivni hodnotu kritéria. Navic tak
obvykle omezime mnozinu feSitelnosti QP. Nejjednodusi, ale soucasné nejrestriktivnéjsi

volbou bude
Xy = Xror = 0. (2.31)
Naopak nejvyhodnéjsi volba uvazuje Xy = X gr = Xuas, kde Xyrag je maximalni po-

zitivné invariantni pfipustnd mnozina. Navod na jeji sestrojeni udava napt. [13]. Clanek

4Viz kapitola 3.
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rovnéz ukazuje, ze pro linearni ¢asové invariantni dynamicky systém s polyedrickym ome-
zeni (216) bude i Xy;45 ve tvaru polyedru a lze ji proto snadno zahrnout do omezeni
Gu,y < w+ Ex(t).

Jelikoz zakon fizeni je obecné nelinearni funkei stavu, pouzivaji se k diikazu stability
nelinedrni metody analyzy. Typicky vychazime z druhé Lyapunovy metody, kdy volime
J (u; ~» 1) za kandidata Lyapunovy funkce. Snadno lze dokédzat asymptotickou stabilitu
popsaného feSeni. Platnost je samoziejmé omezena jen na pozitivné invariantni mnoziné

regulatoru, ktera v nasem pfipadé tvori oblast tho.

Piiklad 2.2 (Stabilita RHC): UvaZzujme opét systém z piikladu 211

1 0] [ 1 ]
) B - M
11 0.5 (2.32)

C:[O1],D=o

A:

s omezenim
—1<u(t) <1, =15 <y(t) < 15. (2.33)

Pro tii rizné koncové podminky
a)—15§yN§15 b)XNZO C)XNGXMAS

a horizont predikce N = 2 nalezneme oblast splnitelnych pocatecnich podminek &} . Pro

stav x(to) = [—4,4; 10,57 simulujeme vyvoj systému v uzaviené smydcce.

Reseni: Pro jednotlivé piipady sestrojime matice G, w a E a s pomoci Multi-Parametric
Toolboqu [23] provedeme projekei rozsiteného polyedru (2.22) do stavového prostoru R™.
Vysledek vidime na obrazku 2.5

Varianta a) Bez zarucené stability. Oblast Xtﬁ predstavuje oblast TeSitelnosti pouze
pro prvni krok klouzavého horizontu. Napi. stav x(tg) = [—10, 10]7, ktery je TeSitelny
pro t = ty, vede na neresitelnost pro ¢ = ¢y + 1. Pro srovnani jsme pomoci algoritmu
[16] nalezli maximalni pozitivné invariantni mnozinu X/ MPC regulétoru (zakon ¥izeni
g(x(t)) = ui(x(1)) ).

Varianta b) Oblast th(: pro koncovou podminku xy = 0 je zna¢né mald a neobsahuje
stav x(tp) - pro tuto poc¢ateéni podminku neméa QP FeSeni.

Varianta c) Oblast Xtﬁ predstavuje oblast s a priori zajisténou stabilitou - tedy i fe-
Sitelnosti. Na poslednim obrazku vidime srovnani velikosti Xtﬁ ve varianté c) pro rizné

délky horizontu predikce. v

5Volné dostupny nastroj pro Matlab.
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vara) -15<Cx <15 varb) x =0

10 X

SO : "“\

-10 X, 0 10 -10 x 0 10
1
var c) Xy € XM AS var c) srovnani

N RO g

|zzz 22|

>0 0
-5 -5
-10 -10
-15 . - - ; -15 ; : .
-10 x0 10 20 0 10

Obrazek 2.5: Priklad 2: Stabilita a oblast splnitelnych poc¢. podminek.

Poznamka: Pridame-li omezeni na koncovy stav xy € Xpor a vahu Quy koncového
stavu zvolime jako feSeni algebraické Riccatiho rovnice, pak pro vSechna x € Xt’; bude
splnéni omezujicich podminek zaruceno na nekonecném horizontu a tedy i v pribehu

MPC (X/ = x1). O

muv

2.5 Modifikace prediktivniho regulatoru

Doposavad jsme vzdy uvazovali pouze tlohu regulace, tedy fizeni do pocatku. Obvykle
pozadujeme, aby systém sledoval zadanou trajektorii (iloha servomechanizmu), pfipadné
zustaval v zadanych mezich (range control). V nésledujicim textu ukdzeme nékteré mo-

difikace MPC.
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2.5.1 Sledovani konstantni reference

Uvazujme model systému ve tvaru

x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t),

y(t) = Cx(b) =

kde x(t) € R", y(t) € RP a u(t) € R™. Nasim tikolem je navrhnout prediktivni regulator
tak, aby vybrané vystupy

z(t) = Zy(t), z(t) e R?*, p. <p, r<m

sledovaly po ¢éstech konstantni referen¢ni signal r(¢). Nejprve nahradime ¢len x7 Qx;,
v ptivodnim kritériu (2.I7) vazenim odchylky (zy —ri)” Q,(zx — rx). Abychom tak mohli
ucinit, potifebujeme znat predikovanou hodnotu reference. Tu budeme modelovat jako

nahodnou prochézku (tloha servomechanizmu)
r(t+1) = r(t).

Existuji i jiné ptistupy, které vyuzivaji znalost budouciho vyvoje reference. Potom mlu-

vime o programovém Fizeni. V ustaleném stavu (oznacujeme indexem u) pozadujeme, aby

X“]:[()]. (2.35)

Jestlize ma predchozi matice plnou fadkovou hodnost, existuje feseni u, a x,, pro libovolné

platila rovnost z, = r,. Tedy

I, -A —-B
ZC 0

r,. V dusledku nenulového ustaleného vstupu se v praxi Casto vazi odchylka Au, =
u; — ug_; [9]. Pokud soustava obsahuje integrator (1épe ZCx,, ¢ ker(L, — A)), lze vazit

primo hodnotu u.

Piiklad 2.3 (Sledovani): UvaZujme spojity systém s pienosem

1
s24+2s+1°

G(s) =

Navrhnéme MPC regulator, ktery bude sledovat po ¢astech konstantni referenCiH

—10 < r(t) < 10 a zarovern zajisti podminku

—10 < u(t) < 10. (2.36)

6Jiny rozsah nemé smysl, jelikoZ je systém stabilni a ma ustalené zesileni 1.
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Reseni: Systém vyjadiime ve stavovém tvaru a diskretizujeme s periodou vzorkovani
TUZ

= 0.5s. Prislusné matice jsou

0.303 —0.303 0.303

0.03  0.909 0.090 (2.37)
c=lo1] D = 0.
Pro sledovani zvolime nasledujici kritérium
| N
J(x(t),us, ..., wno1) = 5 Z (ef Qcer, + Au, RyAuy), (2.38)
k=t

kde e, = y, — ry je regulacni odchylka a Au, = up — ui_; optimalizovand proménna.
Stabilitu se pokusime zajistit dostatecné dlouhym horizontem predikce (N = 10) a systém

rozsiteny o historii ak¢éniho zasahu u, a generator reference r, formulujeme pomoci Au

Xk+1 A B 0 | Xk B
Uz = 0 Im 0 Ug_—1 + Im Au = Am}_(k + BmAuk

rei1 0 0 Iny ry 0 (239)
€ = CcC o —Iny X = Cm)_(k-

Pro tento systém sestrojime klasicky prediktivni reguldtor podle odstavce 2.3.2, pricemz

vahové matice volime

Q - CZnQyCWH R = Rd7 QN - 07

a matice omezeni

0 Im 0 Upax
, M. = .
0 _Im 0 —Wmin

K vystupu Au*(x(t)) navrzeného regulatoru pfipojime sumator akéniho zasahu. Rovnéz

musime MPC dodat vSechny potiebné stavy - stav systému, informaci o minulém ak¢nim
zasahu x,, , (stav sumatoru) a pozadovanou referenci ry. Simulace pro rtizné hodnoty vah
Qy, pii Ry = 1 jsou na obr. Z prubéht je patrné, jak omezeni ovliviiuje dosazitelnou

kvalitu fizeni. v
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Obréazek 2.6: Sledovani reference pro Ry = 1 a riizné vahy gq,.

2.5.2 Robustni sledovani konstantni reference

Realny systém se vzdy lisi od modelovaného a vyse zminény postup nezarucuje nulovou
regula¢ni odchylku. Abychom mohli fidit p, vystupi s nulovou ustalenou chybou, po-
tfebujeme podle principu vnitiniho modelu minimalné p, integratort. Vétsina tradi¢nich
metod toto Fesi pfidanim integratoru regula¢ni chyby [12]. Tento postup se vSak u MPC
nedoporucuje, jelikoz vlivem omezeni tyto metody trpi vyznamnym ,windup® efektem
(pfekmit zpiusobeny naintegrovanim) [25]. V ¢lanku [26] formulovali autofi prediktivni
regulator pro asymptotické sledovani konstantni reference rozsifenim pozorovatele stavu
o odhad poruchy. Tento postup predpokladé pfidani tolika novych stavi (poruch), kolik
je méfenych vystupt. V této podkapitole vychazime z aktuélnich ¢lanki [24] a [9], které
explicitniho feseni MPC. Cela problematika presahuje ramec této prace a je zde uvadéna
bez odvozeni pouze pro potieby c¢tvrté kapitoly - navrh rizeni pro realny model.

Uvazujme model dynamického systému 2.34 rozsiteny o poruchu na vstupu
x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + Bud(?),
dit+1) = d(z), (2.40)
y(t) = Cx(1),

kde systém (vCetné poruchy) je pozorovatelny, dvojice (A,B) fiditelnd a d(t) € RP

predstavuje nezndmou poruchu. Tu modelujeme jako ndhodnou prochazku (uvazujeme
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konstantni). Pro ustaleny stav 1ze opét psat

Xu . 0 r Bd
<[] [®le ew

Bude-li mit matice vlevo plnou fadkovou hodnost, miizeme vyjadrit

I.-A —-B
ZC 0

x, = X,r, + Xyd,, (2.42)
u, = U,r, +U,,. (2.43)

Dale predpokladame, ze stav neni primo méfitelny a odhadujeme jej vcetné poruchy

pomoci pozorovatele

B
0

%(t+1)
d(t+1)

A By
0 1

x(t)
d(t)

+

u(t) + [ ] (ym(t) — Cx(t)). (2.44)

L,

P

Zde y,,(t) oznacuje méfeny vystup v ase t a x(t) odhad stavu v ¢ase t na zakladé dat do
casu t — 1. Konstrukci matic stavovych injekci Ly a Ly zde odvozovat nebudeme a pouze
se odkdZeme na algoritmus 2 ¢lanku [24]. Nyni formulujme kritérium, které bude vazit

odchylku od ustaleného stavu.

t+N—-1

Jx) = 3 [ — () TR, — @) + (x5, — %, ()7 Q(xi — %u(t))] +

k=t
+(xn — &U(t))TQN(Xk —Xu(t)),

za podminky

Xipr1 = Axy + Buy, + Bydy, diyy = dyg,
Ex,+Gu.<m. k =t,....t+N—-1

Xy € Xy(r(t),d)

%u(t) = Xor(t) + Xod(t), 0,(t) = U,r(t) + Uyd(t),

A

x, = %(1), d, = d(t).

Pokud bychom chtéli vazit pouze odchylku reference, zvolime Q = CTZ"Q,ZC.
Necht ustaleny stav a vstup lezi uvnitf polyedru definujici omezeni a necht regulétor
asymptoticky stabilizuje soustavu. Potom lze ocekavat, ze pro urcity cas t > t, jiz na
systém neptisobi zadna omezeni a (jak ukdzeme v kapitole 3) optimalni zakon Fizeni je
linearni funkci stav

u(t) = u, — K (x(t) — x,). (2.45)

"Piesnéji stavu rozsifeného o poruchu a referenci.
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Ptedchozi vztah lze prepsat do tvaru

u(t) = —K,%(t) — Kod(t) — K,r(t). (2.46)

Je ziejmé, ze navrh sledovani se zajisténou nulovou odchylkou je v pripadé MPC po-
mérné komplikovany. Musime zvolit vhodny model poruchy B, i spravné naladit pozoro-
vatele stavu. Pokud soustava neobsahuje integrator, 1ze poruchy modelovat jako poruchy
pusobici na vystupu (B; = 0, y(t) = Cx(t) + C,d(t)). V tomto piipadé stadi rozsifit
pozorovatele o odhad poruchy a tu pouzit k modifikaci referen¢niho signalu. Vyhodou je,

ze nemusime ménit kritérium MPC (pfidavat nové stavy).

Poznamka: Hodnota reference i poruchy uvliviiuje mnozinu feSitelnosti. Prilis velkou
zménou referen¢niho signéalu (¢i poruchou), mizeme ztratit fesitelnost tlohy. Podrobnéji

se touto problematikou zabyva napt. ¢lanek [27]. O

Priklad 2.4 (Asymptotické sledovani): Navrhnéme MPC pro asymptotické sledo-

vani konstantni reference pro piiklad 2] dvojity integrator (modifikace tlohy z ¢lanku

[24]) .
A:[”],B:[l], 0.47)
11 0.5

—1<u(t) <1, =15 < y(t) < 15. (2.48)

s omezenim
Piedpokladejme plné méieni stavu C = Iy a nechf skutecna dynamika perturbovaného

0.9 —0.1
A, = .
11

Vysledek regulace porovname s feSenim podle odstavce 2511

systému je popsana matici

Reseni: Vahu koncového stavu Qu zvolime jako feseni algebrické Riccatiho rovnice
pro ¢, = 1 a R = 0,1. Horizont predikce jsme zvolili N = 5 a uvazujeme omezeni
na koncovy stav xy € Xpas. Nyni odvodime potfebna zesileni podle 2.46l Zesileni K,
ziskdme z Riccatiho rovnice pii hledani koncové vahy Q. Z a [2.43] dostavame

K;,=-K.,X;-U;, K,=-K,X,-U,.

Po vy¢isleni

K, = [0,965 1.384] K, =1542 K, = —0.965.
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Pro tato zesileni sestavime maximdlni pozitivné invariantni mnozinu Xy;4s podle [13].
Poruchu modelujeme na vstupu ve tvaru By = [0.5 1]7. Stavovou injekci pro pozorovatele
stavu jsme nalezli jednak pomoci odkazovaného algoritmu (L,) a jednak standardnim

fesenim Kalmanova filtru pro rozsifeny systém (2.40) (Ly).

1,55 1,09 1,27 0,87
L,=10,39 0,76 |, Ly= | 0,29 0,68
0,50 0,27 0,33 0,14 v

Pii formulaci s Au podle odstavce 2.5.1] uvazujeme piimé méfeni stavu pertubovaného
systému. Vysledky jsou zobrazeny na obr. 2.7l Z prubéht je patrné, ze pouze regulator

s pozorovatelem stavu se stavovou injekci L, dokonvergoval ke spravné hodnoté.

2.5.3 Mékka omezeni

Takto oznacujeme takova omezeni, ktera lze na tikor nalezité penalizace prekrocit. V praxi
byva vyhodné néktera omezeni ,zméekéit“. Jak ukazuje priklad 2.2 feseni QP existuje
pouze na urc¢ité oblasti (polyedru) v R"™ a pokud by se stav nachazel na rozhrani, mize
vlivem poruch dojit k prekroceni této oblasti a ztraté reseni. Zavedenim nové proménné

€ muzeme zrelaxovat nékterd omezeni
Ex; + Gou, < m, + m.ep. (2.49)

Soucasné pridame do kritéria ¢len €] R ey, kde vahu R, volime Fadové vyssi, nez u Q, R.
V predchozim vztahu samoziejmé nelze ,zmeékcit” vsechna omezeni, ale jen ta, ktera
nejsou omezena fyzikalnimi parametry soustavy ¢i jejim bezpecnym provozem. Penalizo-
vat lze napriklad nékteré nazadouci (neekonomické) stavy.

Existuje mnoho zpisobi jak modifikovat kritérium. V principu je mozné vnést do
kritéria nejriznéjsi vahy a omezeni, ale méné je nékdy vice. Predevsim se musime zamyslet
se nad narocnosti vypoctu QP, kterou blize diskutujeme v 3.3l Obecné bychom neméli
pridavat redundantni omezeni. Naptiklad neni tfeba uvazovat omezeni na pocatecni stav

x(t), jelikoz ten uz nezménime.
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Obrazek 2.7: Asymptotické sledovani konstantni reference.
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Kapitola 3

Explicitni reseni ulohy prediktivni

regulace

Klasicky prediktivni regulator pocita optimalizacni problém cyklicky s periodou vzorko-
véani. V kazdém kroku klouzavého horizontu hleddme optimalni iidici sekvenci uj v (x(t))
prislusnou ke stavu x(t), tedy fesime kvadraticky program (2.21)). JelikoZ jsou numerické
optimalizacni metody vypocetné narocné, nehodi se tato koncepce pro relativné rychlé

systémy.

V ¢lanku [5] formulovali autofi Bemporad, Morari a kol. tlohu (2.I7) pomoci multi-
parametrického kvadratického programovani a nalezli tak explicitni zakon ¥izeni u*(t) =
f(x(t)) minimalizujici kvadratické kritérium s omezenim (2.I7)). Obdobné lze formulovat
ulohu minimalizace vazenych 1 a oo norem pomoci multiparametrického linearniho pro-
gramovani [3]. Vyhoda tohoto p¥istupu spociva v odsunuti ¢asové naroéné optimalizace
k off-line vypoctium. V pribéhu Fizeni staci zmérit aktualni stav a aplikovat prislusné ri-
zeni. Dalsi vyhodou je samotny zakon fizeni, s jehoz pomoci miizeme snadnéji analyzovat

chovani ziskaného MPC regulatoru.

V této kapitole nejprve odvodime tlohu multiparametrického kvadratického progra-
movani. Na jejim zakladé formulujeme v druhé ¢asti explicitni feseni MPC a zminime
nékteré vlastnosti, které plynou ze ziskaného zakona fizeni. Na zavér diskutujeme slozitost

explicitniho feseni, ktera je hlavni nevyhodu tohoto pristupu.
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3.1 Multiparametrické kvadratické programovani

Zakladni ulohou matematického programovani je nalézt extrém skalarni funkce J(x), kde
x je prvkem néjaké mnoziny Z. V nasem pripadé se opét omezime pouze na kvadratické

kritérium s konvexnim omezenim ve tvaru

1
JH(x) = min{J(z,x)zQZTHz—l—ﬂ]ngw+Sx}, (3.1)

z

kde H=HT - 0, He R***, G € R¥”*, w € R a S € R¥*",
Tato tloha se nazyva multiparapetrické kvadratické programovani (dédle mpQP) a jejim

cilem je nalézt:
e obor fesitelnosti (mnozinu parametri, pro které ma dand tloha optimalni feseni)

e oblasti stability (mnozinu parametrii, pro které optimalni feseni zustava stejné resp.

zachovava si stejnou charakteristiku)

e funkci feSitelnosti (optimalni hodnoty cilové funkce pro hodnoty z oboru fesitel-

nosti)

Pro obecnéjsi problém

J(z,x) = {% z'Hz +x"Fz + % xT()Yx(t) | GZ < w + Ex} (3.2)
Ize zavést substituci
z=z—-H'F'x (3.3)
a prevést rovnici do tvaru 3.1l kde
= E+GH'F’, (3.4)
B = %XT(FHlFT +Y)x. (3.5)

Méjme danou vychozi mnozinu parametri ve tvaru uzavieného polyedru
K={xeR"| Tz <v}. (3.6)

Ozna¢me K* takovou podmnozinu I* C I, pro kterou bude problém [3.1] feSitelny a
hodnota kritéria J*(x) kone¢nd. Tuto mnozinu budeme nazjvat obor Fesitelnosti. Nasim

cilem bude ukézat, Ze funkce z*(x) : £* — R*
z*(x) = argmin J(z, x) (3.7)
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je po Castech afinni funkci parametru x na ohrani¢eném polyedru IC*.
Necht Z = {1, 2, ..., ¢} je mnozina indext, oznacujici jednotlivd omezeni (fadky matic
G, w a S). Tuto mnoZinu mtizeme rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny
Ax) = {j €T |Gyz"(x) — Sx = w}, (3.8)
Alx) = {j €T]G;z"(x) - Sx <wj},
kde A(x) zna&i aktivni a A(x) neaktivni omezeni v bodé z*. Optimélni rozdéleni mno-
ziny K* tvori rozdéleni do tzv. kritickych regionti. Pro zvolené x je kriticky region Py,
definovan nasledovné

Py, ={xe K| Ax) = A(x0)} - (3.9)

Jedna se tedy o takovou mnozinu x € K*, kde v optimu z*(x) jsou aktivni stejnéd omezeni

jako v optimu pro bod xq.

3.1.1 Odvozeni

Vyjdeme z Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek optimality prvniho fadu [21], které jsou
pro nasi tlohu () nutné a postacujici. Pro kvadraticky program (3.1) dostavame

H + G\ = 0, (3.10a)
Ao >0, (3.10c)
Gz < w+ Sz (3.104)
Jelikoz H je pozitivné definitni, miizeme z prvni rovnice vyjadrit argument
z" = -H G\ (3.11)

Pro zvolené x rozdélime omezeni podle B.8 Spodnim indexem A oznacime mnozinu
aktivnich omezeni (vybrané fadky), indexem A neaktivni. Z rovnice B.10b| vyplyva, Ze

pro neaktivni omezeni bude A% = 0. Po dosazeni za z* z rovnice [3.11] dostavame
—GAHilGﬁ)\i\ —wy — Sux=0. (3.12)
Za podminky linearni nezavislosti fédkﬁm matice G4 vyjadiime

Ny = —(GAH G H(wy + Sax). (3.13)

!'Degenerovany problém zminime pozdéji.
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Nakonec dosadime za \* do vztahu [3.11]
7z = HilGﬁ(GAHilGa)il(WA + S_AX). (314)

Z predchézejicich dvou rovnic vidime, Ze jak z*(x) tak i A*(x) jsou afinni funkce parametru
x. Navic diky podmince H > 0 je hodnota z*(x) jednoznacna.
Zbyva urcit kriticky region Py,, na kterém odvozeny vztah [3.14] plati. Po dosazeni za

z do omezeni v rovnici 3.1
GH 'GL (G H'GL) ™ (wa+Sux) <w + Sx (3.15)
a z pozadavku na nezapornost A v KKT podmince [3.10d
(GAH'GL) M (wy+Sax) <0 (3.16)

dostavame vynechanim redundantnich omezeni kompaktni polytopickou reprezentaci kri-
tického regionu Py, k danému x,. Kriticky region predstavuje v nasi formulaci oblast
stability, kde si FeSeni zachovava stejnou charakteristiku (jednozna¢né definovana afinni

funkce).

3.1.2 Geometrické prohledavani

Vyse zminénym postupem ziskdme feSeni jen pro x € Px,. Vyvstava otazka jak zvolit
pocatecni bod x( a jak prohledat zbytek stavového prostoru K\ Py,. Nazorny postup

nabizi algoritmus geometrického prohledéavani [7, strana 35].
1. Zvolime x( jako stfed vepsané hyperkoule v /C;
2. Resenim QP (B.1]) pro parametr x = x, nalezneme hodnoty z*(xo) a A*(x);
3. Sestrojime region Py, a afinni funkei z{(x);

4. Ofiznutim podle Py, rozdélime zbytek neprohledaného prostoru K na nové polytopy
IC; (viz obr. B));
5. Rekurzivné opakujeme pro C;;

Stied nejvétsi vepsané koule (téz CebySeviiv stfed) nalezneme pomoci linearntho progra-
movani. Pokud takovy stied neexistuje, vracime se o krok zpét v rekurzivnim algoritmu.
Z obrazku (B.J)) je patrné, Ze tato metoda prohledavani zavadi ,umélé fezy“ mezi re-

giony. Po dokonceni algoritmu je proto vhodné sloucit sousedici regiony, které obsahuji
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Konstrukce CRO Rozdeleni K \ CR0 Po dokonceni

Obrazek 3.1: Geometrické prohledavani.

stejnou funkci z* a jejichz slouceni vytvari konvexni mnozinu. Postup algoritmu nazorné

demonstruje piilozeny skript ¢qpMPQP_demo.

Poznamka: V [3.13 jsme predpokladali linedrni nezavislost fadkt G 4. Tento pozadavek
nebude splnén, jestlize bod xy padne do rozhranni dvou sousedicich regiont. V tomto

ptipadé stacéi zvolit novy (posunuty) bod xq + €. O

Véta 3.1 (Spojitost mpQP): Méjme multiparametricky kvadraticky program [B.J) a
necht H = 0 a K konvezni. Potom K* C K je také konverni a z*(x) : K* — R*® je spojitd
a po castech afinni funkce, J*(x) : K* — R spojitd, konvezni a po cdstech kvadratickd
funkce.

Ddikaz této véty lze nalézt v [6].

3.2 Explicitni MPC

Mgjme kvadratické kritérium v maticovém tvaru (2.19)

1 1
J(x(t),wmn) = 5 u/ yHu, v + x" (t)Fu, v + 5 x7 (1) Yx(t), (3.17a)
Gu, y <w+ Ex(t). (3.17b)
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Zakon rizeni Vyvoj stavu

5 10
Vyvoj vstupu
]
u
— — — omez.
5 10
X, krok

Obrazek 3.2: Explicitni MPC pro dvojity integrator.

Nalezeni optimalniho fizeni minimalizujici toto kritérium si lze predstavit jako multipara-
metricky kvadraticky program (3.2), kde vektor optimaliza¢nich proménnych z odpovida
posloupnosti akénich zasaht u; v a stav x(t) vektoru parametrt x. Jelikoz predpokla-
dame H > 0, dostavame dle véty B.1] spojity optimalni zakon Fizeni u; xv* (x(t)) jako po

Gastech afinni funkei stavu
X(t) epP; = u® (X(t)) = Fix(t) + g, (318)

kde P; oznacuje polytop obsahujici stav x(t). Pfestoze FeSenim mpQP ziskdme celou ¥idici
posloupnost u; y (x(t)), diky metodé klouzavého horizontu nas zajima pouze prvni akéni
zésah u; (x(t)). Postup si ilustrujeme na néasledujicim piikladé.

Piiklad 3.1 (Explicitni feSeni MPC): Sestrojme explicitni prediktivni regulator pro
systém z piikladu (dvojity integrator) s omezenim na koncovy stav xy € Xyas a
délkou predikce N = 2.

Reseni: Sestavime piislusné matice a vyiesime mp-QP. Vysledné rozdéleni vidime na,
obr. vlevo. Na obrazku dale vidime vyvoj systému v uzaviené zpétné vazbé pro zvo-
lenou podateéni podminku x(ty) = [—4,4; 10,5]7. Snadno mtizeme vykreslit i optimalni

zakon Fizeni na pro celou oblast Aj.

Poznamka: Necht kriticky region P, prislusi oblasti, ve které jsou vSechna omezeni

neaktivni, tj. plati ostra nerovnost u (8.17h). Z KKT podminek snadno vyjadiime
Po={x(t) eR"| —(E+GH 'F')x(t) <w}. (3.19)
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Pro vSechna x(t) € Py je optimalni fizeni pouze linearni funkci stavu a odpovida kvad-

raticky optimalnimu Fizeni bez omezeni (2.9))
u*(t) = ~Kypex(t) =[1,, 0...0H'FT. (3.20)

Lze ukazat, ze pro dostatecné dlouhy horizont predikce bude mnozina Py pozitivné invari-
antni a diky spojitosti mp-QP pak predstavuje maximani pozitivné invariantni mnozinu.

Obecné plati X145 € Pyo. O

3.2.1 Vyuziti explicitniho feSeni

Bez hlubsiho vysvétlovani se zminime o dalsich moznostech, které prinasi explicitni feSeni
prediktivni regulace. VSechny implementuje jiz zminény Multiparametric-Programming
Toolbox [23]. Mimo vizuélni kontroly u dvou az ti{ dimenzionalniho stavového prostoru
je zajimava napriklad analyza fesSitelnosti MPC viz. priklad 2.2l S vyuzitim explicitniho
zékona Tizeni lze sestrojit napfiklad maximalni pozitivné invariantni mnozinu MPC re-
guldtoru, ¢i se mizeme pokusit sestrojit Lyapunovu funkci a ovéfit stabilitu viz [15], [16].
Algoritmus [14] zase nabizi efektivni zptisob vypoétu kvadraticky optimélntho MPC re-
gulatoru s nekonecnym horizontem predikce pro danou uzavienou oblast X uvazovanych

pocatecnich podminek.

3.3 Slozitost explicitniho reseni

Doposud jsme zminovali pouze prednosti explicitniho feseni MPC. Hlavni nevyhodou to-
hoto ptistupu je prudky nartst slozitosti s poc¢tem omezeni. Slozitost se projevi predevsim
v poctu generovanych kritickych regionti a ovlivni jak dobu vypoctu mp-QP, tak dobu
potiebnou k vyhledani spravného regionu (toho, ktery obsahuje zdkon fizeni pro stav
x(t)). Jak uz vime, kazdy kriticky region piislusi nékteré kombinaci aktivnich omezeni -
rfadkiim matic
Gz <w+ Sx

viz (B.8]). Necht predchozi vztah neobsahuje Zadna redundantni omezeni a necht w € RY.

Potom pro horni odhad poctu regiont 1ze psat

Rinae = Zq: <l§> =27 (3.21)



Tento odhad je velmi nekonzervativni. Ve skutecnosti nemohou byt aktivni libovolné
kombinace omezeni. Ku pfikladu méme-li omezeni na vstup ve tvaru W, < u(t) < U,
potom pouze jedno z nich muze byt aktivnﬁ. Presto exponencialni zavislost na poctu

omezeni zistava. Podrobnéji je analyza slozitosti mp-QP diskutovéana v [17].

3.3.1 Redukce on-line slozitosti

K nalezeni spravného akéniho zasahu je tieba nejprve urcit kriticky region, ve kterém se
nachézi aktuélni stav, a po té spocitat jeho hodnotu podle ([B.I8)). Z hlediska vypocetni

vvvvvv

nasledujici algoritmy pro vyhledani spravného regionu

e Zakladni a nejjednodusi algoritmus pouze prochézi linedrnim seznamem regioni a
ovéfuje podminku x(t) € P; (viz (?77?)). SlozZitost tohoto algoritmu zavisi linedrné

na poctu regiont.

e Sofistikovanéjsi pristup [8] vyuzivéa specialné sestrojeného deskriptoru, ktery umoz-
nuje rychleji otestovat podminku prislusnosti k danému regionu a zaroven spotie-

buje méné paméti, nez bychom potiebovali k ulozeni dat vsech regiont.

e Pro méné komplexni feSeni (maximalné nékolik set regionil) lze efektivné sestrojit

bindrni vyhledavaci strom [32] s logaritmickou on-line sloZitosti.

Vsechny vyse zminéné metody zavisi pfedevsim na poctu regionti. Abychom omezili
jejich mnozstvi a zaroven zachovali optimalitu fizeni, lze sloucit ty regiony, které ob-
sahuji shodny akéni zdsah v prvnim kroku uj(x(t)) posloupnosti uj 5 a jejichz slouceni
vytvari konvexni mnozinu. Toto si mtizeme dovolit, jelikoz predpokladame fizeni metodou

klouzavého horizontu.

3.3.2 Suboptimalni reseni

V této casti se zminime o dalSich postupech, které jiz vedou na ,suboptiméalni“ feseni, ale
které jsou ¢asto nezbytné pro sniZzeni komplexity mp-QP. V ¢lanku [I1] je popsana stra-
tegie blokovani ak¢nich zasahti. Ta ma za nasledek redukci stupnt volnosti optimalizacni

tlohy a tim i pocet moznych aktivnich omezeni. Je zminén i specialni tvar blokovani,

?Pfedpokladame Wi # Wmag-
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ktery mize zajistit stabilitu a FeSitelnost. Zcela jinou cestou se vydali autofi ¢lanku [17].
Ulohu mp-QP vyiesili pomoci iterativniho fegeni jednokrokovych (s horizontem predikce
jedna) optimalizaci s proménnou cilovou mnozinou X;. Ta se vzdy spocita jako slouceni
vSech vygenerovanych regionii. Tento postup zajisti stabilitu i fesitelnost a dle autort mi-
nimalné ovlivni optimalitu. Vyhodou je predevsim redukovana on-line slozitost. Posledni
odkazovany algoritmus [4] vyuziva relaxace KKT podminek optimality (3I0). V tomto
pripadé lze predem stanovit hranici na maximalni hodnotu odchylky od optimalniho fe-
Seni (hodnoty kritéria).

Abychom omezili pocet regionti, miizeme snizit pfimo horizont pro omezeni. V tako-
vém pripadé nemame jistotu, Ze problém zistane fesitelny i pro dalsi kroky klouzavého

horizontu. Demonstrujeme na nasledujicim prikladeé.

Piiklad 3.2: Mé&jme opét systém 237 (dvojity integrator) a predstavme si jej jako re-
alnou soustavu, kde prvni stav x; odpovida rychlosti a druhy stav z, poloze. Vystupem
soustavy je pfimo x5, tedy poloha. Omezeni a vahové matice uvazujeme stejné jako v pred-

chozich pripadech, t;j.
—1<u(t) <1, —=15<y(t)<15, Q=I, R=0,1.

Pro tento systém nalezneme zavislost kvality regulace na pocatecni poloze (pocatecéni

rychlost predpokladdme nulovou) pro
1. optimalni MPC s horizontem predikce N = 10

2. suboptimalni MPC se zkracenym horizontem fizeni N. = 3, kde pro zbylé aké¢ni

zésahy plati uy =un,, k =N, ..., N — 1.
3. suboptimalni MPC se zkracenym horizontem omezeni na N, = 3.
4. suboptimalni MPC podle algoritmu 2, ¢lanku [I7] (iterativni Feseni).

Reseni: Pro kazdou variantu sestrojime piislusny explicitni tvar MPC. Kvalitu fizeni
vypocteme obdobné jako v piikladu (2:26]) simulaci, za pouziti klouzavého horizontu.
Regulatory jsme navrhli a analyzovali pomoci MPT toolboxu. Na obr. [3.3 vidime ziskané
rozdéleni kritickych regiont pro jednotlivé varianty.

Krom c¢tvrtého regulatoru, ktery pro svou konstrukci vyzaduje stabilizujici cilovou
mnozinu, nemame jinde zajisténou stabilitu ani TeSitelnost pro budouci kroky rizeni.
Vzhledem k vypoc¢tenému explicitnimu zakonu fizeni, 1ze tyto vlastnosti analyzovat nad

ziskanym rozdélenim pomoci algoritmt uvedenych v [16], [I5]. Oba jsou implementovany
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Obrazek 3.3: Rozdéleni do kritickych regioni.

v MPT toolboxu a jejich aplikaci snadno overime stabilitu a feSitelnost pro prvni dva
ptipady. Pro tfeti reguldtor musime nejprve spocitat invariantni podmnozinu (vyznacena
¢arkované), kterd teprve tvori oblast stability daného regulatoru.

Obrazek [3.4] zobrazuje ziskanou zéavislost kvality regulace na zvolené pocatecni pod-
mince. Vzhledem k symetrii tlohy uvazujeme pouze interval < 0;15 >. Na hornim ob-

razku vidime absolutni hodnotu ,ceny regulace”. Zieteln€jsi je spodni obrazek, ktery

zobrazuje relativni odchylku od optimalniho feSeni v prvni varianteé.
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Obrazek 3.4: Zavislost kvality fizeni na pocatec¢ni poloze.
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Kapitola 4
Navrh rizeni pro realnou soustavu

V této kapitole provedeme kompletni navrh explicitniho prediktivniho regulatoru pro
realny laboratorni model CE106 ,kulicka na ty¢i“ od firmy TQ. Nejprve model popiSeme
a odvodime pfislusné diferencialni rovnice. Na jejich zakladé sestavime linearni stavovy
popis (rovnice linearizujeme) a provedeme identifikacni experiment. Pro ziskany model
sestrojime explicitni prediktivni reguldtor a porovname simulované a meérené chovani

soustavy.

4.1 Popis modelu kulicka na tyci

Systém kulicka na naklonéné roviné predstavuje nestabilni systém druhého fadu. V praxi
existuje rada systémt, které jsou nestabilni v oteviené smycce a které je nezbytné ridit.
Prikladem muze byt fizeni exotermni reakce v chemickém pramyslu, fizeni vertikalni
polohy plazmatu v tokamaku [30] ¢ stabilizace letadla Harrier pfi kolmém startu. Pro

vyukové ucely byl navrzen model CE106 ,kulicka na tyc¢i“, ktery si dale popiseme.

4.1.1 Fyzikalni model

Systém se sklada ze servomotoru ovladajictho naklon tyce a z ocelové kulicky, ktera se
volné pohybuje v kolejnicich umisténych na tyc¢i. Schématicky je model zakreslen na
obr. Smycka servomotoru je realizovana pomoci modulu CE120 a vstupem do sou-
stavy je pfimo pozadovana hodnota naklonu. Vystupem je aktualni naklon a poloha

kulicky. Model ovladame pomoci vstupné vystupni karty MF614 firmy Humusoft(c) s pe-
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Obrazek 4.1: Laboratorni model CE106 - kulicka na ty¢i.

riodou vzorkovani T,, = 0.01s. Rozsahy jednotlivych veli¢in uvadi tabulka [£.1]

Tabulka 4.1: Tabulka veli¢in

veli¢ina | oznaceni | signal | fyzikalni rozsah
poloha T +10V +0.5m
naklon %) +10V +10°
vstup U +10V 0...10VDC

Systém rozlozime na tii ¢asti:

1. servomotor (SM)

2. prevodni mechanismus - oto¢eni SM na néklon tyce (P)

3. mechanika kulicky a tyce (MK)

4.1.1.1 Mechanika kulicky a tyce

K odvozeni pouzijeme Lagrangeovskou formulaci mechaniky [33]. Definujme pouzité kon-

stanty:
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ul: CE 10239

u(t)—=>SM— P +— K

Obrazek 4.2: Schemtaicky model CE106.

Ji, (Jy) moment setrvacnosti kulicky (tyce) (kg - m?|
m hmotnost kulicky [kg]

r polomér valeni kulicky (uréen rozpétim kolejnic) [m]

g gravita¢ni konstanta [m - s72]
d vzdélenost ptlisobisté sily I’ od osy rotace tyce [m]

b koeficient odporu prostiedi

¢ rameno valivého odporu [m]

Nejprve nalezneme vztahy pro kinetickou Ej, a potencialni £, energii soustavy. Pro kine-

tickou energii dostavame

B, = %m$2+%ka—z +%Jt¢2+%m¢2x2, (4.1)
kde prvni dva ¢leny odpovidaji translacni a rotacni energii kulicky a posledni dva kinetické
energii tyce véetné kulicky na pozici x. Potencialni energii vyjadiime vzhledem k nulovému
naklonu tyce

E, = mgsin(yp). (4.2)

Dale je tfeba urcit zobecnénou praci nekonzervativnich sil. Zobecnénymi souradnicemi

jsou poloha kulicky x a ihel nédklonu (. Vyjadiime rovnou prislusné parcialni derivace

ow . NG

ow

— = F . 4.4
2V~ Facos(y) (4.0

Clen bi odpovida tieci sile a ¢len % F,, valivému odporu (piisobi vzdy proti sméru pohybu).

Valivy odpor je tmérny normalové sile, kterou vyjadiime jako F,, = mgcos(p) + mpz.
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Kone¢né posledni ¢len F'dcos(yp) zahrnuje ptisobeni vnéjsi sily od servomotoru [19, 29].
Nyni sestavime Lagrangeovy rovnice druhého druhu

d OL(t) OL(t) owW()
dt 9g;(t)  9g;(t)  Ogi(t)’

(4.5)

kde L = E;, — E, a ¢(t) jsou zobecnéné soutradnice ¢;(t) = = a g2(t) = ¢. Po provedeni

naznacenych derivaci ziskdme

(m + % ) i —m@®r +mgsin(g) = —bi— sign% m (gcos(p) + ¢x), (4.6)

(J; + mz?®) § 4 2mpxi + mgz cos(p) = Fdcos(p). (4.7)

Prvni rovnice popisuje vliv nadklonu na pohyb kulicky, druhd naopak jak kulicka ovliv-
niuje naklon tyce (zanedbame). Pro nase ucely je tento model zbyteéné slozity. Vzhledem
k rychlé dynamice néklonu nebudeme uvazovat silu F', ale pifimo hodnotu naklonu ¢ jako

vstup do soustavy MK. Ostatni ¢leny se vyrusi béhem linearizace.

4.1.1.2 Naklon

Dynamiku servomotoru véetné pievodni ¢asti (P) mitizeme popsat jako linedrni systém

druhého fadu s prenosem [31]

k
G(s) = i) (4.8)

coz odpovida diferencialni rovnici

¢ =—(p1 + p2)p — p1p2 + ku. (4.9)

Jak ukdzalo méfeni na modelu, ndklon vykazuje zna¢nou hysterezi (cca 5% z celkového
rozsahu) a neni mozné ji zanedbat. Viile se projevi pfi zméné sméru naklapéni ¢i ptisobe-
nim vahy kulicky. Abychom ziskali dostatecné presny model pro predikci vyvoje systému,
zavedeme vnitini smycku s PI regulatorem pro tizeni naklonu. Tento systém s uzavienou

smyckou jsme znovu identifikovali a ukéazalo se, ze model [4.8 je vyhovujici.

4.1.2 Linearizace

Popis dynamiky naklonu (4.9]) jiz linedrni je a proto se soustfedime pouze na rovnici (4.6]).

Systém linearizujeme okolo nasledujiciho ekvilibria



Linearizaci dostavame sin(z) = x. Dale vypadne ¢len sign(..), ktery v rovnici reprezentuje
valivy odpor, a ¢len 2z reprezentujici ptisobeni odstiedivé sily. Vyslednou linedrni di-
ferencialni rovnici druhého fadu prevedeme na soustavu rovnic prvniho rfadu. Substituci
Ty =1, 9y =T a @ = u dostavame

1

7(t) = A (—bx1(t) + mgu(t)), (4.10a)

ia(t) = ai(t). (4.10b)

Dle ocekavani jsme ziskali astaticky systém druhého radu. Vzhledem k ptivodnim rovnicim
(48) 1ze ocekavat nelineani chovani kulicky na krajich naklanéné tyce, kde vyraznéji
pusobi zanedbana odstiediva sila. Dalsi vyznamnou nelinearitou je samoziejmé konecné

délka tycCe a v praxi se projevi i nerovnosti vodicich kolejnicek.

4.2 Identifikace

Identifikaci rozdé€lime rovnéz na dvé casti. Nejprve urc¢ime parametry pirevodu vstup -
naklon. Na obr. [4.3]je zndzornéna odzeva naklonu na generovany referenc¢ni signal. Z pri-
béht je patrna hystereze o cca jednotkovém rozsahu. Na zakladé nelinearniho modelu
v Simulinku jsme navrhli vhodny PI regulator a cely systém znovu identifikovali nad
uzavienou zpétnou vazbou. Analyzou naméfenych pribéhu jsme se rozhodli modelovat
soustavu pouze jako systém prvniho fadu, abychom ziskali jednodussi model pro nasled-
nou syntézu MPC. Identifikaci parametrii jsme provedli s pomoci System Identification
Toolboxu pro Matlab. Srovnani simulovanych a méfenych pribéht je na obr. 4.4l Popis
dobte vystihuje dynamiku piredevsim pro malé hodnoty pozadovaného néklonu. U vétsich
se vice projevi nelinearni efekt hystereze.

Ptenos PI regulatoru

1,584+ 7,5
Gpr(s) = P
Vysledny prenos naklanéciho mechanismu
1
G,(s) = —. 4.11
()= 9165 11 (4.11)

V pripadé podsystému kulicka na naklonéné roviné jsme postupovali nasledovné.
Z rovnic (AI0) sestavime pfenos ve tvaru

k
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Obrazek 4.3: Vliv hystereze na hodnotu naklonu.
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Obréazek 4.4: Srovnani méreného a simulovaného naklonu.
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skokr=2 skokr=4 skokr=7

poloha [ -]

Obrazek 4.5: Prechodové charakteristiky.

Z namétenych prechodovych charakteristik (obr. [4.0]) uréime, pti zanedbéni rychlejsi dy-
namiky naklonu, pfibliznou hodnotu zesileni £ a casové konstanty 7. Jejich hodnoty
rucné upravime na zakladé provedenych simulaci, kde za vstup do systému Gy(s) bereme
naméfené hodnoty naklonu n(t) a vysledek srovnavame s naméfenou polohou e (t).

Odhadnuté konstanty prenosu

Takto identifikovany systém je vzhledem k viditelnému rozptylu naméfenych priubéhu

dostacujici. Ze ziskanych prenosti snadno sestavime spojity stavovy popis s maticemi

[ 1,7 0 —0,22 0
As = 1 0 0 5 Bs = 0 )
0 0 —6,25 6,25 (4.12)
01 0 0
Cs - 5 Ds - s
100 1 0

45



kde vyznam jednotlivych stavii odpovida
e 1 ... rychlosti kulicky
e 1, ... poloze kulicky

e 3 ... naklonu tyce

4.3 Explicitni prediktivni regulator

Nyni mame vSe pripraveno, abychom mohli sestrojit vlastni regulator. Zakladni poza-

davky na fizenou soustavu jsou
1. Asymptotické sledovani konstantni reference.
2. Omezeni na vstup —7 < u(t) < 7.
3. Omezeni na polohu kulicky —9 < y(t) < 9.

Pro névrh jsme nejprve zvolili metodiku popsanou v [24] a demonstrovanou v ¢asti2.5.2]
kterd zajistuje robustni asymptotické sledovani reference a souc¢asné minimalné rozsifuje
stavovy prostor. Zatim nezminovanou nevyhodou tohoto pristupu je, Zze odhad chyby
cZ(t), ktery zajistuje ,robustnost“ reguldtoru, pfimo ovliviiuje hodnotu akéniho zésahu.
Takto se propaguje Sum odhadu do fidictho signélu u(t). Proto jsme provedli novy navrh,
tentokrat s vazenim odchylky Awu(t). Sestrojeny regulator jiz neni formulovan s ohledem
na robustni sledovani (viz nasledujici poznamka), ale v praxi je vlivem astatismu soustavy

a integrac¢niho charakteru formulace Au asymptotické sledovani splnéno.

Poznamka: Pri konstrukci regulatoru jsme predpokladali formulaci pro robustni sledo-
vani reference [2.5.2], pouze rozsifenou o vazeni zmény akéniho zasahu (namisto odchylky
od odhadovaného ustaleného stavu). Toto rozsifeni skuteéné zkvalitnilo chovani regula-
toru, do vstupniho signalu jiz tolik nepronikala porucha a vysledné chovani na simulacich
i na redlném modelu vychazela dobfe. Nanestésti se pozdéji nase konstrukce ukazala ne-
spravnou a ,robustnost sledovani, jak je formulovana v ¢lanku [24], zajisténa neni. Pro
formulaci s Au je tfeba navrhnout novy algorimus vypoctu stavové injekce, ktery bude
uvazovat nejen modifikovany zakon fizeni v okoli ustaleného stavu, ale predevsim rozsiteni

stavového prostoru o historii fizeného vstupu. Tento postup jsme jiz neimplementovali
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Obrazek 4.6: Odezva na jednotkovy skok.

a je tedy namétem pro dalsi praci. Dusledkem vyse zminéného je, ze v nasledujici ¢asti

pracujeme s odhadem jediné poruchy pro dva mérené vystupy. O

4.3.1 Formulace

Na obr. je zobrazena odezva polohy kulicky linearniho modelu na jednotkovy skok
na vstupu. Z pribéhu vidime, ze vliv stabilnich pdéli odezni priblizné po tfech vtefinach.
Abychom zajistili dobré chovani reguladtoru a rychlou odezvu, zvolili jsme vzorkovaci
periodu T,, = 0, 1s a horizont predikce N = 30. Dale jsme zavedli blokovani vstupi ve

tvaru

U = Ug_1 pro k > N.=3,

¢imz jsme zredukovali slozitost tlohy mp-QP. Blokovanim vstuptd rovnéz omezime sitku

pasma tidiciho signalu, coz méa dobry vliv na robustnost regulatoru. Zvolené kritérium
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ma tvar

J(x(t)) = til Aul RAuy + (x5, — %,)T Q%1 — X), (4.13a)
kde x];: = Ax;, + Buy + Byd, (4.13b)

T =Tr_1, dpr1 = dg, (4.13c)

T<w <T, -9<y1 <9, k =t,... t+N—1 (4.13d)

up = Augp +up_1, k =0,...,N.— 1, Aup, =0, k > N,, (4.13e)

%, = X,r(t) + Xad(t), %, = %(t), dy = d(1). (4.13f)

Matice U,, Uy, X, X ziskdme analyzou ustaleného stavu podle (2.43). Matice By, Q a
R tvori ladici parametry a uré¢ime je na zakladé simulaci a méreni na modelu. Pti navrhu
zesileni pozorovatele stavu jsme pouzili zminény algoritmus 2, ¢lanku [24]. V nasem pii-
padé sice nezajisti spravny odhad pro robustni sledovani (viz piedchozi poznamka), ale
konvergenci odhadu ano. Vycisleni vSech parametri provede skript bb_DeltaU, ktery je

obsazen na prilozeném CD. Zde si uvedeme pouze nékteré z nich.
B,=[10,20,1]", ¢, =10, R=3,

kde ¢, vazi odchylku vystupu od pozadované reference. Kritérium jsme (podobné jako
v prikladé [2Z3]) preformulovali pro Au(t) a s vyuzitim MPT Toolboxu vypocetli pfislusny
multiparametricky kvadraticky program. Ziskané rozdéleni obsahuje 98 kritickych regi-

ont, coz je z hlediska on-line slozitosti dobry vysledek.

4.3.2 Zhodnoceni

Obrazek [4.7] zobrazuje jeden z naméfenych pribéhii na readlném modelu véetné simulo-
vaného vystupu spojitého linedrniho modelu (4.12)). Oba priubéhy jsou si velmi podobné.
Z vystupu polohy kulicky je patrny minimalni pfekmit a prakticky asymptotické sledovani
zadané reference. Z pribéhu ridiciho signalu zase vidime splnéni omezujicich podminek.
Prakticky stejny pribéh vidime pro druhou realizaci méfeni na obrazku [4.8. Je ziejmé,
ze podobné (i lepsi) vysledky bychom snadno ziskali néjakou z tradi¢nich metod névrhu
regulatoru. Cilem této tlohy bylo pouze demonstrovat funkci explicitniho prediktivniho

regulatoru v praxi na jednom z laboratornich modelt.

48



poloha [cm]

naklon [ — ]

50

25

o

|
6]

|
-
o

T T T T T T T T
—y,®
| o ref(t) -
| / - ysim(t)
1 1 1 1 1 1 1 1
10 15 20 25 30 35 40 45 50
cas [s]

o

40 45 50

10 15 20 25 30 35

Obréazek 4.7: Prabéh rizeni na reidlném modelu.
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Kapitola 5
ZAavér

Explicitni formulace MPC ¢astecné rozsituje oblast pouziti prediktivnich regulatori i pro
relativné rychlé systémy, kde by vypocetné narocna optimalizace klasického prediktivniho
regulatoru byla limitujici. V této diplomové praci jsme se pokusili o detailnéjsi rozbor této
problematiky. Ziskané poznatky jsme vzdy prezentovali na nazornych prikladech a snazili
se podat uceleny pohled na navrh explicitniho prediktivniho regulatoru. Vsechny priklady
jsme sestrojili samostatné s vyuzitim programového baliku Matlab a Simulink a volné
dostupnym doplitkkem Multi-Parametric Toolbox,em®. Uvedené postupy jsme na zaveér
aplikovali na navrhu fizeni pro laboratorni model ,kulicka na tyc¢i“. Naméfené vystupy
z realného modelu lze povazovat za vyhovujici.

Co bychom mohli dale rozvést, je zminéna formulace pro robustni sledovani konstantni
reference pri vazeni odchylky akéniho zasahu a poctu mérenych vystupt prevysujici pocet
modelovanych poruch (viz 25.2). Déle lze relativné snadno rozsifit navrzeny regulator
pro model CE151  kulicka na plose“. Jedna se vlastné o dvoudimenzionalni piipad na-
seho modelu CE106, kde diky linearizaci zanedbame ¢leny zptisobujici vzajemnou vazbu
mezi soufadnicemi a systém lze relativné piesné popsat pro kazdou osu zvlast. Tento
model nebyl v dobé psani této diplomové prace zcela funkéni, proto jsme zvolili fadoveé

jednodussi, nicméné v principu podobny model ,kulicka na tyci®.
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Priloha A

Obsah priloZzeného CD

K této praci je prilozeno CD, na kterém jsou ulozeny zdrojové kédy vétsiny pouzitych

prikladi.
e Adresar doc: Elektronicka verze této diplomové prace.

e Adresar matlab: Sestrojené skripty a modely pro Matlab a Simulink.



