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Abstrakt

Diplomová práce popisuje návrh ř́ızeńı v́ıcerozměrných systémů pomoćı PID regulátor̊u.

Je zde ukázán tradičńı návrh PID ř́ızeńı pomoćı určeńı mı́ry interakćı matićı RGA. V

práci je dále představen frekvenčńı př́ıstup k návrhu pomoćı Nyquistovy analýzy stabi-

lity. Tato metoda je dále rozpracována do dvou variant, a to tak, aby bylo možné lépe

specifikovat chováńı regulačńı smyčky. Všechny představené metody jsou demonstrovány

na v́ıcerozměrném systému čtyřválcové vodárny.

Źıskané výsledky ukazuj́ı, že všechny metody jsou vhodné pro návrh regulátor̊u, které

úspěšně ř́ıd́ı výšku hladin čtyřválcové vodárny. Původńı metoda založená na Nyquistově

analýze stability je nav́ıc rozš́ı̌rena o dvě varianty umožňuj́ıćı ladit výsledné chováńı

regulačńı smyčky.
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Abstract

Diploma thesis describes design of MIMO systems PID control. Conventional design

via relative gain array is showed here. Next frequency approach via Nyquist stability

analysis is introduced. This analysis is upgraded into two different variants. These variants

can specify the response of feedback system. All introduced methods are demonstrate at

the quadruple tanks system.

Given results show all methods are appropriate for controllers design which control

height of surface in tanks successfully. The original method based on Nyquist stability

analysis is upgraded into two mentioned variants, which allow to adjust responses of

feedback system.
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Kapitola 1

Úvod

Ćılem diplomové práce je vytvořit přehled existuj́ıćıch metod ř́ızeńı v́ıcerozměrných

systémů (v́ıce vstup̊u - v́ıce výstup̊u) pomoćı PID regulátor̊u [6] a některé z těchto me-

tod aplikovat na konkrétńı systém. Pro demonstraci návrhu PID regulátor̊u je použit

v́ıcerozměrný systém čtyřválcové vodárny.

Návrhy ř́ızeńı v́ıcerozměrných systémů tvoř́ı velkou tř́ıdu úloh. Hlavńı rozd́ıl oproti

jednorozměrným systémům spoč́ıvá v existenci systémových interakćı. Pokud se interakce

v systému nacházej́ı, znamená to, že jeden vstup ovlivňuje v́ıce výstup̊u. Matematická

interpretace interakćı je taková, že matice přenos̊u systému nemá jednotlivé přenosy pouze

na hlavńı diagonále, ale i mimo ni.

Pro návrh ř́ızeńı v́ıcerozměrných systémů existuje mnoho obecných metod. Pokud

lze měřit nebo odhadovat všechny stavové veličiny systému, lze použ́ıt stavovou zpětnou

vazbu [1]. Př́ıkladem frekvenčńıho robustńıho př́ıstupu jsou metody minimalizace H∞ a

µ-syntéza [10]. Tyto metody nalézaj́ı obecné regulátory, které jsou obt́ıžněji realizovatelné

pro ř́ızeńı konkrétńıch systémů.

V dnešńıch pr̊umyslových programovatelných regulátorech jsou snadněji imlemento-

vatelné PID regulátory. Hlavńı část ř́ızeńı v́ıcerozměrných systémů PID regulátory tvoř́ı

decentralizované ř́ızeńı. To znamená, že každý výstup je ř́ızen pouze jedńım regulátorem.

V praktických př́ıkladech lze velmi často vidět, že jsou ř́ızeny pouze přenosy na hlavńı di-

agonále matice přenos̊u systému. Př́ıkladem této metody je návrh PID regulátoru pomoćı

matice relativńıch ześıleńı (RGA). Tato metoda nalezne pomoćı matice relativńıch ześıleńı

nejvhodněǰśı páry vstup-výstup pro regulaci [10], [11]. Pokud tyto vhodné páry existuj́ı,

interakce nezp̊usob́ı nestabilitu systému. PID regulátor pro přenos daný vybraným párem

vstup-výstup lze navrhnout klasickými metodami pro návrh regulátoru jednorozměrného

systému [6]. Daľśı metodou je rozvazbeńı (decoupling) systému v ustáleném stavu nebo na
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KAPITOLA 1. ÚVOD 2

určité frekvenci [11]. Rozvazbeńı systému zp̊usob́ı, že matice přenos̊u bude diagonálńı, tj.

rozvazbený systém bude bez interakćı. Rozvazbeńı lze zajistit statickým kompenzátorem

[7] zařazeným před systémem. Pro rozvazbený systém lze podobně jako u předchoźı me-

tody navrhovat regulátory metodami pro jednorozměrné systémy.

Velkou skupinou metod pro PID decentralizované ř́ızeńı jsou metody frekvenčńı. Tyto

metody jsou založeny na Nyquistově analýze stability. Systémové interakce jsou v př́ıpadě

frekvenčńıch metod snadno interpretovatelné pomoćı Gershgorinových kružnic. Tyto kružnice

maj́ı i svou grafickou podobu v Nyquistově grafu, a proto jsou systémové interakce snadno

vizualizovatelné. Př́ıkladem tohoto př́ıstupu je metoda návrhu PID regulátor̊u pomoćı

Nyquistovy analýzy stability [7], kde je možné nav́ıc specifikovat fázovou a amplitudovou

bezpečnost [6] pro ř́ızené přenosy a ty následně transformovat s ohledem na systémové

interakce reprezentované Gershgorinovými kružnicemi. Daľśı metoda, která využ́ıvá při

návrhu Nyquistova kriteria stability a Gershgorinových kružnic, je metoda návrhu PI re-

gulátoru pomoćı Nyquistovy analýzy. Tato metoda pomoćı kritéria sloupcové diagonálńı

dominance nalezne oblast parametr̊u PI regulátoru, pro které je zajǐstěna sloupcová dia-

gonálńı dominance, tj. systémové interakce nezp̊usob́ı nestabilitu systému. Z této oblasti

parametr̊u jsou vybrány vhodné parametry regulátor̊u Ziegler-Nicholsovou metodou [4].

Struktura diplomové práce je následuj́ıćı. V kapitole 2 je ukázán základńı popis

v́ıcerozměrných systémů a jejich vlastnost́ı. V kapitole 3 je popsána čtyřválcová vodárna

a jsou uvedeny d̊uležité vlastnosti tohoto systému. V kapitole 4 je ukázán návrh decentra-

lizovaného ř́ızeńı pomoćı matice relativńıch ześıleńı. Také je tato metoda demonstrována

na systému čtyřválcové vodárny. Jsou zde ukázány źıskané regulátory a výsledné simu-

lace. V kapitole 5 se nacháźı návrh decentralizovaného ř́ızeńı pomoćı Nyquistovy analýzy

stability. Dále se v této kapitole nacházej́ı dvě odvozené varianty této metody. Metoda

a jej́ı varianty jsou opět demonstrovány na systému čtyřválcové vodárny a jsou ukázány

źıskané regulátory a výsledky simulaćı.

Ke všem výpočt̊um a simulaćım byl použit programový baĺık Matlab a Simulink od

firmy Mathworks.



Kapitola 2

Vı́cerozměrné systémy a jejich

vlastnosti

V této kapitole je definován v́ıcerozměrný systém. Dále se v této kapitole nacháźı

základńı analýza v́ıcerozměrných systémů jako je určeńı nul a pól̊u, jejich směr̊u a stabilita

v́ıcerozměrného systému.

2.1 Vı́cerozměrné systémy

Vı́cerozměrný systém je takový, který má v́ıcenásobný vstup a v́ıcenásobný výstup

(Multiple Input Multiple Output - MIMO). To obecně znamená, že vstupńı a výstupńı

signály lze zapisovat jako vektory. Matice přenos̊u MIMO systému je ve tvaru

G(s) =
Y(s)

U(s)
=















y1(s)

u1(s)
· · ·

y1(s)

um(s)
...

. . .
...

yn(s)

u1(s)
· · ·

yn(s)

um(s)















=









g11(s) · · · g1m(s)
...

. . .
...

gn1(s) · · · gnm(s)









, (2.1)

kde

Y(s) =
(

y1(s) · · · yn(s)
)T

(2.2)

je vektor obraz̊u výstup̊u ze systému v Laplaceově transformaci rozměru (n × 1),

U(s) =
(

u1(s) · · · um(s)
)T

(2.3)
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KAPITOLA 2. VÍCEROZMĚRNÉ SYSTÉMY A JEJICH VLASTNOSTI 4

je vektor obraz̊u vstup̊u do systému v Laplaceově transformaci rozměru (m × 1) a

gij(s) =
yi(s)

uj(s)
, (2.4)

kde i = 1, 2, ..., n a j = 1, 2, ...m, jsou přenosy jednotlivých větv́ı vstup-výstup (uj − yi).

Matice G(s) je racionálńı polynomiálńı matice rozměru (n × m).

Pokud je matice přenos̊u (2.1) diagonálńı [9], pak MIMO systém neobsahuje interakce.

To znamená, že vstup uj ovlivňuje pouze výstup yj. Pokud neńı matice přenos̊u (2.1)

diagonálńı, systém obsahuje interakce. To znamená, že některý vstup nebo v́ıce vstup̊u

ovlivňuj́ı jeden nebo v́ıce výstup̊u.

2.2 Nuly a póly v́ıcerozměrných systémů

Nula MIMO systému je hodnota s = z, pro kterou matice přenos̊u (2.1) ztrat́ı hod-

nost. Pól v́ıcerozměrného systému je hodnota s = p, kdy je určitý prvek v matici přenos̊u

(2.1) roven ∞. Nuly a póly v́ıcerozměrného systému lze źıskat pomoćı vztahu

det (G(s)) =

k
∏

i=1

(s − zi)

l
∏

i=1

(s − pi)

, (2.5)

kde zi jsou nuly systému a pi jsou póly systému. U v́ıcerozměrných systémů, narozd́ıl od

jednorozměrných, je d̊uležitý i vstupńı a výstupńı směr nul a pól̊u.

Vstupńı a výstupńı směr nul jsou vektory uzi
a yzi

, pro které dle [10] plat́ı

G(zi)uzi
= 0.yzi

. (2.6)

Pro vstupńı signál daný vztahem

uzi
ezit1(t) (2.7)

bude výstup y(t) = 0. Výstupńı směr yzi
je zaj́ımavěǰśı, protože dává informaci o tom,

které výstupy lze obt́ıžně ř́ıdit [10]. Vstupńı a výstupńı směry nul lze źıskat pomoćı

singulárńıho rozkladu [9] matice přenos̊u (2.1) pro s = zi

G(zi) = UΣVH , (2.8)

kde

U =
(

u1 . . . u2

)

, (2.9)
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Σ = diag
(

σ1 . . . σn

)

(2.10)

a

VH =
(

v1 · · · vn

)

. (2.11)

Vektor vi je vektorem vstupu odpov́ıdaj́ıćı ześıleńı σi a vektor yi je vektorem výstupu

odpov́ıdaj́ıćı ześıleńı σi. Vstupńı směr uzi
je roven

uzi
= vn (2.12)

a výstupńı směr yzi
je roven

yzi
= un. (2.13)

Vstupńı a výstupńı směr (2.12) a (2.13) odpov́ıdaj́ı singulárńımu č́ıslu

σ = 0. (2.14)

Př́ıklad odezvy systému na vstupńı směr nuly [10] obr. 2.1 je na obr. 2.2

0 5 10 15 20
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3
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0.8

u 1
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−0.8

−0.7

−0.6

−0.5

−0.4
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−0.2
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0
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0.2

u 2
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Obrázek 2.1: Vstupńı směr nuly uzi
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−0.8

−0.6
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0.8

1

y 2
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Obrázek 2.2: Odezva systému y1(t) a y2(t)

Z obr. 2.2 je vidět typický d̊usledek nuly, která se nacháźı v pravé komplexńı poloro-

vině. U výstupńıho kanálu y2(t) je možné pozorovat typický počátečńı překmit opačným

směrem než je směr vstupu u2(t).

Pokud alespoň pro jednu nulu systému plat́ı

z > 0, (2.15)

pak systém s touto nulou nazýváme neminimálně fázový. Pokud plat́ı

z < 0 (2.16)

pro všechny nuly systému, je tento systém minimálně fázový.

Vstupńı a výstupńı směry pól̊u upi
a ypi

jsou vektory, pro které dle [10] plat́ı vztah

G(pi)upi
= ∞.ypi

. (2.17)

Směry pól̊u lze opět źıskat singulárńım rozkladem matice přenos̊u (2.1) pro s = pi, kde

vstupńı směr pólu je prvńı sloupec matice VH a výstupńı směr pólu prvńı sloupec matice

U.

Vı́cerozměrný systém je stabilńı, pokud pro všechny póly plat́ı

Re{pi} < 0. (2.18)



Kapitola 3

Popis systému čtyřválcové vodárny

V této kapitole se nacháźı mechanický a matematicko-fyzikálńı popis systému čtyřválcové

vodárny. Matematicko-fyzikálńı popis je linearizován v pracovńım bodě, aby byl výsledný

popis lineárńı. Dále se v této kapitole nacházej́ı vlastnosti systému jako je určeńı pól̊u a

nul, směr nul a určeńı stability systému.

3.1 Mechanický popis systému čtyřválcové vodárny

Systém čtyřválcové vodárny, viz obr. 3.1, se skládá ze čtyř vzájemně propojených

nádrž́ı. Nádrže jsou napájeny dvěma čerpadly přes dva poměrové ventily.

Obrázek 3.1: Schématický nákres čtyřválcové vodárny

7
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3.2 Matematický popis a vlastnosti čtyřválcové

vodárny

Diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı dynamiku vodárny jsou dle [8]

ḣ1(t) = −
a1

A1

√

2gh1(t) +
a3

A1

√

2gh3(t) +
γ1k1

A1

v1(t)

ḣ2(t) = −
a2

A2

√

2gh2(t) +
a4

A2

√

2gh4(t) +
γ2k2

A2

v2(t)

ḣ3(t) = −
a3

A3

√

2gh3(t) +
(1 − γ2)k2

A3

v2(t)

ḣ4(t) = −
a4

A4

√

2gh4(t) +
(1 − γ1)k1

A4

v1(t)

, (3.1)

kde hi [cm] jsou výšky hladin v jednotlivých nádrž́ıch, vi [V] jsou napět́ı na jednotlivých

čerpadlech, ai [cm2] jsou obsahy odtokových otvor̊u, Ai [cm2] jsou obsahy dna v jednot-

livých nádrž́ıch, g [cm s−2] je konstanta gravitačńıho zrychleńı, kj [V cm−1] jsou převodńı

konstanty čerpadel a γj [-] jsou poměry otevřeńı jednotlivých ventilu. Konkrétńı hodnoty

konstantńıch parametr̊u jsou dle [8] uvedeny v tabulce 3.1

Tabulka 3.1: Fyzikálńı konstanty systému čtyřválcové vodárny

A1, A3 28

A2, A4 32

a1, a3 0.071

a2, a4 0.057

k1, k2 0.5

g 981

Nelineárńı stavová rovnice

ẋ (t) = f (x(t),u(t))

y (t) = h (x(t),u(t))
(3.2)
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systému čtyřválcové vodárny je rovnice (3.1). Stavové proměnné systému jsou

x (t) =
(

x1 (t) x2 (t) x3 (t) x4 (t)
)T

=
(

h1 (t) h2 (t) h3 (t) h4 (t)
)T

u (t) =
(

u1 (t) u2 (t)
)T

(3.3)

y (t) =
(

x1 (t) x2 (t)
)T

.

Matice A, B, C a D linearizovaného stavového modelu [6]

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(3.4)

jsou dle [11] v pracovńıch bodech

x0 =
(

h0
1

h0
2 h0

3
h0

4

)T

u0 =
(

u0
1

u0
2

)T (3.5)

rovny

A =





















−
1

T1

0
A3

A1T3

0

0 −
1

T2

0
A4

A2T4

0 0 −
1

T3

0

0 0 0 −
1

T4





















,

B =























γ1k1

A1

0

0
γ2k2

A2

0
(1 − γ2)k2

A3
(1 − γ1)k1

A4

0























, (3.6)

(3.7)

C =

(

1 0 0 0

0 1 0 0

)

,

D =

(

0 0

0 0

)

,

(3.8)
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kde časová konstanta Ti je rovna

Ti =
Ai

ai

√

2h0
i

g
, i = 1,2,3,4. (3.9)

Matici přenos̊u lze ze stavových rovnic źıskat vztahem

G(s) = C(sI − A)−1B + D. (3.10)

Výsledná matice přenos̊u je

G(s) =









γ1c1

1 + sT1

(1 − γ2)c1

(1 + sT3)(1 + sT1)
(1 − γ1)c2

(1 + sT4)(1 + sT2)

γ2c2

1 + sT2









, (3.11)

kde

ci =
Tiki

Ai

, i = 1,2. (3.12)

Vhodným nastaveńım poměr̊u γi u ventil̊u lze dosáhnout toho, že výsledný systém bude

minimálně nebo neminimálně fázový [10]. Hodnoty konstant pro nastaveńı minimálně

fázového systému G− a neminimáně fázového systému G+ jsou uvedeny v tabulce 3.2

Tabulka 3.2: Konstanty nastaveńı systému čtyřválcové vodárny

.

G− G+

γ1, γ2 (0.7, 0.6) (0.43, 0.34)

h0
1, h0

2 (12.4, 12.7) (12.6, 13)

h0
3, h0

4 (1.59, 1.455) (4.9921, 4.7169)

v0
1, v0

2 (3.0486, 2.9612) (3.0637, 3.2360)

k1, k2 (3.33, 3.35) (3.14, 3.29)

T1, T2 (62.7034, 90.335) (63.207, 91.396)

T3, T4 (22.467, 30.5775) (39.7853, 55.0533)

Matice přenos̊u jsou dle vztahu (3.10) pro minimálně fázový systém

G−(s) =







5.22

1 + 62.7s

2.98

(1 + 22.47s) (1 + 62.7s)
2.8371

(1 + 30.58s) (1 + 90.3s)

5.67

1 + 90.3s






(3.13)

a pro neminimálně fázový systém je matice přenos̊u rovna

G+(s) =







3.048

1 + 63.2s

4.68

(1 + 39.79s) (1 + 63.2s)
5.36

(1 + 55.05s) (1 + 91.4s)

3.195

1 + 91.4s






. (3.14)
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Nuly a póly systému lze nalézt dle vztahu (2.5). Nalezené nuly a póly systému čtyřválcové

vodárny jsou uvedeny v tab. 3.3.

Tabulka 3.3: Nuly a póly systému čtyřválcové vodárny

G− G+

nuly (-0.0598, -0.0174) (-0.561, 0.0128)

póly (-0.0445, -0.0327, -0.0159, -0.0111) (-0.0251, -0.0182, -0.0158, -0.0109)

Z tab. 3.3 je vidět, že póly minimálně i neminimálně fázového systému splňuj́ı ne-

rovnici stability (2.18). Neminimálně fázový systém obsahuje jednu nulu lež́ıćı v pravé

komplexńı polorovině. Ukázka vstupńıch a výstupńıch směr̊u nul pro minimálně a nemi-

nimálně fázový systém jsou v tab. 3.4

Tabulka 3.4: Vstupńı a výstupńı směry nul a pól̊u

G− G+

nula -0.0598 0.128

vstupńı směr nuly (0.8563 0.5165)T (0.713 -0.7012)T

výstupńı směr nuly (0.3789 0.9254)T (-0.6217 0.7568)T

Odezvy systému s minimálńı fáźı na skok vstupu, viz. obr. 3.2, je na obr. 3.3 a systému

s neminimálńı fáźı je na obr 3.4

0 200 400 600 800 1000

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t[s]

u 1[V
]

0 200 400 600 800 1000

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t[s]

u 2[V
]

Obrázek 3.2: Vstupńı napět́ı do systému
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Obrázek 3.3: Odezva výšky hladiny na skok vstupu minimálně fázového

systému

0 200 400 600 800 1000
12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

t[s]

h 1[c
m

]

0 200 400 600 800 1000
13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

t[s]

h 2[c
m

]

Obrázek 3.4: Odezva výšky hladiny na skok vstupu neminimálně fázového

systému



Kapitola 4

Návrh regulátor̊u pomoćı RGA

V této kapitole bude ukázán návrh PI regulátoru pro systém s minimálńı fáźı i pro

systém s neminimálńı fáźı využ́ıvaj́ıćı informaci o mı́̌re interakćı pomoćı matice RGA

(Relative Gain Array). Pomoćı matice RGA budou určeny nejvýhodněǰśı páry vstup-

výstup pro vytvořeńı regulačńı smyčky. Jednotlivé regulátory budou navrženy pomoćı me-

tody umı́stěńı pól̊u charakteristického polynomu. V závěru této kapitoly budou ukázány

pr̊uběhy regulace hladiny.

4.1 Mı́ra interakćı RGA

Pokud jsou jednotlivé přenosy gkl(s) z matice G(s) nenulové pro k 6= l, neńı matice

přenos̊u G(s) diagonálńı. Z toho vyplývá, že vstup ul p̊usob́ı na výstup yk pro k 6= l.

Mı́ru těchto interakćı popisuje matice RGA. Určeńı této matice se skládá ze dvou krok̊u

[10].

• všechny smyčky (ul − yk) jsou otevřeny a

gkl =

(

∂yk

∂ul

)

uj=0,j 6=l

(4.1)

• smyčky (ul − yk) jsou uzavřeny jednotkovou zpětnou vazbou a

ĝkl =

(

∂yk

∂ul

)

yi=0,i6=k

(4.2)

13
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Matice RGA je rovna

RGA =









λ11 · · · λ1m

...
. . .

...

λn1 · · · λnm









, (4.3)

kde

λij =
gij

ĝij

. (4.4)

Pro čtvercovou nesingulárńı matici přenosu G(s) při známém s lze matici RGA źıskat

také pomoćı vztahu

RGA = G(s) × (G(s)−1)T , (4.5)

kde × je násobeńı matice prvek po prvku (Schurovo násobeńı). Č́ım větš́ı je hodnota λij,

t́ım větš́ı je vliv vstupu uj na výstup yi. Pokud

λij ∈
〈

0.67 1.5
〉

, (4.6)

je ř́ızeńı regulačńı smyčky pro pár (uj−yi) ještě možné [11]. Při jiných hodnotách se stává

ř́ızeńı systému velmi obt́ıžné, protože mı́ra interakćı je př́ılǐs velká. Je zřejmé, že pomoćı

matice RGA lze naj́ıt nejvýhodněǰśı párováńı vstup uj výstup yi, pro které bude možno

navrhovat PI/PID regulátor klasickými metodami pro jednorozměrné (SISO) systémy.

4.2 Návrh PI ř́ızeńı pomoćı RGA pro systém s

minimálńı fáźı

Přenosová matice systému s minimálńı fáźı je

G+(s) =

(

g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)

)

=







5.22

62.7s + 1

2.98

1409s2 + 85.17s + 1
2.837

2761s2 + 120.9s + 1

5.67

90.3s + 1






. (4.7)

Zjǐstěńı velikost́ı interakćı lze pro ustálený stav źıskat pomoćı vztahu (4.5), kde s = 0.

Pro minimálně fázový systém s přenosovou matićı (4.7) je matice interakćı RGA rovna

RGA = G+(0) × G+(0)−1 =

(

1.4 −0.4

−0.4 1.4

)

. (4.8)

Z matice RGA (4.8) je zřejmé, že podle podmı́nky (4.6) budou nejvýhodněǰśımi páry

(uj − yi) pro regulačńı smyčky páry (u1 − y1) a (u2 − y2).
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Přenosy, pro které budou navrženy regulátory odpov́ıdaj́ıćı pár̊um (u1−y1) a (u2−y2)

jsou

g11(s) =
5.22

62.7s + 1

g22(s) =
5.67

90.3s + 1
. (4.9)

Přenosy (4.9) jsou přenosy prvńıho řádu, proto pro jejich ř́ızeńı postač́ı PI regulátory.

Pro návrh PI regulátor̊u je použita metoda umı́stěńı pól̊u charakteristického polynomu

[5]. Přenos PI regulátoru je

K(s) = kp +
ki

s
=

kps + ki

s
=

q(s)

p(s)
. (4.10)

Přenosy pro páry (uk − yk) jsou po úpravě

gkk(s) =
g

Ts + 1
=

a

s + b
=

b(s)

a(s)
(4.11)

rovny

g11(s) =
0.083

s + 0.0159

g22(s) =
0.0628

s + 0.011
. (4.12)

Charakteristický polynom otevřené smyčky je

c(s) = a(s)p(s) + b(s)q(s) = s2 + (b + akps) + aki. (4.13)

Požadovaný charakteristický polynom uzavřené smyčky je

cD(s) = s2 + 2ζωns + ω2
n. (4.14)

Koeficienty ζ a ωn lze vyjádřit jako

ζ = −
ln(OS/100)

√

π2 + ln2(OS/100)
(4.15)

a

ωn =
4

TSζ
, (4.16)

kde OS [%] je požadovaný maximálńı překmit soustavy a TS [s] je požadovaná doba

ustáleńı [5]. Porovnáńım koeficient̊u u (4.13) a (4.14) lze vyjádřit neznámé koeficienty PI

regulátoru ve tvaru

kp =
2ζωn − b

a

ki =
ω2

n

a
(4.17)

(4.18)
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Hodnoty kp a ki PI regulátoru pro přenos g11(s) jsou v tab. 4.1

Tabulka 4.1: Konstanty PI regulátoru pro systém s minimálńı fáźı

kp ki

K1 1.73 0.112

K2 2.37 0.15

pro požadované hodnoty odezvy SISO regulačńı smyčky TS11
= TS22

= 500s a OS11 =

OS22 = 1%. Výsledné přenosy regulátor̊u jsou

k11(s) =
1.73s + 0.112

s

k22(s) =
2.37s + 0.15

s
. (4.19)

Zpětnovazebńı regulačńı smyčka regulátoru a systému je zobrazena na obr. 4.1.

h2
2

h1

1

r2

r1

PI regulator 2

K2

PI regulator 1

K1

4 valcova vodarna
(v pracovnim bode )

u1

u2

h1

h2

Obrázek 4.1: Simulinkové zpětnovazebńı zapojeńı PI regulátoru a systému

Odezvy systému na skokovou změnu referenćı r1 a r2 ukazuje obr. 4.2.
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Obrázek 4.2: Odezva regulovaného systému na skokovou změnu referenćı

Odezvy akčńıch zásah̊u do soustavy jsou vidět na obr. 4.3.
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Obrázek 4.3: Odezva akčńıch zásah̊u

Z pr̊uběhu na obr. (4.2) je vidět, že odezva systému splňuje požadované TS a OS.

PI regulátory jsou postačuj́ıćı i na regulaci vlivu interakćı. Pr̊uběh akčńıho zásahu, viz

obr.(4.3), se také pohybuje v žádoućıch hodnotách.
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4.3 Návrh PI ř́ızeńı pomoćı RGA pro systém s

neminimálńı fáźı

Přenosová matice systému s neminimálńı fáźı je

G−(s) =

(

g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)

)

=







3.048

63.2s + 1

4.68

2515s2 + 103s + 1
5.36

5032s2 + 146.4s + 1

3.195

91.4s + 1






. (4.20)

Velikost mı́ry interakćı v MIMO systému s neminimálńı fáźı (4.20) lze zjistit pomoćı

matice RGA. Matici RGA pro ustálený stav, tj. s = 0, lze źıskat jako

RGA = G−(0) × G−(s)−1 =

(

−0.6346 1.6346

1.6346 −0.6346

)

. (4.21)

Z matice (4.21) je vidět, že nejlepš́ı páry (uj − yi) pro regulačńı smyčky budou páry

(u1 − y2) a (u2 − y1). To znamená, že bude navrhován regulátor pro přenos

g12(s) =
4.68

2515s2 + 103s + 1
(4.22)

a pro přenos

g21(s) =
5.36

5032s2 + 146.4s + 1
. (4.23)

Přenosy (4.22) a (4.23) jsou druhého řádu a pro jejich regulaci opět postač́ı PI regulátor.

Pro návrh PI regulátoru je opět použita metoda umı́stěńı pól̊u charakteristického poly-

nomu [5]. Přenos PI regulátoru je stejný jako (4.10). Přenosy gij(s) lze upravit na tvar

gij(s) =
K

(s + p1)(s + p2)
=

b(s)

a(s)
. (4.24)

Konkretńı přenosy pak maj́ı tvar

g12(s) =
0.0019

(s + 0.0251)(s + 0.0158)

g21(s) =
0.0011

(s + 0.0182)(s + 0.0109)
(4.25)

Požadovaný charakteristický polynom uzavřené regulačńı smyčky je [5]

cD(s) = (s + αωn)(s2 + 2ζωn + ω2
n). (4.26)

Kde ωn lze źıskat jako

ωn =
p1 + p2

α + 2ζ
. (4.27)
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Parametr ζ lze źıskat pomoćı vztahu (4.15), OS [%] je požadovaný maximálńı překmit

soustavy a parametr α je libovolně volitelný. Konstanty PI regulátoru lze obecně źıskat

[5] jako

kp =
2αζω2

n + ω2
n − p1p2

K

ki =
αω3

n

K
. (4.28)

Konkrétńı konstanty PI regulátoru pro přenos g12(s) a pro přenos g21(s) jsou v tab. 4.2

Tabulka 4.2: Konstanty PI regulátoru pro systém s neminimálńı fáźı

kp ki

K1 0.293 0.0039

K2 0.2605 0.0024

pro parametry regulace

α12 = α21 = 0.5

OS12 = OS21 = 10%. (4.29)

Jednotlivé přenosy PI regulátor̊u tedy jsou

K12(s) =
0.293s + 0.003876

s

K21(s) =
0.2605s + 0.002431

s
. (4.30)

Celkové simulinkové zapojeńı zpětnovazebńı regulačńı smyčky systému a PI regulátor̊u

je na obr. 4.4.

h2
2

h1
1

r2

r1

PI regulator 2

K2

PI regulator 1

K1
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Obrázek 4.4: Simulinkové zpětnovazebńı zapojeńı PI regulátoru a systému
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Odezva systému na skokovou změnu referenćı r1 [cm] a r2 [cm] je na obr. 4.5.
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Obrázek 4.5: Odezva regulovaného systému na skokovou změnu referenćı

Pr̊uběhy akčńıch zásah̊u u1 [V ] a u2 [V ] jsou na obr. 4.6.
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Obrázek 4.6: Odezva akčńıch zásah̊u

Z obr. 4.5 je patrné, že interakce jsou větš́ı než v př́ıpadě systému s minimálńı fáźı.

Regulačńı smyčky i v tomto př́ıpadě dokáž́ı systém uregulovat do požadované hodnoty.



Kapitola 5

Řı́zeńı pomoćı Nyquistovy analýzy

stability

Tato kapitola se zabývá návrhem decentralizovaného ř́ızeńı čtyřválcové vodárny po-

moćı analýzy Nyquistova kritéria stability. V prvńı části bude ukázáno zajǐstěńı stability

celkového systému pomoćı zpětnovazebńıho decentralizovaného ř́ızeńı PI regulátory. V

daľśı části kapitoly budou ukázány modifikace této metody tak, aby bylo možno speci-

fikovat chováńı zpětnovazebńıho systému. Dále bude ukázán návrh decentralizovaných

PI regulátor̊u pouze pro systém čtyřválcové vodárny s neminimálńı fáźı, protože systém

čtyřválcové vodárny s minimálńı fázi je pro tuto metodu př́ılǐs triviálńı.

5.1 Analýza Nyquistova kritéria stability

v́ıcerozměrného systému

Schéma zapojeńı decentralizovaného zpětnovazebńıho systému je na obr. 5.1.

Obrázek 5.1: Zapojeńı decentralizovaného systému

21
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Na obr. 5.1 blok C představuje decentralizovaný regulátor a blok G MIMO systém.

Signály vstupuj́ıćı do systému a ze systému vystupuj́ıćı jsou:

• r(t) ... reference (žádaná hodnota výstupu),

• e(t) ... regulačńı odchylka (e(t) = r(t) − y(t)),

• u(t) ... akčńı zásah,

• y(t) ... výstup ze soustavy.

Matice jednotlivých přenos̊u MIMO systému je

G(s) =









g11(s) · · · g1n(s)
...

. . .
...

gn1(s) · · · gnn(s)









. (5.1)

Matice jednotlivých regulátor̊u decentralizovaného ř́ızeńı je

C(s) = diag
(

K1(s) · · · Kn(s)
)

=















K1(s) 0 . . . 0

0
. . .

...
...

. . . 0

0 . . . 0 Kn(s)















, (5.2)

kde Kl(s) jsou jednotlivé PI regulátory na hlavńı diagonále matice C(s) ve tvaru

Kl(s) =
kpls + kil

s
. (5.3)

Zpětnovazebńı systém má matici přenos̊u

T(s) =
Y(s)

R(s)
= G(s)C(s) [I + G(s)C(s)]−1 , (5.4)

kde Y(s) je Laplace̊uv obraz výstupńıho signálu, R(s) je Laplace̊uv obraz referenčńıho

signálu a I je jednotková matice. Diagonálńı subsystém zpětnovazebńıho systému T(s) je

definován vztahem

T̃(s) = diag

(

gll(s)Kl(s)

1 + gll(s)Kl(s)

)

, l = 1, 2, ..., n. (5.5)

Pokud je diagonálńı subsystém T̃(s) stabilńı, pak i zpětnovazebńı systém T(s) je sta-

bilńı, jestliže Nyquistovy křivky diagonálńıho subsystému T̃ (s) v komplexńı rovině se

superponovanými Gershgorinovými kružnicemi o poloměru

n
∑

k=1,k 6=l

|gkl(jω)Kl(jω)| (5.6)
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neobkrouž́ı kritický bod −1. Gershgorinovy kružnice reprezentuj́ı velikosti systémových

interakćı. Toto tvrzeńı plat́ı, pokud je splněna nerovnice

|1 + gll(jω)Kl(jω)| >
n
∑

k=1,k 6=l

|gkl(jω)Kl(jω)| ∀l,∀ω (5.7)

[4]. Nerovnice (5.7) reprezentuje kritérium sloupcové diagonálńı dominance. Pokud zpět-

novazebný systém T(s) zachová pro všechny zpětnovazebńı smyčky a pro všechny frek-

vence sloupcovou diagonálńı dominanci a diagonálńı subsystém T̃(s) je stabilńı, potom

systém T(s) je také stabilńı [4].

5.2 Návrh PI regulátor̊u decentralizovaného ř́ızeńı

V této části bude ukázán návrh decentralizovaných PI regulátor̊u využ́ıvaj́ıćıch Ny-

quistovu analýzu stability popsanou v předchoźı části.

5.2.1 Źıskáńı PI regulátor̊u zajǐst’uj́ıćıch stabilitu diagonálńıho

subsystému

Nutnou podmı́nkou pro stanoveńı stability celkového zpětnovazebńıho systému T(s)

je zajistit stabilitu diagonálńıho subsystému T̃(s), tj. Nyquistova křivka otevřené smyčky

gll(jω)Kl(jω) nesmı́ v komplexńı rovině obkroužit bod −1. Jedná se tedy o stabilizaci

SISO systému gll(jω) regulálorem Kl. Parametrický popis pro hranici oblasti Msl para-

metr̊u PI regulátoru Kl(s), který stabilizuje diagonálńı subsystém T̃(s), lze dle [2] źıskat

pomoćı rovnice

(all(jω) + jbll(jω))

(

kil + jωkpl

jω

)

= −1, (5.8)

kde all(jω) je reálná část přenosu gll(jω), bll(jω) je imaginárńı část přenosu gll(jω) a

rll(jω) je absolutńı hodnota přenosu gll(jω). Řešeńım rovnice (5.8) je

kpl = −
all(ω)

r2
ll(ω)

kil = −ω
bll(ω)

r2
ll(ω)

.

(5.9)

Pro 0 ≤ ω < ∞ lze źıskat hranici oblasti Msl parametr̊u PI regulátoru, který stabilizuje

diagonálńı subsystém T̃(s).
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5.2.2 Źıskáńı parametr̊u PI regulátor̊u stabilizuj́ıćıch celkový

systém

Jednotlivé přenosy z matice přenos̊u (5.1) lze źıskat ve tvaru

gkl(jω) = akl(jω) + jbkl(jω) = rkl(jω)ejφkl(jω), (5.10)

kde rkl(jω) a φkl(jω) jsou absolutńı hodnota a fázový posun přenosu gkl(jω). Použit́ım

vztah̊u (5.3), (5.7) a (5.10) lze algebraickými upravami vyjádřit kritérium sloupcové dia-

gonálńı dominance ve tvaru

k2
pl

(

r2
ll(ω) − R2

l (ω)
)

+ k2
il

r2
ll(ω) − R2

l (ω)

ω2
+ 2

(

kplall(jω) + kil

bll(jω)

ω

)

+ 1 > 0, (5.11)

kde

Rl(ω) =
n
∑

k=1,k 6=l

|gkl(jω)| (5.12)

a

rll(ω) = |gll(jω)| (5.13)

Oblast Mml, viz obr. 5.2, všech parametr̊u kpl a kil PI regulátoru Kl(s) stabilizuj́ıćıho

zpětnovazebńı systém T (s) lze źıskat tak, že pro zvolený rozsah parametru kpl se hledaj́ı

parametry kil takové, které zajist́ı platnost nerovnice (5.11) pro všechny 0 ≤ ω < ∞.

Obrázek 5.2: Oblast Mml parametr̊u stabilizuj́ıćıho PI regulátoru
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Výsledná oblast parametr̊u PI regulátor̊u stabilizuj́ıćıch celkový systém T(s) je dána

vztahem

Ml = Msl ∩ Mml. (5.14)

5.2.3 Źıskáńı parametr̊u PI regulátor̊u decentralizovaného

ř́ızeńı

V předchoźı kapitole bylo ukázáno, jak lze nalézt oblast Ml parametr̊u každého re-

gulátoru, pro který je zachována sloupcová diagonálńı dominance a stabilita diagonálńıho

subsystému T̃(s). V této kapitole bude ukázáno, jak lze z této oblasti parametr̊u vybrat

vhodné parametry kpl a kil. Metoda výběru vhodných parametr̊u vycháźı z techniky

návrhu PI regulátoru metodou Zieglera-Nicholse.

Nejdř́ıve je třeba nalézt pro každou oblast př́ıpustných parametr̊u Ml mezńı ześıleńı

kpul, viz obr. 5.2, a mezńı frekvenci ωul. Mezńı ześıleńı je maximálńı kpl splňuj́ıćı nerovnici

(5.7). Mezńı frekvence ωul je dle [3] frekvence ω splňuj́ıćı rovnici

k2
plul

(

r2
ll(ω) − R2

l (ω)
)

+ k2
il

r2
ll(ω) − R2

l (ω)

ω2
+ 2

(

kplulall(jω) + kil

bll(jω)

ω

)

+ 1 = 0(5.15)

V daľśım kroku je potřeba nalézt index sloupcové diagonálńı dominance φul pro mezńı

frekvenci. Index sloupcové diagonálńı dominance φl(ω) je definován jako

φl(ω) =

|gll(jω)| −
n
∑

k=1,k 6=l

|gkl(jω)|

|gll(jω)|
= 1 −

Rl(ω)

rll(ω)
. (5.16)

Index sloupcové diagonálńı dominance pro mezńı frekvenci φul(ω) lze źıskat ze vztahu

(5.16) pro ω = ωul, tj.

φul = φl(ωul). (5.17)

Vlastnosti indexu sloupcové diagonálńı dominance φul jsou

φul ∈ R

φul ≤ 1.
(5.18)

Pomoćı indexu sloupcové diagonálńı dominance φul pro mezńı frekvenci ωul lze nalézt

lad́ıćı faktor Fl pro parametry každého PI regulátoru Kl. Lad́ıćı faktor Fl lze źıskat dle
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následuj́ıćıch vztah̊u [4]

Fl = 0.75 pro φul ≤ −1.5

Fl = 0.375 − 0.25φul pro − 1.5<φul ≤ −0.5

Fl = 0.5 pro − 0.5<φul ≤ 0

Fl = 0.5 − 0.25φul pro φul ≤ 1.

(5.19)

Výsledné parametry kpl a kil regulátoru Kl lze źıskat použit́ım faktoru Fl pomoćı vztah̊u

kpl = kpulFl

kil = kiulFl

, (5.20)

kde kiul je maximálńı kil odpov́ıdaj́ıćı kpl nalezeného pomoćı vztahu (5.20).

5.2.4 Návrh decentralizovaného ř́ızeńı pro systém s

neminimálńı fáźı

Při návrhu ř́ızeńı čtyřválcové vodárny s neminimálńı fáźı je potřeba nejdř́ıve zvolit

vhodné párováńı vstup - výstup (uj−yi). V předchoźı kapitole bylo pomoćı RGA ukázáno,

že nejvhodněǰśı párováńı u čtyřválcové vodárny s neminimálńı fáźı jsou páry (u2 − y1) a

(u1 − y2). Aby bylo možné beze změn použ́ıt výše popsanou metodu návrhu decentralizo-

vaného ř́ızeńı využ́ıvaj́ıćıho Nyquistova kritéria stability, je nejdř́ıve potřeba zaměnit oba

sloupce matice přenos̊u G(s) mezi sebou z d̊uvodu umı́stěńı jednotlivých přenos̊u g12(s)

a g21(s) na hlavńı diagonálu. Matice přenos̊u bude mı́t tedy pro účel návrhu tvar

G(s) =

(

g12(s) g11(s)

g22(s) g21(s)

)

=







4.68

2515s2 + 103s + 1

3.048

63.2s + 1
3.195

91.4s + 1

5.36

5032s2 + 146.4s + 1






. (5.21)

Pro tento systém byly řešeńım rovnice (5.9) a nerovnice (5.11) nalezeny oblasti parametr̊u

Ms1, Ms2, Mm1 a Mm2, jejichž pr̊uniky daj́ı výsledné oblasti M1 a M2 parametr̊u všech

stabilizuj́ıćıch PI regulátor̊u, viz obr. 5.3.
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Obrázek 5.3: Oblast stabilńıch parametr̊u M1 a M2

Z obr. 5.3 lze snadno odeč́ıst hodnoty mezńıho ześıleńı kpul

kpu1 = 0.97

kpu2 = 0.5
. (5.22)

Mezńı frekvence ωu1 a ωu2 jsou nalezeny pomoćı źıskaných mezńıch ześıleńı (5.22) dosa-

zených do vztahu (5.15) a nalezeńım ω, které řeš́ı tuto rovnici. Nalezené mezńı frekvence

jsou

ωu1 = 0.0441

ωu2 = 0.0261
. (5.23)

Indexy sloupcové diagonálńı dominance φu1 a φu2 jsou dle (5.17) pro mezńı frekvence

ω = ωu1 a ω = ωu2

φu1 = 0.0169

φu2 = −0.3349
. (5.24)

Ze źıskaných hodnot index̊u sloupcové diagonálńı dominance φu1 a φu2 lze ze vztah̊u

(5.19) źıskat lad́ıćı faktory

F1 = 0.4958

F2 = 0.5
. (5.25)

Výsledné parametry pro PI regulátor K1 jsou podle vztah̊u (5.20)

kp1 = 0.4958

ki1 = 0.004026
(5.26)
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a pro K2

kp2 = 0.2667

ki2 = 0.001616
. (5.27)

Výsledné PI regulátory decentralizovaného ř́ızeńı jsou

K1 =
0.4958s + 0.004026

s
(5.28)

a

K2 =
0.2667s + 0.001616

s
. (5.29)

Nyquistovy křivky se superponovanými Gershgorinovými kružnicemi o poloměru

n
∑

k=1,k 6=l

|gkl(jω)Kl(jω)| (5.30)

otevřené smyčky zpětnovazebńıho decentralizovaného systému

L(s) = G(s)C(s) (5.31)

jsou na obr. 5.4
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Obrázek 5.4: Nyquistovy křivky otevřené smyčky systému G(s)C(s)
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Z obr. 5.4 je zřejmé, že je zachována sloupcová diagonálńı dominance, protože Ny-

quistova křivka s Gershgorinovými kružnicemi neobkrouž́ı kritický bod −1. Sloupcová

diagonálńı dominance je zachována pro všechny frekvence. Zpětnovazebńı diagonálńı sub-

systém T̃(s) je stabilńı, protože je splněno, že diagonálńı prvky gll(jω)Kl(jω) neobkrouž́ı

kritický bod −1 (modré křivky). Celkový zpětnovazebńı systém T(s) je také stabilńı,

protože je splněna podmı́nka, že vzdálenosti kritického bodu −1 a bod̊u gll(jω)Kl(jω)

jsou pro všechny frekvence větš́ı než poloměry Gershgorinových kružnic (5.30). Simulin-

kové zapojeńı celého zpětnovazebńıho zapojeńı T(s) je na obr. 5.5.
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Obrázek 5.5: Simulinkové zapojeńı regulačńı smyčky

Výsledné pr̊uběhy regulace výšky hladin h1 a h2 a akčńı zásahy u1 a u2 jsou na obr. 5.6
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Obrázek 5.6: Pr̊uběhy regulace výšky hladin h1 a h2
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Obrázek 5.7: Akčńı zásahy u1 a u2 při regulaci výšky hladin

Z výsledných pr̊uběh̊u regulace výšky hladin je vidět, stejně jako v předchoźı kapitole,

že systémové interakce nezp̊usob́ı nestabilitu celého systému, a jsou eliminovány v čase

regulačńı smyčkou. Doba regulace a výška překmit̊u interakćı se od metody z předchoźı

kapitoly př́ılǐs nelǐśı. Nevýhodou této metody je to, že při návrhu decentralizovaných

PI regulátor̊u neexistuje parametr, kterým by bylo možno specifikovat chováńı ř́ızené

čtyřválcové vodárny. V následuj́ıćıch částech kapitoly budou ukázány dvě varianty této

metody tak, aby bylo možné specifikovat chováńı ř́ızeńı čtyřválcové vodárny.

5.3 I. varianta návrhu decentralizovaného ř́ızeńı

V předchoźı části bylo ukázáno, jak nalézt oblast regulátor̊u, která zajist́ı, aby Gersh-

gorinovy kružnice superponované na Nyquistovu křivku v komplexńı rovině neobkroužily

bod −1. V této části bude ukázána varianta této metody tak, aby Gershgorinovy kružnice

neobkroužily kružnici se středem v bodě [−1; 0j] a poloměrem Q, viz obr. 5.8. Podmı́nka

pro diagonálńı dominanci (5.7) je upravena na tvar

|1 + gll(jω)kl(jω)| − Q >

n
∑

k=1,k 6=l

|gkl(jω)kl(jω)|∀l,∀ω. (5.32)
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Dosazeńım vztah̊u (5.10), (5.12) a (5.13) do nerovnice (5.32) a algebraickými upravami

lze tuto nerovnici źıskat ve tvaru

|X(jω)| − Rl(ω) |Y (jω)| − Q |jω| > 0, (5.33)

kde

X(jω) = (all(ω)kil − bll(ω)kplω) + j (all(ω)kplω + bllkil + ω) (5.34)

a

Y (jω) = kil + jkplω. (5.35)
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Obrázek 5.8: Omezeńı Gershgorionových kružnic kružnićı v bodě [−1; 0j]

o poloměru Q

Pro zvolený rozsah parametru kpl a použit́ım nerovnice (5.33) lze źıskat oblast para-

metr̊u Mml zajǐst’uj́ıćıch splněńı nerovnice (5.32). Konkrétńı parametry kpl a kil lze źıskat

tak, že pro maximálńı hodnotu parametru kil splňuj́ıćı nerovnici (5.33) je nalezen daný

parametr kpl. Výsledná oblast všech př́ıpustných parametr̊u je opět dána vztahem (5.14).

Změnou poloměru Q je možné měnit chováńı soustavy.
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Pro systém čtyřválcové vodárny byly nalezeny oblasti parametr̊u PI regulátor̊u M1 a

M2 v závislosti na volitelném poloměru Q dle nerovnice (5.32), viz obr. 5.9.
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Obrázek 5.9: Oblast stabilńıch parametr̊u M1 a M2 v závislosti na po-

loměru Q

Z oblasti parametr̊u M1 a M2 jsou vybrány maximálńı hodnoty parametru ki1 a ki2

a s nimi koresponduj́ıćı hodnoty kp1 a kp2. Na obr. 5.9 jsou tyto vybrané parametry pro

zvolené Q vyznačeny fialovým kř́ıžkem. Tab. 5.2 uvád́ı hodnoty parametr̊u kp1, ki1, kp2 a

ki2 v závislosti na volitelném poloměru Q.

Tabulka 5.1: Parametry PI regulátor̊u v závislosti na poloměru Q

Q kp1 ki1 kp2 ki2

0 0.4753 0.0081 0.2629 0.0032

0.1 0.4147 0.0065 0.2508 0.0027

0.2 0.3441 0.0052 0.2027 0.0022

0.3 0.3239 0.0041 0.1786 0.0018

Simulinkové schéma zpětnovazebńıho zapojeńı decentralizovaných PI regulátor̊u a

systému čtyřválcové vodárny je stejný jako na obr. 5.5. Výsledné reakce výšky hladin

h1 a h2 zpětnovazebńıho decentralizovaného systému na změnu referenčńıch hodnot r1 a

r2 jsou zobrazeny na obr. 5.10 a 5.11
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Obrázek 5.10: Referenčńı hodnoty r1 a r2
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Obrázek 5.11: Odezvy výšky hladin h1 a h2 pro r̊uzné hodnoty Q

Akčńı zásahy systému v závislosti na volitelném parametru Q se nacházej́ı na obr.

5.12.
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Obrázek 5.12: Akčńı zásahy u1 a u2 pro r̊uzné hodnoty Q

Z pr̊uběh̊u výšky hladin h1 a h2 je zřejmé, že změnou poloměru Q je možné měnit

chováńı zpětnovazebńıho systému. V př́ıpadě čtyřválcové vodárny plat́ı, že menš́ı hodnota

Q má za následek, že výška hladin v́ıce kmitá, ale doba náběhu je kratš́ı. S t́ımto faktem

koresponduj́ı i vyšš́ı hodnoty akčńıch zásah̊u u1 a u2 na obr. 5.12. Interakce jsou opět

jako v předešlém př́ıpadě eliminovány v čase.

Na obr. 5.13 je zobrazena Nyquistova křivka s Gershgorinovými kružnicemi pro každý

regulátor Kl s r̊uzně zvolenými poloměry Q.
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Obrázek 5.13: Nyquistovy křivky přenos̊u g11(jω)K1(jω) a g22(jω)K2(jω)
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Z obr. 5.13 je zřejmé, že metoda zaruč́ı dotyk Gershgorinových kružnic s kružnićı se

středem [−1; 0j] a poloměrem Q v jednom bodě.

5.4 II. varianta návrhu decentralizovaného ř́ızeńı

V této části bude ukázána daľśı varianta návrhu decentralizovaných PI reulátor̊u

metodou založenou na analýze Nyquistovy stability. Návrh spoč́ıvá v požadavku, aby

Gershgorinovy kružnice neobkroužily v komplexńı rovině zvolený bod P na jednotkové

kružnici. Bod P je volitelný a jeho souřadnice jsou

P = [−x;−y] = [− cos (α) ;− sin (α)] , (5.36)

kde volitelný parametr α [◦] je úhel pr̊uvodiče. Tuto situaci ilustruje obr. 5.14. U této

Obrázek 5.14: Jednotková kružnice s body P pro r̊uzné úhly α

metody neńı jako kritický bod uvažován bod [−1; 0], ale bod [−x,−y],proto je nutné

upravit podmı́nku pro parametry stabilizuj́ıćıch PI regulátor̊u diagonálńıho subsystému
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T̃(s) zpětnovazebńıho systému T (s). Tato podmı́nka je pro tuto metodu

kcl = −
xall(jω) + ybll(jω)

r2
ll(jω)

(5.37)

kil = −
ω

bll(jω)

(

x − all(jω)
xall(jω) + ybll(jω)

r2
ll(jω)

)

(5.38)

(5.39)

Kritérium sloupcové diagonálńı dominance metody, která zajist́ı neobkroužeńı bodu P

opět vycháźı z nerovnice (5.11), ale pro tuto metodu je upravena na tvar

|Z + gll(jω)kl(jω)| >
n
∑

k=1,k 6=l

|gkl(jω)kl(jω)| ∀l,∀ω, (5.40)

kde

Z = x + jy. (5.41)

Alegbraickými úpravami lze źıskat nerovnici 5.40 ve tvaru

k2
pl

(

r2
ll(jω) − R2

l (jω)
)

+ k2
il

r2
ll(jω) − R2

l (jω)

ω2
+ 2 (kpl (all(jω)x + bll(jω)y)) +

+2

(

kil

bll(jω)x − all(jω)y

ω

)

+ x2 + y2 > 0. (5.42)

Výsledné parametry PI regulátor̊u lze opět nalézt tak, že se pro zvolený rozsah parametr̊u

kpl naleznou parametry kil, které řeš́ı nerovnici (5.42). Takto lze źıskat oblasti parametr̊u

stabilizuj́ıćıch PI regulátor̊u. Výsledné parametry pro PI regulátor se źıskaj́ı nalezeńım

maximálńı hodnoty parametru kil a pro tuto hodnotu odpov́ıdaj́ıćı parametr kpl.

Pro systém čtyřválcové vodárny lze nalézt v závislosti na volitelném úhlu α oblasti

parametr̊u stabilizuj́ıch regulátor̊u, viz obr. 5.15.

Výsledné parametry kp1, kp2, ki1 a ki2 pro r̊uzné hodnoty volitelného úhlu α jsou v tab.

5.2.

Tabulka 5.2: Parametry PI regulátor̊u v závislosti na úhlu α

α kp1 ki1 kp2 ki2

0 0.5432 0.0082 0.2754 0.0032

15 0.3474 0.0050 0.2351 0.0023

30 0.2871 0.0032 0.2028 0.0016

40 0.2420 0.0023 0.1786 0.0012

50 0.2018 0.0017 0.1624 0.001
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Obrázek 5.15: Oblast parametr̊u M1 a M1 v závislosti na α

Simulinkové schéma zpětnovazebńıho zapojeńı decentralizovaných PI regulátor̊u a

čtyřválcové vodárny je na obr. 5.5. Výsledné pr̊uběhy výšky hladin h1 a h2 v závislosti

na volitelném úhlu α jsou na obr. 5.17.
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Obrázek 5.16: Referenčńı hodnoty r1 a r2
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Obrázek 5.17: Odezvy výšky hladin h1 a h2 pro r̊uzné hodnoty α

Akčńı zásahy systému v závislosti na volitelném parametru α se nacházej́ı na obr.

5.18.
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Obrázek 5.18: Akčńı zásahy u1 a u2 pro r̊uzné hodnoty α
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Obrázek 5.19: Nyquistovy křivky přenos̊u g11(jω)K1(jω) a g22(jω)K2(jω)

Z obr. 5.19 je patrné, že Nyquistova křivka s Gershgorinovými kružnicemi se ma-

ximálně dotkne bodu P .



Kapitola 6

Závěr

V kapitole 2 byly ukázány základńı vlastnosti pro v́ıcerozměrné systémy. Jednalo se

předevš́ım o vlastnosti d̊uležité pro následný návrh regulátor̊u.

V daľśı kapitole byl popsán v́ıcerozměrný systém čtyřválcové vodárny. Byl odvo-

zen jeho matematicko-fyzikálńı popis. Tyto nelineárńı rovnice byly poté linearizovány

v pracovńıch bodech. T́ım byl źıskán lineárńı systém v okoĺı pracovńıho bodu. Z tohoto

systému byly následně vytvořeny přenosy. Pro r̊uzné pracovńı body byl źıskán systém

obsahuj́ıćı všechny nuly systému v levé části komplexńı poloroviny (minimálně fázový

systém) a systém obsahuj́ıćı jednu systémovou nulu v pravé komlexńı polorovině (nemi-

nimálně fázový systém). Pro oba źıskané systémy byly dále demonstrovány r̊uzné metody

návrhu ř́ızeńı.

V kapitole 3 byl ukázán návrh PI regulátor̊u využ́ıvaj́ıćı informaci o mı́̌re interakćı

pomoćı matice relativńıch ześıleńı RGA. Poté byly pro nejvýhodněǰśı nalezené páry vstup-

výstup vytvořeny regulačńı smyčky s PI regulátory. Výsledná regulace splnila všechny

požadavky na ni kladené. Systémové interakce nebyly touto metodou úplně odstraněny,

ale byly potlačeny v čase regulačńımi smyčkami.

V daľśı kapitole byl ukázán návrh decentralizovaného ř́ızeńı pomoćı analýzy Nyquis-

tovy stability. Celý tento př́ıstup byl založen na zajǐstěńı sloupcové diagonálńı dominance

zpětnovazebńıho systému. U této metody se ukázalo, že systém s minimálńı fáźı byl pro

tuto metodu př́ılǐs triviálńı. Př́ıpadný návrh PI regulátor̊u by byl pro přenosy prvńıho

řádu. Použit́ım této metody se ukázalo, že každý PI regulátor je pro regulaci přenos̊u

prvńıho řádu možný. Pro účel demonstrace byl proto zvolen pouze systém s neminimálńı

fáźı, kde už existovala pro každý PI regulátor pouze určitá oblast parametr̊u, pro které

tento regulátor zajǐst’oval sloupcovou diagonálńı dominanci. Z př́ıpustných regulátor̊u byl

vybrán jeden konkrétńı pomoćı metody Zigler-Nicholson. U této metody, podobně jako v
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předchoźı, nebyly systémové interakce odstraněny, ale pouze potlačeny v čase regulačńı

smyčkou. Nevýhoda této metody spoč́ıvá v tom, že nebylo možné specifikovat chováńı

výsledné regulace. Tento nedostatek byl vyřešen návrhem dvou variant založených na

této metodě.

Prvńı varianta je založena na rozš́ı̌reńı oblasti okolo kritického bodu −1, do kterého se

Nyquistova křivka otevřené smyčky regulátor̊u a systému se superponovanými Gershgori-

novými kružnicemi nesměla dostat ani ji nesměla obkroužit . Tato oblast byla definována

křužnićı o volitelném poloměru. T́ım byl źıskán proměnný parametr, kterým bylo možno

ladit chováńı výsledné regulace výšky hladin v jednotlivých nádrž́ıch. Pro tuto variantu

bylo potřeba odvodit novou podmı́nku pro oblast parametr̊u PI regulátor̊u, které zajǐst’uj́ı

sloupcovou diagonálńı dominanci. Pro hodnotu lad́ıćıho parametru platilo, že č́ım byl

tento parametr větš́ı, t́ım byla výsledná regulace pomaleǰśı a překmity menš́ı. To je dáno

t́ım, že výsledné křivky byly dále od kritického bodu −1.

Druhá varianta založená na analýze Nyquistovy stability definovala bod na jednot-

kové kružnici, který stejně jako v předchoźım př́ıpadě, nesměly Nyquistovy křivky s Ger-

shgorinovými kružnicemi obkroužit. Byla opět odvozena nová podmı́nka pro oblast pa-

rametr̊u PI regulátor̊u, které zajist́ı sloupcovou diagonálńı dominanci. U této varianty

bylo nav́ıc nutné odvodit novou podmı́nku pro parametry PI regulátoru stabilizuj́ıćıho

diagonálńı subsystém. Volitelným parametrem zde byl úhel mezi zápornou reálnou osou

a pr̊uvodičem spojuj́ıćı počátek a bod na jednotkové kružnici v komplexńı rovině. Stejně

jako u předchoźı metody platilo, že č́ım větš́ı hodnota volitelného parametru, t́ım poma-

leǰśı byla regulace a menš́ı překmity.

Obě navržené varianty opět nedokázaly systémové interakce odstranit úplně, ale pouze

je pomoćı regulačńı smyčky v čase eliminovat.

Z dosažených výsledk̊u je vidět, že i pro systém se silnými systémovými interakcemi

lze navrhnout decentralizované PI ř́ızeńı, které zajist́ı stabilitu i požadované chováńı

výsledných regulačńıch smyček. Úplné odstraněńı interakćı dokáže zajistit dynamické

rozvazbeńı, při kterém je matice přenos̊u systému a rozvazbuj́ıćıho kompenzátoru dia-

gonálńı. Tato metoda však nebyla náplńı práce.
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[2] Aström, K.; Papagopoulos, H.; Häggalund, T.: Design of PI controllers based on

non-convex optimalization. Automatica, 1998, roč. 34: s. 585–601.
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