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1. Anotace 
 
Optimalizace výroby s relativními omezeními 
 
Tématem bakalá�ské práce je implementace algoritmu pro plánování 
(rozvrhování) výrobních proces� s relativními omezeními. Rozvrhovací 
problém se zabývá otázkou, jak rozvrhnout jednotlivé operace výroby 
(úlohy) na jednom stroji (procesoru) tak, aby celková doba vykonávání 
všech úloh byla co nejkratší. �asová omezení jsou zadávána orientovaným 
grafem G. Uzly grafu odpovídají jednotlivým úlohám. Váhy hran v grafu G 
udávají minimální nebo maximální �as, který uplyne mezi za�átky 
vykonávání dvojice úloh (positive and negative time lags). Váhy uzl� 
udávají �as, po který je úloha vykonávána (processing time). Cílem práce 
bylo implementovat vybraný algoritmus v jazyce ANSI C a dále ho napojit 
na TORSCHE Scheduling Toolbox pro Matlab. 
 
 
Optimalizacion manufacture with relative limitation 
 
Topic of bachelor thesis is an algorithm implementation for scheduling 
manufacturing processes with relative limitations. The problem deals 
with scheduling of manufacturing processes (tasks) on one machine 
(processor) while the objective is to minimize the schedule length. Time 
limitations are represented by graph G. Nodes of graph G represent tasks. 
Weights of edges in graph G represent minimum or maximum time, which 
elapse between starts of two tasks (positive and negative time lags). 
Weights of nodes in graph G represent processing time of tasks. 
The purpose of the bachelor thesis is the implementation of chosen 
algorithm in ANSI C and its interconnection with TORSCHE Scheduling 
Toolbox for Matlab. 
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2. Úvod 
 
Model s relativními omezeními je výhodný pro jeho univerzální použití. 
Programy pro rozvrhování lze použít nap�íklad v pr�myslu, kde máme 
n�jaké operace výroby, mezi kterými existuje následnost.  

P�edstavme si výrobní proces, p�i kterém se provádí galvanické 
pokovování. Sou�ástku, kterou chceme pokovovat, pono�íme do lázn�, kde 
je p�edepsán minimální a maximální �as, po který m�že sou�ástka v lázni 
z�stat. Tento �as je  relativní v��i okamžiku, kdy je sou�ástka pono�ena do 
lázn�. Operace (úloha) „vytažení sou�ástky z lázn�“ je relativn� omezena 
v��i operaci „pono�ení sou�ástky do lázn�“. Toto je jeden z problém�, který 
�eší model s relativními omezeními. Jsou tu kladná a záporná omezení 
(positive and negative time lags). Kladné omezení je v našem p�ípad� 
minimální �as, po který je sou�ástka v lázni. Záporné omezení je v tomto 
p�ípad� maximální �as pono�ení sou�ástky v lázni. Využití v praxi je široké, 
nap�. rozvržení paraleln� probíhajících proces� na jednotlivých procesorech 
PC a mnoho dalších. 

Na vývoji r�zných model� a algoritm� se podílelo mnoho lidí. 
Nap�íklad A. M. Kordon [3] používá model, který uvažoval pouze kladná 
�asová omezení (positive time lags). Již tento problém pat�í do t�ídy 
takzvaných NP-úplných problém� [10]. Model, kterým se zde budeme 
zabývat, uvažuje kladná i záporná �asová omezení. Tento model zavedl B. 
Roy  [4]. 

Zp�soby �ešení tohoto problému jsou jednak optimální, kdy cílem je 
najít optimální �ešení, nebo heuristické, kdy se spokojíme s �ešením s horší 
hodnotou cílové funkce. Naproti tomu optimální algoritmy jsou použitelné 
pouze na malé problémy, kdežto heuristické dokáží �ešit problémy výrazn� 
v�tší. 

Jedno z heuristických �ešení od J. Hurink and J. Keuchel [2] je 
založeno na metod� zakázaného prohledávání (tabu search). Peter Brucker 
[1] navrhl optimální �ešení metodou v�tví a mezí (branch and bound). Jedná 
se o  rozvrhovací algoritmus, který používá model od B. Roy.  

P�ínosem této práce je naprogramovaný Brucker�v algoritmus 
v programovacím jazyce ANSI C. Brucker�v algoritmus byl vybrán 
z d�vodu jeho vysoké výpo�etní rychlosti. P�edpokládá se, že jeho 
výpo�etní �as bude kratší než výpo�etní �asy ostatních algoritm�, které 
rozvrhují stejný problém. Dalším p�ínosem je, že tento algoritmus je 
za�len�n do TORSCHE Scheduling Toolbox pro Matlab [11], voln� 
dostupného nástroje pro vývoj algoritm� pro rozvrhování 
(http://rtime.felk.cvut.cz/scheduling-toolbox). Implementovaný algoritmus 
bude za�azen do p�íští verze nástroje. 
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Práce je strukturována následovn�. Model s relativními omezeními je 
vysv�tlen v kapitole 3 a algoritmus je popsán v kapitole 4. V kapitole 5 je 
popsána organizace soubor�, implementace a rozmíst�ní popisovaných 
algoritm� v jednotlivých souborech. V kapitole 6 jsou experimentální 
výsledky a porovnání dvou algoritm�. Záv�r je v kapitole 7. Následuje 
seznam literatury a P�íloha 1 (popis notace rozvrhovacích problém� podle 
Grahama a Bła�ewicz), na kterou se budeme v textu odkazovat. 

Pokud se bude chtít �tená� seznámit s kódem programu podrobn�, 
odkazuji ho p�ímo do zdrojových soubor�. Detaily jsou vysv�tleny pomocí 
komentá�� (viz P�íloha 2). P�edpokládá se, že �tená� má základní znalosti 
jazyka ANSI C. 
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3. Formulace problému s relativními omezeními 
 

3.1. Rozvrhovací problém 
 
P�edm�tem rozvrhování je uspo�ádat množinu úloh (tasks)  
 

  � �nTT ......,,1��      (1) 
 
na zadané procesory (stroje) tak, abychom dosáhli optimálního �ešení 
vzhledem k požadovanému kritériu. Nej�ast�ji to znamená dosáhnout co 
nejkratší doby vykonání celé množiny úloh. Jednotlivé úlohy z množiny 
� jsou obvykle charakterizovány parametry: 
 

pj - doba vykonávání úlohy (processing time) 
rj - �as, kdy nejd�íve m�že být úloha vykonána (release date) 
dj - �as, kdy musí úkol nejpozd�ji skon�it (dead line) 
 

Cílem rozvrhování je nalézt za�átky vykonávání jednotlivých úloh Ti tak, že 
se jednotlivé úlohy na p�id�leném procesoru nep�ekrývají a všechny úlohy 
vyhovují zadaným omezením (nap�. rj a dj). Výsledkem rozvrhování potom 
je: 

 
sj  - za�átek vykonávání úlohy (start time) 

 
Od n�hož lze odvodit: 
 

Cj - �as dokon�ení úlohy (completion time) 
Cj = sj + pj 

Lj - zpožd�ní úlohy (lateness) 
Lj = Cj - dj 

 

Tj 

      rj                    sj                              Cj                             dj              t 

pj 

Obr.  3.1 

Lj 
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Navíc se rozvrhovací algoritmy snaží minimalizovat požadovanou cílovou 
funkci. Nej�ast�jším kritériem je délka rozvrhu zna�ená Cmax = max(Cj). 
Dalším �astým kritériem je maximální zpožd�ní Lmax = max(Lj). 
 

3.2. Rozvrhovací problém s relativními omezeními 
 
Uvažujme, že cílem je rozvrhnout úlohy �  na jeden procesor (stroj). Tento 
model uvažuje kladná a záporná relativní omezení. Kladná omezení 
(positive-lags) vyjad�ují nejkratší možnou �asovou vzdálenost mezi za�átky 
vykonávání dvou úloh. Naproti tomu záporná omezení (negative-lags) 
vyjad�ují nejdelší možnou �asovou vzdálenost mezi za�átky vykonávání 
dvou úloh. Cílem je nalézt takový p�ípustný rozvrh, který má minimální 
kritérium Cmax. 

Ozna�me velikost kladného a záporného omezení li j , potom lze oba 
typy omezení vyjád�it jednou nerovnicí.  
 
 
 
 
Pokud je lij � 0, potom lij vyjad�uje záporné relativní omezení. Naopak pro 
lij > 0 je vyjád�eno kladné relativní omezení. Tento problém je možno 
reprezentovat pomocí orientovaného grafu G.  
Graf obsahuje: 
� uzly (node) - reprezentují jednotlivé úlohy 
� kladné váhy hran (forward edge) - reprezentují kladná omezení (lij�0) 
� záporné váhy hran (beckward edge) - reprezentují záporná omezení (lij>0) 
 

Tento graf m�že být dále reprezentován maticí W a vektorem p. 
Vektor p obsahuje doby vykonávání pi úloh Ti � �. Matice W definuje 
�asová omezení mezi jednotlivými úlohami Ti, tj. obsahuje prvky lij. Index 
�ádk� matice zna�íme i a index sloupc� matice j. Hrana, která není 
definována bude mít v matici W hodnotu mínus nekone�no (-�). Dv� 
úlohy, mezi kterými není definována hrana, se nazývají disjunktní pár. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

si + lij � sj (2) 
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Uvedeme zde p�íklad rozvrhovacího problému pro 4 úlohy  
� = {T1, T2, T3, T4}. Relativní omezení jsou zadána grafem na obr. 3.2. 

 
 
Odpovídající matice W a vektor p jsou znázorn�ny na obr. 3.3. Z grafu je 
patrné, že graf má �ty�i kladná relativní omezení a jedno záporné. Záporné 
omezení nám �íká, že úloha T4 musí za�ít nejpozd�ji v s1 + 8 strojových 
jednotek �asu. 
 
 T1    T2    T3 T4 
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40
40

310

W   � �1,2,3,1�p  

    Obr.  3.3 
 
 
Uvažujeme-li jako cíl optimalizace kritérium Cmax, pak optimální rozvrh 
p�íkladu z obrázku 3.3 je znázorn�n na obrázku 3.4. 

   

T1 T2 T3 T4 

   0         1         2         3        4         5         6         7         8        9         10         t 

-8 

Obr.  3.4 
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  T3 
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  T4 
  1 

Obr.  3.2 

1 

3 4 

4 

-8 
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4. Algoritmus 

 

4.1. Struktura algoritmu 
 
Rozvrhovací algoritmus se skládá ze dvou hlavních �ástí. Z alfa procedury 
a beta procedury. Alfa procedura je základem celého algoritmu a je 
založena na metod� v�tví a mezí (branch and bound). Metoda v�tví a mezí 
je nejb�žn�jší optimaliza�ní technika založená na o�ezávání v�tví, 
ve kterých se nenachází požadované �ešení. Prohledávaný stavový prostor 
je nej�ast�ji reprezentován jako binární strom, a proto �asová složitost této 
metody roste exponenciáln� s �asem. 

Profesor Brucker [1] se ve svém algoritmu snažil co nejvíce 
prohledávání binárního stromu urychlit. A to samotným zp�sobem, jakým 
se binární strom prohledává. Nap�íklad n�které v�tve jsou vybrány d�íve, 
než ostatní. Dále pak použitím funkce okamžitého výb�ru (Immediate 
selection), která snižuje hloubku prohledávacího stromu. 

Samotná alfa procedura prohledává stavový prostor (metodou v�tví 
a mezí), dokud nenalezne první p�ípustný rozvrh S, který má hodnotu 
kritéria Cmax(S)<UB, kde UB je horní mez kritéria Cmax. Alfa proceduru lze 
nepatrnou modifikací upravit tak, aby byla schopna sama nalézt optimální 
rozvrh. Beta procedura využívá alfa proceduru takovým zp�sobem, aby co 
nejvíce zefektivnila prohledávání binárního stromu a nalezla optimální 
�ešení S* vzhledem ke kritériu Cmax. 

Podle experiment� profesora Bruckera dosahuje varianta s beta 
procedurou výrazn� lepších výsledk�, a tak umož�uje �ešit instance �ádov� 
do velikosti 100 úloh. Podrobn� budou ob� procedury vysv�tleny v dalších 
podkapitolách. 
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4.2. Alfa procedura 
 

4.2.1. Alfa procedura - inicializace 
 
Alfa procedura dostává jako vstup matici W', vektoru p' a UB - horní mez 
kritéria Cmax. Výpo�et kritéria UB je uveden v kapitole 4.4. Parametr W' 
nazv�me rozší�enou maticí a vektoru p' rozší�eným vektorem. 

UB se bude b�hem výpo�tu postupn� zmenšovat dokud nedosáhneme 
optima (Cmax). Alfa procedura je spoušt�na beta procedurou tak dlouho, 
dokud není nalezeno optimální Cmax. D�ležité je, aby se v prohledávaném 
stavovém prostoru neobjevovala �ešení, která mají Cmax  horší nebo stejné, 
než nejlepší dosud nalezené. To umožní p�idání dalšího omezení (viz 
P�íloha 1). Aby bylo možné p�idat toto omezení, je pot�eba nejprve rozší�it 
graf G o dva uzly (úlohy) T0 a Tn+1. T0 je úloha, která je p�edch�dcem všech 
úloh Ti � � a její doba vykonávání je p0=0. Naopak úloha Tn+1 je 
následníkem všech úloh Ti � � a její doba vykonávání je pn+1=0. Tím 
vytvo�íme novou množinu úloh �’ = {T0, T1, …, Tn, Tn+1}. Potom kritérium 
Cmax lze vyjád�it jako Cmax = sn+1 – s0 a lze jej omezit podmínkou, 

 
101 ���� UBssn     (3) 

 
kterou lze za�adit mezi omezení (2). Tato podmínka zneplatní všechna 
�ešení S, která mají Cmax(S) � UB. 

Odpovídající rozší�enou matici W budeme zna�it W' a rozší�ený 
vektor p ozna�íme p'. Do W' tedy zavádíme omezení ln+1,0 = -(UB-1). 
V orientovaném grafu G se projeví rozší�ení tak, že do každého uzlu 
z množiny � = {T1,...., Tn} vstupuje jedna hrana z uzlu T0 a z každého uzlu 
z � vstupuje jedna hrana do uzlu Tn+1. Všechny tyto p�idané hrany mají 
kladný smysl. Vektor p' potom bude � �0,,....,,0' 1 npp�p  a matice W' je 
definována na obr. 4.1. 
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Graf G z p�íkladu z kapitoly 3.2 je rozší�en na G' v obrázku 4.2. 

 
 
Rozší�ení W a p je ukázáno v obr. 4.3. 
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obr 4.3 

 
Na takto rozší�ené W a p m�žeme aplikovat funkci okamžitého 

výb�ru, která bude popsána v podkapitole 4.3. Teprve nyní lze zavolat 
funkci, ve které je implementována alfa procedura. 
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4.2.2. Alfa procedura - metoda v�tví a mezí 
 
Alfa procedura je implementována jako rekurzivní funkce 
alfa_procedure(i, j, lij), kde i a j jsou indexy matice W' a lij je váha hrany 
p�idávaná na pozici i a j. K v�tvení dochází tím, že hrana je p�idána z Ti 
do Tj a z Tj do Ti. Na obr. 4.4 je vývojovým diagramem nazna�eno t�lo 
funkce. Metody této funkce budou popsány v dalších podkapitolách. 
 

 
 
 
 
 
 

rekonstrukce W' 

pokud najdeš 
disjunktní pár 

T�lo funkce alfa_procedure: 

new_disjuncive_pair 
 

get_schedule 

ulož UB z rozvrhu 

test p�ípustnosti 
 

alfa_procedure(i, j, pi) 
 

obr. 4.4. 

NE 

ANO 

test p�ípustnosti 
 

ANO 

NE 

NE 

alfa_procedure(j, i, pj) 
 

ANO 

RETURN 

RETURN 
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Na samém za�átku je nutná rekonstrukce W'. Alfa procedura používá 
matici W�, ve které je udržován aktuální stav procházeného stavového 
prostoru. Do W� je zkopírováno W' a modifikováno podle seznamu 
doposud p�idaných hran (i, j, lij). Metoda new_disjuncive_pair hledá nové 
disjunktní páry a bude vysv�tlena v samostatné podkapitole. Pokud nebude 
žádný pár nalezen, znamená to, že v�tvení binárního stromu je na nejnižší 
úrovni. Rozvrh sestavíme metodou get_schedule z matice W�. Výstupem je 

� �110 ,,...,, �� nn sssss . Potom UB = sn+1. Pokud nalezneme n�jaký disjunktní 
pár, pak provedeme test p�ípustnosti. Ten se skládá ze dvou test� 
neproveditelnosti (infeasibility tests). 
Provádíme dva testy: 

1. Test na kladný cyklus 
2. Test rozvrhnutelnosti 

 
Prvním testem pomocí metody not_positive_cycle zjistíme, jestli 

p�idáním hrany mezi dvojici uzl� jakožto disjunktního páru nevznikne v G' 
kladný cyklus. Druhým testem zjistíme, jestli rozvrh, do kterého p�idáme 
hranu s váhou lij nebo lji, bude p�ípustný. To zjistíme tak, že problém 
p�evedeme na n�kolik problém� 1| rj ; pmtn | Lmax  (viz P�íloha 1), který lze 
vy�ešit pomocí Hornova algoritmu v polynomiálním �ase [7]. Testy 
provádíme pro ob� v�tve binárního stromu. Nakonec p�íkazem 
alfa_procedure(i, j, pi) nebo alfa_procedure(j, i, pj) rekurzivn� zavolá 
metoda sebe samu. 
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4.2.3. Alfa procedura - hledání disjunktních pár� 
 
K hledání disjunktních pár� slouží metoda, jejíž vstupem je W� a výstupem 
vybraný disjunktní pár (i, j). Její název je new_disjunctive_pair. Tato 
metoda po spušt�ní vyhledá všechny disjunktní páry {i, j}. To jsou takové, 
pro které neplatí lij � pi  ani  lji � pj . Jeden z nich musíme vybrat pro 
následné v�tvení. Pro výb�r disjunktního páru použijeme �asové okno, které 
vyjad�uje, jak je za�átek vykonávání úlohy Ti omezen vzhledem k ostatním 
úlohám. Úloha Ti ve vztahu k úloze Tk m�že být vykonávána v �asovém 
oknu ],[ k

ik
k

ik dsrs �� , kde k
ir  = lki a k

id = pi - lik. Pokud upevníme 
kteroukoli úlohu Tk, budou mít všechny úlohy �asové okno, ve kterém 
budou vykonány. Zavedeme tedy �asové okno [ k

ir , k
id ]. 

P�i výb�ru disjunktního páru analyzujeme pro každý disjunktní pár, 
jak jsou za�átky vykonávání odpovídajících úloh omezeny �asovým oknem 
[1]. Vypo�teme �íslo k

if , které udává po�et možných celo�íselných za�átk� 

vykonávání si úlohy Ti v �asovém intervalu [ k
ir , k

id ] normované sou�tem 

(pi+pk). �íslo k
if  tedy spo�teme pomocí vzorce (4), kde i jsou �ádky W� a k 

jsou sloupce W�. 
 

ki

kikiikk
i pp

ppll
f

�

�����
�

2
   (4) 

 
Pro v�tvení vybereme takový disjunktní pár, jehož úlohy nejsou p�íliš 

omezené a také nejsou p�íliš neomezené. Toho docílíme tak, že spo�teme 
pro každou úlohu Ti medián ze všech k

if hodnot a vybereme takovou 
úlohu i, která má nejmenší medián. Z úloh, které mají shodný index i 
z p�edchozího výb�ru vybereme takovou úlohu j, která má nejmenší j

if  
hodnotu. Index i a j jsou sou�adnice disjunktního páru, který bude následn� 
v�tven. Implementace je na obr. 4.5. 
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najdi index i a j všech 
disjunktních pár� a ulož je 
 

najdeš-li alespo� 
jeden disj. pár 

ANO 

NE 

a = 0; 

RETURN 0 

calc_f_ik a ukládej hodnoty do pole array_f_ik 

pokud není v 
�ádku další fi

k 

spo�ítej medián z pole 
array_f_ik a nejmenší 
hodnotu ukládej do 
min_median_value 

i = min_median_value 
j = index s nejmenším nalezeným fi

k 

RETURN 1 

Obr. 4.5 

ANO 

NE 
a < index 

new_disjunctive_pair: 

ANO 

NE 

a = a + 1; 
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Prom�nná index obsahuje po�et nalezených disjunktních pár�. 
Algoritmus nejprve vyhledá všechny indexy (i , k). Funkce calc_f_ik spo�ítá 
z W� , p a index� (i , k) �íslo k

if . Pro všechny disjunktní páry jsou 

spo�teny hodnoty k
if . P�edstavme si, že bychom je uspo�ádali podle (i , k) 

do matice F. Potom bychom pro �ádky F spo�ítali jejich mediány a vybrali 
takový �ádek i, pro který je medián nejmenší. Dále vybereme takový 
sloupec j, pro který je j

if hodnota nejmenší a zárove� se vyskytuje 

v �ádku i. Hodnoty j
if po�ítáme stejným zp�sobem jako k

if , akorát s tím 
rozdílem, že k ve vzorci (4) nahradíme j. Vybraný disjunktní pár je potom 
p�i v�tvení zafixován hranou z Ti do Tj a z Tj do Ti. 

 
 

4.2.4. Alfa procedura - test na kladný cyklus 
 
Pro detekci kladného cyklu je použit modifikovaný Dijkstr�v algoritmus, 
který je popsán v [6, str. 95]. Ten se používá na hledání nejkratších cest 
v grafu z jednoho vrcholu r do ostatních vrchol�. M�že být upraven i tak, 
aby hledal nejdelší cesty v grafu. Tento algoritmus vrací vektor U, který 
obsahuje nejdelší vzdálenosti z vrcholu r do všech ostatních uzl�. Pro nás je 
d�ležitá vzdálenost do vrcholu c. Maximální vzdálenost z r do c ozna�me 
lmax(j,i). Test je implementován jako funkce not_positive_cycle jejíž vstupní 
parametry jsou: 

� W� (matice, ve které chceme zjistit, zda vznikne kladný cyklus 
pokud do ní p�idáme hranu o váze lij ) 

� i 
� j 
� lij (váha p�idávané hrany) 
 

Výstupem funkce je logická hodnota. Pokud je výstup log. 1, potom 
graf kladný cyklus po p�idání hrany neobsahuje. Tato funkce má tu 
nevýhodu, že W� nesmí žádné kladné cykly obsahovat. V opa�ném p�ípad� 
by došlo v programu k nekone�né smy�ce. V našem p�ípad� W� nem�že 
obsahovat kladný cyklus, jelikož každé p�idání hrany je kontrolováno. 
Na obrázku 4.6 je uveden jednoduchý vývojový diagram, který ukáže 
návaznost modifikovaného Dijkstrova algoritmu, který hledá nejdelší cesty 
a funkcí not_positive_cycle. 
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4.2.5. Alfa procedura - test rozvrhnutelnosti 
 
Pro testování rozvrhnutelnosti se používá n-krát (kde n je po�et úloh) 
Horn�v test. Je to �ešení problému 1| rj ; pmtn | Lmax (viz P�íloha 1). Pro 
každou úlohu k, kde k ozna�uje sloupce W� ud�láme následující. Spo�ítáme 
�asové okno [ k

ir , k
id ] pro všechny úlohy Ti ve vztahu k úloze Tk. �asové 

okno se skládá z (release date)  k
ir  = lki a (dead line) k

id = pi - lik . Problém 
je nerozvrhnutelný, když Lmax je kladné. Jinými slovy nerozvrhnutelnost 
nastane práv� tehdy, když alespo� jedna úloha p�ekro�í �as svého k

id . Tato 
metoda se nazývá horn_test. Jejím vstupem je W�  a p. Výstupem je pak 
log. 1, pokud byl test úsp�šný, a naopak log. 0, pokud byl test neúsp�šný. 
Na obrázku 4.7 je pomocí vývojového diagramu metoda horn_test 
znázorn�na. 
 

modifikovaný Dijkstr�v algoritmus, 
který hledá nejdelší cesty 

lmax(j,i) + lij � 0 

r = index_j; c = index_i; 

neobsahuje 
kladný cyklus 

obsahuje kladný 
cyklus 

Obr. 4.6 

ANO 

NE 

not_positive_cycle: 



Algoritmus 

20 

 
 
 
 
 
Funkce horn_procedure hledá optimální �ešení problému  

1| rj ; pmtn | Lmax. Funkce horn_procedure vrací také logickou hodnotu. 
Pokud funkce vrátí log. 0, znamená to, že Horn�v test i celá metoda je 
neúsp�šná. Horn�v algoritmus je popsán v literatu�e [7]. Popišme nyní 
Horn�v algoritmus �ešící problém 1| rj ; pmtn | Lmax.  

Prom�nná 1� udává �asový okamžik rj všech úloh, které mají 

nejmenší rj. Prom�nná 2� udává �asový okamžik následujícího rj. E je 

množina všech úloh, které mají rj v �ase 1� . 
  
 
 
 
 
 

k = 0; 

horn_test: 

ri
k = lki ;    di

k = pi - lik 

; 

horn_procedure = 0 

RETURN 0 RETURN 1 

ANO 

NE 

Obr. 4.7 

k < n 

i < n 

i = 0; 

ANO 

NE 

i = i + 1; 

NE 

ANO 

k = k + 1; 
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Horn�v algoritmus: 
 
begin 
repeat 
 � �jT

r
j 	

min:1
�

�� ; 

 if všechny úlohy jsou k dispozici v �ase 1�  

 then  ��:2�  

 else  � �12 |min: �� �� jj rr ; 

 � �1|: ��� jj rTE ; 

 Vyber ETk � takové, že � �jETk dd
j�

� min ; 

 � �12,min: �� �� kpl ; 

 P�i�a
 Tk do intervalu ),[ 11 l��� ; 

 if lpk �  

 then  � �kT�� �� :  

 else  lpp kk ��: ; 

 for all ET j � do lr j �� 1: � ; 

until ��� ; 
end; 
 
 
 

Horn�v algoritmus funguje tak, že v daný �as �1 je rozvržena úloha 
Tk, která je p�ipravena (rk � �1) a má nejmenší dk. Pokud by nastal p�ípad, 
kdy existuje úloha Ti, která je p�ipravena (ri � �1) a úloha Tk ješt� nebude 
p�ipravena, za�ne být vykonávána úloha Ti, která m�že být p�erušena 
úlohou Tk, jestliže v �ase p�erušení je Tk již p�ipravena. Nejlépe bude 
princip algoritmu z�etelný z p�íkladu na obrázku 4.8. Vektor r ozna�uje 
množinu �as� ri a vektor d množinu �as� di. 
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Z p�íkladu je zjevné, že nejmenší ri má úloha T1. V �ase 2 se 
algoritmus rozhodne rozvrhovat úlohu T3, protože d3 < d1. Úloha T3 je 
p�erušena úlohou T2 ze stejného d�vodu jako úloha T1. Jakmile je T2 
rozvrhnuta algoritmus dokon�uje úlohy v po�adí tak, aby úlohy s menším di 
byly rozvrhnuty d�íve. 
 

 
 
 

4.3. Funkce okamžitého výb�ru 
 
Ú�elem této funkce je p�i�adit hrany mezi takové disjunktní páry, které by 
bylo zbyte�né v�tvit v alfa procedu�e. Jsou to takové disjunktní páry, které 
mají jednozna�né po�adí. Funkce okamžitého výb�ru se sestává ze dvou 
�ástí. 

První �ást funkce zafixuje hrany, u kterých by bylo na první pohled 
z grafu G' vid�t jejich po�adí. Budeme hledat nejdelší cesty v grafu G. 
K tomu použijeme upravený Floyd�v algoritmus, jehož výstupem je matice 
L nejdelších cest v grafu G. Ozna�me vzdálenost t�chto cest  L(i, j). A nyní 
vybereme ze všech disjunktních pár� takové, které spl�ují podmínku 

jpL ��j)(i,  v matici L. Pro tyto Ti a Tj  potom nahradíme v matici W' 
hrany s váhou lij = pi . 

Další zp�soby okamžitého výb�ru jsou vysv�tleny v literatu�e [1]. 
Nyní se podíváme, jak pracuje Floyd�v algoritmus. V literatu�e [6] je 
popsán Floyd�v algoritmus, který hledá nejkratší cesty mezi jednotlivými 
uzly grafu G'. Zde bude tento algoritmus nepatrn� modifikován tak, aby 
hledal nejdelší cesty mezi Ti a Tj. 

Obr 4.8 

T1 
 
T2 
 
T3 
 
T4 

0      1    2      3    4      5     6     7     8     9    10   11   12   13   14   15   16   17  18          t 

Máme zadány t�i vektory p, r, d. 
p = (3 2 3 5) 

r = (0 4 2 3) 

d = (13 8 11 15) 
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Algoritmus lze popsat takto: 
 
Vstup: Matice L , která obsahuje délky hran. 
Výstup: Je tvo�en touž maticí L , která obsahuje vzdálenosti. 
Algoritmus: 
  pro k := 1,2,3,...,n prove
: 
    pro i := 1,2,3,...,n prove
: 
      pro j := 1,2,3,...,n prove
: 
   pokud L(i,j) < L(i,k) + L(k,j), 
     pak prove
  L(i,j) := L(i,k) + L(k,j) 
�asové složitost:  O(n3). 
 
 
 

4.4. Beta procedura 
 
Alfa procedura m�že být vylepšena beta procedurou, která se skládá ze t�í 
fází.  

V první fázi se pokoušíme zlepšit spodní odhad hodnoty kritéria 
Cmax� [LB, UBguess]. Pro inicializaci vypo�teme spodní a horní odhad LB 
(lower bound) a UB (upper bound). UB je délka nejhoršího možného 
rozvrhu , který se po�ítá podle vzorce (5). 
 

� �ij
Rji

i

n

i

lpUB
�

�
��

),(1

max,max    (5) 

 
Výpo�et LB lze nalézt v literatu�e [1]. Vypo�teme UBguess podle vzorce (6), 
 

UBUBLBUBguess ��� )(�    (6) 
 
kde 10 �� � . Typické hodnoty pro � jsou 3

1��  nebo 4
1�� . 

Experimenty dokazují, že je zbyte�n� vynaloženo výpo�etní úsilí pro 
hledání p�ípustného �ešení v intervalu [UBguess, UB]. Proto zúžíme prostor 
hledání Cmax, jak je vid�t z obrázku 4.9. 
 

 

0               LB                                      UBguess          UB        t 

hledané Cmax 

Obr. 4.9 
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Abychom se vyvarovali dlouhým výpo�t�m, modifikujeme alfa proceduru 
tak, že její v�tvení provádíme pouze do hloubky d. Typické hodnoty pro d 
jsou 0, 1 nebo 2. Možné výsledky takto modifikované alfa procedury jsou 
dva: 
1. Je dokázána nep�ípustnost. 
2. Není dokázána nep�ípustnost. 
 
V 1. p�ípad� to znamená, že *CUBguess � a v takovém p�ípad� musíme 
zvýšit LB na hodnotu UBguess. Potom budeme stejnou proceduru aplikovat 
na interval [LB, UB]. V 2. p�ípad� aplikujeme stejnou proceduru na interval 
[LB, UBguess]. První fáze je zakon�ena tak, že zvažovaný interval obsahuje 
pouze jeden prvek. Jako výsledek první fáze je zlepšený LB. 

Ve druhé fázi využijeme vylepšený LB a vypo�teme 
deltaLBUBguess �� , kde delta je celé �íslo. Na za�átku je delta = 1. 

Spustíme alfa proceduru, která již v�tví celý stavový prostor s parametrem 
UBguess jako UB. Pokud je nalezeno p�ípustné �ešení S, optimální �ešení 
hledáme již pouze v relativn� malém intervalu [LB, Cmax(S)]. V t�etí fázi 
beta procedury. Pokud alfa procedura detekuje nep�ípustnost, potom bude 
LB = UBguess a p�idáme novou delta hodnotu k LB. Nová hodnota prom�nné 
delta se ur�í jako nejmenší délka kladného cyklu, který odhalila funkce 
not_positive_cycle b�hem provád�ní p�edchozí iterace alfa procedury. Dále 
opakujeme fázi 2. Další možnosti výpo�tu delta je popsáno v literatu�e [1].  

Ve t�etí fázi opakovan� aplikujeme alfa proceduru s UB = Cmax(S). 
Mohou nastat dv� situace. Alfa procedura nalezne p�ípustné �ešení S. 
V takovém p�ípad� provedeme aktualizaci UB jako UB := Cmax(S). Poté 
znovu opakujeme t�etí fázi. Druhá situace nastane, když alfa procedura 
nenalezne p�ípustné �ešení S pro 1�UB . Potom optimálním �ešením S* je 
poslední nalezené �ešení S. Algoritmus popisující beta proceduru by mohl 
vypadat následn�. 
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beta procedura: 
0) Inicializace 
     Výpo�et UB (horní mez Cmax) a LB (dolní mez Cmax) : 
  LB � Cmax � UB. 
     UB1=UB; LB1=LB; 
     delta=1; 
     S* = []; 
 
1) Zlepšení LB 
    UBguess = ��.LB1 + (1-�).UB1� 
    S = alfa_procedure(LB1, UBguess, 1) 
    if(S je p�ípustný) 
 UB1 = UBguess; 
    else 
 LB1 = UBguess; 
    end 
    if(UB1-LB1 <= 1 ) 
 LB = LB1; 
 goto 2; 
    else 
 goto 1; 
    end 
 
2) Zlepšení UB 
    UBguess = LB + delta; 
    S = alfa_procedura(LB, UBguess, inf) 
    if(S je p�ípustný) 
 UB = Cmax(S) – 1; 
 S* = S; 
 goto 3; 
    else 
 LB = UBguess; 
 delta = min. délka kladného cyklu nalezená v not_positive_cycle 
 goto 2; 
    end 
 
3) Nalezení �ešení 
    S = alfa_procedura(LB, UBguess, inf) 
    if(S je p�ípustný) 
 UB = Cmax(S) – 1; 
 S* = S; 
 goto 3; 
    else 
 return S*; 
    end
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5. Implementace programu 
 

5.1. Obsluha programu 
 
Program je možno spustit dv�ma zp�soby. První zp�sob je pomocí 
programu MATLAB, kde se p�ímo ze zdrojových soubor� vytvo�í dll 
knihovna. Funkcí BruckerBaB, která se napíše v prost�edí MATLAB, se 
spustí výpo�et naprogramovaný v jazyce C. Parametry funkce jsou (p,W,0), 
kde poslední parametr zatím nemá význam. Po spušt�ní p�íkazu je zobrazen 
vektor s, jehož velikost je stejná, jako u vektoru p. Z p a s lze sestavit 
rozvrh, nap�íklad pomocí grafického prost�edí již implementovaného 
v TORSCHE Scheduling Toolbox pro Matlab. Druhý zp�sob spušt�ní je 
pomocí p�eloženého souboru BruckerBaB.exe . Vstupní data musí být 
v souboru data.txt a soubor musí být ve stejném adresá�i jako je program. 
Struktura textového souboru je na obrázku 5.1. P�íklad zadání dat z p�íkladu 
v kapitole 3.2 je na obrázku 5.2. 
 
 
 

 
 
po�et uzl� grafu G 
vektor p 
matice W 
 
Obr. 5.1 
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Obr. 5.2 

 
Program je ošet�en proti zadání neplatných dat. Jakmile prob�hne 

výpo�et, výsledek s se zapíše na konec souboru data.txt. Pokud ze 
zadaných dat nelze sestavit p�ípustný rozvrh, program namísto vektoru s 
zapíše rozvrh neexistuje (Schedule doesn’t exist). 
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5.2. implementa�ní poznámky 
 
Pokud budeme program používat prvním nebo druhým zp�sobem, vždy 
budou p�ekládány jen ty �ásti kódu, které daný zp�sob vyžaduje. 
Implementace algoritmu byla rozvržena do osmi soubor� s p�íponou c. 
Hlavní soubor, ve kterém je umíst�na hlavní funkce programu main se 
jmenuje BruckerBaB.c. V tomto souboru je kód funkce mexFunction, která 
je volána programem MATLAB. Ve funkci main je implementována beta 
procedura, která v p�íslušných místech programu volá funkci 
alfa_procedure. Hned po spušt�ní main prob�hne inicializaca�ní funkce 
init_data a sekvence funkcí pro alokaci pam�ti.  Každý soubor s p�íponou c 
má pro své dynamické prom�nné alokováno místo pomocí funkcí, které 
jsou implementovány ve stejnojmenném souboru a volány práv� z funkce 
main. Všechny alokace pam�ti dynamických polí, o kterých víme, jaká 
bude jejich velikost, jsou ošet�eny proti nedostatku pam�ti. Dynamická pole 
mají velikost závislou na po�tu zadaných úloh. Dále funkce main spustí 
immediate_selection a následn� kód beta procedury. Nakonec prob�hnou 
funkce, které uvol�ují pam��. Struktura celého programu rozloženého 
na jednotlivé soubory je na obrázku 5.3. 
 
 

 
 
 
Všechny soubory mají také hlavi�kový soubor s p�íponou h. 
V následujících odstavcích popíšeme úlohu jednotlivých zdrojových 
soubor�. 

 
 
 

BruckerBaB.c 

alfa.c selection.c 

NewPair.c schedule.c cycle.c horn.c 

InitFunction.c 

Obr. 5.3 
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Soubor InitFunction.c obsahuje na�ítání dat ze souboru a ukládání 

výsledk� do souboru data.txt (platí pouze pro 2. zp�sob spoušt�ní), 
výpo�et UB, výpo�et LB, rozší�ení matice W na W' a p na p'. Dále pak 
pomocné výpisy na obrazovku pro lad�ní, které se zapínají nadefinováním 
konstanty PRINT. P�i lad�ní je také užite�né zakázat rozší�ení W a p 
pomocí konstanty SMALL. Volání funkcí z tohoto souboru naplní globální 
prom�nné: 

� n - po�et uzl� rozší�eného grafu G' 
� W_matrix - dvourozm�rné pole matice W' 
� processing_time - jednorozm�rné pole vektoru p' 

 
Soubor alfa.c je jádrem celého programu. Zde je implementována 

metoda v�tví a mezí (branch and bound algorithm), která využívá strukturu 
disjPairList {i, j, lij}. Struktura je na za�átku prázdná a v pr�b�hu v�tvení 
se napl�uje a vyprazd�uje. Obsahuje metodu reconstruct_actual_W, která 
zkopíruje W' do prom�nné W� (zde je implementována jako dvourozm�rné 
pole W_reconstruct) a p�i každém zavolání modifikuje W� p�esn� podle 
struktury disjPairList. Vstupem této metody jsou n, W_matrix, 
processing_time. Výstupem je s', což je sestavený optimální rozvrh o délce 
n v jednorozm�rném poli schedule_min. 

 
Soubor selection.c, jak nazna�uje název, obsahuje funkci 

immediate_selection. Výhodou této funkce je krom� popisovaného 
v kapitole 4.3 ješt� detekce kladných cykl� ve vstupním grafu G'. Detekci 
provádí práv� Floyd�v algoritmus, který je implementován jako samostatná 
funkce, a je pro tento ú�el nepatrn� modifikován [6]. 

 
Soubor NewPair.c obsahuje funkci new_disjunctive_pair, která se 

skládá ze dvou hlavních �ástí: 
� nalezení všech disjunktních pár� 
� nalezení nejvhodn�jšího disjunktního páru 

Dále pak obsahuje pomocné funkce calc_f_ik, median, min_value. U první 
zmi�ované funkce je t�eba zmínit ošet�ení p�i ode�ítání -�. Jako +� 
u reálných �ísel je používána konstanta FLT_MAX a -� nahrazuje konstanta 
-FLT_MAX. U celých �ísel je vytvo�eno takzvané symetrické nekone�no. 
Kladné nekone�no je nahrazeno INT_MAX a záporné reprezentujeme jako 
konstantu INT_MIN + 1. Konstanta je definována jako MINUS_INF 
ve všech souborech pomocí hlavi�ky definitions.h. Výhoda symetrického 
nekone�na je ta, že usnadní n�které výpo�ty. Nap�íklad pokud s�ítáme 
INT_MIN a MINUS_INF, je výsledek 0. To je pro výpo�ty p�íznivé. 
Konstanty jsou definovány ve standardní knihovn� jazyka ANSI C limits.h 
a float.h. 
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V Souboru schedule.c je umíst�na funkce get_schedule, která 

z matice W� sestaví rozvrh. Podmínkou je, aby matice W�  neobsahovala 
disjunktní páry, a tudíž bylo po�adí úloh jednozna�né. Funkce vrací rozvrh 
s' reprezentován jako jednorozm�rné pole schedule. 

 
Soubor cycle.c obsahuje test na kladný cyklus. Modifikovaný 

Dijkstr�v algoritmus, který hledá nejdelší cesty je rozd�len do t�í funkcí. 
Hlavní funkce je not_positive_cycle. Tato funkce volá ješt� dv� pomocné 
funkce remove_element a add_element. Funkce remove_element odebírá 
prvek z množiny M a add_element prvek p�idává. Prom�nné M a U jsou 
jednorozm�rná pole, která se indexují v tomto souboru od 1 do n+1. Dále je 
možné také použít naimplementovaný test not_positive_cycle_floyd. Jeho 
efektivita je sice ve v�tšin� p�ípad� nižší, než efektivita Dijkstrova 
algoritmu, ale pro ladící a experimentální ú�ely je možné ho využít. 
 

Poslední soubor horn.c obsahuje Horn�v algoritmus, který je 
znázorn�n pomocí vývojového diagramu na obrázku 4.7. Jako vstupní 
prom�nné slouží matice W_reconstruct a vektor processing_time. Vektory 
release_date a dead_line jsou statické globální prom�nné a jsou po�ítány 
p�i každém spušt�ní Hornova algoritmu. Vstupní data funkce horn_test jsou 
stejná jako u not_positive_cycle, ale zde p�idávanou hranu s váhou lij 
zapíšeme p�ímo do W_reconstruct (W�). Poté spustíme horn_procedure. 
Na konci testu je nutné p�vodní hranu vrátit zp�t do W�. 
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6. Experimentální výsledky 
 
Nejprve bylo t�eba program dob�e odladit a otestovat na chyby. Jakmile byl 
program p�ipraven, mohl být testován na rychlost výpo�tu. Program m�že 
být spušt�n v n�kolika módech. V programu je možno pomocí 
podmín�ných p�eklad� odpojit n�které funkce. Odpojit lze funkci 
immediate_selection a horn_test. Pokud je nepatrn� upravena funkce 
alfa_procedure, lze jí volat p�ímo bez použití beta procedury z hlavní 
funkce main. Stav algoritmu je následující: 

� beta procedura je kompletní 
� alfa procedura má odpojen horn_test 
� funkce okamžitého výb�ru odpojena 

 
Horn�v test není totiž pro rychlost programu dost efektivní. Jeho 

efektivnost je p�edpokládána ve spojení s immediate_selection. Druhá �ást 
immediate_selection není implementována. 

Testy byli provád�ny na PC Intel Pentium 4  2.4GHz, 786MB RAM. 
Jako testovací prost�edí byl použit program Matlab 6.5 a program p�eložen 
ve Visual C++ 6.0. 

Náhodná data generujeme v ur�itém intervalu a s ur�itou 
pravd�podobností. Po�et kladných hran ozna�íme ne+ , po�et záporných 
hran potom bude ne- . Hrany p�idáváme do grafu náhodn�, ale tak, aby 
nevznikl kladný cyklus. Uvedeme zde v jakých intervalech se generují 
prom�nné pi, lij, lij. 
 

� doba vykonávání pi byla vybrána z rovnom�rného diskrétního 
rozložení  v intervalu <1,20> 
 

� délka kladných hran s váhou lij byla vybrána z rovnom�rného 
diskrétního rozložení v intervalu <1,20> 
 

� délka záporných hran s váhou lij byla vybrána z rovnom�rného 
diskrétního rozložení v intervalu <1,50> 
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Wij = -� , �i�{1,…,n}, �i�{1,…,n} a i�j 
Wii = 0 , �i�{1,…,n} 
pi = rand(<1,20>), �i�{1,…,n} 
 
po�et_hran=0 
while( po�et_hran < ne+ ) 
{ 
 i = rand(<1,n>); 
 j = rand(<1,n>); 
 if(i==j nebo Wij � -� ) continue; 
 lij = rand(<1,20>); 
 
 if( not_positive_cycle(W, i, j, lij) ) 

{ 
 Wii =  lij ; 
 po�et_hran= po�et_hran + 1; 
} 

} 
 
 po�et_hran=0 
while( po�et_hran < ne- ) 
{ 
 i = rand(<1,n>); 
 j = rand(<1,n>); 
 if(i==j nebo Wij � -� ) continue; 
 lij = - rand(<1,50>); 
 
 if( not_positive_cycle(W, i, j, lij) ) 

{ 
 Wii =  lij ; 
 po�et_hran= po�et_hran + 1; 
} 

} 
 

 
Testovací algoritmus náhodných instancí popíšeme následujícím 
pseudokódem. 
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Experimenty: 
 
Experimenty algoritmu Brucker budeme porovnávat s algoritmem ILP 
(Integer Linear Programming), který je popsán v literatu�e [5]. 
 
1. experiment: 
 
Pr�m�rná doba rozvrhování CPUt  (500 instancí na jedno n). Po�et kladných 

hran 8/)( 2 nnne ���  (12,5% všech hran v G). Po�et záporných hran 

8/)( 2 nnne ���  (12,5% všech hran v G). Výsledky jsou v Tab. 1. 
 
 
n [-] 8 10 12 14 16 

CPUt  [s] 
(Brucker) 

0.009498 0.06905 0.24386 0.75551 1.9928 

CPUt  [s] 
(ILP) 

0.0414 0.11216 0.089022 0.10521 0.13408 

Tab. 1 
 
Na obrázku 6.1 je porovnání algoritm� z Tab. 1, kde porovnáváme 
pr�m�rné �asy výpo�tu v závislosti na n, kde n je po�et úloh. Na obrázku 
6.2 je závislost po�tu rozvržených instancí na dob� výpo�tu pro r�zná n. 
Po�et instancí je udáván v [%], kde 100% je v našem p�ípad� 500 instancí. 
 
 
2. experiment: 
 
Pr�m�rná doba rozvrhování (500 instancí na jedno n). Po�et kladných hran 

nne ��� 2 . Po�et záporných hran nne �� . Výsledky jsou v Tab. 2. 
 
 
n [-] 8 10 12 14 16 

CPUt  [s] 
(Brucker) 

0.001616 0.005312 0.045386 0.23142 3.5956 

CPUt  [s] 
(ILP) 

0.00566 0.009646 0.019386 0.05492 0.22134 

Tab. 2 
 
Na obrázku 6.3 je porovnání algoritm� z Tab. 2, kde porovnáváme 
pr�m�rné �asy výpo�tu v závislosti na n. Na obrázku 6.4 je závislost po�tu 
rozvržených instancí na dob� výpo�tu pro r�zná n. Pokud hodnota v grafu 
dosáhne 100%, bylo vy�ešeno všech (v našem p�ípad�) 500 instancí 
problému. 
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7. Záv�r 
 
V zimním semestru akademického roku 2005/2006 jsem si vybral toto téma 
jako Bakalá�skou práci. V tomto semestru jsem se také teoreticky seznámil 
s modelem podle B. Roy [4], který využívá relativní omezení, a s n�kterými 
algoritmy, které jsou na tomto modelu založeny. Za�átkem letního semestru 
akademického roku 2005/2006 jsem za�al algoritmus profesora Petera 
Bruckera [1] implementovat do jazyka ANSI C. Jako první �ást algoritmu 
byla naimplementována alfa procedura. Dále pak první �ást funkce 
okamžitého výb�ru. Druhá �ást funkce okamžitého výb�ru není v jazyce 
ANSI C implementována. D�vod je ten, že tato �ást je p�íliš složitá 
a Profesor Brucker ve své publikaci odkazuje do jiných �lánk�, ze kterých 
se dá jen t�žko zrekonstruovat p�esné chování této funkce. Následn� byl 
takto implementovaný algoritmus lad�n a testován na chyby. Tyto testy byli 
provád�ny v prost�edí programu Matlab 6.5 pomocí náhodných sekvencí 
vstupních dat. Pro kontrolu správnosti výpo�tu byl použit algoritmus ILP 
[5]. Po odlad�ní všech chyb byla dod�lána beta procedura. Když porovnáme 
výsledky efektivity výpo�t� program� BruckerBaB a ILP zjistíme, že 
BruckerBaB je rychlejší než ILP v intervalu <1,10> úloh. A v intervalu 
<11,+�> je program ILP rychlejší, než program BruckerBaB. 
P�edpokládám, že pokud by se povedlo naprogramovat celou funkci 
okamžitého výb�ru, byl by program Brucker výrazn� rychlejší. Tento 
algoritmus bude sou�ástí TORSCHE Scheduling Toolbox pro Matlab a 
bude sou�ástí p�íští verze tohoto nástroje. 
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P�íloha 1 – Notace podle Graham-Bła�ewicz 
 
Pro klasifikaci problém� v rozvrhování se používá klasifikace podle 
Graham-Bła�ewiczovi [8, 9] notace. Notace se skládá ze t�í prvk� � |   | ! . 
Symbol � popisuje procesory, symbol   charakterizuje rozvrhovací 
problém a symbol ! specifikuje optimaliza�ní kritérium. Nej�ast�ji 
používané prvky jsou: 
 
Prvek �: 
 
Prvek Význam 
1 jeden procesor (single processor) 
P paralelní identické procesory (identical processors) 
Q r�zn� rychlé procesory (uniform processors) 
J dedikované procesory – „dílna“ (job shop) 

 
 
Prvek  : 
 
Prvek Význam 
rj úlohy jsou omezeny termínem dostupnosti (release date) 
dj úlohy jsou omezeny nejpozd�jší dobou dokon�ení (deadline) 
pj = p všechny úlohy mají stejnou dobu vykonávání (processing 

time) 
prec úlohy jsou omezeny relacemi následností (precedence 

constraints) 
pmtn vykonávání úloh je možné p�erušit (preemption) 

 
 
Prvek !: 
 
Prvek Význam 
Cmax kritériem je délka rozvrhu (makespan) 
"Cj kritériem je minimalizace sumy �as� dokon�ení jednotlivých 

úloh 
Lmax kritériem je maximální zpožd�ní (maximum lateness) 

 
 
P�íklad: 
 
1 | rj ; pmtn | Lmax – Problém na jednom procesoru, kde úlohy jsou omezeny 
termínem dostupnosti a je možné je p�erušit. Cílem je najít rozvrh 
s nejmenším kritériem Lmax = max{Lj}. 


