
České vysoké učeńı technické v Praze
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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá formulaćı algoritmu pro návrh nelineárńıho pre-

diktivńıho ř́ızeńı. V práci je popsána metoda nelineárńı optimalizace využ́ıvaj́ıćı sek-

venčńı kvadratické programováńı, které je následně využito k nalezeńı optimálńıho

ř́ızeńı v multiple shooting prediktivńım regulátoru. Navržené algoritmy jsou otes-

továny na modelu odparky.

Abstract

This diploma thesis deals with the model predictive control design and especially

with the numerical algorithms for the nonlinear model predictive control (NMPC).

In the work, the nonlinear optimization methods based on the sequential quadratic

programming suitable for the nonlinear predictive control are reviewed and the basic

methods are compared on the simple examples. The nonlinear optimization is then

used for the multiple shooting NMPC formulation. The properties of the designed

NMPC algorithm are shown on the simple evaporator model.

IV



Obsah
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3.2.1 Omezeńı typu nerovnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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4.5 Algoritmus prediktivńıho regulátoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.6 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Kapitola 1

Úvod

Prediktivńı ř́ızeńı (Model Predictive Control - MPC), také nazýváno jako ř́ızeńı

s klouzavým horizontem, se dnes zač́ıná rozšǐrovat v pr̊umyslu jako efektivńı prostře-

dek v́ıcerozměrového ř́ızeńı s omezeńımi. Při návrhu lze zahrnout omezeńı na vstup-

ńı, výstupńı i stavové proměnné. MPC je poč́ıtačové ř́ızeńı, které hledá optimálńı

vstupńı trajektorii minimalizuj́ıćı rozd́ıl mezi predikovaným a požadovaným chová-

ńım soustavy při splněńı zadaných omezeńı. Prediktivńı regulátor použ́ıvá k źıskáńı

odezvy na vstupńı trajektorii predikčńı model soustavy. Ze źıskané optimálńı trajek-

torie se k ř́ızeńı soustavy použije pouze prvńı krok a výpočet se opakuje v následuj́ıćı

vzorkovaćı periodě. Tento př́ıstup se nazývá klouzavý horizont a umožňuje potlačo-

vat př́ıchoźı poruchy t́ım, že zavád́ı do regulačńı smyčky zpětnou vazbu.

Podle použitého predikčńıho modelu se MPC rozděluj́ı na lineárńı [3, 7] a ne-

lineárńı [1]. Optimalizačńı problém lineárńıho MPC je většinou snáze řešitelný a je

vhodný pro soustavy, které nevykazuj́ı mezi vstupem a výstupem silnou nelinea-

ritu. Naopak řešeńı nelineárńıho optimalizačńıho problému pro nelineárńı soustavu

je často časově náročné a proto se nelineárńı MPC obvykle použ́ıvá pro ř́ızeńı po-

malých proces̊u v chemickém a petrochemickém pr̊umyslu.

Ćılem této práce je navrhnout algoritmus prediktivńıho regulátoru. Hlavńı úkol

MPC regulátoru je minimalizace ztrátové funkce, která může být obecně nelineárńı.

Proto se budeme nejprve zabývat metodami pro hledáńı minima nelineárńı funkce.

Ve druhé kapitole uvedeme metodu jednorozměrového hledáńı minima v́ıcerozměrné

funkce využ́ıvaj́ıćı tzv. Wolfeho podmı́nky a ve třet́ı kapitole se zaměř́ıme na metodu

sekvenčńıho kvadratického programováńı. Dále zde ukážeme podobnost sekvenčńıho

kvadratického programováńı a Newton-Lagrangeovy metody při hledáńı extrému

ztrátové funkce. Zaměř́ıme se též na možné aproximace hesiánu v kvadratickém

modelu ztrátové funkce. Ve čtvrté kapitole odvod́ıme tzv. multiple shooting MPC
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regulátor a uvedeme jeho algoritmus využ́ıvaj́ıćı metodu sekvenčńıho kvadratického

programováńı. V páté kapitole provedeme ověřeńı vlastnost́ı navržených algoritmů

na modelu odparky.

1.1 Značeńı

V této části definujeme použité značeńı vektor̊u, které bude v této práci dále

použito. Derivace skalárńı funkce f(x) : R
n → R podle vektorového argumentu

x ∈ R
n je řádkový vektor, který znač́ıme ∇f(x). Plat́ı tedy

∂f(x)

∂x
=

[

∂f(x)

∂x1

∂f(x)

∂x2

· · ·
∂f(x)

∂xn

]

= ∇f(x). (1.1)

Gradient skalárńı funkce f v bodě x je sloupcový vektor, plat́ı gradf(x) = ∇T f(x).

Druhá derivace skalárńı funkce f(x) podle vektorového argumentu x je Hesseho

matice, kterou znač́ıme H(x) = ∇2f(x).

H(x) = ∇2f(x) =
∂2f(x)

∂x2
=







∂2f(x)

∂x2

1

∂2f(x)
∂x1∂x2

· · · ∂2f(x)
∂x1∂xn

...
...

...
∂2f(x)
∂xn∂x1

∂2f(x)
∂xn∂x2

· · · ∂2f(x)
∂x2

n






. (1.2)

Derivace vektorové funkce f(x) : R
n → R

m podle vektorového argumentu x ∈ R
n je

Jacobiho matice, kterou znač́ıme J(x) = ∇f(x)

J(x) = ∇f(x) =
∂f(x)

∂x
=







∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

· · · ∂f(x)
∂xn

...
...

...
∂fm(x)

∂x1

∂fm(x)
∂x2

· · · ∂f(x)m

∂xn






=







∇f1(x)
...

∇fm(x)






. (1.3)
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Kapitola 2

Metoda jednorozměrového hledáńı

Metoda jednorozměrového hledáńı (Line Search - LS) je jedna z metod hledáńı

extrému v́ıcerozměrné funkce. V našem př́ıpadě hledáme minimum ztrátové funkce f .

Hlavńım znakem této metody je hledáńı extrému funkce podél polopř́ımky ve směru

jej́ıho poklesu. V každém kroku této metody spoč́ıtáme směr hledáńı pk a poté

rozhodneme, jak daleko se v tomto směru můžeme posunout. Krok je dán vztahem

xk+1 = xk + αkpk, (2.1)

kde kladný skalár αk nazveme délkou kroku. Úspěch line search metody záviśı na

efektivńı volbě jak směru pk, tak i délky kroku αk.

Mnoho jednorozměrových hledaćıch algoritmů požaduje, aby pk byl směr klesáńı

ztrátové funkce, protože t́ım bude zaručeno, že v tomto směru bude funkce f sńıžena.

Jak spoč́ıtat směr hledáńı je popsáno v daľśı kapitole o Sekvenčńım kvadratickém

programováńı, proto se nejprve zaměř́ıme na volbu parametru délky kroku αk.

Při výpočtu délky kroku αk jsme postaveni před kompromis — na jedné straně

chceme, aby zvolené αk zajistilo značné sńıžeńı hodnoty ztrátové funkce f , ale na

druhé straně nechceme strávit mnoho času jeho hledáńım. Ideálńı volba kroku αk

je taková, která dosáhne globálńıho minima jednorozměrné funkce φ(.) definované

jako

φ(α) = f(xk + αpk), α > 0. (2.2)

Obecně je však př́ılǐs náročné nalézt toto minimum přesně, proto se v mnoha prak-

tických strategíıch použ́ıvá přibližný line search k nalezeńı takové délky kroku, která

dosáhne dostatečného poklesu ztrátové funkce za minimálńı cenu.

Typický line search algoritmus testuje posloupnost možných hodnot α a skonč́ı

tehdy, pokud nalezne takovou hodnotu, která vyhovuje určitým podmı́nkám. Algo-

ritmus lze rozdělit do dvou fáźı, v prvńı fázi najdeme interval obsahuj́ıćı vhodné
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délky kroku a ve druhé fázi na tomto intervalu pomoćı interpolace nebo bisekce [5]

vypočteme př́ıznivou délku kroku. K ukončeńı line search algoritmu lze použ́ıt něko-

lik r̊uzných podmı́nek [8]. Pro naši úlohu je vhodné použ́ıt tzv. Wolfeho podmı́nky,

které nám zaruč́ı, že daná délka kroku povede k výraznému zmenšeńı ztrátové funkce.

2.1 Wolfeho podmı́nky

Tyto podmı́nky můžeme zapsat pomoćı následuj́ıćıch dvou nerovnic

f(xk + αkpk) 6 f(xk) + c1αk∇fT
k pk (2.3)

∇f(xk + αkpk)
T pk > c2∇fT

k pk,

kde konstanta c1 ∈ (0, 1) a konstanta c2 ∈ (c1, 1). Prvńı nerovnice, kterou můžeme

nazvat jako podmı́nku dostatečného poklesu, požaduje, aby pro danou délku kroku

byl zajǐstěn dostatečný pokles ztrátové funkce, tedy aby zvolený krok nebyl př́ılǐs

dlouhý. Tato podmı́nka je znázorněna na obr. 2.1. Jak je vidět na obr. 2.1, prvńı

á

Ö(á)=f(x +áp )k k

l( )á

pøípustné pøípustné

Obrázek 2.1: Prvńı Wolfeho podmı́nka

podmı́nka je splněna pro všechny dostatečně malé hodnoty α, proto je zde ještě

druhá podmı́nka, podmı́nka křivosti, která je vyjářena druhou nerovnićı (2.3). Ta

požaduje, aby strmost klesáńı ztrátové funkce v následuj́ıćım kroku byla menš́ı než

v předchoźım kroku (α = 0). Druhá podmı́nka je znázorněna na obr. 2.2. Obě

Wolfeho podmı́nky, tedy podmı́nka dostatečného poklesu a podmı́nka zakřiveńı, jsou

zobrazeny na obrázku obr. 2.3, na kterém je také vidět, že př́ıpustné délky kroku

nemuśı vždy ležet bĺızko minima funkce φ. Proto uprav́ıme podmı́nku zakřiveńı tak,

aby αk ležel v bĺızkém okoĺı minima funkce φ a źıskáme tzv. silné Wolfeho podmı́nky

f(xk + αkpk) 6 f(xk) + c1αk∇fT
k pk (2.4)
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∇f(xk + αkpk)
T pk 6 c2

∣

∣∇fT
k pk

∣

∣ ,

s konstantami 0 < c1 < c2 < 1. Jediný rozd́ıl oproti p̊uvodńım Wolfeho podmı́nkám

je, že již nepřipoušt́ıme, aby derivace φ′(αk) byla př́ılǐs pozitivńı. Tedy vylouč́ıme

body, které jsou př́ılǐs vzdálené od stacionárńıch bod̊u funkce φ.

Obdobný vztah jako je prvńı Wolfeho podmı́nka (2.3) využ́ıvá i tzv. Armi̊uv

test [8], při němž je hledáno tak velké α, které ještě splňuje podmı́nku dostatečného

poklesu ztrátové funkce.

V literatuře [5] je doporučeno volit hodnotu konstanty c1 = 10−4 a hodnotu

c2 = 0, 9 pokud jsme směr pk źıskali pomoćı Newtonovy nebo kvazi-Newtonovy

metody. Pokud jsme směr pk źıskali pomoćı metody nejrychleǰśıho sestupu, je vhodné

volit c2 = 0, 1.

Řád konvergence line search algoritmu záviśı na metodě, kterou źıskáme směr

hledáńı pk. Pokud použijeme metodu nejrychleǰśıho sestupu, je řád konvergence

á

Ö(á)=f(x +áp )k k

pøípustné pøípustné

po�adovaný
sklon

Obrázek 2.2: Druhá Wolfeho podmı́nka

á

Ö(á)=f(x +áp )k k

l( )á

pøípustné pøípustné

po�adovaný
sklon

Obrázek 2.3: Wolfeho podmı́nky
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lineárńı. V př́ıpadě kvazi-Newtonových metod konverguje superlineárně a při použit́ı

Newtonovy metody konverguje kvadraticky.

2.2 Algoritmus jednorozměrového hledáńı

Nyńı poṕı̌seme jednodimenzionálńı prohledávaćı proceduru, která nám zajist́ı

nalezeńı délky kroku splňuj́ıćı silné Wolfeho podmı́nky (2.4). Algoritmus sestává ze

dvou část́ı:

1. ř́ıd́ıćı část algoritmu

2. funkce ZOOM

V ř́ıd́ıćı části se nejprve pro zvolenou délku kroku αi vypočte př́ıslušná hodnota

funkce φ(αi) a otestuje se, zda je splněna prvńı Wolfeho podmı́nka dostatečného

poklesu. Pokud neńı, zavolá se funkce Zoom, která vrát́ı optimálńı délku kroku

α∗ a algoritmus může skončit. Když je prvńı Wolfeho podmı́nka splněna, spočte

se hodnota směrnice tečny v daném bodě αi. Pokud je v dané toleranci, tedy je

splněna i druhá Wolfeho podmı́nka zakřiveńı, algoritmus skonč́ı s aktuálńı hodnotou

délky kroku. Když je směrnice tečny v daném bodě kladná, funkce φ roste, zavolá

se funkce Zoom, která opět vrát́ı α∗ a algoritmus se ukonč́ı. Jinak algoritmus najde

novou hodnotu αi+1 ∈ (αi, αmax), na které opět otestuje Wolfeho podmı́nky.

Pro źıskáńı nové hodnoty αi+1 (předposledńı krok algoritmu) použijeme extra-

polaci. Nejjednodušš́ı je volba nového kroku jako násobek předchoźı hodnoty αi.

Důležité je, aby se následný krok dostatečně rychle zvětšoval a dosáhl horńı meze

αmax v konečném počtu krok̊u.

Dále se zaměř́ıme na funkci Zoom. Ta je vždy volána s dvěma parametry αlo a

αhi vymezuj́ıćımi interval, který zaručeně obsahuje délky krok̊u splňuj́ıćı Wolfeho

podmı́nky. Pořad́ı parametr̊u je vždy voleno tak, aby určovaly správný směr pro

interpolaci nové hodnoty αj. Algoritmus pro novou hodnotu αj ověř́ı, zda splňuje

podmı́nku dostatečného poklesu. Pokud ji nesplňuje, zmenš́ı prohledávaný interval

nahrazeńım αhi hodnotou αj a opakuje interpolaci na zmenšeném intervalu. Při

splněńı prvńı podmı́nky testuje ještě druhou Wolfeho podmı́nku. Pokud je i ona

splněna, může funkce skončit s návratovou hodnotou αj. Pokud ji však nesplňuje,

funkce uprav́ı meze intervalu tak, aby určovaly správný směr pro interpolaci a zmenš́ı

prohledávaný interval nahrazeńım αlo hodnotou αj. V tomto intervalu opět nalezne

novou hodnotu kroku pomoćı interpolace. Pro správnou funkci line search algoritmu

je nutné, aby funkce Zoom byla ukončena v konečném počtu krok̊u.
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Algoritmus 1 (Algoritmus jednorozměrového hledáńı)

Nastav počátečńı hodnotu α0 ← 1, zvol hodnotu α1 > 1 a αmax;

i← 1;

repeat

Vypočti φ(αi);

if φ(αi) > φ(0) + c1αiφ
′(0) nebo [φ(α1) > φ(αi−1) a i > 1] then

α∗ ← ZOOM(αi−1, αi) a KONEC;

end if

Vypočti φ′(αi);

if |φ′(αi)| 6 −c2φ
′(0) then

α∗ ← αi a KONEC;

end if

if φ′(αi) > 0 then

α∗ ← ZOOM(αi, αi−1) a KONEC;

end if

Vyber αi+1 ∈ (αi, αmax);

i← i + 1;

until i = imax
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Algoritmus 2 (Zoom)

j ← 1;

repeat

Najdi interpolaćı (kvadratická, kubická) délku kroku αj v rozmeźı αlo až αhi;

Vypočti φ(αj);

if φ(αj) > φ(0) + c1αjφ
′(0) nebo φ(α1) > φ(αlo) then

αhi ← αj;

else

Vypočti φ′(αj);

if |φ′(αj)| 6 −c2φ
′(0) then

α∗ ← αj a KONEC;

end if

if φ′(αj)(αhi − αlo) > 0 then

αhi ← αlo;

end if

αlo ← αj;

j ← j + 1;

end if

until j < jmax

8



Kapitola 3

Sekvenčńı kvadratické

programováńı

Sekvenčńı kvadratické programováńı (Sequential Quadratic Programming - SQP)

je jedna z nejefektivněǰśıch metod řešeńı nelineárńıch optimalizačńıch úloh [2]. SQP

neřeš́ı nelineárńı úlohu př́ımo, ale převád́ı ji na sekvenci optimalizačńıch podproblé-

mů. Nejprve se zaměř́ıme na řešeńı minimalizačńı úlohy s omezeńım typu rovnosti

a později řešeńı rozš́ı̌ŕıme i na minimalizačńı úlohy s omezeńım typu nerovnosti.

Uvažujme následuj́ıćı problém:

min
x

f(x) (3.1)

s omezeńım h(x) = 0,

kde f : R
n → R je ztrátová funkce a h : R

n → R
m je funkce vyjadřuj́ıćı omezeńı. Obě

funkce jsou obecně nelineárńı. Protože uvedený nelineárńı problém neumı́me vyřešit

př́ımo, muśıme nelineárńı funkce aproximovat. SQP použ́ıvá pro ztrátovou funkci

aproximaci kvadratickou formou a pro funkci omezeńı lineárńı formou. Nelineárńı

program, ve kterém je ztrátová funkce kvadratická a funkce omezeńı je lineárńı,

se nazývá kvadraticé programováńı (QP). Základńı myšlenka SQP metody je pro

každou iteraci xk vytvořit podúlohu kvadratického programováńı, jej́ımž vyřešeńım

źıskáme novou iteraci xk+1. Úkolem je navrhnout danou podúlohu kvadratického

programováńı tak, aby výsledkem bylo přibĺıžeńı se k řešeńı p̊uvodńıho problému

a aby celkový SQP algoritmus konvergoval. Nejjednodušš́ı přibĺıžeńı metody SQP

je ukázka aplikace Newtonovy metody na Karush-Kuhn-Tuckerovy (KKT) nutné

podmı́nky optimality.

Bod x∗ nazveme bodem relativńıho minima problému (3.1), pokud splňuje násle-
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duj́ıćı podmı́nky (KKT):

∇f(x∗) +
m

∑

i=1

∇hi(x
∗)λi = 0 (3.2)

h(x∗) = 0,

kde λ je vektor Lagrangeových koeficient̊u.

3.1 Newton-Lagrangeova metoda

Problém (3.1) rozš́ı̌ŕıme přidáńım omezeńı do ztrátové funkce a dostaneme La-

grangeovu funkci1 ve tvaru

L(x, λ) = f(x) +
m

∑

i=1

hi(x)λi. (3.3)

Aplikaćı Karush-Kuhn-Tuckerových nutných podmı́nek prvńıho řádu (3.2) na pro-

blém (3.3) dostaneme následuj́ıćı rovnice:

∇xL(x, λ) = ∇xf(x) +
m

∑

i=1

∇hi(x
∗)λi = 0 (3.4)

∇λL(x, λ) = h(x) = 0

Označ́ıme A(x) Jacobiho matici omezeńı, která se vypočte jako

A(x)T = [∇h1(x),∇h2(x), ...,∇hm(x)], (3.5)

kde hi(x) je i -tá složka vektoru h(x), a źıskáme soustavu n + m rovnic o n + m

neznámých x a λ:

F (x, λ) =

[

∇f(x) + A(x)T λ

h(x)

]

= 0. (3.6)

Pokud má matice A(x∗) plnou hodnost, jakékoliv řešeńı (x∗, λ∗) problému (3.1)

s omezeńım typu rovnosti splňuje také (3.6). Jedna z možných metod, jak řešit

nelineárńı rovnice (3.6) je použit́ı Newtonovy metody, která řeš́ı problém pomoćı

rozvoje prvńıho řádu.

Urč́ıme Jakobián matice (3.6) jako

K(x, λ) =

[

W (x, λ) A(x)T

A(x) 0

]

, (3.7)

1Lagrangeova funkce nabývá minima ve stejném bodě jako p̊uvodńı ztrátová funkce.
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kde W označuje hesián z Lagrangeovy funkce,

W (x, λ) = ∇2
xxL(x, λ). (3.8)

Krok Newtonovy metody od iterace (xk, λk) je dán

[

xk+1

λk+1

]

=

[

xk

λk

]

+

[

pk

pλ

]

, (3.9)

kde pk a pλ je řešeńı rovnice

K

[

pk

pλ

]

+ F = 0, (3.10)

ze které dosazeńım źıskáme soustavu KKT podmı́nek

[

Wk AT
k

Ak 0

] [

pk

pλ

]

=

[

−∇fk − AT
k λk

−hk

]

. (3.11)

Tato iterace se také nazývá Newton-Lagrangeova metoda a je dobře určena, po-

kud je matice (3.8) pozitivně definitńı. Pozitivńı definitnost je d̊usledek následuj́ıćıch

podmı́nek.

Podmı́nky 1:

1. Jakobián omezeńı Ak má plnou řádkovou hodnost

2. matice Wk je pozitivně definitńı na tečné rovině k omezeńım2 v bodě xk

Prvńı podmı́nka je požadavek lineárně nezávislých omezeńı a druhá podmı́nka

je splněna, když (x, λ) je bĺızko optima (x∗, λ∗). Je možné dokázat, že Newton-

Lagrangeova iterace za těchto podmı́nek konverguje kvadraticky [5]. V daľśı části

uvedeme řešeńı minimalizačńı úlohy využ́ıvaj́ıćı SQP metodu.

3.2 SQP metoda

Je zde ovšem i daľśı možnost, jak řešit uvedený problém (3.1). Pokud Lagran-

geovu funkci z (3.3) aproximujeme Taylorovým rozvojem druhého řádu a omezuj́ıćı

funkci aproximujeme lineárńım rozvojem, źıskáme následuj́ıćı kvadratický program

pro iteraci (xk, λk)

min
p

1

2
pT

k Wkpk +∇fT
k pk (3.12)

s omezeńım Akpk + hk = 0,

2plat́ı, že dT Wkd > 0 : ∀d 6= 0 a Akd = 0
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kde p ∈ R
n je př́ır̊ustek řešeńı ve směru klesáńı funkce f(x). Pro tento program

vytvoř́ıme novou Lagrangeovu funkci

L(pk, µk) =
1

2
pT

k Wkpk +∇fT
k pk + µk(Akpk + hk), (3.13)

kde µ je Lagrange̊uv koeficient.

Pokud je matice A(x) regulárńı, tedy jsou splněné výše uvedené Podmı́nky 1, má

tento problém jediné řešeńı (p∗k, µ
∗

k), které vyhovuje nutným podmı́nkám prvńıho

řádu

Wkpk +∇fT
k + AT

k µk = 0 (3.14)

Akpk + hk = 0.

Obdobnou soustavu rovnic źıskáme, pokud přičteme AT
k λk k oběma stranám prvńı

rovnice v (3.11) a źıskáme tak

[

Wk AT
k

Ak 0

] [

pk

λk+1

]

=

[

−∇fk

−hk

]

. (3.15)

Z porovnáńı (3.14) a (3.15) plyne, že pk = pk a λk+1 = µk, tedy je vidět, že řešeńı

problému (3.1) metodou SQP a Newtonovou metodou, aplikovanou na podmı́nky

prvńıho řádu, jsou ekvivalentńı pouze s t́ım rozd́ılem, že řešeńım Newtonova algo-

ritmu źıskáme př́ır̊ustek pλ, naproti tomu řešeńım SQP źıskáme př́ımo λk+1. Tedy

jinými slovy, pokud jsou v bodě xk splněny Podmı́nky 1, tak nová iterace (xk+1, λk+1)

může být definována bud’ jako řešeńı kvadratického programu (3.12), nebo jako ite-

race źıskaná Newtonovou metodou (3.9,3.11) použitou na nutné podmı́nky optima-

lity daného problému. Tento dvoj́ı pohled je užitečný. Newton̊uv pohled ulehčuje

analýzu, zat́ımco SQP nám umožňuje odvodit praktický algoritmus a rozš́ı̌rit danou

techniku i na omezeńı typu nerovnosti.

Nyńı můžeme uvést algoritmus Lokálońıho sekvenčńıho programováńı v té nej-

jednodušš́ı formě. Pro tento algoritmus je dokázáno, že pokud je počátečńı bod

(x0, λ0) dostatečně bĺızko optima (x∗, λ∗) a jsou splněny Podmı́nky 1, tak j́ım ge-

nerované iterace konverguj́ı k optimu kvadraticky, stejně jako Newton-Lagrangeova

metoda uvedena v kapitole 3.1. Dosud jsme se zabývali pouze řešeńım minimalizačńı

úlohy s omezeńım typu rovnosti a nyńı jej rozš́ı̌ŕıme i na minimalizačńı úlohy s ome-

zeńım typu nerovnosti.
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Algoritmus 3 (Lokálńı SQP algoritmus)

Zvol počátečńı pár (x0, λ0);

for k = 0, 1, 2, . . . do

Vypočti hodnotu fk,∇fk,Wk = W (xk, λk), hk a Ak;

Vyřeš (3.12) a źıskej pk a µk;

xk+1 = xk + pk; λk+1 = µk;

if je splněna konvergence then

STOP s přibližným řešeńım (xk+1, λk+1);

end if

end for

3.2.1 Omezeńı typu nerovnosti

Algoritmus řeš́ıćı SQP program může být jednoduše rozš́ı̌ren na obecný ne-

lineárńı problém

min
x

f(x) (3.16)

s omezeńım hi(x) = 0, i ∈ I,

gj(x) 6 0, j ∈ J.

Pro problém (3.16) zavedeme Lagrangeovu funkci ve tvaru

L(x, λ, µ) = f(x) + λT h(x) + µT g(x). (3.17)

Bod x∗ (relativńı minimum problému (3.16) splňuj́ıćı zadaná omezeńı) muśı vyho-

vovat následuj́ıćım podmı́nkám (KKT):

∇f(x∗) + λT∇h(x∗) + µT∇g(x∗) = 0 (3.18)

h(x∗) = 0

g(x∗) 6 0

µT g(x∗) = 0

µ > 0

Abychom mohli pro řešeńı problému (3.16) použ́ıt algoritmus kvadratického pro-

gramováńı, muśıme opět Lagrangeovu funkci aproximovat Taylorovým rozvojem

druhého řádu a obě funkce omezeńı aproximovat lineárńım rozvojem:

min
p

1

2
pT Wkp +∇fT

k p (3.19)

s omezeńım ∇hi(xk)
T p + hi(xk) = 0, i ∈ I,

∇gj(xk)
T p + gj(xk) 6 0, j ∈ J.
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Pokud zanedbáme ta omezeńı typu nerovnosti, která se v bodě optimálńıho řešeńı

x∗ neuplatňuj́ı a ostatńı převedeme na omezeńı typu rovnosti, pak se můžeme na

problém (3.19) d́ıvat, jako kdyby obsahoval pouze omezeńı typu rovnosti a můžeme

k jeho řešeńı použ́ıt dř́ıve uvedený Algoritmus 1.

3.3 Hesián pro kvadratický program

Nyńı se zaměř́ıme na volbu matice Wk v kvadratickém modelu (3.12). Pro jedno-

duchost se nejprve zaměř́ıme na optimalizačńı problémy s omezeńım typu rovnosti.

Prvńı možnost volby matice Wk vycháźı z ekvivalence mezi SQP a Newtonovou me-

todou aplikovanou na podmı́nky optimality (3.6), tedy matici Wk voĺıme jako hesián

z Lagrangiánu. Tato volba vede na kvadratický řád konvergence za odpov́ıdaj́ıćıch

podmı́nek a často, když jsou iterace vzdálené od řešeńı, vede k rychlému postupu.

Avšak takto źıskaná matice je vytvořena z druhých derivaćı ztrátové funkce a ome-

zeńı, které nemusej́ı být jednoduše spoč́ıtatelné a nemuśı být ani vždy pozitivně

definitńı na prostoru omezeńı. Jedna z možnost́ı, jak zajist́ıme jej́ı pozitivńı definit-

nost je, že použijeme mı́sto matice Wk jej́ı aproximaci Bk, kterou źıskáme pomoćı

kvazi-Newtonova algoritmu.

3.3.1 Kvazi-newtonovské metody

Kvazi-newtonovské metody jsou gradientńı metody, které lež́ı někde mezi meto-

dou nejrychleǰśıho sestupu a Newtonovou metodou. Snaž́ı se využ́ıt přednosti obou

metod. Gradientńı metody maj́ı zaručenou konvergenci a Newtonova metoda má v

okoĺı optima řád konvergence rovný dvěma. Newtonova metoda ale vyžaduje výpočet

Hesseho matice. Kvazi-newtonovské metody, podobně jako metoda nejrychleǰśıho

sestupu, potřebuj́ı v každé iteraci pouze gradient ztrátové funkce. Jeden z kvazi-

newtonských algoritmů je BFGS metoda [5], pojmenovaná po svých tv̊urćıch Bro-

dyen, Fletcher, Goldfarb and Shanno, jej́ıž odvozeńı zde stručně zopakujeme.

Uvažujme následuj́ıćı kvadratický model ztrátové funkce

mk(p) = fk +∇fT
k p +

1

2
pT Bkp, (3.20)

kde Bk je symetrická pozitivně definitńı matice n × n. Tato matice je v každém

kroku akualizovaná.

Pro minimum tohoto konvexńıho kvadratického modelu plat́ı, že jeho prvńı de-

rivace je v tomto bodě rovna nule, tedy ∇pm(p) = ∇fk + Bkp = 0. Explicitně lze
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napsat

pk = −B−1
k ∇fk, (3.21)

kde pk ∈ R
n×n je směr poklesu funkce f a použijeme jej k źıskáńı nového kroku

xk+1 = xk + αkpk, (3.22)

kde αk ∈ R je délka kroku a voĺıme ji tak, aby splňovala Wolfeho podmı́nky (2.3).

Takto źıskaná iterace je obdobná line search metodě, pouze s t́ım rozd́ılem, že jsme

hesián nahradili jeho aproximaćı Bk.

Když jsme źıskali nový krok xk+1, vytvoř́ıme pro něj nový kvadratický model

mk+1(p) = fk+1 +∇fT
k+1p +

1

2
pT Bk+1p, (3.23)

Nyńı požadujeme, aby gradient funkce mk+1 odpov́ıdal gradientu ztrátové funkce v

posledńıch dvou kroćıch xk a xk+1. Jelikož ∇mk+1(0) = ∇fk+1, tak je podmı́nka pro

následuj́ıćı krok splněná automaticky. Podmı́nku pro aktuálńı krok můžeme zapsat

matematicky jako

∇mk+1(−αkpk) = ∇fk+1 − αkBk+1pk = ∇fk. (3.24)

Úpravou obdrž́ıme

Bk+1αkpk = ∇fk+1 −∇fk. (3.25)

Pro zjednodušeńı zápisu zavedeme následuj́ıćı vektory

sk = xk+1 − xk, yk = ∇fk+1 −∇fk, (3.26)

potom se (3.25) změńı na

Bk+1sk = yk. (3.27)

Máme dáno posunut́ı sk a změnu gradientu yk, rovnice (3.27) požaduje, aby

pozitivně definitńı matice Bk+1 zobrazovala sk na yk. Toto je možné pouze pokud

sk a yk splňuj́ı podmı́nky zakřiveńı

sT
k yk > 0, (3.28)

Pokud je f silně konvexńı [5], můžeme přenásobeńım rovnice (3.27) vektorem

sT
k dokázat, že nerovnice (3.28) je splněna pro jakékoliv dva body xk a xk+1. Avšak

pokud je funkce f nekonvexńı, tak tato podmı́nka nemuśı být vždy splněna a pro

tento př́ıpad muśıme ověřit nerovnost (3.28) př́ımo, a to přidáńım omezeńı do line
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search postupu pro nalezeńı α. Tedy podmı́nka (3.28) bude zaručeně splněna, když

do line search metody přidáme Wolfeho podmı́nku.

Jelikož do rovnice (3.21) pro výpročet pk potřebujeme dosadit inverzi matice

Bk, je mnohem efektivněǰśı poč́ıtat př́ımo jej́ı inverzi. Zavedeme matici Hk = B−1
k .

Potom dosazeńım do (3.27) źıskáme

Hk+1yk = sk. (3.29)

Když je podmı́nka zakřiveńı (3.28) splněna, potom řešeńım rovnice (3.29) vždy

źıskáme matici Hk+1. Prakticky však tento vztah vede na nekonečně mnoho řešeńı,

jelikož v symetrické matici máme n(n + 1)/2 stupň̊u volnosti a rovnice (3.29) před-

stavuje pouze n podmı́nek. Požadavek pozitivńı definitnosti sice vkládá daľśıch n

nerovnic, ale ani tyto podmı́nky nedokáž́ı ubrat zbývaj́ıćı stupně volnosti.

K jednoznačnému určeńı matice Hk+1 proto muśıme přidat daľśı omezeńı tak,

aby matice Hk+1 byla v jistém smyslu co nejbĺıže k aktuálńı matici Hk. Jinými slovy

muśıme vyřešit následuj́ıćı problém

min
H
‖Hk+1 −Hk‖ (3.30)

s omezeńım Hk+1 = HT
k+1, Hk+1yk = sk,

kde sk a yk splňuj́ı (3.28) a matice Hk je symetrická a pozitivně definitńı. K řešeńı

tohoto problému můžeme použ́ıt mnoho maticových norem a každá nám vytvoř́ı

rozd́ılnou kvazi-Newtonovu metodu. My použijeme váženou Frobeniovu normu, kte-

rá nám umožńı jednoduše řešit minimalizačńı problém (3.30) a vede na scale-invari-

ant3 optimalizačńı metodu. Vážená Frobeniova norma

‖A‖P ≡
∥

∥P 1/2AP 1/2
∥

∥

F
, (3.31)

kde ‖·‖F je definována jako ‖C‖2F =
∑n

i=1

∑n
j=1 c2

ij. Váhová matice P může být

zvolena jako libovolná matice splňuj́ıćı vztah Psk = yk. Konkrétně zvoĺıme P = Ḡ−1
k ,

kde Ḡk je pr̊uměrný hesián definovaný jako

Ḡk =

[
∫ 1

0

∇2f(xk + ταkpk)dτ

]

. (3.32)

Při použit́ı Frobeniovy normy s uvedenou váhovou matićı, obdrž́ıme řešeńım

rovnice (3.30) jednoznačné určenou matici Hk+1 danou následuj́ıćım vztahem

Hk+1 = (I − ρksky
T
k )Hk(I − ρkyks

T
k ) + ρksks

T
k , (3.33)

3je invariantńı v̊uči změně měř́ıtka jednotlivých souřadnic
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kde

ρk =
1

yT
k sk

. (3.34)

Posledńı věc, kterou muśıme vyřešit předt́ım, než budeme moci definovat kom-

pletńı BFGS algoritmus, je volba počátečńı hodnoty aproximace H0. Jednoduchý

vztah, který by platil pro všechny druhy úloh, ovšem neexistuje. Můžeme použ́ıt

určité informace o úloze a určit ji jako inverzi aproximovaného hesiánu, který spoč́ı-

táme pomoćı konečných diferenćı [5] v bodě x0, nebo ji můžeme zvolit jednoduše

jako jednotkovou matici, popř́ıpadě jako násobek jednotkové matice. K nastaveńı

matice H0 je vhodné použ́ıt následuj́ıćı heuristiku. Počátečńı matici nastav́ıme až

po prvńım kroku, který spočteme ještě dř́ıve, než provedeme prvńı BFGS aktualizaci.

Poté změńıme prozatimńı hodnotu H0 = I na

H0 ←
yT

k sk

yT
k yk

I. (3.35)

Algoritmus 4 (Metoda BFGS)

Zvol počátečńı bod (x0), toleranci konvergence ǫ > 0 a inverzi aproximovaného

Hesiánu H0;

k ← 0;

while ‖∇fk‖ > ǫ do

Vypočti směr hledáńı: pk = −Hk∇fk;

Nastav (xk+1 = xk + αkpk, kde αk je vypočtena z line search procedury, aby

splňovala Wolfeho podmı́nky;

Definuj sk = xk+1 − xk a yk = ∇fk+1 −∇fk;

Spočti Hk+1 pomoćı (3.33);

k ← k + 1;

end while

Tento algoritmus je robustńı a jeho řád konvergence je superlineárńı [5]. Ačkoliv

Newtonova metoda konverguje mnohem rychleji (kvadraticky), je cena jej́ı iterace

mnohem větš́ı, protože je třeba řešit lineárńı systém(3.11). Daľśı, mnohem d̊uležitěǰśı

výhoda BFGS je, že neńı potřeba poč́ıtat druhé derivace ztrátové funkce.

Dále můžeme ještě odvodit verzi BFGS algoritmu, která pracuje př́ımo s apro-

ximaćı hesiánu Bk. Použit́ım Sherman-Morrison-Woodburyho rovnice [5] na (3.33)

źıskáme vztah pro aktualizaci Bk

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
k Bk

sT
k Bksk

+
yky

T
k

yT
k sk

. (3.36)
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Zde jsme odvodili základńı BFGS algoritmus slouž́ıćı k aproximaci hesiánu obec-

ného kvadratického modelu. Tento algoritmus nyńı použijeme k aproximaci hesiánu

Wk v kvadratickém modelu SQP (3.12). Ztrátová funkce SQP je daná Lagrangeovou

funćı (3.13). Vztah pro sk a yk potřebný v BFGS algoritmu uprav́ıme na

sk = xk+1 − xk, yk = ∇xL(xk+1, λk+1)−∇xL(xk, λk+1). (3.37)

Poté můžeme pomoćı vztahu (3.36) vypoč́ıst novou aproximaci Hesiánu Bk+1.

Tento př́ıstup má určité přednosti i nedostatky. Pokud je matice ∇2
xxL pozitivně

definitńı v oblasti, kde se nalézá minimum, odráž́ı kvazi-Newtonova aproximace Bk

určité informace o zakřiveńı problému a iterace konverguj́ı robustně a rychle, po-

dobně jako BFGS metoda bez omezeńı. Obsahuje-li však matice ∇2
xxL záporná

vlastńı č́ısla, potom BFGS př́ıstup může být neefektivńı. Důležitou podmı́nkou

BFGS aktualizace je splněńı podmı́nky zakřiveńı (3.28), která nemuśı být splněna,

pokud jsou vektory sk a yk definovány dle (3.37) a iterace nejsou dostatečně bĺızko

řešeńı.

Abychom se vyvarovali těmto obt́ıž́ım, můžeme v daném kroku vynechat BFGS

aktualizaci matice (Bk+1 = Bk), pokud neńı splněna podmı́nka

sT
k yk > θsT

k Bksk, (3.38)

kde θ je kladný parametr (např. 10−2). Tato úprava, která v některých kroćıch

vynechává aktualizaci matice Bk, je použita v některých implementaćıch SQP a

dosahuje dobrých výsledk̊u pro mnoho problémů [5]. Ale pro některé problémy tento

postup selhává. Proto se zaměř́ıme na efektivněǰśı modifikaci, která zaruč́ı vždy

dobře vymezenou aktualizaci.

3.3.2 Tlumená BFGS aktualizace pro SQP

Z vektor̊u sk a yk definovaných dle (3.37) vypočteme

rk = θkyk + (1− θk)Bksk, (3.39)

kde skalár θk je

θk =

{

1 pokud sT
k yk > 0, 2sT

k Bksk,

(0, 8sT
k Bksk)/(s

T
k Bksk − sT

k yk) pokud sT
k yk < 0, 2sT

k Bksk.
(3.40)

Vztah pro aktualizaci Bk je následuj́ıćı:

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
k Bk

sT
k Bksk

+
rkr

T
k

sT
k rk

. (3.41)
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Tato rovnice je stejná jako standartńı BFGS rovnice (3.36) pouze s t́ım rozd́ılem,

že vektor yk je nahražen vektorem rk. T́ım je zaručena pozitivńı definitnost matice

Bk+1, což můžeme dokázat [5]. Pokud θk 6= 1, tak plat́ı

sT
k rk = 0, 2sT

k Bksk > 0. (3.42)

Dále můžeme ještě poznamenat, že pokud je θk = 0 dostaneme Bk+1 = Bk a že volba

θk = 1 vede na stejné řešeńı jako p̊uvodńı BFGS metoda. Tedy hodnota θk ∈ (0, 1)

interpoluje aktuálńı hodnotu aproximace Bk a aproximaci źıskanou p̊uvodńı BFGS

metodou. Volba patrametru dle (3.40) zajist́ı, že nová aproximace bude dostatečně

bĺızko aktuálńı aproximace Bk a bude zaručena jej́ı pozitivńı definitnost. Dále uve-

deme aproximaci hesiánu ztrátové funkce pomoćı exact penalty funkce.

3.4 Exact penalty funkce

Daľśı možnost, jak se vypořádat s t́ım, že matice Wk v kvadratickém mode-

lu (3.12) nemuśı být vždy pozitivně definitńı, je rozš́ı̌reńı ztrátové funkce v (3.1) o

penalizačńı funkci π
2
‖h(x)‖2. Minimalizačńı problém se nám t́ım změńı na [6]

min
x

f(x) +
π

2
‖h(x)‖2 (3.43)

s omezeńım h(x) = 0,

kde π je skalár. Takto zadaný minimalizačńı problém má stejné lokálńı minimum

jako náš p̊uvodńı problém (3.1) [6]. Pro tento problém sestav́ıme Lagrangeovu funkci

Lc(x, λ) = f(x) + λT h(x) +
π

2
‖h(x)‖2 . (3.44)

hesián této funkce je v bodě optima x∗ a λ∗ roven

∇2
xxLc(x

∗, λ∗) = ∇2
xxL(x∗, λ∗) + π∇h(x∗)∇h(x∗)T . (3.45)

Pokud bude π dostatečně veliké (π > π0), kde π0 je prahová hodnota, pak bude

Hesián Lagrangeovy funkce

∇2
xxLc(x

∗, λ∗) : pozitivně definitńı, ∀π > π0. (3.46)

Tedy jinými slovy přidáńım členu π∇h(x∗)∇h(x∗)T k p̊uvodńımu hesiánu Wk za-

jist́ıme jeho pozitivńı definitnost a t́ım splněńı Podmı́nek 1. V nasleduj́ıćı části

ukážeme daľśı možnost výpočtu hesiánu ztrátové funkce, která nám opět zajist́ı

jeho pozitivńı definitnost.
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3.5 Nelineárńı nejmenš́ı čtverce

Ztrátovou funkci, kterou se snaž́ıme minimalizovat, můžeme napsat v následuj́ı-

ćım tvaru

f(x) =
1

2

m
∑

j=1

r2
j (x), (3.47)

kde každá rj je hladká funkce R
n → R a nazvěme ji reziduem.

Minimum takto zadané funkce můžeme nalézt pomoćı metody nejmenš́ıch čverc̊u.

Ta je pro takto definovanou ztrátovou funkci mnohem snáze řešitelná než obecný

minimalizačńı problém. Nejprve sestav́ıme vektor rezidúı r : R
n → R

m, který bude

vytvořený z jednotlivých komponent rj v rovnici (3.47)

r(x) = (r1(x), r2(x), . . . , rm(x))T . (3.48)

Použit́ım této notace můžeme přepsat ztrátovou funkci f jako f(x) = 1
2
‖r(x)‖22. De-

rivaci funkce f můžeme vyjádřit pomoćı Jakobiánu vektoru r, což je matice prvńıch

parciálńıch derivaćı o velikosti m× n

∇r(x) =







∂r1

∂x1

∂r1

∂x2

. . . ∂r1

∂xn

...
...

...
∂rm

∂x1

∂rm

∂x2

. . . ∂rm

∂xn






. (3.49)

Poté prvńı a druhá derivace funkce f jsou

∇f(x) =
m

∑

j=1

rj(x)∇rj(x) = ∇r(x)T r(x), (3.50)

∇2f(x) =
m

∑

j=1

∇rj(x)∇rj(x)T +
m

∑

j=1

rj(x)∇2rj(x) (3.51)

= ∇r(x)T∇r(x) +
m

∑

j=1

rj(x)∇2rj(x).

V mnoha aplikaćıch je možné explicitně spoč́ıtat parciálńı derivace, t́ım źıskat Ja-

kobián ∇r(x) a ten poté použ́ıt k výpočtu gradientu ∇f(x) dle vztahu (3.50).

Avšak hlavńım rysem metody nejmenš́ıch čtverc̊u je, že ze znalosti Jakobiánu ∇r(x)

můžeme snadno źıskat prvńı část hesiánu ∇2f(x). Tento prvńı člen v rovnici (3.51)

je často mnohem d̊uležitěǰśı než člen druhý, který, pokud je dostatečně malý, může-

me zanedbat. Zanedbáńı je možné tehdy, pokud jsme bĺızko optima, tedy jsou malá

rezidua rj(x), nebo pokud je model jen slabě nelineárńı, tedy ∇2rj jsou malá. Za-

nedbáńım zajist́ıme, že ∇2f(x) bude pozitivně definitńı. Takto jednoduchý zp̊usob

výpočtu hesiánu můžeme použ́ıt např́ıklad v line search metodě.
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3.5.1 Gauss-Newtonova metoda

Nyńı ukážeme metodu pro minimalizaci ztrátové funkce (3.47) využ́ıvaj́ıćı výše

popsanou strukturu gradientu ∇f(x) a hesiánu ∇2f(x). Tato metoda vycháźı z

obecné Newtonovy metody. Směr poklesu ztrátové funkce pk źıskáme řešeńım New-

tonovy rovnice ∇2f(xk)pk = −∇f(xk), do které dosad́ıme výše odvozené vztahy pro

∇f a ∇2f . Přičemž v rovnici pro vypočet ∇2f zanedbáme druhý člen
∑m

j=1 rj∇
2rj.

T́ım źıskáme Gauss-Newtonovu metodu

∇rT
k∇rkpk = −∇rT

k rk. (3.52)

Touto jednoduchou modifikaćı obdrž́ıme několik výhod oproti p̊uvodńı Newtonově

metodě. Prvńı výhoda je, že použit́ım aproximace

∇2fk ≈ ∇rT
k∇rk. (3.53)

se vyhneme obt́ıž́ım při výpočtu jednotlivých hesián̊u ∇2ri, i = 1, 2, . . . m rezidúı,

které jsou potřeba v druhém členu (3.51). Tedy po spočteńı Jakobiánu ∇rk, který

potřebujeme pro výpočet gradientu ztrátové funkce, můžeme jednoduše vypoč́ıst

aproximaci hesiánu ztrátové funkce a ušetřit t́ım čas, který by byl potřebný k

výpočtu druhých parciálńıch derivaćı jednotlivých rezidúı. Druhou výhodou je, že

v mnoha aplikaćıch a také v prediktivńım ř́ızeńı, má prvńı člen ∇rT
k∇rk v rov-

nici (3.51) mnohem větš́ı význam než druhý člen a proto Gauss-Newtonova metoda

dává velice podobná řešeńı jako p̊uvodńı Newtonova metoda, přestože jsme zane-

dbali druhý člen
∑m

j=1 rj∇
2rj. Dostatečnou podmı́nkou pro to, aby prvńı člen (3.51)

převládal nad druhým členem je, aby velikost každého členu druhého řádu (který

je |rj(x)| ‖∇2rj(x)‖) byla mnohem menš́ı než vlastńı č́ısla matice ∇rT
k∇rk. Tato

podmı́nka je splněna v př́ıpadě, že jsou malá rezidua |rj| (tzv. př́ıpad malých re-

zidúı) nebo když se každá rj bĺıž́ı k lineárńı funkci a tedy ‖∇2rj‖ je malé. Třet́ı

výhodou Gauss-Newtonovy metody je, že když ∇r(xk) má plnou hodnost a gradi-

ent ∇f je nenulový, potom směr pk je směr poklesu ztrátové funkce f(.), a je to

tedy použitelý směr pro line search metodu. Z rovnic (3.50) a (3.52) dostaneme

pT
k∇fk = pT

k∇rT
k rk = −pT

k∇rT
k∇rkpk = −‖∇rkpk‖

2
2 6 0. (3.54)

Posledńı nerovnost je striktńı právě když ∇rkpk = 0, což dle (3.52) je ekvivalentńı

∇rkrk = ∇fk = 0. A konečně čtvrtá výhoda této metody vyplývá z podobnosti

Gauss-Newtonovy rovnice (3.52) a obecné rovnice pro lineárńı nejmenš́ı čtverce [5].

Z této podobnosti je vidět, že pk můžeme źıskat jako řešeńı problému lineárńıch
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nejmenš́ıch čtverc̊u

min
p
‖∇rkpk + fk‖

2
2 . (3.55)

Předchoźı podúloha naznačuje daľśı motivaci pro Gauss-Newton̊uv krok. Mı́sto aby-

chom vytvořili kvadratický model funkce f(x), vytvoř́ıme lineárńı model vekto-

rové funkce r(x + pk) ≈ r(x) +∇r(x)pk. Poté krok pk źıskáme nahražeńım tohoto

lineárńıho modelu do výrazu f(x) = 1
2
‖r(x)‖22 a jeho minimalizaćı přes pk.

Jak již bylo uvedeno výše, směr źıskaný řešeńım Gauss-Newtonovy rovnice mů-

žeme použ́ıt v line search metodě. Jedná se tedy o daľśı možnost, jak aproximovat

hesián ztrátové funkce a vyhnout se t́ım nutnosti poč́ıtat druhé derivace v př́ıpadě,

že ztrátová funkce má tvar (3.47).

Výše uvedený postup lze použ́ıt nejen pro minimalizačńı úlohy bez omezeńı, jak

zde bylo odvozeno, ale také pro minimalizačńı úlohy s omezeńımi. Pro tento př́ıpad

opět sestav́ıme Lagrangeovu funkci, t́ım zahrneme omezeńı do ztrátové funkce, a

pokud i Lagrangeova funkce má tvar dle (3.47), můžeme použ́ıt Gauss-Newtonovu

metodu k nalezeńı nového směru postupu.

3.6 Metoda SQP s jednorozměrovým hledáńım

Z předchoźıch část́ı této kapitoly můžeme vidět, že existuje široké spektrum

SQP metod, které využ́ıvaj́ı jednorozměrové hledáńı (line search). Tyto metody se

lǐśı výpočtem aproximace hesiánu nebo volbou tvaru ztrátové funkce. Nyńı uve-

deme praktický kvazi-Newton̊uv algoritmus pro řešeńı problému nelineárńıho pro-

gramováńı.

Od tohoto algoritmu lze odvodit jeho několik variant t́ım, že použijeme r̊uzné

zp̊usoby aproximace hesiánu Bk, např. BFGS metodou nebo Gauss-Newtonovu me-

todu pro tvar ztrátové funkce dle (3.47). Můžeme také použ́ıt mı́sto Bk přesný hesián

z Lagrangiánu Wk. Jedinou podmı́nkou je, aby Bk byl pozitivně definitńı.

V následuj́ıćı části ověř́ıme na zvoleném př́ıkladě výše uvedené algoritmy s r̊uz-

nými aproximacemi hesiánu a provedeme jejich porovnáńı.
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Algoritmus 5 (Algoritmus SQP pro nelineárńı program)

Zvol patrametry η ∈ (0, 0.5), τ ∈ (0, 1);

Zvol počátečńı pár (x0, λ0) a počátečńı symetrickou pozitivně definitńı aproximaci

Hesiánu B0 o velikosti n× n;

Vypočti hodnotu f0,∇f0, h0 a A0;

for k = 0, 1, 2, . . . do

if je splněna konvergence then

STOP s přibližným řešeńım (xk, λk);

end if

Řešeńım (3.16) źıskej pk;

Zvol µk tak, aby pk byl směr poklesu funkce φ v bodě xk;

Nastav αk = 1;

while φ(xk + αkpk, µk) > φ(xk, µk) + ηαkφ
′(xk, µk) do

Uprav αk ← τααk pro nějaké τα ∈ (0, τ);

end while

Nastav xk+1 = xk + αkpk;

Vypočti hodnotu fk+1,∇fk+1, hk+1 a Ak+1;

Spočti λk+1 řešeńım rovnice: λk+1 = −[Ak+1A
T
k+1]

−1Ak+1∇fk+1;

Nastav sk = αkpk, yk = ∇xL(xk+1, λk+1)− L(xk, λk+1);

Použit́ım kvazi-Newtonovy rovnice aktualizuj Bk a źıskej Bk+1;

end for
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3.7 Experimentálńı ověřeńı

Uvažujme následuj́ıćı optimalizačńı problém

min
x

(x2 − 2)2 − x2
1, (3.56)

s omezeńım 4x2
1 + x2

2 − 1 = 0,

Pr̊uběh ztrátové funkce f(x) s omezuj́ıćı funkćı h(x) je zobrazen na obr. 3.1. Odkud

je vidět, že ztrátová funkce nabývá minima za daných omezeńı v bodě x∗ = [0, 1] (s

odpov́ıdaj́ıćım Lagrangeovým koeficientem λ∗ = 1).

Obrázek 3.1: Ztrátová funkce

3.7.1 Lokálńı metody

Pro nalezeńı minima funkce f(x) jsme použili postupně čtyři metody: Newton-

Lagrangeovu metodu, metodu sekvenčńıho kvadratického programováńı, metodu

nejrychleǰśıho sestupu (SD - steepest descent) a BFGS metodou. Všechny čtyři

algoritmy jsme porovnávali pro dva počátečńı body bĺızké optimu x0 = [3, 3] a

x0 = [1,−2] se zvoleným počátečńım odhadem Lagrangeova koeficientu λ0 = 0, 5.

Pro metody Newton-Lagrange, SQP a BFGS byla nastavena délka kroku α = 1,

u metody nejrychleǰśıho sestupu musela být délka kroku sńıžena na α = 0, 3 pro

zajǐstěńı konvergence výsledku. U metody BFGS bylo nutno nav́ıc zvolit počátečńı

aproximaci hesiánu B0 = 1, 6 ∗ I.

V tabulce 3.1 jsou zaznamenány hodnoty ztrátové funkce v jednotlivých kroćıch

daných metod pro oba počátečńı body x0. Jelikož je Newton-Lagrangeova metoda

ekvivalentńı metodě SQP (pokud jsou splněny Podmı́nky 1), měly obě metody v
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x0 = [3, 3] x0 = [1,−2]

krok SQP SD BFGS SQP SD BFGS

0 -8,00 -8,00 -8,00 15,00 15,00 15,00

1 -2,14 -7,44 -0,98 -0,97 -0,49 -5,78

2 -0,19 -5,29 -0,34 -0,39 -1,92 -1,00

3 0,22 -3,66 0,16 0,09 -1,35 0,27

4 0,56 -2,50 0,23 - -0,84 0,19

5 0,58 -1,66 0,46 - -0,46 0,48

6 0,96 -1,05 0,83 - -0,19 0,57

7 1,00 -0,61 0,90 - 0,02 0,91

8 1,00 -0,29 0,98 - 0,17 0,96

9 -0,06 1,00 - 0,28 0,99

10 0,11 1,00 - 0,39 1,00

11 0,24 - 0,50 1,00
...

...
...

...

24 0,98 - 1,00
...

...
...

27 1,00 -

Tabulka 3.1: Porovnáńı metod

každém kroku stejné řešeńı. Ve čtvrtém kroku metody SQP pro druhý počátečńı

bod x0 = [1,−2] však nebyly tyto podmı́nky splněny a SQP algoritmus selhal .

Jak je vidět z tabulky 3.1, nejrychleji nalezla řešeńı pro prvńı počátečńı bod

metoda SQP (po 8 iteraćıch), použ́ıvaj́ıćı přesný hesián Larangeovy funkce. Metoda

BFGS potřebovala k nalezeńı řešeńı 10 iteraćı, protože použ́ıvá pouze aproximaci

hesiánu. Největš́ı počet iteraćı potřebovala metoda nejrychleǰśıho sestupu (27 ite-

raćı), která použ́ıvá mı́sto přesného hesiánu jednotkovou matici. Pro druhý počátečńı

bod se nepodařilo metodě SQP nalézt řešeńı, protože použitý přesný Hessián Lagran-

geovy funkce byl ve čtvrtém kroku negativně definitńı. Naproti tomu metoda BFGS

nalezla řešeńı po 11 iteraćıch a postupnou aproximaćı hesiánu zajistila v každé ite-

raci jeho pozitivńı definitnost. Metoda nejrychleǰśıho sestupu opět potřebovala k

nalezeńı řešeńı nejv́ıce iteraćı (24 iteraćı).

Na obrázćıch 3.2, 3.3 a 3.4 jsou zobrazeny pr̊uběhy jednotlivých metod: červeně -

metoda Newton-Lagrange, falově - metoda SQP, žlutě - metoda SD a b́ıle - metoda

BFGS. Černou barvou je znázorněna funkce omezeńı h(x).
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Obrázek 3.2: Newton-Lagrangeova a SQP metoda

Obrázek 3.3: Metoda nejrychleǰśıho sestupu

Obrázek 3.4: BFGS metoda

26



3.7.2 Metody využ́ıvaj́ıćı jednorozměrové hledáńı

V předchoźım př́ıkladě jsme začali hledat minimum ztrátové funkce z bodu, jenž

ležel v jeho bĺızkosti, nyńı budeme hledat minimum stejné funkce (3.56), avšak

počátečńı bod x0 bude v́ıce vzdálen od optima. K hledáńı použijeme dvě metody:

SQP a BFGS. Obě metody jsou stejné jako v předchoźım př́ıkladu, ale nav́ıc jsou

rozš́ı̌rené o line search algoritmus, který vraćı délku kroku α splňuj́ıćı Wolfeho

podmı́nky (2.3). Výpočet provedeme pro počátečńı bod x0 = [30, 30] s odhadem

Lagrangeova koeficientu λ0 = 2. Pro BFGS metodu byl zvolena počátečńı aproxi-

mace hesiánu B0 = 2 ∗ I.

Obrázek 3.5: Porovnáńı metod využ́ıvajićı line search

Na obrázku (3.5) vlevo je zobrazen pr̊uběh hledáńı optima metodou SQP, kde

je žlutou barvou označen pr̊uběh s použit́ım line search algoritmu a črvenou barvou

bez jeho použit́ı. Na druhém obrázku vpravo je obdobně zobrazen r̊uběh hledáńı

optima metodou BFGS. Z obou obrázk̊u je vidět funkce line search algoritmu, kdy v

každé iteraci prodlouž́ı nebo naopak zkrát́ı délku kroku tak, aby se v daném směru

hledáńı co nejv́ıce přibĺıžil optimu ztrátové funkce. T́ım se sńıž́ı počet potřebných

iteraćı pro nalezeńı minima. V našem př́ıpadě použit́ım line search algoritmu byl

sńıžen počet potřebných iteraćı u obou metod o čtyři iterace, jak je také možno

vidět i v následuj́ıćı tabulce (3.2).
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bez LS s LS

SQP 14 10

BFGS 17 13

Tabulka 3.2: Počet iteraćı při použit́ı line search algoritmu

3.8 Shrnut́ı

V této kapitole jsme uvedli postup řešeńı nelineárńı optimalizačńı úlohy za

použit́ı sekvenčńıho kvadratického programováńı a ukázali jsme jeho ekvivalenci

s Newtonovou metodou aplikovanou na podmı́nky prvńıho řádu. Byly odvodozeny

následuj́ıćı možné zp̊usoby aproximace hesiánu Wk v kvadratickém modelu ztrátové

funkce, které nám pomohou vyhnout se nutnosti poč́ıtat jej́ı druhé parciálńı derivace.

1. BFGS metoda - provedeme aktualizaci aproximovaného hesiánu Bk tak, aby

byl v každém kroku pozitivně definitńı

2. Exact penalty funkce - rozš́ı̌reńı ztrátové funkce o penalizačńı funkci, která

opět zajist́ı pozitivńı definitnost hesiánu.

3. Gauss-Newtonova metoda - tu můžeme použ́ıt v př́ıpadě, že je ztrátová funkce

ve tvaru nelineárńıch nejmeš́ıch čtverc̊u.

Dále byl uveden praktický algoritmus sekvenčńıho kvadratického programováńı vy-

už́ıvaj́ıćı line search metodu k nalezeńı optimálńı délky kroku. Nakonec byly na

př́ıkladě porovnány algoritmy použ́ıvaj́ıćı sekvenčńı kvadratické programováńı, me-

todu nejrychleǰśıho sestupu a metodu BFGS.
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Kapitola 4

Prediktivńı regulátor

Prediktivńı ř́ızeńı je metoda, která uplatňuje on-line optimalizaci na model sys-

tému s ćılem ř́ıdit systém k požadovanému ćılovému stavu. Na obr.4.1 je zobrazen

základńı princip prediktivńıho ř́ızeńı. Odezva soustavy na potenciálńı vektor ř́ızeńı je

minulost budoucnost reference

t t+Tp
predikèní horizont Tp

stav x

vstup u

predikovaný stav

optimální vstup
v èase

u

t

x(t)

Obrázek 4.1: Princip prediktivńıho ř́ızeńı

źıskávána pomoćı predikčńıho modelu daného systému. Proto je pro správnou funkci

prediktivńıho regulátoru d̊uležitá volba správného modelu a také přesná identifikace

parametr̊u tohoto modelu. Daľśı věc, která má vliv na kvalitu a vlastnosti regulace,

je volba ztrátové funkce, jež je minimalizována MPC algoritmem. Jedna z d̊uležitých

výhod prediktivńıho ř́ızeńı je, že lze do návrhu jednoduše zahrnout omezeńı. Pomoćı

MPC regulátoru lze ř́ıdit i systémy s v́ıce vstupy a v́ıce výstupy (Multiple Input
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Multiple Output - MIMO).

Prediktivńı regulátory lze rozdělit dle použitého predikčńıho modelu na dvě

základńı skupiny: lineárńı a nelineárńı. Řešeńı úlohy lineárńıho MPC je většinou

jednodušš́ı, avšak pokud ř́ızená soustava obsahuje silnou nelinearitu a pokud se ne-

pohybujeme v bĺızkém okoĺı pracovńıho bodu, stává se lineárńı prediktivńı regulátor

nepřesným. Této nepřesnosti se můžeme zbavit použit́ım nelineárńıho modelu sou-

stavy. Nevýhodou nelineárńıho prediktivńıho regulátoru je však časově náročný

výpočet optimalizace. MPC algoritmus muśı v čase mezi dvěma vzorkovaćımi okam-

žiky vyřešit nelineárńı optimalizačńı úlohu, proto nelineárńı prediktivńı regulátor lze

použ́ıt pouze pro pomaleǰśı soustavy s dostatečně dlouhou periodou vzorkováńı. Ne-

lineárńı predikčńı model poṕı̌seme v následuj́ıćı části spolu s odvozeńım citlivostńıch

matic.

4.1 Predikčńı model

Dynamické chováńı nelineárńıho dynamického systému můžeme popsat následu-

j́ıćımi rovnicemi

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (4.1)

y(t) = h(x(t), u(t)),

kde u(t) ∈ R
m, x(t) ∈ R

n a y(t) ∈ R
p jsou vstupy, stavy a výstupy systému. Predikce

budoućıch stav̊u systému záviśı na počátetčńı hodnotě stavu v aktuálńı čase a na

budoućı posloupnosti vstup̊u. Matice, které popisuj́ı vliv změny dané proměnné na

změnu počátečńı podmı́nky, se nazývaj́ı citlivostńı matice.

Citlivostńı matice stavu x(t) na počátečńı podmı́nku je definována jako derivace

x(t) podle počátečńı podmı́nky x(t0)

Φ(t, t0) =
∂x(t)

∂x(t0)
. (4.2)

V čase t + dt plat́ı

Φ(t + dt, t0) =
∂x(t + dt)

∂x(t0)
=

∂[x(t) + f(x(t), u(t))dt]

∂x(t0)
, (4.3)

kde jsme použili aproximaci Taylorovým rozvojem1 prvńıho řádu. Nyńı můžeme

pokračovat v úpravách

Φ(t + dt, t0) =
∂x(t)

∂x(t0)
+

[

∂f(x(t), u(t))

∂x(t)

∂x(t)

∂x(t0)

]

dt (4.4)

1Taylor̊uv rozvoj: x(t + dt) = x(t) + ẋ(t)dt + 1

2!
ẍ(t)dt2 . . .
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= Φ(t, t0) +
∂f(x(t), u(t))

∂x(t)
Φ(t, t0)dt (4.5)

a dále můžeme napsat

Φ(t + dt, t0)− Φ(t, t0)

dt
=

∂f(x(t), u(t))

∂x(t)
Φ(t, t0) (4.6)

Použit́ım definice derivace

Φ̇(t, t0) = lim
dt→0

Φ(t + dt, t0)− Φ(t, t0)

dt
, (4.7)

lze dynamiku citlivostńı matice Φ(t, t0) vyjádřit pomoćı následuj́ıćı diferenciálńı rov-

nice

Φ̇(t, t0) = ∇x(t)f(x(t), u(t))Φ(t, t0) (4.8)

s počátečńı podmı́nkou

Φ(t0, t0) =
∂x(t0)

∂x(t0)
= In×n.

Obdobně potom citlivostńı matice stavu x(t) na vstupńı vektor u(t0) je definována

jako

Γ(t, t0) =
∂x(t)

∂u(t0)
(4.9)

a časová změna citlivostńı matice Γ(t, t0) je

Γ̇(t, t0) = ∇x(t)f(x(t), u(t))Γ(t, t0) +∇u(t)f(x(t), u(t)) (4.10)

s počátečńı podmı́nkou

Γ(t0, t0) =
∂x(t0)

∂u(t0)
= 0n×m.

Tyto citlivostńı matice použijeme pro sestaveńı linearizovaného predikčńıho modelu

nelineárńıho systému. Predikčńı model použijeme k źıskáńı budoućı trajektorie stavu

systému.

Vliv změny počátečńıho stavu δx(ti−1) a ř́ıd́ıćı veličiny δu(ti−1) v čase ti−1 na

stav systému x(ti) v čase ti můžeme popsat následuj́ıćım lineárńım modelem

δx(t1) = Φ(t1, t0)δx(t0) + Γ(t1, t0)δu(t0) (4.11)

δx(t2) = Φ(t2, t1)δx(t1) + Γ(t2, t1)δu(t1) (4.12)
...

δx(ti) = Φ(ti, ti−1)δx(ti−1) + Γ(ti, ti−1)δu(ti−1). (4.13)
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Pokud chceme v́ıcekrokovou odezvu stavu systému na počátečńı podmı́nku, která je

potřeba např. při použit́ı single-shooting optimalizace, dosad́ıme do rovnice (4.12)

za δx(t1) předchoźı rovnici a obdobně dosad́ıme i do ostatńıch rovnic, źıskáme t́ım

linearizovaný predikčńı model stavu systému ve tvaru

δx(ti|t0) = Φi
0δx(t0) +

i
∑

j=1

Φi
jΓ(tj, tj−1)δu(tj−1|t0), (4.14)

kde

Φi
j =

〈

∏i−j−1
k=0 Φ(ti−k, ti−k−1) if i > j

In×n if i = j
(4.15)

Doposud jsme popisovali spojitý model systému. Nyńı pro daľśı potřeby návrhu

MPC algoritmu budeme stavy a vstupy systému uvažovat v diskrétńıch okamžićıch,

proto uprav́ıme značeńı stavu systému dle vztahu xk = x(t0 + kTs) a obdobně i

vstupy systému uk = u(t0 + kTs), kde Ts je perioda vzorkováńı. Periodu vzorkováńı

je možno jednoduše měnit změnou doby, po kterou budeme integrovat diferenciálńı

rovnice citlivostńıch matic (4.8 a 4.10).

4.2 Formulace problému

Kvalita ř́ızeńı prediktivńıho regulátoru velmi záviśı na volbě ztrátové funkce,

kterou MPC algoritmus minimalizuje. Ztrátová funkce na konečném horizontu vy-

už́ıvaj́ıćı kvadratickou normu l2 je

min
x,u

J(x, u) =
N−1
∑

k=0

{

‖Qxk‖
2
2 + ‖Ruk‖

2
2

}

+ ‖QxN‖
2
2 (4.16)

s omezeńımi

x0 dáno

xk+1 = F (xk, uk),

Duk 6 d,

umin 6 uk 6 umax k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

kde N je predikčńı horizont, matice Q > 0, R > 0 jsou váhové matice (pozitivně

definitńı), x a u označuj́ı posloupnost vektor̊u reprezentuj́ıćı stavy a vstupy soustavy,

tak že:

x = (x0, x1, . . . , xN), u = (u0, u1, . . . , uN−1). (4.17)
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4.3 Metody řešeńı

K řešeńı MPC algoritmu můžeme použ́ıt dvě metody optimalizace: single sho-

oting a multiple shooting. Při single shooting metodě minimalizujeme ztrátovou

funkci pouze přes vektor vstupu u. Stav systému je modelován přes celou dobu

predikce a konečný stav v předchoźım kroku je počátečńım stavem pro následuj́ıćı

krok. Naopak multiple shooting metoda modeluje stav systému v každém kroku

odděleně a proto se konečný stav předchoźıho kroku nemuśı rovnat počátečńımu

stavu následuj́ıćıho kroku. Multiple shooting metoda proto minimalizuje ztrátovou

funkci nejen přes vektor vstupu u, ale talé přes vektor stav̊u x.

4.4 Řešeńı optimalizačńıho problému

Při návrhu ztrátové funkce je možno použ́ıt r̊uzné normy (např. l1,l2 nebo l∞). My

použijeme kvadratickou normu l2, protože jej́ı použit́ı vede na řešeńı kvadratického

programu (QP) a také konečná ř́ıd́ıćı smyčka dává relativně dobré výsledky [9]. Tedy

použit́ım l2 normy můžeme k řešeńı daného problému použ́ıt SQP algoritmus (viz.

kapitola 3.2). SQP př́ıstupem vytvoř́ıme podproblém, který má podobnou strukturu

jako problém (4.16), s t́ım rozd́ılem, že rovnice modelu jsou linearizované (vyskytuj́ı

se v podobě omezeńı typu rovnosti) a ztrátová funkce je nahražena kvadratickou

funkćı, jej́ıž členy druhého řádu jsou aproximovány hesiánem z Lagrangeovy funkce

pro (4.16). Podproblém má následuj́ıćı tvar:

min
δx,δu

1

2
δxT

NQNδxN + qT
NδxN + (4.18)

+
N−1
∑

k=0

{

1

2

[

δxk

δuk

] [

Qk Mk

Mk Rk

] [

δxk

δuk

]

+

[

qk

rk

]T [

δxk

δuk

]

}

s omezeńım

δx0 = 0,

δxk+1 = Φkδxk + Γkδuk,

D(uk + δuk) 6 d, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

Přidáńım omezeńı do ztrátové funkce (4.16) vytvoř́ıme Lagrangeovu funkci pro

daný problém:

L(x, u, λ, µ) = J(x, u) +
N−1
∑

k=0

λT
k (F (xk, uk)− xk+1) + µT

k (Duk − d) (4.19)
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=
N−1
∑

k=0

(xT
k Qxk + uT

k Ruk + λT
k (F (xk, uk)− xk+1) + µT

k (Duk − d))

Dále můžeme Lagrangeovu funkci následuj́ıćım zp̊usobem rozložit:

L(x, u, λ, µ) = L0(x0, u0, µ0) +
N−1
∑

k=1

Lk(xk, uk, λk−1, λk, µk) + LN(xN , λN−1), (4.20)

kde

L0(x0, u0, µ0) = J(x0, u0) + λT
0 (F (x0, u0) + µT

0 (Du0 − d) (4.21)

Lk(xk, uk, λk−1, λk, µk) = J(xk, uk) + λT
k (F (xk, uk)− λT

k−1xk) + µT
k (Duk − d)

LN(xN , λN−1) = −λT
N−1xN .

Poznamenejme, že každý člen xk a uk se vyskytuje pouze v Lk a každá Lk záviśı

nanejvýše na dvou složkách vektoru Lagrangeových koeficient̊u.

Nyńı se zaměř́ıme na r̊uzné možnosti volby hesiánu v kvadratickém modelu, k

čemuž použijeme rovnice uvedené v této podkapitole.

4.4.1 Přesný hesián

Prvńı možnost je použ́ıt́ı přesného hesiánu z Lagrangeovy funkce, který má

následuj́ıćı blokovou strukturu

W = ∇2
x,uL =

























Q0 M0

MT
0 R0

Q1 M1

MT
1 R1

. . .
QN−1 MN−1

MT
N−1 RN−1

QN

























, (4.22)

kde se matice pro jednotlivé kroky vypoč́ıtaj́ı jako druhé derivace Lagrangeovy

funkce

Qk =
∂2Lk

∂x2
k

, Rk =
∂2Lk

∂u2
k

, Mk =
∂2Lk

∂uk∂xk

. (4.23)

Poznamenejme, že hesián z Lagrangiánu má stejnou strukturu jako ztrátová

funkce (4.16) a jako hesián v lineárńım MPC problému, protože se zde nevyskytuj́ı

vzájemné vazby mezi budoućımi a minulými stavy a vstupy, které jsou pouze v

omezuj́ıćıch podmı́nkách typu rovnosti.

Použit́ı přesného hesiánu v SQP podproblému má výhodu rychlé lokálńı kon-

vergence k optimálńımu řešeńı. Avšak k jeho sestaveńı poťrebujeme źıskat druhé
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derivace modelu F , jejichž výpočet může být obt́ıžný nebo časově náročný. A nav́ıc

jednotlivé bloky diagonálńıch matic nemuśı být vždy pozitivně definitńı.

4.4.2 Gauss-Newtonova aproximace

Daľśı možnost je nepouž́ıvat přesný hesián, ale pouze jeho aproximaci. Jedno-

duchá aproximace, která je často efektivńı, je zanedbáńı př́ıspěvku z F a použ́ıt

př́ımo

Qk = Q, Rk = R, Mk = M. (4.24)

Tato aproximace se nazývá Gauss-Newtonova. Celý hesián se poté poskládá obdobně

jako u přesného hesiánu dle (4.22). V př́ıpadě, že je ztrátová funkce kvadratická a

konvexńı (což je obvykle splněno), je źıskaný hesián konstantńı a pozitivně definitńı.

Pokud SQP podproblém s aproximovaným hesiánem startujeme z bĺızkého okoĺı

optima, pak se źıskané řešeńı bĺıž́ı k řešńı źıskané použit́ım přesného hesiánu.

4.4.3 BFGS aproximace

Jiná možnost, jak aproximovat hesián kvadratické funkce, je použ́ıt BFGS apro-

ximaci. Jej́ı princip je popsán v kapitole 3.3.1. Při jednotlivich optimalizaćıch aktua-

lizujeme celý hesián, t́ım však hesián ztrat́ı symetrickou blokovou strukturu a řešeńı

kvadratického programu se stane složitěǰśı. Abychom zachovali symetrickou bloko-

vou strukturu hesiánu, můžeme aktualizovat postupně jednotlivé čtvercové bloky

matic, složené z váhových matic Q, R a M , př́ıslušej́ıćı daným krok̊um viz. (4.22).

Použit́ım tlumené BFGS aktualizace popsané v kapitole 3.3.2 zajist́ıme, že źıskaný

hesián bude pozitivně definitńı.

4.4.4 Exact penalty funkce

Daľśı zp̊usob aproximace hesiánu kvadratické funkce je použit́ı Exact penalty

funkce dle vztahu (3.45). Přidáńım penalizačńı funkce opět zajist́ıme pozitivńı defi-

nitnost hesiánu a urychĺıme konvergenci řešeńı k optimu.

4.5 Algoritmus prediktivńıho regulátoru

Nyńı uvedeme algoritmus prediktivńıho regulátoru využ́ıvaj́ıćı sekvenčńı kvad-

ratický program se ztrátovou funkćı dle (4.19) a predikčńı model sestevený z citli-

vostńıch matic.
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Algoritmus 6 (Algoritmus prediktivńıho regulátoru)

Zvol váhové matice Q, R a M , dobu predikce Tp, omezeńı vstupu (umin, umax),

omezeńı výstupu (ymin, ymax) a referenčńı pr̊uběh výstupu;

Sestav počátečńı vektor ř́ızeńı u0;

for k = 0, 1, 2, . . . do

Vyber vektor reference na dobu Tp dopředu;

for l = 1, . . . , počet optimalizaćı do

Odsimuluj odezvu systému a citlivostńı matice na vstupńı vektor uk;

Sestav ztrátovou funkci dle (4.19) s přesným hesiánem (4.22);

Sestav podle (4.19) matice omezeńı;

Vyřeš kvadratický program s danými omezeńımi a źıskej δu a δx;

Uprav vektor ř́ızeńı uk = uk + δu;

end for

Aplikuj prvńı krok z vektoru ř́ızeńı a źıskej nový stav systému xk+1;

Rotuj vektor ř́ızeńı o jeden krok dopředu;

end for

Použit́ım rotace vektoru ř́ızeńı o jeden krok dopředu źıskáme velmi přesnou apro-

ximaci počátečńıho řešeńı pro daľśı dobu periody Ts, pokud do systému nevstupuj́ı

vněǰśı poruchy.

4.6 Shrnut́ı

V této kapitole jsme provedli návrh nelineárńıho prediktivńıho regulátoru. Uká-

zali jsme vhodné řešeńı optimalizačńı úlohy pomoćı SQP a několik možných voleb

hesiánu pro kvadratický model. Nakonec jsme uvedli algoritmus prediktivńıho re-

gulátoru použitelný k impementaci v Matlabu.
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Kapitola 5

Experimentálńı ověřeńı na modelu

odparky

V této kapitole provedeme ověřeńı prediktivńıho ř́ızeńı na modelu odparky. Od-

parka je pr̊umyslové zař́ızeńı použ́ıvané k zahušt’ováńı př́ıchoźı suroviny odpařeńım

obsaženého rozpouštědla. Typické použit́ı je v cukrovarnictv́ı, kde se použ́ıvá k

zahušt’ováńı cukerného roztoku odpařeńım vody. V prvńı části této kapitoly nejprve

poṕı̌seme matematický model odparky, pro který následně navrhneme prediktivńı

regulátor.

5.1 Model odparky

Model odparky [4] je znázorněn na obr. 5.1 a lze jej pro zjednodušeńı rozdělit

na tř́ı hlavńı části: odparńık, odlučovač páry a chladič. Odparńık je nádoba, ve

které se př́ıchoźı surovina za pomoci páry zahř́ıvá. Pára je přiváděna do výměńıku z

exterńıho zdroje a jej́ı množstv́ı lze regulovat ventilem. Ohřátá surovina je společně

s jej́ımi výpary odváděna do odlučovače, kde se od kapaliny odlouč́ı pára. Tato pára

dále přecháźı do chladiče, kde je ochlazena chlad́ıćı vodou a opoušt́ı proces jako

kondenzát. Zahuštěná surovina je odčerpávána z odlučovače. Částečně je na výstupu

odeb́ırána jako výsledný produkt a větš́ı část j́ı je opět navrácena do odparńıku.

Dynamiku systému [4] lze popsat třemi diferenciálńımi rovnicemi. Prvńı rovnice

popisuje závislost výšky hladiny L2(t) v odlučovači na množstv́ı: přitékaj́ıćı suroviny

F1, odeb́ıraného produktu F2(t) a odpařené vody F4(t)

dL2(t)

dt
=

1

ρA
(F1(t)− F2(t)− F4(t)), (5.1)
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Obrázek 5.1: Schéma modelu odparky

kde ρ je měrná hustota kapaliny a A je plocha hladiny v odlučovači. Můžeme

uvažovat hodnotu konstant ρA = 20 kg/m.

Zbylé dvě diferenciálńı rovnice popisuj́ı děńı v odparńıku:

dX2(t)

dt
=

1

M
(F1(t) ∗X1(t)− F2(t) ∗X2(t)) (5.2)

dP2(t)

dt
=

1

C
(F4(t)− F5(t)) (5.3)

T2(t) = 0, 5616P2(t) + 0, 3126X2(t) + 48, 43

T3(t) = 0, 507P2(t) + 55, 0

F4(t) =
Q100(t)− F1(t) ∗ Cp(T2(t)− T1(t))

λ
,

kde prvńı z nich vyjadřuje změnu koncentrace výstupńıho produktu X2(t). Zjed-

nodušeně lze ř́ıci, že množstv́ı užitečné látky přicházej́ıćı na vstupu se muśı rov-

nat množstv́ı užitečné látky odeb́ırané na výstupu. A druhá diferenciálńı rovnice

udává změnu tlaku v nádobě odparky, v závislosti na množstv́ı odpařené látky

F4(t) odcházej́ıćı z odlučovače a na množstv́ı zkondenzovaných par v chladiči F5(t).

Daľśımi třemi algebraickými rovnicemi vypočteme hodnotu teploty produktu T2(t),
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teploty T3(t) a pr̊utoku odpařené látky F4. Konstanty v předchoźıch rovnićıch maj́ı

tyto hodnoty:

M = 20 kg

C = 4 kg/kPa

Cp = 0, 07 kW/K(kg/min)

λ = 38, 5 kW/(kg/min)

Parńı výměńık tepla, který v odparńıku ohř́ıvá zahušt’ovanou látku popisuj́ı tyto

rovnice

T100(t) = 0, 1538P100(t) + 90, 0

Q100(t) = 0, 16(F1(t) + F3(t))(T100(t)− T2(t))

F100(t) =
Q100(t)

λs

,

kde T100(t) je teplota páry vstupuj́ıćı do odparńıku,P100(t) je tlak páry, Q100(t) je

množstv́ı tepla, které pára předá zahušt’ované látce, F100(t) je hmotnostńı pr̊utok

páry a konstanta λs má hodnotu λs = 36, 6 kW/(kg/min).

Posledńı část́ı odparky je chladič, který za pomoci chlad́ıćı vody zchlad́ı odpa-

řenou páru na kondenzát. Dle následuj́ıćıch rovnic se vypoč́ıtá teplo odebrané páře

Q200(t), teplota chlad́ıćı vody na výstupu chladiče T201(t) a hmotnostńı pr̊utok

zkondenzovaných par F5(t):

Q200(t) =
UA2(T3(t)− T200(t))

1 + UA2
2∗Cp∗F200(t)

T201(t) = T200(t) +
Q200(t)

F200(t) ∗ Cp

F5(t) =
Q200(t)

λ
,

kde konstanta UA2 = 6, 48 kW/K.

Z uvedených rovnic popisuj́ıćıch chováńı odparky sestav́ıme matematický mo-

del systému. Za vstupy systému zvoĺıme: hmotnostńı pr̊utok suroviny F1(t), pr̊utok

chlad́ıćı kapaliny F200(t) a tlak páry slouž́ıćı k ohřevu P100(t). Hmotnostńı pr̊utok

produktu F2(t) budeme modelovat jako předem známou poruchovou veličinu. Stavy

systému jsou: výška hladiny v odlučovači L2(t), koncentrace výstupńıho produktu

X2(t) a tlak v odparńıku P2(t). Stavy systému jsou současně i jeho měřené výstupy,

které je nutno ř́ıdit. Nejd̊uležitěǰśı proměnná, kterou je třeba ř́ıdit, je koncentrace

produktu X2(t). Přesné dodržeńı požadované koncentrace produktu a jej́ı minimálńı
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výkyvy maximalizuj́ı ziskovost odparky, protože se t́ım sńıž́ı výroba nekvalitńıho

produktu (který je bud’ neprodejný nebo se prodává za nižš́ı cenu). Daľśı ř́ızenou

proměnnou je tlak v odparńıku P2(t), který z d̊uvodu bezpečnosti nesmı́ přesáhnout

povolenou mez, aby nedošlo k poškozeńı nádoby nebo jiných část́ı odparky. A třet́ı

ř́ızenou proměnnou je výška hladiny v odlučovači L2(t), která nesmı́ přetéci do

chladiče a naopak nesmı́ klesnout na nulu, aby nedošlo k poškozeńı oběhového

čerpadla.

Zvoĺıme-li vektor stavu x = (L2, X2, P2), vektor vstupu u = (F1, P100, F200)

a dosad́ıme-li do diferenciálńıch rovnic (5.1-5.3) zbylé rovnice popisuj́ıćı jednotlivé

části odparky, źıskáme rovnice ve tvaru (4.1). Źıskanou vektorovou funkci f(x, u)

zderivujeme nejprve podle vektoru x a poté podle vektoru u. Obdrž́ıme t́ım dvě

Jakobiho matice

∇xf(x, u) =







0 0,0719u1+2,5
λρA

0,1292u1+4,495
λρA

0 −F2
M

0

0 −0,0719u1−2,5
λC

−0,1292u1−4,495
λC

− 0,4855u3

λC(0,14u3+6,48)






(5.4)

∇uf(x, u) =







λ−0,0246u2+0,0719x2+0,1292x3−6,0611
λρA

−0,0246u1−1,23
λρA

0
5
M

0 0
0,0246u2−0,0719x2−0,1292x3+6,0611

λC
0,0246u1+1,23

λC
∂f3

∂u3






(5.5)

∂f3

∂u3

=
−3, 3208x3 − 196, 5

λC(0, 14u3 + 6, 84)2
,

které použijeme k výpočtu citlivostńıch matic stavu Φ a vstupu Γ. Citlivostńı matice

poté použijeme k vytvořeńı predikčńıho modelu systému. Odezva systému na vstupńı

vektor, současně s výpočtem citlivostńıch matic, bude odsimulována v Simulinku

pomoćı S-funkce.

V tabulce 5.1 jsou uvedeny všechny proměnné použité v modelu [4] a také jejich

hodnota v ustáleném stavu pro vzorkovaćı periodu Ts = 1 min.
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Proměnná Popis Hodnota Jednotky

F1 Pr̊utok suroviny 10,0 kg/min

F2 Pr̊utok produktu 2,0 kg/min

F3 Cirkulačńı pr̊utok 50,0 kg/min

F4 Pr̊utok výpar̊u 8,0 kg/min

F5 Pr̊utok kondenzátu 8,0 kg/min

X1 Koncentrace suroviny 5,0 %

X2 Koncentrace produktu 25,0 %

T1 Teplota suroviny 40,0 ◦C

T2 Teplota produktu 84,6 ◦C

T3 Teplota výpar̊u 80,6 ◦C

L2 Výška hladiny 1,0 m

P2 Provozńı tlak 50,5 kPa

F100 Pr̊utok páry 9,3 kg/min

T100 Teplota suroviny 119,9 ◦C

P100 Tlak páry 194,7 kPa

Q100 Výkon ohřevu 339,0 kW

F200 Pr̊utok chlad́ıćı vody 9,3 kg/min

T200 Teplota chlad́ıćı vody 25,0 ◦C

T201 Teplota chlad́ıćı vody 46,1 ◦C

Q200 Výkon chlazeńı 307,9 kW

Tabulka 5.1: Procesńı proměnné a jejich nominálńı hodnoty
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5.2 Prediktivńı regulátor pro model odparky

K vytvořeńı predikivńıho regulátoru použijeme algoritmus 6. Zvoĺıme následuj́ıćı

váhové matice pro problém (4.16)

Q =







0, 025 0 0

0 0, 1 0

0 0 0, 01






, R =







0.05 0 0

0 0.0001 0

0 0 0.0001






,M =







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,

dobu predikce Tp = 100 min, vektor vstup̊u a výstup̊u

u = (F1, P100, F200),

y = (L2, X2, P2),

referenčńı pr̊uběhy výstup̊u L2(t) = 1, X2(t) = 25 a P2(t) dle obr. (5.2). Pro

počátečńı vektor vstup̊u u0 zvoĺıme ustálené hodnoty vstup̊u dle tabulky 5.1. Pr̊uběh

poruchové veličiny F2(t) vstupuj́ıćı do soustavy je na obr. (5.3). Na tomto př́ıkladě

ukážeme vliv volby hesiánu ztrátové funkce na kvalitu a rychlost regulace.
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Obrázek 5.2: Pr̊uběh reference tlaku P2
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Obrázek 5.3: Pr̊uběh poruchové veličiny F2
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5.2.1 Přesný hesián

K źıskáńı přesného hesiánu je třeba znát funkci F (x, u), která popisuje omezeńı

daného problému. V naš́ı úloze však máme k dispozici pouze jej́ı derivaci, proto

bychom museli pro jej́ı źıskáńı analyticky vyřešit časový integrál. Poté bychom takto

źıskanou funkci omezeńı F (x, u) parciálně zderivovali dle vektoru stav̊u x a vektoru

vstup̊u u. Toto je pro náš př́ıklad př́ılǐs obt́ıžné a proto nebudeme přesný hesián

použ́ıvat.

5.2.2 Gauss-Newtonova aproximace

S použit́ım Gauss-Newtonovy aproximace hesiánu (4.24) provedeme jeden krok

algoritmu 6, k jehož řešeńı použijeme postupně pět optimalizaćı SQP. Výsledek

řešeńı je zobrazen na obr. 5.4, kde je vidět predikovaný pr̊uběh tlaku P2 po jednot-

livých optimalizaćıch. Na obrázku je vidět postupné přibližováńı výstupu požado-

vané referenci, kdy po čtyřech optimalizaćıch dosáhneme ustáleného řešeńı, které se

již dále neměńı.
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Obrázek 5.4: Predikce tlaku P2: Gauss-Newton
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5.2.3 BFGS aproximace

Poté provedeme stejný krok algoritmu jako v předchoźım př́ıkladě, ale použijeme

BFGS aproximaci hesiánu. Počátečńı podmı́nky jsou totožné. K odhadu počátečńı

hodnoty hesiánu použijeme Gauss-Newtonovu aproximaci1. Výsledek řešeńı je u-

kázán na obr. 5.5. Zde je opět vidět snaha algoritmu o přibĺıžeńı se referenčńımu

signálu. Tentokrát potřebuje k nalezeńı optimálńıho řešeńı pět optimalizaćı.
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Obrázek 5.5: Predikce tlaku P2: BFGS

5.2.4 Exact penalty funkce

Nakonec provedeme tentýž krok algoritmu s použit́ım aproximace hesiánu využ́ı-

vaj́ıćı Exact penalty funkce. Jelikož nemáme k dispozici přesný hesián, použijeme

mı́sto něj ve vztahu (3.45) jeho Gauss-Newtonovu aproximaci. Jelikož je v našem

př́ıkladě zajǐstěna pozitivńı definitnost Gauss-Newtonovy aproximace hesiánu a je

použita multiple shooting metoda optimalizace, obdrž́ıme stejný výsledek jako u

samotné Gauss-Newtonovy aproximace viz. obr. 5.4.

1Proto jsou pr̊uběhy po prvńı optimalizaci u obou metod totožné.
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Rozd́ıly mezi použitými aproximacemi hesiánu nejsou př́ılǐs veliké, proto pr̊uběhy

vstup̊u a zbylých výstup̊u ukážeme pouze pro Gauss-Newtonovu metodu. Na obráz-

ćıch 5.6, 5.7 a 5.8 jsou zobrazeny pr̊uběhy vstup̊u soustavy. Predikce zbylých dvou

výstup̊u L2 a X2 jsou uvedeny na obr. 5.9 a 5.10. Také na těchto pr̊uběźıch jsou

vidět změny po jednotlivých optimalizaćıch a konvergence k optimálńımu řešeńı.

V tabulce 5.2 jsou uvedeny časy (v sekundách) jednotlivých optimalizaćı pro

použité metody. Z tabulky vyplývá větš́ı časová náročnost BFGS metody a Exact

penalty funkce zp̊usobená deľśım řešeńım kvadratického programu, jelikož hesián

po prvńı aktualizaci ztráćı symetrickou blokovou strukturu. BFGS metoda nav́ıc v

každém kroku provád́ı aktualizaci hesiánu.

Optimalizace Gauss-Newton BFGS Exact penalty

1 121,5 125,3 130.2

2 71,0 81,9 78.9

3 62,7 74,9 72.0

4 24,7 64,6 32.4

5 24,8 32,7 32.3

Tabulka 5.2: Porovnáńı čas̊u jednotlivých optimalizaćı (v sekundách)

V tomto experimentu jsme provedli pouze jeden krok MPC algoritmu a zaměřili

jsme se jen na vliv volby hesiánu ztrátové funkce. Nyńı provedeme experiment

při němž necháme běžet MPC algoritmus v́ıce krok̊u a do návrhu zahrneme také

omezeńı na vstupńı a výstupńı proměnné. K aproximaci hesiánu ztrátové funkce v

následuj́ıćım př́ıkladě použijeme Gauss-Newtonovu metodu, která v tomto př́ıkladě

dosáhla nejlepš́ıch výsledk̊u.
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Obrázek 5.6: Predikce vstupu F1: Gauss-Newton
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Obrázek 5.7: Predikce vstupu P100: Gauss-Newton
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Obrázek 5.8: Predikce vstupu F200: Gauss-Newton
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Obrázek 5.9: Predikce hladiny L2: Gauss-Newton
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Obrázek 5.10: Predikce koncentrace X2: Gauss-Newton
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5.3 Prediktivńı regulátor s omezeńımi

Pro tento př́ıklad zvoĺıme následuj́ıćı váhové matice

Q =







500 0 0

0 10000 0

0 0 100






, R =







500 0 0

0 1 0

0 0 1






,M =







0 0 0

0 0 0

0 0 0






,

dobu predikce Tp = 40 min, vektor vstup̊u a výstup̊u

u = (F1, P100, F200),

y = (L2, X2, P2).

Pro počátečńı vektor vstup̊u u0 opět zvoĺıme ustálené hodnoty dle tab. 5.1. Pr̊uběh

poruchové veličiny F2(t) vstupuj́ıćı do soustavy je na obr. (5.11). V tomto př́ıkladě

necháme MPC algoritmus běžet po dobu 120 krok̊u a v každém kroku provést pět

optimalizaćı ztrátové funkce. Při optimalizaćıch bude muset prediktivńı regulátor

dodržet omezeńı na velikosti vstupńıch a výstupńıch proměnných dle tab. 5.3.

Proměnná Min Max Jednotky

F1 0 20 kg/min

P100 0 220 kPa

F200 0 450 kg/min

L2 0,5 2,0 m

X2 24 28 %

P2 0 51,5 kPa

Tabulka 5.3: Omezeńı vstupńıch a výstupńıch proměnných
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Obrázek 5.11: Pr̊uběh poruchové veličiny F2
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Obrázek 5.12: Pr̊uběh vstup̊u: F1, P100, F200

50



0 20 40 60 80 100 120
0.5

1

1.5

2
Prubeh hladiny − L2

[krok]

[m
]

0 20 40 60 80 100 120
24.8

25

25.2

25.4

25.6

25.8

26

26.2
Prubeh koncentrace − X2

[krok]

[%
]

0 20 40 60 80 100 120
50.2

50.4

50.6

50.8

51

51.2

51.4

51.6
Prubeh tlaku − P2

[krok]

[k
P

a]

Obrázek 5.13: Pr̊uběh výstup̊u: L2, X2, P2
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Na obrázku 5.12 jsou zobrazeny pr̊uběhy vstupńıch veličin źıskané prediktivńım

regulátorem. Jak je z obrázk̊u vidět, prediktivńı regulátor dodržel předepsaná ome-

zeńı na velikost vstup̊u, které jsou na obrázćıch zobrazeny červeně. Obdobně jako

vstupy jsou na obr. 5.13 zobrazeny optimálńı pr̊uběhy výstupńıch veličin. Zde jsou

opět červeně zobrazeny omezeńı a zeleně pr̊uběhy referenćı. Velké odchylky pr̊uběhu

koncentrace od referenčńıho signálu jsou zp̊usobeny př́ısným omezeńım vstup̊u tlaku

páry P100 a pr̊utoku chlad́ıćı kapaliny F200, č́ımž prediktivńı regulátor neměl do-

statečný prostor k přesněǰśı regulaci.

5.4 Shrnut́ı

V této kapitole jsme ověřili správnou funkci prediktivńıho regulátoru, jehož al-

goritmus 6 je uvedený v předchoźı kapitole. Ověřeńı jsme provedli na modelu od-

parky. V prvńım př́ıkladě jsme na tomto modelu porovnali r̊uzné volby hesiánu

ztrátové funkce prediktivńıho regulátoru. Všemi třemi použitými metodami apro-

ximace hesiánu jsme obdrželi obdobné výsledky, čož je zp̊usobeno jednak použit́ım

Gauss-Newtonovy aproximace jako počátečńıho odhadu hesiánu pro BFGS metodu

a Exact penalty metodu, ale také použit́ım modelu se slabou nelinearitou, která se

nejv́ıce projevuje na výstupu tlaku P2. Přestože v dosažených výsledćıch nebyly

př́ılǐs veliké rozd́ıly, tak pro tento př́ıklad vycháźı nejlépe použit́ı Gauss-Newtonovy

aproximace. Tato aproximace dosáhla nejen vyšš́ı rychlosti konvergence řešeńı, ale

také výpočet optimalizace trval kratš́ı dobu než pro BFGS aproximaci a Exact pe-

nalty funkci. V druhém př́ıkladě jsme do návrhu prediktivńıho regulátoru zahrnuli

omezeńı na vstupńı a výstupńı veličiny. Také v tomto př́ıkladě se nám podařilo ověřit

správnou funkci regulátoru a dodržeńı předepsaných omezeńı.
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Kapitola 6

Závěr

V této práci jsme se zabývali použitelnými algoritmy pro návrh nelineárńıho

MPC regulátoru. Nejprve jsme se zaměřili na r̊uzné zp̊usoby řešeńı nelineárńı op-

timalizačńı úlohy, jež je třeba řešit při hledáńı optimálńı vstupńı trajektorie v

prediktivńım ř́ızeńı. Odvodili jsme úlohu sekvenčńıho kvadratického programováńı

a ukázali jsme jeho ekvivalenci s Newton-Lagrangeovu metodou. Dále jsme po-

rovnávali vliv volby hesiánu v kvadratickém modelu ztrátové funkce optimalizačńı

úlohy. Na zvoleném př́ıkladě jsme porovnali přesnost a rychlost konvergence SQP

algoritmu při použit́ı: přesného hesiánu, aproximovaného hesiánu BFGS metodou a

jednotkového hesiánu (tzv. metoda nejrychleǰśıho sestupu). Algoritmus nejrychleji

konvergoval při použit́ı přesného hesiánu, kdy kvadratický model nejpřeněji popiso-

val nelineárńı optimalizačńı úlohu, naopak nejpomaleǰśı byl při použit́ı jednotkového

hesiánu. Nevýhoda použit́ı přesného hesiánu je, že neńı vždy zajǐstěna jeho pozitivńı

definitnost a SQP algorimus může z toho d̊uvodu selhat, jak je ukázáno na našem

př́ıkladě. Naopak metoda nejrychleǰśıho sestupu a metoda BFGS maj́ı vždy zajǐstěnu

pozitivńı definitnost hesiánu. Na stejném př́ıkladě jsme ukázali vliv použit́ı metody

jednorozměrového hledáńı (line search), která nám pomůže zrychlit konvergenci al-

goritmu, pokud je počátečńı bod v́ıce vzdálen od optima.

V daľśı kapitole jsme formulovali nelineárńı prediktivńı regulátor využ́ıvaj́ıćı tzv.

multiple shooting metodu optimalizace. K řešeńı optimalizačńı úlohy jsme použili

již dř́ıve odvozené sekvenčńı kvadratické programováńı.

Nakonec jsme provedli experimentálńı ověřeńı formulovaného prediktivńıho re-

gulátoru na dodaném modelu odparky. Nejprve jsme na modelu odparky porovnali

jednotlivé volby hesiánu ztrátové funkce prediktivńıho regulátoru. Jelikož źıskáńı

přesného hesiánu pro tuto úlohu by bylo obt́ıžné, zaměřili jsme se pouze na jeho r̊uzné

metody aproximace. Použili jsme následuj́ıćı metody aproximace: Gauss-Newtonovu,
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BFGS a Exact penalty funkce. Nejlepš́ıch výsledk̊u jsme dosáhli při použit́ı Gauss-

Newtonovy metody. Nejen že ke konvergenci stačilo méně krok̊u, ale i časová nároč-

nost výpočtu v jednotlivých kroćıch byla u této metody menš́ı než u dvou ostatńıch.

Při druhém experimentu jsme ověřili správnou funkci MPC algoritmu s přidanými

omezeńımi na vstupńı a výstupńı veličiny.
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Př́ıloha

Př́ılohou této práce je CD-ROM disk s následuj́ıćım adresářovou strukturou a

obsahem:

- V adresáři Dokument je zdrojový kód této práce ve formátu LATEX.

- V adresáři M-files jsou soubory se zdrojovým kódem pro program Matlab 7,

které byly použity k simulaci navržených algoritmů a k źıskáńı obrázk̊u uve-

dených v této práci.

- V adresáři Model je dokument ve formátu pdf, ve kterém je popsán použitý

model odparky.
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