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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva formulaci algoritmu pro navrh nelinearniho pre-
diktivniho fizeni. V praci je popsana metoda nelinearni optimalizace vyuzivajici sek-
vencni kvadratické programovani, které je nasledné vyuzito k nalezeni optimalniho
fizeni v multiple shooting prediktivnim regulatoru. Navrzené algoritmy jsou otes-

tovany na modelu odparky.

Abstract

This diploma thesis deals with the model predictive control design and especially
with the numerical algorithms for the nonlinear model predictive control (NMPC).
In the work, the nonlinear optimization methods based on the sequential quadratic
programming suitable for the nonlinear predictive control are reviewed and the basic
methods are compared on the simple examples. The nonlinear optimization is then
used for the multiple shooting NMPC formulation. The properties of the designed

NMPC algorithm are shown on the simple evaporator model.

1A%



Obsah

1 Uvod

1.1 Znaceni . . . . . o

2 Metoda jednorozmérového hledani
2.1 Wolfeho podminky . . . . ... .. ... oo

2.2 Algoritmus jednorozmérového hledani . . . . . . ... ... ... ...

3 Sekvenéni kvadratické programovani
3.1 Newton-Lagrangeova metoda . . . . . . .. . ... ... ... .....
3.2 SQP metoda . . . . ...
3.2.1 Omezeni typu nerovnosti . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.3 Hesian pro kvadraticky program . . . . . . . ... ... ... ...
3.3.1 Kvazi-newtonovské metody . . . .. ... ... ...
3.3.2 Tlumend BFGS aktualizace pro SQP . . . . . ... ... ...
3.4 Exact penalty funkce . . . . .. ..o o oo
3.5 Nelinearni nejmensi ¢tverce . . . . . . . . ... ...
3.5.1 Gauss-Newtonova metoda . . . . . . .. ... ... ... ...
3.6 Metoda SQP s jednorozmérovym hleddnim . . . . . ... .. ... ..
3.7 Experimentalni ovéfeni . . . . . . . .. ...
3.7.1 Lokdlni metody . . . . . .. .. ... ...
3.7.2 Metody vyuzivajici jednorozmérové hledani . . . . . . . . . ..
3.8 Shrnuti. . . . . . . . ..

4 Prediktivni regulator
4.1 Predikéni model . . . . . .. ..o
4.2 Formulace problému . . . . . . ... ... Lo
4.3 Metody feSeni . . . . . . ..

4.4  ReSeni optimalizaéniho problému . . . . . . ... ... ... .. ...

10
11
13
14
14
18
19
20
21
22
24
24
27
28



4.4.1 Presny hesidn . . . . . . . . ... oL oo 34

4.4.2 Gauss-Newtonova aproximace . . . . . . . .. ... ...... 35

4.4.3 BFGS aproximace . . . . . . . ... 35

4.4.4 Exact penalty funkce . . . . . ... 35

4.5 Algoritmus prediktivniho reguldtoru . . . . . . .. ... ... 35
4.6 Shronuti. . . . . . ..o 36

5 Experimentalni ovéreni na modelu odparky 37
5.1 Model odparky . . . . . .. 37
5.2 Prediktivni regulator pro model odparky . . . . . .. ... ... ... 42
5.2.1 Presny hesian . . . . . . .. .. .. oo 43

5.2.2  Gauss-Newtonova aproximace . . . . . . . . .. .. ... ... 43

5.2.3 BFGS aproximace . . . . . . . ... 44

5.2.4 Exact penalty funkce . . . . .. ..o 44

5.3 Prediktivni reguldtor s omezenimi . . . . . . .. .. ..o 49
54 Shrnuti. . . . . .. .. 52

6 Zaveér 53

VI



Seznam obrazku

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1

5.1
5.2
5.3
0.4
2.5
2.6
5.7
2.8
2.9
5.10
5.11
5.12
5.13

Prvni Wolfeho podminka . . . . . ... ... ... ... 4
Druha Wolfeho podminka . . . . . . . ... ... ... .. ...... 5
Wolfeho podminky . . . . . . .. ... o )
Ztratova funkce . . ... Lo 24
Newton-Lagrangeova a SQP metoda . . . . . .. ... .. ... ... 26
Metoda nejrychlejsitho sestupu . . . . . ... ... ... ... .. 26
BFGSmetoda . . . . . . . ... 26
Porovnani metod vyuzivajici line search . . . . . . . . ... ... ... 27
Princip prediktivniho fizeni . . . . . . .. . ... 0oL 29
Schéma modelu odparky . . . . . ... ... 38
Prubéh reference tlaku P2 . . . . . . . ... ... .. ... ... .. 42
Priabéh poruchové veliciny F2 . . . . . . ... ... .. ... ... .. 42
Predikce tlaku P2: Gauss-Newton . . . . . . . ... ... ... .... 43
Predikce tlaku P2: BFGS . . . . . . .. ... ... ... . ... .. 44
Predikce vstupu F1: Gauss-Newton . . . . . . ... ... ... .... 46
Predikce vstupu P100: Gauss-Newton . . . . . . . . .. .. ... ... 46
Predikce vstupu F200: Gauss-Newton . . . . . . .. ... .. .. ... 47
Predikce hladiny L2: Gauss-Newton . . . . . . . .. .. ... .. ... 47
Predikce koncentrace X2: Gauss-Newton . . . . . ... .. ... ... 48
Prubéh poruchové veliciny F2 . . . . . . ... ... ... 49
Prubéh vstupu: F1, P100, F200 . . . . . . ... ... ... ... ... 50
Prubéh vystupu: L2, X2, P2 . . . . . ... 51

VII



Seznam tabulek

3.1 Porovnani metod . . . . ... . . .. ... ... 25
3.2 Pocet iteraci pti pouziti line search algoritmu . . . . ... ... ... 28
5.1 Procesni proménné a jejich nomindlni hodnoty . . . . . . . .. .. .. 41
5.2 Porovnani ¢asu jednotlivych optimalizaci (v sekunddch) . . . . . . .. 45
5.3  Omezeni vstupnich a vystupnich proménnych . . . . .. ... .. .. 49

VIII



Kapitola 1
Uvod

Prediktivni tizeni (Model Predictive Control - MPC), také nazyvano jako fizeni
s klouzavym horizontem, se dnes zac¢ina rozsitovat v prumyslu jako efektivni prostie-
dek vicerozmeérového Tizeni s omezenimi. Pfi navrhu lze zahrnout omezeni na vstup-
ni, vystupni i stavové proménné. MPC je pocitacové fizeni, které hleda optimélni
vstupni trajektorii minimalizujici rozdil mezi predikovanym a pozadovanym chova-
nim soustavy pii splnéni zadanych omezeni. Prediktivni regulator pouziva k ziskani
odezvy na vstupni trajektorii predikéni model soustavy. Ze ziskané optimalni trajek-
torie se k fizeni soustavy pouzije pouze prvni krok a vypocet se opakuje v nasledujici
vzorkovaci periodé. Tento piistup se nazyva klouzavy horizont a umoznuje potlaco-
vat prichozi poruchy tim, ze zavadi do regula¢ni smycky zpétnou vazbu.

Podle pouzitého predikéniho modelu se MPC rozdéluji na linedrni [3, 7] a ne-
linedrni [1]. Optimaliza¢ni problém linedrniho MPC je vétsinou snéze fesitelny a je
vhodny pro soustavy, které nevykazuji mezi vstupem a vystupem silnou nelinea-
ritu. Naopak feSeni nelinedrniho optimaliza¢niho problému pro nelinearni soustavu
je casto ¢asové narocné a proto se nelinearni MPC obvykle pouziva pro fizeni po-
malych procesu v chemickém a petrochemickém prumyslu.

Cilem této prace je navrhnout algoritmus prediktivniho reguldtoru. Hlavni tikol
MPC regulatoru je minimalizace ztratové funkce, kterd muze byt obecné nelinearni.
Proto se budeme nejprve zabyvat metodami pro hledani minima nelinearni funkce.
Ve druhé kapitole uvedeme metodu jednorozmérového hleddni minima vicerozmérné
funkce vyuzivajici tzv. Wolfeho podminky a ve tfeti kapitole se zamétime na metodu
sekvenéniho kvadratického programovani. Dale zde ukédzeme podobnost sekvenéniho
kvadratického programovani a Newton-Lagrangeovy metody pii hledani extrému
ztratové funkce. Zamétfime se téz na mozné aproximace hesianu v kvadratickém

modelu ztratové funkce. Ve ¢tvrté kapitole odvodime tzv. multiple shooting MPC



regulator a uvedeme jeho algoritmus vyuzivajici metodu sekven¢niho kvadratického

programovani. V paté kapitole provedeme ovéreni vlastnosti navrzenych algoritmu

na modelu odparky.

1.1 Znaceni
V této césti definujeme pouzité znaceni vektoru, které bude v této praci dale

pouzito. Derivace skaldrni funkce f(z) : R®™ — R podle vektorového argumentu

x € R" je tadkovy vektor, ktery znacime V f(z). Plati tedy
(1.1)

@) AD) gy

oz,

Of(z) _[0f(x)
8x N 81'1 (9:162

Gradient skaldrni funkce f v bodé z je sloupcovy vektor, plati gradf(z) = VT f(x).

Druhé derivace skalarni funkce f(z) podle vektorového argumentu = je Hesseho

matice, kterou znacime H(z) = V2f(x).
Pfx)  Pf) .. Pf()
Oz2 Ox10z2 0x10zn
0 f(x '
H(z) = V*f(z) = a];f? Lo : S (1.2)
Pfx)  Pf@) .. Pf()
0x, 011 O0xn0x2 ox2
Derivace vektorové funkce f(z) : R™ — R™ podle vektorového argumentu x € R" je
Jacobiho matice, kterou znac¢ime J(x) = V f(x)
dfi(z)  dfi(x) 0f(x)
of(x) 9, s T own Vfi(z)
J@)=Vf@)=—5—=| : | = : o (1.3)
Ofm(x)  Ofm(z) of (®)m
ox1 Oxo U Oxn me<$)




Kapitola 2
Metoda jednorozmeérového hledani

Metoda jednorozmérového hleddni (Line Search - LS) je jedna z metod hledani
extrému vicerozmeérné funkce. V nasem ptipadé hledame minimum ztratové funkce f.
Hlavnim znakem této metody je hledani extrému funkce podél polopiimky ve sméru
jejtho poklesu. V kazdém kroku této metody spocitdame smér hledani pp a poté

rozhodneme, jak daleko se v tomto sméru muzeme posunout. Krok je dan vztahem

Tpy1 = Tg + QgPk, (2.1)

kde kladny skalar a; nazveme délkou kroku. Ijspéch line search metody zavisi na
efektivni volbé jak sméru pg, tak i délky kroku ay.

Mnoho jednorozmérovych hledacich algoritmu pozaduje, aby pg byl smér klesani
ztratové funkce, protoze tim bude zaruceno, ze v tomto sméru bude funkce f snizena.
Jak spocitat smér hledani je popsano v dalsi kapitole o Sekvenénim kvadratickém
programovani, proto se nejprve zaméiime na volbu parametru délky kroku o.

Pti vypoctu délky kroku a4 jsme postaveni pred kompromis — na jedné strané
chceme, aby zvolené «ay zajistilo zna¢né snizeni hodnoty ztratové funkce f, ale na
druhé strané nechceme stravit mnoho ¢asu jeho hledanim. Idealni volba kroku oy
je takova, kterd dosdhne globdlniho minima jednorozmérné funkce ¢(.) definované
jako

o(a) = f(zr + ap), a>0. (2.2)
Obecné je vsak prili§ ndro¢né nalézt toto minimum presné, proto se v mnoha prak-
tickych strategiich pouziva ptiblizny line search k nalezeni takové délky kroku, ktera
dosahne dostatecného poklesu ztratové funkce za minimalni cenu.

Typicky line search algoritmus testuje posloupnost moznych hodnot a a skonéi
tehdy, pokud nalezne takovou hodnotu, ktera vyhovuje urcitym podminkam. Algo-

ritmus lze rozdélit do dvou fazi, v prvni fazi najdeme interval obsahujici vhodné



délky kroku a ve druhé fazi na tomto intervalu pomoci interpolace nebo bisekce [5]
vypocteme priznivou délku kroku. K ukonceni line search algoritmu lze pouzit néko-
lik ruznych podminek [8]. Pro nasi ulohu je vhodné pouzit tzv. Wolfeho podminky,

které nam zaruci, ze dana délka kroku povede k vyraznému zmenseni ztratové funkce.

2.1 Wolfeho podminky
Tyto podminky muzeme zapsat pomoci nasledujicich dvou nerovnic

flan+awpr) < flaw) + amV [ pr (2.3)

Vi(ze+awpe) pr = Vi,
kde konstanta ¢; € (0,1) a konstanta ¢ € (¢1,1). Prvni nerovnice, kterou muzeme
nazvat jako podminku dostatecného poklesu, pozaduje, aby pro danou délku kroku

byl zajistén dostatecny pokles ztratové funkce, tedy aby zvoleny krok nebyl prilis

dlouhy. Tato podminka je zndzornéna na obr. 2.1. Jak je vidét na obr. 2.1, prvni

O(a)=f(x,+ap,)

1(a)

N\

/

pfipustné ptipustné o

Obréazek 2.1: Prvni Wolfeho podminka

podminka je splnéna pro vSechny dostatecné malé hodnoty «, proto je zde jesté
druhd podminka, podminka kfivosti, kterd je vyjarena druhou nerovnici (2.3). Ta
pozaduje, aby strmost klesani ztratové funkce v nasledujicim kroku byla mensi nez
v predchozim kroku (a = 0). Druhd podminka je zndzornéna na obr. 2.2. Obé
Wolfeho podminky, tedy podminka dostatecného poklesu a podminka zaktiveni, jsou
zobrazeny na obrazku obr. 2.3, na kterém je také vidét, ze pripustné délky kroku
nemusi vzdy lezet blizko minima funkce ¢. Proto upravime podminku zaktiveni tak,

aby a4 lezel v blizkém okoli minima funkce ¢ a ziskdme tzv. silné Wolfeho podminky
flae+awpe) < fla) + aanV e (2.4)

4



V(e +arpe) o < o |Viim

Y

s konstantami 0 < ¢; < ¢ < 1. Jediny rozdil oproti puvodnim Wolfeho podminkam
je, ze jiz nepripoustime, aby derivace ¢'(ay) byla prilis pozitivni. Tedy vylouc¢ime
body, které jsou prilis vzdédlené od stacionarnich bodu funkce ¢.

Obdobny vztah jako je prvni Wolfeho podminka (2.3) vyuzivd i tzv. Armiav
test [8], pti némz je hledéno tak velké «, které jesté splnuje podminku dostatecného
poklesu ztratové funkce.

V literatute [5] je doporuceno volit hodnotu konstanty ¢; = 10™* a hodnotu
co = 0,9 pokud jsme smér p; ziskali pomoci Newtonovy nebo kvazi-Newtonovy
metody. Pokud jsme smér pj, ziskali pomoci metody nejrychlejsiho sestupu, je vhodné
volit ¢ = 0, 1.

R4d konvergence line search algoritmu zdvisi na metodé, kterou ziskdme smér

hledédni py. Pokud pouzijeme metodu nejrychlejsiho sestupu, je fad konvergence

D(a)=f(x,+op,)

pozadovany
sklon

ptipustné piipustné o

Obrazek 2.2: Druha Wolfeho podminka

O(a)=f(x,+ap,)

pozadovany
sklon

ptipustné pripustné o

Obréazek 2.3: Wolfeho podminky



linedrni. V ptipadé kvazi-Newtonovych metod konverguje superlinedrné a pti pouziti

Newtonovy metody konverguje kvadraticky.

2.2 Algoritmus jednorozmérového hledani

Nyni popiseme jednodimenzionalni prohledavaci proceduru, kterd ndm zajisti
nalezeni délky kroku splnujici silné Wolfeho podminky (2.4). Algoritmus sestava ze
dvou c¢ésti:

1. tidici ¢ast algoritmu

2. funkce ZOOM

V tidici ¢asti se nejprve pro zvolenou délku kroku «; vypocte prislusnd hodnota
funkce ¢(«;) a otestuje se, zda je splnéna prvni Wolfeho podminka dostatecného
poklesu. Pokud neni, zavola se funkce Zoom, kterda vrati optimalni délku kroku
a* a algoritmus muze skoncit. Kdyz je prvni Wolfeho podminka splnéna, spocte
se hodnota smérnice tecny v daném bodé «;. Pokud je v dané toleranci, tedy je
splnéna i druha Wolfeho podminka zaktiveni, algoritmus skonéi s aktualni hodnotou
délky kroku. Kdyz je smérnice te¢ny v daném bodé kladna, funkce ¢ roste, zavola
se funkce Zoom, kterd opét vrati a* a algoritmus se ukonéi. Jinak algoritmus najde
novou hodnotu ;1 € (@, Qnas), Na které opét otestuje Wolfeho podminky.

Pro ziskani nové hodnoty o, (pFedposledni krok algoritmu) pouzijeme extra-
polaci. Nejjednodussi je volba nového kroku jako nésobek ptedchozi hodnoty «.
Dulezité je, aby se nasledny krok dostatecné rychle zvétsoval a dosahl horni meze
Qmaz V koneéném poctu kroku.

Dale se zamétrime na funkci Zoom. Ta je vzdy volana s dvéma parametry oy, a
ap; vymezujicimi interval, ktery zaruc¢ené obsahuje délky kroku spliujici Wolfeho
podminky. Poradi parametru je vzdy voleno tak, aby urc¢ovaly spravny smér pro
interpolaci nové hodnoty «;. Algoritmus pro novou hodnotu «a; ovéii, zda spliuje
podminku dostatec¢ného poklesu. Pokud ji nespliuje, zmensi prohledavany interval
nahrazenim aj; hodnotou a; a opakuje interpolaci na zmenseném intervalu. Pii
splnéni prvni podminky testuje jesté druhou Wolfeho podminku. Pokud je i ona
splnéna, muze funkce skoncit s ndvratovou hodnotou «;. Pokud ji vSak nespliiuje,
funkce upravi meze intervalu tak, aby urcovaly spravny smér pro interpolaci a zmensi
prohledavany interval nahrazenim oy, hodnotou ;. V tomto intervalu opét nalezne
novou hodnotu kroku pomoci interpolace. Pro spravnou funkci line search algoritmu

je nutné, aby funkce Zoom byla ukonc¢ena v konecném poctu krokt.



Algoritmus 1 (Algoritmus jednorozmérového hledani)

Nastav pocateéni hodnotu ag < 1, zvol hodnotu o > 1 a qpas;
1 — 1;
repeat
Vypocti  ¢(a);
if ¢(a;) > ¢(0) + c10;¢'(0) nebo [¢(a1) = ¢(a;—1) ai > 1] then
a* «— ZOOM(a;-1, ;) a KONEC;
end if
Vypocti  ¢'(av);
if |¢'(a;)| < —c2¢'(0) then
o — «a; a KONEC,
end if
if ¢'(c;) > 0 then
a* — ZOOM(ay, av;—1) a KONEC;
end if
Vyber a;y1 € (a4, Qmaz);
11— 1+ 1;

until 7 = 4,4,




Algoritmus 2 (Zoom)

J =1

repeat
Najdi interpolaci (kvadratickd, kubicka) délku kroku a; v rozmezi oy, az ap;;
Vypocti  ¢(a;);
if ¢(a;) > ¢(0) + c1;¢'(0) nebo ¢(ar) = ¢(auo) then

Vypocti  ¢'(a;);

if |¢'(a;)| < —c2¢'(0) then
o — a; a KONEC;

end if

if ¢'(oj)(an; — ayp) = 0 then
Qhi < Qo;

end if

Qo < Qy;

Jje—J+1

end if
until j < Jmaez




Kapitola 3

Sekvencni kvadratické

programovani

Sekvenéni kvadratické programovani (Sequential Quadratic Programming - SQP)
je jedna z nejefektivnéjsich metod feseni nelinedrnich optimalizacnich uloh [2]. SQP
nefesi nelinearni lohu piimo, ale prevadi ji na sekvenci optimaliza¢nich podproblé-
mu. Nejprve se zamérime na reSeni minimalizacni 1lohy s omezenim typu rovnosti
a pozdéji feSeni rozsitime i na minimaliza¢ni dlohy s omezenim typu nerovnosti.

Uvazujme nésledujici problém:

rnxin f(z) (3.1)

s omezenim h(z) = 0,

kde f : R" — R je ztratova funkce a h : R™ — R™ je funkce vyjadiujici omezeni. Obé
funkce jsou obecné nelinearni. Protoze uvedeny nelinearni problém neumime vyftesit
piimo, musime nelinearni funkce aproximovat. SQP pouziva pro ztratovou funkci
aproximaci kvadratickou formou a pro funkci omezeni linearni formou. Nelinearni
program, ve kterém je ztratova funkce kvadraticka a funkce omezeni je linedarni,
se nazyva kvadraticé programovéani (QP). Zakladni myslenka SQP metody je pro
kazdou iteraci xy vytvorit podilohu kvadratického programovani, jejimz vyfreSenim
ziskdme novou iteraci xyy;. Ukolem je navrhnout danou podilohu kvadratického
programovani tak, aby vysledkem bylo pfiblizeni se k feseni ptuvodniho problému
a aby celkovy SQP algoritmus konvergoval. Nejjednodussi priblizeni metody SQP
je ukdzka aplikace Newtonovy metody na Karush-Kuhn-Tuckerovy (KKT) nutné
podminky optimality.

Bod z* nazveme bodem relativniho minima problému (3.1), pokud spliuje nésle-



dujici podminky (KKT):

V(") + ) Vhi(a")A =0 (3.2)

kde A je vektor Lagrangeovych koeficientu.

3.1 Newton-Lagrangeova metoda

Problém (3.1) rozsiiime pfiddnim omezeni do ztrétové funkce a dostaneme La-

grangeovu funkei! ve tvaru

L(z,\) = f(z) + Zhi(:p)&. (3.3)

Aplikaci Karush-Kuhn-Tuckerovych nutnych podminek prvniho fddu (3.2) na pro-

blém (3.3) dostaneme nésledujici rovnice:

VoL(z,\) = V.f(z)+ i Vhi(z)A =0 (3.4)
ViL(z,A) = h(z)=0 o
Oznaé¢ime A(z) Jacobiho matici omezeni, kterd se vypocte jako
A(x)" = [Vhi(x), Vhy(2), ..., Vhy(z)], (3.5)

kde h;(z) je i-td slozka vektoru h(x), a ziskdme soustavu n + m rovnic o n + m
neznamych x a \: VF(2) + AT

F(z,)) = = 0. (3.6)

h(z)

Pokud mé matice A(z*) plnou hodnost, jakékoliv feseni (z*, \*) problému (3.1)
s omezenim typu rovnosti spliuje také (3.6). Jedna z moznych metod, jak fesit
nelinearni rovnice (3.6) je pouziti Newtonovy metody, kterd fesi problém pomoci
rozvoje prvniho fadu.

Urcime Jakobian matice (3.6) jako

z, ) A(z)”
K(z,\) = W;(x) ) (O) ) (3.7)

1Lagrangeova funkce nabyva minima ve stejném bodé jako ptivodni ztratova funkce.
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kde W oznacuje hesian z Lagrangeovy funkce,
Wiz, \) = V2 L(x,\). (3.8)

Krok Newtonovy metody od iterace (x, Ax) je dan
x [ x
[ k—&-l} _ k:|+|:pk}7 (3.9)
Akt1 L Ak Pa

K {p’“ L F=0, (3.10)
Px

ze které dosazenim ziskdme soustavu KKT podminek

|:Wk A;‘f} [pk} B |:_vfk_A£)‘k}

kde p a p, je Teseni rovnice

(3.11)

Tato iterace se také nazyva Newton-Lagrangeova metoda a je dobte urcéena, po-
kud je matice (3.8) pozitivné definitni. Pozitivni definitnost je dusledek nédsledujicich

podminek.
Podminky 1:

1. Jakobian omezeni A ma plnou fadkovou hodnost

2. matice W), je pozitivné definitni na tené roviné k omezenim? v bodé z;,

Prvni podminka je pozadavek linedrné nezavislych omezeni a druhd podminka
je splnéna, kdyz (x,\) je blizko optima (z*, A*). Je mozné dokazat, ze Newton-
Lagrangeova iterace za téchto podminek konverguje kvadraticky [5]. V dalsi ¢asti

uvedeme feSeni minimaliza¢ni tlohy vyuzivajici SQP metodu.

3.2 SQP metoda

Je zde ovsem i dalsi moznost, jak fesit uvedeny problém (3.1). Pokud Lagran-
geovu funkei z (3.3) aproximujeme Taylorovym rozvojem druhého rddu a omezujici
funkci aproximujeme linedrnim rozvojem, ziskame nasledujici kvadraticky program

pro iteraci (zx, \g)

1
mpm §p;€Wkpk + Vf;?pk (3.12)

s omezenim  Agpy + hy, = 0,

2plati, ze d"Wyd > 0:VYd # 0 a Apd =0
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kde p € R™ je piirustek teseni ve sméru klesani funkce f(x). Pro tento program

vytvorime novou Lagrangeovu funkci

1
L(pg, ) = §p£Wkpk + Vi ke + i (Arpr + hie), (3.13)

kde p je Lagrangeuv koeficient.
Pokud je matice A(x) regularni, tedy jsou splnéné vyse uvedené Podminky 1, ma
tento problém jediné feseni (pj, uj), které vyhovuje nutnym podminkdm prvniho

radu

Wipe +V fii + Ay = 0 (3.14)
Agpr + b, = 0.

Obdobnou soustavu rovnic ziskame, pokud pricteme AL\, k obéma strandm prvnf

rovnice v (3.11) a ziskdme tak

G o] - 5 o

Z porovnani (3.14) a (3.15) plyne, Ze pr = pr a Agr1 = i, tedy je vidét, ze Feseni
problému (3.1) metodou SQP a Newtonovou metodou, aplikovanou na podminky
prvniho fadu, jsou ekvivalentni pouze s tim rozdilem, ze feSenim Newtonova algo-
ritmu ziskdame ptirustek py, naproti tomu fesenim SQP ziskame piimo \,;. Tedy
jinymi slovy, pokud jsou v bodé z, splnény Podminky 1, tak nova iterace (zg11, Agt1)
muze byt definovdna bud jako feseni kvadratického programu (3.12), nebo jako ite-
race ziskand Newtonovou metodou (3.9,3.11) pouzitou na nutné podminky optima-
lity daného problému. Tento dvoji pohled je uzitecny. Newtonuv pohled ulehéuje
analyzu, zatimco SQP ndm umoznuje odvodit prakticky algoritmus a rozsitit danou
techniku i na omezeni typu nerovnosti.

Nyni muzeme uvést algoritmus Lokaloniho sekvenéniho programovani v té nej-
jednodussi formé. Pro tento algoritmus je dokazéno, ze pokud je pocatecni bod
(x0, Ag) dostatecné blizko optima (z*, A*) a jsou splnény Podminky 1, tak jim ge-
nerované iterace konverguji k optimu kvadraticky, stejné jako Newton-Lagrangeova
metoda uvedena v kapitole 3.1. Dosud jsme se zabyvali pouze feSenim minimaliza¢ni
ulohy s omezenim typu rovnosti a nyni jej rozsifime i na minimaliza¢ni tilohy s ome-

zenim typu nerovnosti.
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Algoritmus 3 (Lokélni SQP algoritmus)
Zvol pocatecni par (g, \o);
for k=0,1,2,... do
Vypocti hodnotu fi, V fi, Wi, = W (xg, \i), hi, a Ag;
Vyies (3.12) a ziskej px a pu;

Tpi1 = Tk + Pr; - Akl = His
if je splnéna konvergence then

STOP s pribliznym fesenim (zj41, Agy1);
end if

end for

3.2.1 Omezeni typu nerovnosti

Algoritmus fesici SQP program muze byt jednoduse rozsifen na obecny ne-

linearni problém

min f(x) (3.16)
somezenim h;(z) = 0, 1€,
gi(x) < 0, je

Pro problém (3.16) zavedeme Lagrangeovu funkci ve tvaru
Lz, A\, p) = f(x) + A h(z) + plg(). (3.17)

Bod z* (relativni minimum problému (3.16) spliujici zadand omezeni) musi vyho-

vovat nésledujicim podminkdm (KKT):

V(") + N'Vh(z*) + p'Vg(z*) = 0 (3.18)
h(z*) = 0
g(x*) < 0
plg(a®) = 0
p o=z 0

Abychom mohli pro feseni problému (3.16) pouzit algoritmus kvadratického pro-
gramovani, musime opét Lagrangeovu funkci aproximovat Taylorovym rozvojem

druhého tadu a obé funkce omezeni aproximovat linedrnim rozvojem:

1
min ipTWkp +Vflp (3.19)
p
s omezenim  Vh;(zx) p+ hi(zx) = 0, i€l
V() 'p+gi(ax) < 0, je
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Pokud zanedbame ta omezeni typu nerovnosti, ktera se v bodé optimalniho feseni
x* neuplatnuji a ostatni prevedeme na omezeni typu rovnosti, pak se muzeme na
problém (3.19) divat, jako kdyby obsahoval pouze omezeni typu rovnosti a muzeme

k jeho feseni pouzit diive uvedeny Algoritmus 1.

3.3 Hesian pro kvadraticky program

Nyni se zaméfime na volbu matice Wy, v kvadratickém modelu (3.12). Pro jedno-
duchost se nejprve zaméiime na optimaliza¢ni problémy s omezenim typu rovnosti.
Prvni moznost volby matice W}, vychazi z ekvivalence mezi SQP a Newtonovou me-
todou aplikovanou na podminky optimality (3.6), tedy matici W, volime jako hesidn
z Lagrangianu. Tato volba vede na kvadraticky tad konvergence za odpovidajicich
podminek a casto, kdyz jsou iterace vzdéalené od teSeni, vede k rychlému postupu.
Avsak takto ziskand matice je vytvorena z druhych derivaci ztratové funkce a ome-
zeni, které nemuseji byt jednodusSe spocitatelné a nemusi byt ani vzdy pozitivné
definitni na prostoru omezeni. Jedna z moznosti, jak zajistime jeji pozitivni definit-
nost je, ze pouzijeme misto matice Wy jeji aproximaci By, kterou ziskdme pomoci

kvazi-Newtonova algoritmu.

3.3.1 Kvazi-newtonovské metody

Kvazi-newtonovské metody jsou gradientni metody, které lezi nékde mezi meto-
dou nejrychlejsiho sestupu a Newtonovou metodou. Snazi se vyuzit prednosti obou
metod. Gradientni metody maji zarucenou konvergenci a Newtonova metoda ma v
okoli optima tad konvergence rovny dvéma. Newtonova metoda ale vyzaduje vypocet
Hesseho matice. Kvazi-newtonovské metody, podobné jako metoda nejrychlejsiho
sestupu, potfebuji v kazdé iteraci pouze gradient ztratové funkce. Jeden z kvazi-
newtonskych algoritmu je BFGS metoda [5], pojmenovand po svych tvurcich Bro-
dyen, Fletcher, Goldfarb and Shanno, jejiz odvozeni zde struc¢né zopakujeme.
Uvazujme nésledujici kvadraticky model ztratové funkce

1
mi(p) = fu + Viip+ QPTBMU, (3.20)

kde By je symetrickd pozitivné definitni matice n x n. Tato matice je v kazdém
kroku akualizovana.
Pro minimum tohoto konvexniho kvadratického modelu plati, Ze jeho prvni de-

rivace je v tomto bodé rovna nule, tedy V,m(p) = V f + Byp = 0. Explicitné lze
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napsat
o= —B, 'V fi, (3.21)

kde pr, € R™ ™ je smér poklesu funkce f a pouzijeme jej k ziskani nového kroku
Th+1 = T + QkPk, (3.22)

kde o € R je délka kroku a volime ji tak, aby spliiovala Wolfeho podminky (2.3).
Takto ziskana iterace je obdobna line search metodé, pouze s tim rozdilem, ze jsme
hesian nahradili jeho aproximaci By.

Kdyz jsme ziskali novy krok zj.1, vytvorime pro néj novy kvadraticky model

1
mi+1(p) = fr1 + VIiap + EPTBk—Hpa (3.23)

Nyni pozadujeme, aby gradient funkce my; odpovidal gradientu ztratové funkce v
poslednich dvou krocich zy, a xyyq. Jelikoz Vmy,1(0) = V fri1, tak je podminka pro
nasledujici krok splnénd automaticky. Podminku pro aktudlni krok muzeme zapsat

matematicky jako

Vi1 (—awpr) = V fip1 — e Bipipr = V f. (3.24)
Upravou obdrzime
Biiraxpr =V frg1 — V. (3.25)

Pro zjednodusSeni zapisu zavedeme nasledujici vektory

Sk = Thy1 — Ty Yk = Vo1 — Ve, (3~26)

potom se (3.25) zméni na
Bk+18k = Yk- (327)

Méame déno posunuti s, a zménu gradientu yx, rovnice (3.27) pozaduje, aby
pozitivné definitni matice By, zobrazovala s; na y;. Toto je mozné pouze pokud

Sk a Y spliuji podminky zakiiveni
T
Spyk > 0, (3.28)

Pokud je f silné konvexni [5], muzeme piendsobenim rovnice (3.27) vektorem
sI" dokézat, Ze nerovnice (3.28) je splnéna pro jakékoliv dva body zj a x5.1. Avsak
pokud je funkce f nekonvexni, tak tato podminka nemusi byt vzdy splnéna a pro

tento pripad musime ovérit nerovnost (3.28) piimo, a to priddnim omezeni do line
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search postupu pro nalezeni . Tedy podminka (3.28) bude zarucené splnéna, kdyz
do line search metody priddme Wolfeho podminku.

Jelikoz do rovnice (3.21) pro vyprocet py potiebujeme dosadit inverzi matice
By, je mnohem efektivnéjsi pocitat piimo jeji inverzi. Zavedeme matici Hy = Bk’l.

Potom dosazenim do (3.27) ziskdme
Hk—Hyk = Sk- (329)

Kdyz je podminka zakiiveni (3.28) splnéna, potom feSenim rovnice (3.29) vzdy
ziskdme matici Hy,,. Prakticky vSak tento vztah vede na nekoneéné mnoho fesent,
jelikoz v symetrické matici mame n(n + 1)/2 stupnu volnosti a rovnice (3.29) pred-
stavuje pouze n podminek. Pozadavek pozitivni definitnosti sice vklada dalsich n
nerovnic, ale ani tyto podminky nedokazi ubrat zbyvajici stupné volnosti.

K jednozna¢nému urcéeni matice Hy,; proto musime pridat dalsi omezeni tak,
aby matice Hi,q byla v jistém smyslu co nejblize k aktualni matici Hy. Jinymi slovy

musime vytesit nasledujici problém

) T
s omezenim Hyyy = Hyy,  Hipye = sk,

kde si a y splnuji (3.28) a matice Hy je symetrickd a pozitivné definitni. K feseni
tohoto problému muzeme pouzit mnoho maticovych norem a kazda nam vytvoii
rozdilnou kvazi-Newtonovu metodu. My pouzijeme vazenou Frobeniovu normu, kte-
rd4 nam umozni jednoduse fesit minimalizacni problém (3.30) a vede na scale-invari-

ant® optimaliza¢ni metodu. Vazend Frobeniova norma

A p = ||PV2APY? (3.31)

I

kde |||z je definovana jako ||C|% = 37, >i_ycij. Véhovd matice P muze byt
zvolena jako libovolna matice spliujici vztah Psj = y,. Konkrétné zvolime P = G’,;l,

kde G}, je prumérny hesidn definovany jako

1
0

Pti pouziti Frobeniovy normy s uvedenou vahovou matici, obdrzime fesenim

rovnice (3.30) jednozna¢né urcenou matici Hyy1 danou nésledujicim vztahem

Hy1 = (I — prsiyi ) HL(I — pryrsy) + prsest (3.33)

3je invariantni vi¢i zméné méiitka jednotlivych soufadnic
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kde

1
Pk = (3.34)

- Yi Sk

Posledni véc, kterou musime vytesit predtim, nez budeme moci definovat kom-
pletni BFGS algoritmus, je volba poc¢atecni hodnoty aproximace Hy. Jednoduchy
vztah, ktery by platil pro vSechny druhy tloh, ovSsem neexistuje. Muzeme pouzit
urcité informace o tloze a urcit ji jako inverzi aproximovaného hesianu, ktery spoci-
tame pomoci koneénych diferenci [5] v bodé zy, nebo ji muzeme zvolit jednoduse
jako jednotkovou matici, poptipadé jako nasobek jednotkové matice. K nastaveni
matice Hy je vhodné pouzit nasledujici heuristiku. Pocatecni matici nastavime az
po prvnim kroku, ktery spocteme jesté diive, nez provedeme prvni BFGS aktualizaci.

Poté zménime prozatimni hodnotu Hy = I na

y;fsk
y}{yk

Hy— 22k (3.35)

Algoritmus 4 (Metoda BFGS)

Zvol pocéateéni bod (zg), toleranci konvergence € > 0 a inverzi aproximovaného

Hesianu Hy;
k «— 0;
while |V fi|| > ¢ do
Vypocti smér hledani: e = —HpV fi;
Nastav (xp11 = Tx + agpr, kde ay je vypoctena z line search procedury, aby
splnovala Wolfeho podminkys;
Definuj sy = 2541 — 2 a Yy = Vfra1 — Vi,
Spocti Hy,1 pomoci (3.33);
k—k+1;

end while

Tento algoritmus je robustni a jeho Fad konvergence je superlinedrni [5]. Ackoliv
Newtonova metoda konverguje mnohem rychleji (kvadraticky), je cena jeji iterace
vyhoda BFGS je, ze neni potteba pocitat druhé derivace ztratové funkce.

Dale muzeme jesté odvodit verzi BFGS algoritmu, ktera pracuje ptimo s apro-
ximaci hesidnu By. Pouzitim Sherman-Morrison-Woodburyho rovnice [5] na (3.33)

ziskdme vztah pro aktualizaci By

ByspstBr iyl
By = By, — K k

. 3.36
st By.sg Yt sk (3:36)
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Zde jsme odvodili zakladni BFGS algoritmus slouzici k aproximaci hesianu obec-
ného kvadratického modelu. Tento algoritmus nyni pouzijeme k aproximaci hesianu
Wi, v kvadratickém modelu SQP (3.12). Ztratova funkce SQP je dana Lagrangeovou
funci (3.13). Vztah pro si a y, potiebny v BFGS algoritmu upravime na

Sk = Tk+1 — Tk, Yk = Va;L(ifkﬂ, )\k—i—l) - VxL(xk, )\k+1)- (3-37)

Poté muzeme pomoci vztahu (3.36) vypocist novou aproximaci Hesidnu By .

Tento pristup m4 urcité prednosti i nedostatky. Pokud je matice V2 L pozitivné
definitni v oblasti, kde se nalézad minimum, odrazi kvazi-Newtonova aproximace By
urcité informace o zakfiveni problému a iterace konverguji robustné a rychle, po-
dobné jako BFGS metoda bez omezeni. Obsahuje-li vSak matice V2 L zapornd
vlastni ¢isla, potom BFGS pristup muze byt neefektivni. Dulezitou podminkou
BFGS aktualizace je splnéni podminky zakiiveni (3.28), ktera nemusi byt splnéna,
pokud jsou vektory si a y, definovany dle (3.37) a iterace nejsou dostateéné blizko
feseni.

Abychom se vyvarovali témto obtizim, muzeme v daném kroku vynechat BFGS

aktualizaci matice (Bgy1 = By), pokud neni splnéna podminka
sty = 0s] Bysi, (3.38)

kde 6 je kladny parametr (napf. 1072). Tato tprava, kterd v nékterych krocich
vynechava aktualizaci matice By, je pouzita v nékterych implementacich SQP a
dosahuje dobrych vysledku pro mnoho problému [5]. Ale pro nékteré problémy tento
postup selhava. Proto se zamérime na efektivnéjsi modifikaci, kterd zaruci vzdy

dobte vymezenou aktualizaci.

3.3.2 Tlumena BFGS aktualizace pro SQP

Z vektoru sy a yy definovanych dle (3.37) vypoéteme

ri, = Okyx + (1 — 0x) Bisi, (3.39)
kde skalar 6y, je
0 _ { 1 pokud siy, > 0,2s! Bysy, (3.40)
g (0,8s! Bisi)/ (s} Bpsy — siyx) pokud sy < 0,2s] Bysy. '
Vztah pro aktualizaci By je néasledujici:
B B T
Busy = By — —2ok%k 2k Tkl (3.41)

s{Bksk S%T’k'
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Tato rovnice je stejnd jako standartni BEGS rovnice (3.36) pouze s tim rozdilem,
ze vektor y; je nahrazen vektorem r,. Tim je zarucena pozitivni definitnost matice

Bi41, coz muzeme dokazat [5]. Pokud 6 # 1, tak plati
st = 0,251 Bysy, > 0. (3.42)

Déle muzeme jesté poznamenat, ze pokud je 8, = 0 dostaneme By ,; = By a ze volba
0 = 1 vede na stejné teseni jako puvodni BFGS metoda. Tedy hodnota 6, € (0,1)
interpoluje aktualni hodnotu aproximace By a aproximaci ziskanou puvodni BFGS
metodou. Volba patrametru dle (3.40) zajisti, Ze novéa aproximace bude dostate¢né
blizko aktualni aproximace Bj a bude zarucena jeji pozitivni definitnost. Dale uve-

deme aproximaci hesianu ztratové funkce pomoci exact penalty funkce.

3.4 Exact penalty funkce

Dalsi moznost, jak se vyporadat s tim, ze matice W) v kvadratickém mode-
lu (3.12) nemusi byt vzdy pozitivné definitni, je rozsiteni ztratové funkece v (3.1) o

penalizacni funkci 7 || (z) |>. Minimalizacni problém se ndm tfm zmén{ na [6]
. ™ 2
min f(z) + 5 [[A()] (3.43)
s omezenim h(x) = 0,

kde 7 je skalar. Takto zadany minimaliza¢ni problém maé stejné lokdlni minimum

jako néds puvodni problém (3.1) [6]. Pro tento problém sestavime Lagrangeovu funkci
Lo(a, N) = f(2) + X"h(z) + 5 [|h(2)]*. (3.44)

hesian této funkce je v bodé optima x* a A* roven
V2 L.(z*,\*) = V2 L(z*, \*) + 7Vh(z*)Vh(z*)". (3.45)

Pokud bude 7 dostatecné veliké (m > m), kde my je prahovd hodnota, pak bude

Hesian Lagrangeovy funkce
V2, L.(z*,\*) : pozitivné definitni, V7 > mg. (3.46)

Tedy jinymi slovy pridénim ¢lenu 7VA(z*)Vh(z*)T k puvodnimu hesidnu Wy za-
jistime jeho pozitivni definitnost a tim splnéni Podminek 1. V nasledujici ¢asti
ukazeme dalsi moznost vypoctu hesianu ztratové funkce, ktera nam opét zajisti

jeho pozitivni definitnost.
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3.5 Nelinearni nejmensi ¢tverce

Ztratovou funkci, kterou se snazime minimalizovat, muzeme napsat v nasleduji-

i (3.47)

kde kazda r; je hladkd funkce R™ — R a nazvéme ji reziduem.

cim tvaru

l\’)l»—t

Minimum takto zadané funkce muzeme nalézt pomoci metody nejmensich ¢vercu.
Ta je pro takto definovanou ztratovou funkci mnohem snaze feSitelna nez obecny
minimaliza¢ni problém. Nejprve sestavime vektor rezidui r : R — R™, ktery bude

vytvoreny z jednotlivych komponent r; v rovnici (3.47)

r(z) = (ri(z),ro(z),. .., r(x))". (3.48)

Pouzitim této notace muzeme prepsat ztrdtovou funkei f jako f(z) = 1 |7 (z)]|5. De-
rivaci funkce f muzeme vyjadiit pomoci Jakobidnu vektoru r, coz je matice prvnich

parcidlnich derivaci o velikosti m x n

or1 O Or1
ox1 Oxo e Oxn
Vr(z)=| Fo (3.49)
orm orm Orm
ox1 Oxo e Oxn

Poté prvni a druh& derivace funkce f jsou

Vi) = Z ri(z)Vr(z) = Vr(z)'r(z), (3.50)
Vif(z) = Z Vr;(2)Vr(z)T + Z ri(2)V2r;(z) (3.51)
= Vr(2)'Vr(z) + Z ri(z)V?r;(z).

V mnoha aplikacich je mozné explicitné spocitat parcialni derivace, tim ziskat Ja-
kobidn Vr(z) a ten poté pouzit k vypoctu gradientu Vf(x) dle vztahu (3.50).
Avsak hlavnim rysem metody nejmensich ¢tvercu je, ze ze znalosti Jakobidnu Vr(z)
muzeme snadno ziskat prvni ¢dst hesidnu V2 f (x) Tento prvm’ ¢len v rovnici (3.51)
me zanedbat. Zanedbéni je mozné tehdy, pokud jsme blizko optima, tedy jsou mala
rezidua (), nebo pokud je model jen slabé nelinedrni, tedy V?r; jsou mald. Za-
nedbdnim zajistime, ze V2f(z) bude pozitivné definitni. Takto jednoduchy zpusob

vypoctu hesidnu muzeme pouzit napriklad v line search metodé.
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3.5.1 Gauss-Newtonova metoda

Nyni ukédzeme metodu pro minimalizaci ztratové funkce (3.47) vyuzivajici vyse
popsanou strukturu gradientu V f(z) a hesianu V2f(z). Tato metoda vychdzi z
obecné Newtonovy metody. Smér poklesu ztratové funkce py ziskdme fesenim New-
tonovy rovnice V2 f(zx)pr = —V f(x1), do které dosadime vyse odvozené vztahy pro
Vf a V2f. Pficemz v rovnici pro vypocet V2 f zanedbdme druhy ¢len Z;"zl ;1.

Tim ziskame Gauss-Newtonovu metodu
VriVrr = —Vriry. (3.52)

Touto jednoduchou modifikaci obdrzime nékolik vyhod oproti puvodni Newtonové

metodé. Prvni vyhoda je, ze pouzitim aproximace
V2f, = Vri V. (3.53)

se vyhneme obtizim pii vypoctu jednotlivych hesidni V2r;,¢ = 1,2,...m rezidui,
které jsou potieba v druhém ¢élenu (3.51). Tedy po spocteni Jakobianu Vry, ktery
potiebujeme pro vypocet gradientu ztratové funkce, muzeme jednoduse vypocist
aproximaci hesianu ztratové funkce a usetfit tim cas, ktery by byl potiebny k
vypoctu druhych parcidlnich derivaci jednotlivych rezidui. Druhou vyhodou je, Ze
v mnoha aplikacich a také v prediktivnim fizeni, ma prvni ¢len VrlVr, v rov-
nici (3.51) mnohem vétsi vyznam nez druhy ¢len a proto Gauss-Newtonova metoda
dava velice podobna feseni jako puvodni Newtonova metoda, prestoze jsme zane-
dbali druhy ¢len Z;n:1 r;V?r;. Dostatetnou podminkou pro to, aby prvnf ¢len (3.51)
prevlddal nad druhym clenem je, aby velikost kazdého ¢lenu druhého fadu (ktery
je |rj(x)]|V2r;(z)|]) byla mnohem mensi nez vlastni ¢isla matice Vr{ Vry. Tato
podminka je splnéna v piipadé, ze jsou mald rezidua |r;| (tzv. piipad malych re-
ziduf) nebo kdyz se kazdd r; bliz{ k linedrn{ funkci a tedy ||V?r;|| je malé. Treti
vyhodou Gauss-Newtonovy metody je, ze kdyz Vr(x;) ma plnou hodnost a gradi-
ent Vf je nenulovy, potom smér p; je smér poklesu ztrdatové funkce f(.), a je to

tedy pouzitely smér pro line search metodu. Z rovnic (3.50) a (3.52) dostaneme
PEV fr = pEVrlry, = —pErEVrpr = — | Vrepells < 0. (3.54)

Posledni nerovnost je striktni praveé kdyz Vrgpr = 0, coz dle (3.52) je ekvivalentni
Vrer, = Vfi = 0. A konecné ¢tvrta vyhoda této metody vyplyva z podobnosti
Gauss-Newtonovy rovnice (3.52) a obecné rovnice pro linedrni nejmensi ¢tverce [5].

7 této podobnosti je vidét, ze pr muzeme ziskat jako FeSeni problému linedrnich
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nejmensich ¢tvercu
min |[Vripy + fills (3.55)

Predchozi podiloha naznacuje dalsi motivaci pro Gauss-Newtonuv krok. Misto aby-
chom vytvorili kvadraticky model funkce f(x), vytvoiime linedrni model vekto-
rové funkce r(z + pg) = r(z) + Vr(x)py. Poté krok py ziskdme nahrazenim tohoto
linedrntho modelu do vyrazu f(z) = 1 |7(z)||5 a jeho minimalizaci pres py.

Jak jiz bylo uvedeno vyse, smér ziskany resenim Gauss-Newtonovy rovnice mu-
zeme pouzit v line search metodé. Jedna se tedy o dalsi moznost, jak aproximovat
hesian ztratové funkce a vyhnout se tim nutnosti pocitat druhé derivace v pripadeé,
ze ztratova funkce mé tvar (3.47).

Vyse uvedeny postup lze pouzit nejen pro minimaliza¢ni tlohy bez omezeni, jak
zde bylo odvozeno, ale také pro minimaliza¢ni tlohy s omezenimi. Pro tento piipad
opét sestavime Lagrangeovu funkci, tim zahrneme omezeni do ztratové funkce, a
pokud i Lagrangeova funkce méa tvar dle (3.47), muzeme pouzit Gauss-Newtonovu

metodu k nalezeni nového sméru postupu.

3.6 Metoda SQP s jednorozmérovym hledanim

7, predchozich casti této kapitoly muzeme vidét, ze existuje Siroké spektrum
SQP metod, které vyuzivaji jednorozmeérové hledani (line search). Tyto metody se
list vypoctem aproximace hesianu nebo volbou tvaru ztratové funkce. Nyni uve-
deme prakticky kvazi-Newtonuv algoritmus pro feseni problému nelinearniho pro-
gramovani.

Od tohoto algoritmu lze odvodit jeho nékolik variant tim, ze pouzijeme ruzné
zpusoby aproximace hesianu By, napt. BEFGS metodou nebo Gauss-Newtonovu me-
todu pro tvar ztratové funkce dle (3.47). Muzeme také pouzit misto By presny hesidn
z Lagrangianu Wy. Jedinou podminkou je, aby By byl pozitivné definitni.

V nasledujici ¢asti ovérime na zvoleném piikladé vyse uvedené algoritmy s riz-

nymi aproximacemi hesianu a provedeme jejich porovnani.
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Algoritmus 5 (Algoritmus SQP pro nelinedrni program)
Zvol patrametry n € (0,0.5),7 € (0, 1);

Zvol pocatecni par (g, \g) a po¢atecni symetrickou pozitivné definitni aproximaci
Hesianu By o velikosti n x n;
Vypocti hodnotu fy, V fo, ho a Ap;
for k=0,1,2,... do
if je splnéna konvergence then
STOP s pribliznym teSenim (x, \g);
end if
Resenfm (3.16) ziskej py;
Zvol py tak, aby pg byl smér poklesu funkce ¢ v bodé xy;
Nastav ap = 1;
while ¢(zy + awpr, pr) > &(ok, pir) + nard’ (g, i) do
Uprav oy < Toax pro néjaké 7, € (0,7);
end while
Nastav xx11 = T + agpi;
Vypocti hodnotu fri1, V frg1, hrs1 @ Apya;
Spocti Agy1 TeSenim rovnice: A1 = —[App1 AL ] Akl V it
Nastav sy = axpr,  Yx = Vol (Trg1, Aes1) — L(Tr, Apg1);
Pouzitim kvazi-Newtonovy rovnice aktualizuj By, a ziskej Bjyy1;

end for
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3.7 Experimentalni ovéreni
Uvazujme nasledujici optimaliza¢ni problém

min(zy — 2)* — a3, (3.56)
s omezenim 4x7 + 13 — 1 =0,
Prubéh ztrétové funkce f(x) s omezujici funkei h(z) je zobrazen na obr. 3.1. Odkud

je videt, ze ztratova funkce nabyvé minima za danych omezeni v bodé z* = [0, 1] (s

odpovidajicim Lagrangeovym koeficientem \* = 1).

Obréazek 3.1: Ztratova funkce

3.7.1 Lokalni metody

Pro nalezeni minima funkce f(x) jsme pouzili postupné ¢tyfi metody: Newton-
Lagrangeovu metodu, metodu sekvenéniho kvadratického programovani, metodu
nejrychlejstho sestupu (SD - steepest descent) a BFGS metodou. Vsechny ctyfi
algoritmy jsme porovnavali pro dva pocatecni body blizké optimu zq = [3,3] a
xo = [1, —2] se zvolenym pocatecnim odhadem Lagrangeova koeficientu \g = 0, 5.
Pro metody Newton-Lagrange, SQP a BFGS byla nastavena délka kroku o = 1,
u metody nejrychlejsiho sestupu musela byt délka kroku snizena na o = 0,3 pro
zajisténi konvergence vysledku. U metody BFGS bylo nutno navic zvolit poc¢atecni
aproximaci hesidnu By = 1,6 * [.

V tabulce 3.1 jsou zaznamenany hodnoty ztratové funkce v jednotlivych krocich
danych metod pro oba pocatecni body xy. Jelikoz je Newton-Lagrangeova metoda

ekvivalentni metodée SQP (pokud jsou splnény Podminky 1), mély obé metody v
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xo = [3,3] xo = [1,-2]
krok | SQP | SD | BFGS || SQP | SD | BFGS
0 -8,00 | -8,00 | -8,00 || 15,00 | 15,00 | 15,00
1| -214 | -744 | <098 | -0,97 | -0,49 | -5.78
2 -0,19 | -5,29 | -0,34 | -0,39 | -1,92 | -1,00
3 0,22 | -3,66 | 0,16 0,09 | -1,35 | 0,27
4 0,56 | -2,50 | 0,23 - -0,84 | 0,19
5 1058 [-1,66| 046 | - |-046 | 048
6 0,96 | -1,05 | 0,83 - -0,19 | 0,57
7 1,00 | -0,61 | 0,90 - 0,02 0,91
8 11,00(-029] 098 | - | 017 | 096
9 20,06 1,00 | - | 028 | 099
10 0,11 | 1,00 - 0,39 1,00
11 0,24 - 1050 | 1,00
24 0,98 - | 1,00
27 1,00 ;

Tabulka 3.1: Porovnani metod

kazdém kroku stejné teseni. Ve ¢tvrtém kroku metody SQP pro druhy pocateéni
bod xy = [1, —2] v8ak nebyly tyto podminky splnény a SQP algoritmus selhal .

Jak je vidét z tabulky 3.1, nejrychleji nalezla feseni pro prvni pocatecni bod
metoda SQP (po 8 iteracich), pouzivajici presny hesidn Larangeovy funkce. Metoda
BFGS pottebovala k nalezeni feseni 10 iteraci, protoze pouziva pouze aproximaci
hesidnu. Nejvétsi pocet iteraci potiebovala metoda nejrychlejstho sestupu (27 ite-
raci), kterd pouziva misto presného hesidanu jednotkovou matici. Pro druhy pocate¢ni
bod se nepodatilo metodé SQP nalézt feseni, protoze pouzity presny Hessian Lagran-
geovy funkce byl ve ¢tvrtém kroku negativné definitni. Naproti tomu metoda BFGS
nalezla feseni po 11 iteracich a postupnou aproximaci hesianu zajistila v kazdé ite-
raci jeho pozitivni definitnost. Metoda nejrychlejsiho sestupu opét potiebovala k
nalezeni feseni nejvice iteraci (24 iteraci).

Na obrazcich 3.2, 3.3 a 3.4 jsou zobrazeny prubéhy jednotlivych metod: ¢ervené -
metoda Newton-Lagrange, falové - metoda SQP, zluté - metoda SD a bile - metoda

BFGS. Cernou barvou je znézornéna funkce omezeni h(z).
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Obrazek 3.2: Newton-Lagrangeova a SQP metoda
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Obrazek 3.3: Metoda nejrychlejsiho sestupu
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Obrazek 3.4: BFGS metoda
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3.7.2 Metody vyuzivajici jednorozmérové hledani

V predchozim piikladé jsme zacali hledat minimum ztratové funkce z bodu, jenz
lezel v jeho blizkosti, nyni budeme hledat minimum stejné funkce (3.56), avsak
pocatecni bod xy bude vice vzdalen od optima. K hledédni pouzijeme dvé metody:
SQP a BFGS. Obé metody jsou stejné jako v predchozim piikladu, ale navic jsou
rozsitené o line search algoritmus, ktery vraci délku kroku a spliujici Wolfeho
podminky (2.3). Vypocet provedeme pro pocatecni bod zy = [30,30] s odhadem
Lagrangeova koeficientu Ay = 2. Pro BFGS metodu byl zvolena pocateéni aproxi-

mace hesidnu By = 2 % I.

230 -30
., e
-20

-10

0

X i
10 10[
20 sQPsLs | 20f BFGS s LS
. ~-SQPbez LS| ——BFGS bez LS
20 0 20 x, 20 0 20 x,

Obrazek 3.5: Porovnani metod vyuzivajici line search

Na obréazku (3.5) vlevo je zobrazen prubéh hledani optima metodou SQP, kde
je zlutou barvou oznacen prubéh s pouzitim line search algoritmu a ¢rvenou barvou
bez jeho pouziti. Na druhém obrazku vpravo je obdobné zobrazen rubéh hledéni
optima metodou BFGS. Z obou obrazku je vidét funkce line search algoritmu, kdy v
kazdé iteraci prodlouzi nebo naopak zkrati délku kroku tak, aby se v daném sméru
hledéani co nejvice ptiblizil optimu ztratové funkce. Tim se snizi pocet potiebnych
iteraci pro nalezeni minima. V nasem piipadé pouzitim line search algoritmu byl
snizen pocet potfebnych iteraci u obou metod o ¢tyfi iterace, jak je také mozno

vidét i v nésledujici tabulce (3.2).
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bez LS | s LS
SQP | 14 10
BFGS 17 13

Tabulka 3.2: Pocet iteraci pti pouziti line search algoritmu

3.8 Shrnuti

V této kapitole jsme uvedli postup teseni nelinearni optimaliza¢ni tlohy za
pouziti sekvencniho kvadratického programovani a ukazali jsme jeho ekvivalenci
s Newtonovou metodou aplikovanou na podminky prvniho fadu. Byly odvodozeny
nasledujici mozné zpusoby aproximace hesianu Wy, v kvadratickém modelu ztratové

funkce, které nam pomohou vyhnout se nutnosti poc¢itat jeji druhé parcialni derivace.

1. BFGS metoda - provedeme aktualizaci aproximovaného hesianu B, tak, aby

byl v kazdém kroku pozitivné definitni

2. Exact penalty funkce - rozsiteni ztratové funkce o penalizaéni funkci, kterd

opét zajisti pozitivni definitnost hesianu.

3. Gauss-Newtonova metoda - tu muzeme pouzit v pripadé, ze je ztratova funkce

ve tvaru nelinearnich nejmesich ¢tvercu.

Déle byl uveden prakticky algoritmus sekven¢niho kvadratického programovani vy-
uzivajici line search metodu k nalezeni optimalni délky kroku. Nakonec byly na
piikladé porovnany algoritmy pouzivajici sekvencni kvadratické programovéani, me-

todu nejrychlejstho sestupu a metodu BFGS.
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Kapitola 4
Prediktivni regulator

Prediktivni fizeni je metoda, ktera uplatiuje on-line optimalizaci na model sys-
tému s cilem tidit systém k pozadovanému cilovému stavu. Na obr.4.1 je zobrazen

zakladni princip prediktivniho fizeni. Odezva soustavy na potencialni vektor fizeni je

N
pd N
~ 7z
minulost budoucnost reference
predikovany stav
(1)
stav x .-
¢ vstupu optimalni vstup u
v Case t
| S
I 7z

t+Tp

7z

predikéni horizont Tp

N

Obrézek 4.1: Princip prediktivniho tizeni

ziskavana pomoci predikéniho modelu daného systému. Proto je pro spravnou funkci
prediktivniho regulatoru dulezitd volba spravného modelu a také presna identifikace
parametru tohoto modelu. Dalsi véc, ktera ma vliv na kvalitu a vlastnosti regulace,
je volba ztratové funkce, jez je minimalizovana MPC algoritmem. Jedna z dulezitych
vyhod prediktivniho tizeni je, ze lze do navrhu jednoduse zahrnout omezeni. Pomoci

MPC regulatoru lze ¥idit i systémy s vice vstupy a vice vystupy (Multiple Input
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Multiple Output - MIMO).

Prediktivni regulatory lze rozdélit dle pouzitého predikéniho modelu na dveé
zékladni skupiny: linedrni a nelinedrni. Reseni tlohy linedrniho MPC je vétsinou
jednodussi, avsak pokud fizend soustava obsahuje silnou nelinearitu a pokud se ne-
pohybujeme v blizkém okoli pracovniho bodu, stava se linearni prediktivni regulator
nepresnym. Této nepfesnosti se muzeme zbavit pouzitim nelinearniho modelu sou-
stavy. Nevyhodou nelinearnitho prediktivniho regulatoru je vsak casové nérocny
vypocet optimalizace. MPC algoritmus musi v ¢ase mezi dvéma vzorkovacimi okam-
ziky vytesit nelinearni optimalizacni ilohu, proto nelinearni prediktivni regulator lze
pouzit pouze pro pomalejsi soustavy s dostateéné dlouhou periodou vzorkovéani. Ne-
linearni predikéni model popiSeme v nasledujici ¢asti spolu s odvozenim citlivostnich

madtic.

4.1 Predikéni model

Dynamické chovani nelinedrniho dynamického systému muzeme popsat nasledu-

jicimi rovnicemi
2(t) = f((t), u(t)) (4.1)
y(t) = h(z(t), u(t)),

kde u(t) € R™, z(t) € R" ay(t) € RP jsou vstupy, stavy a vystupy systému. Predikce
budoucich stavu systému zavisi na pocateténi hodnoté stavu v aktudlni ¢ase a na
budouci posloupnosti vstupt. Matice, které popisuji vliv zmény dané proménné na
zménu pocatecni podminky, se nazyvaji citlivostni matice.

Citlivostni matice stavu z(t) na poc¢atecni podminku je definovana jako derivace

z(t) podle pocateéni podminky z(ty)

Bt ty) = gfég (4.2)
V case t + dt plati
Ot + di. 1) — Ox(t + dt) _ Olz(t) + f(a:(t),u(t))dt]’ (43)

0x(to) 0z (o)
kde jsme pouzili aproximaci Taylorovym rozvojem! prvnfho fadu. Nyni muZzeme

pokracovat v dpravach

dz(t)  [9f(x(t),u(t)) dx(t)
Dx(to) 9u() owlte)] (4.4)

ITayloritv rozvoj: z(t + dt) = z(t) + &(t)dt + & (t)dt> . ..

O(t + dt, to)
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Of (x(t), u(t))

= ®O(t,ty) + 0

O(t, to)dt (4.5)

a dale muzeme napsat

Bt +dt,ty) — Bt to)  Of(x(t), ult))
Y =t (4.6)

Pouzitim definice derivace

. P g
b ty) — L 2F A1) = Ot 1)

dt—0 dt ’ (47)

1ze dynamiku citlivostni matice ®(¢,to) vyjadiit pomoci néasledujici diferencidlni rov-

B(t.10) = Vg S (2(t), u(t) D1, 1o) (4.8)

s pocatecni podminkou

(I)(to, to) —

Obdobné potom citlivostni matice stavu x(t) na vstupni vektor u(ty) je definovana

jako
Oz (t)
r = 4.
(t>t0) 8u(t0) ( 9)
a Casova zména citlivostni matice I'(¢, o) je
D(t, to) = Vaa f (), u(t))T (¢, to) + Vg f(x(t), u(t)) (4.10)

s pocatecni podminkou

[(tg, to) = m = Onserm-

Tyto citlivostni matice pouzijeme pro sestaveni linearizovaného predikéniho modelu
nelinearniho systému. Predikéni model pouzijeme k ziskani budouci trajektorie stavu
systému.

Vliv zmény pocétecniho stavu dx(t;_1) a fidici veli¢iny du(t;_1) v ¢ase t;_1 na

stav systému x(t;) v case t; muzeme popsat néasledujicim linedrnim modelem
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Pokud chceme vicekrokovou odezvu stavu systému na poc¢atecni podminku, ktera je
potfeba napf. pii pouziti single-shooting optimalizace, dosadime do rovnice (4.12)
za 0x(t1) predchozi rovnici a obdobné dosadime i do ostatnich rovnic, ziskdme tim

linearizovany predikéni model stavu systému ve tvaru

dx(tilto) = Phox(te) + > T (t;,;-1)du(t;_1|to), (4.14)
j=1
kde

) iijilq) ik, ik ifi>7
@;:< ko Bltizkbivit) J (4.15)

Lsn ifi=y
Doposud jsme popisovali spojity model systému. Nyni pro dalsi potieby navrhu
MPC algoritmu budeme stavy a vstupy systému uvazovat v diskrétnich okamzicich,
proto upravime znaceni stavu systému dle vztahu z; = z(ty + kTs) a obdobné i
vstupy systému ug = u(to + kTs), kde T} je perioda vzorkovéani. Periodu vzorkovani
je mozno jednoduse ménit zménou doby, po kterou budeme integrovat diferencialni

rovnice citlivostnich matic (4.8 a 4.10).

4.2 Formulace problému

Kvalita tizeni prediktivniho reguldtoru velmi zavisi na volbé ztratové funkce,
kterou MPC algoritmus minimalizuje. Ztratova funkce na koneéném horizontu vy-

uzivajici kvadratickou normu [y je

N-1
) 2 2 2
win J(z,w) = Y {Quell? + | Rul3} + |Qu | (4.16)
’ k=0
S omezenimi
o dano
Tp+1 = F(ﬂé’k, Uk),
Duk < d7
Umin < Uk < Umazx k:O,1,2,...,N—1,

kde N je predikéni horizont, matice @@ > 0, R > 0 jsou vahové matice (pozitivné
definitni), = a u oznacuji posloupnost vektoru reprezentujici stavy a vstupy soustavy,
tak ze:

r= (2o, T1,...,2N), U= (Ug,U,...,UN_1). (4.17)
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4.3 Metody reSeni

K teseni MPC algoritmu muzeme pouzit dvé metody optimalizace: single sho-
oting a multiple shooting. Pii single shooting metodé minimalizujeme ztratovou
funkci pouze pres vektor vstupu u. Stav systému je modelovan pfes celou dobu
predikce a koneény stav v predchozim kroku je pocatecnim stavem pro nasledujici
krok. Naopak multiple shooting metoda modeluje stav systému v kazdém kroku
oddélené a proto se konecny stav predchoziho kroku nemusi rovnat pocatecnimu
stavu nasledujictho kroku. Multiple shooting metoda proto minimalizuje ztratovou

funkci nejen pres vektor vstupu u, ale talé pres vektor stavu x.

4.4 Reseni optimalizaéniho problému

Pii navrhu ztratové funkce je mozno pouzit ruzné normy (napf. ly,ly nebo ). My
pouzijeme kvadratickou normu Iy, protoze jeji pouziti vede na teSeni kvadratického
programu (QP) a také konecénd ridici smycka dava relativné dobré vysledky [9]. Tedy
pouzitim Il normy muzeme k feseni daného problému pouzit SQP algoritmus (viz.
kapitola 3.2). SQP piistupem vytvorime podproblém, ktery ma podobnou strukturu
jako problém (4.16), s tim rozdilem, Ze rovnice modelu jsou linearizované (vyskytuji
se v podobé omezeni typu rovnosti) a ztratova funkce je nahrazena kvadratickou
funkci, jejiz ¢leny druhého radu jsou aproximovany hesianem z Lagrangeovy funkce
pro (4.16). Podproblém ma nasledujici tvar:

1
min §5a;§QN5a:N + qhoTn + (4.18)

dxz,0u
S0 -
k=0 2 (Suk Mk Rk 5uk Tk 5uk

5[E0 = 0,

S omezenim

6Ik+1 = q)kéxk —i—Fkéuk,
D(uk+(5uk) < d, k:071,2,...,N—1,

Ptidanim omezeni do ztratové funkce (4.16) vytvoiime Lagrangeovu funkei pro
dany problém:

N-1

L(z,u A p) = J(xu)+ > M (F(ze,u) — wp) + i (Duy, — d) (4.19)

k=0
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=

= (zf Qry, + uj Rug + N (F(xp, up) — Tpy1) + g (Duy, — d))
0

i

Déle muzeme Lagrangeovu funkei nasledujicim zptusobem rozlozit:

N-1
L(z,u,\, pt) = Lo(z0, uo, fto) + Z Lip(@k, Uk, Ak—1, Mkey i) + Ly (2, A1), (4.20)
k=1
kde
Lo(ZL‘(), Ug, ,uo) = J(ZL‘(), Uo) + Ag(F(xo, Uo) + [Lg(D’LLO - d) (421)

Ly, whs Aoty My k) = I (@, wn) + A (F (g, up) — Ni_yzx) + i (Duy, — d)
LN($N, )\Nfl) = —)\%_1.1'1\7.
Poznamenejme, ze kazdy clen xp a up se vyskytuje pouze v Ly a kazda L zavisi
nanejvyse na dvou slozkach vektoru Lagrangeovych koeficientu.

Nyni se zaméiime na ruzné moznosti volby hesidnu v kvadratickém modelu, k

¢emuz pouzijeme rovnice uvedené v této podkapitole.

4.4.1 Presny hesian

Prvni moznost je pouziti presného hesianu z Lagrangeovy funkce, ktery ma

nasledujici blokovou strukturu

- Qo Mo .
M Ry
Q1 M
T
W=V2,L= M o (422)
Qv My
M£—1 Ry
i Qn |
kde se matice pro jednotlivé kroky vypocitaji jako druhé derivace Lagrangeovy
fumee 0?L O0?L 0?L
k k k
= — = —— = . 4.23
@ a2’ g ouz’ " upy, (423)

Poznamenejme, ze hesidan z Lagrangidnu ma& stejnou strukturu jako ztratova
funkce (4.16) a jako hesidan v linedirnim MPC problému, protoze se zde nevyskytuji
vzajemné vazby mezi budoucimi a minulymi stavy a vstupy, které jsou pouze v
omezujicich podminkéach typu rovnosti.

Pouziti presného hesianu v SQP podproblému ma vyhodu rychlé lokalni kon-

vergence k optimalnimu feSeni. AvsSak k jeho sestaveni potfebujeme ziskat druhé
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derivace modelu F', jejichz vypocet muze byt obtizny nebo ¢asové naroény. A navic

jednotlivé bloky diagonalnich matic nemusi byt vzdy pozitivné definitni.

4.4.2 Gauss-Newtonova aproximace

Dalsi moznost je nepouzivat presny hesian, ale pouze jeho aproximaci. Jedno-
ducha aproximace, kterd je casto efektivni, je zanedbani ptispévku z F' a pouzit
primo

QrL=0Q, Ry=R, M,=M. (4.24)
Tato aproximace se nazyva Gauss-Newtonova. Cely hesidn se poté posklada obdobné
jako u presného hesidnu dle (4.22). V piipadé, ze je ztratova funkce kvadratickd a
konvexni (coz je obvykle splnéno), je ziskany hesian konstantni a pozitivné definitni.
Pokud SQP podproblém s aproximovanym hesidnem startujeme z blizkého okoli

optima, pak se ziskané feseni blizi k fesni ziskané pouzitim presného hesianu.

4.4.3 BFGS aproximace

Jind moznost, jak aproximovat hesian kvadratické funkce, je pouzit BFGS apro-
ximaci. Jeji princip je popsan v kapitole 3.3.1. Pii jednotlivich optimalizacich aktua-
lizujeme cely hesidn, tim vSak hesian ztrati symetrickou blokovou strukturu a feseni
vou strukturu hesianu, muzeme aktualizovat postupné jednotlivé ¢tvercové bloky
matic, slozené z vahovych matic @, R a M, piislusejici danym krokum viz. (4.22).
Pouzitim tlumené BFGS aktualizace popsané v kapitole 3.3.2 zajistime, ze ziskany

hesian bude pozitivné definitni.

4.4.4 Exact penalty funkce

Dalsi zpusob aproximace hesianu kvadratické funkce je pouziti Exact penalty
funkce dle vztahu (3.45). Priddnim penaliza¢ni funkce opét zajistime pozitivni defi-

nitnost hesianu a urychlime konvergenci feseni k optimu.

4.5 Algoritmus prediktivniho regulatoru

Nyni uvedeme algoritmus prediktivniho regulatoru vyuzivajici sekvenéni kvad-
raticky program se ztratovou funkei dle (4.19) a predikéni model sesteveny z citli-

vostnich matic.
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Algoritmus 6 (Algoritmus prediktivniho reguldatoru)

Zvol védhové matice ), R a M, dobu predikce T),, omezeni vstupu (Umin, Umaz ),
omezeni Vystupu (Ymin, Ymaz) @ referenéni prubéh vystupu;
Sestav pocatecni vektor fizeni uyg;
for k=0,1,2,... do
Vyber vektor reference na dobu 7}, dopiedu;
for [ =1,..., pocet optimalizaci do
Odsimuluj odezvu systému a citlivostni matice na vstupni vektor wuy;
Sestav ztratovou funkci dle (4.19) s presnym hesidnem (4.22);
Sestav podle (4.19) matice omezent;
Vyftes kvadraticky program s danymi omezenimi a ziskej du a dx;
Uprav vektor tizeni up = uy + du;
end for
Aplikuj prvni krok z vektoru fizeni a ziskej novy stav systému xp1;
Rotuj vektor fizeni o jeden krok doptedu;

end for

Pouzitim rotace vektoru fizeni o jeden krok doptfedu ziskdme velmi pifesnou apro-
ximaci pocatecniho feseni pro dalsi dobu periody T, pokud do systému nevstupuji

vnéjsi poruchy:.

4.6 Shrnuti

V této kapitole jsme provedli navrh nelinearniho prediktivniho regulatoru. Uka-
zali jsme vhodné feSeni optimalizac¢ni tilohy pomoci SQP a nékolik moznych voleb
hesianu pro kvadraticky model. Nakonec jsme uvedli algoritmus prediktivniho re-

gulatoru pouzitelny k impementaci v Matlabu.
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Kapitola 5

Experimentalni ovéreni na modelu

odparky

V této kapitole provedeme ovéreni prediktivniho fizeni na modelu odparky. Od-
parka je prumyslové zaffzeni pouzivané k zahustovani piichozi suroviny odpaienim
obsazeného rozpoustédla. Typické pouziti je v cukrovarnictvi, kde se pouziva k
zahustovani cukerného roztoku odpaienim vody. V prvni ¢ésti této kapitoly nejprve
popiSseme matematicky model odparky, pro ktery nasledné navrhneme prediktivni

regulator.

5.1 Model odparky

Model odparky [4] je zndzornén na obr. 5.1 a lze jej pro zjednoduseni rozdélit
na tii hlavni ¢ésti: odparnik, odlucovac pary a chladic. Odparnik je nadoba, ve
které se prichozi surovina za pomoci pary zahiiva. Para je ptivadéna do vymeéniku z
externiho zdroje a jeji mnozstvi lze regulovat ventilem. Ohtata surovina je spolecné
s jejimi vypary odvadéna do odlucovace, kde se od kapaliny odlouci para. Tato para
dale prechazi do chladice, kde je ochlazena chladici vodou a opousti proces jako
kondenzét. Zahusténd surovina je odéerpavana z odlucovace. Césteéné je na vystupu
odebirana jako vysledny produkt a vétsi ¢ast ji je opét navracena do odparniku.

Dynamiku systému [4] lze popsat tfemi diferencidlnimi rovnicemi. Prvni rovnice
popisuje zavislost vysky hladiny L2(t) v odlu¢ovaci na mnozstvi: pritékajici suroviny

F1, odebiraného produktu F2(t) a odparené vody F4(t)

dL2(t) 1
ey CEORS RO EIO) (5.1)
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>

Obréazek 5.1: Schéma modelu odparky

Odludovacd

VvV

Surovina
F1, X1, T1

g

kde p je mérna hustota kapaliny a A je plocha hladiny v odlucovaci. Muzeme
uvazovat hodnotu konstant pA = 20 kg/m.

Zbylé dvé diferencialni rovnice popisuji déni v odparniku:

dX2(t) 1

= 3 (FL() * X1(1) = F2(t) « X2(1)) (5.2)
%Qt(t) . %(le(t) — F5(t)) (5.3)
T2(t) = 0,5616P2(t) +0,3126X2(t) + 48, 43

T3(t) = 0,507P2(t) + 55,0

pagr) — @000 = F1t) *)\CP(TQ(t) ~T1(1).

kde prvni z nich vyjadfuje zménu koncentrace vystupniho produktu X2(t). Zjed-
nodusené lze fici, ze mnozstvi uzitecné latky prichazejici na vstupu se musi rov-
nat mnozstvi uzitecné latky odebirané na vystupu. A druhda diferencialni rovnice
udava zmeénu tlaku v nadobé odparky, v zavislosti na mnozstvi odparené latky
F4(t) odchéazejici z odlucovace a na mnozstvi zkondenzovanych par v chladi¢i F'5(t).

Dalsimi tFemi algebraickymi rovnicemi vypocteme hodnotu teploty produktu 72(t),
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teploty T'3(t) a prutoku odpatené latky F'4. Konstanty v predchozich rovnicich maji
tyto hodnoty:

M = 20kg

C = 4kg/kPa

C, = 0,07 kW/K(kg/min)
A = 38,5 kW/(kg/min)

Parni vyménik tepla, ktery v odparniku ohiivé zahustovanou latku popisuji tyto

rovnice

T100(t) = 0,1538P100(¢) + 90,0

QL00(t) = 0,16(F1(t) + F3(£)(T100() — T2(t))
F100(t) — ng()(t),

kde T'100(t) je teplota péary vstupujici do odparniku, P100(t) je tlak pary, Q100(t) je
mnozstvi tepla, které pdra piedd zahustované latce, F'100(t) je hmotnostni prutok
pary a konstanta A\; ma hodnotu Ay = 36,6 kW /(kg/min).

Posledni ¢asti odparky je chladi¢, ktery za pomoci chladici vody zchladi odpa-
fenou paru na kondenzat. Dle néasledujicich rovnic se vypocita teplo odebrané paie
(200(t), teplota chladici vody na vystupu chladice 7201(¢) a hmotnostni prutok
zkondenzovanych par F5(¢):

UA2(T3(t) —T200(t
+ 2+ Cpx F200(t)
Q200(t)
F200(t) * C,

T201(t) = T200(t) +

P58 = QQ(lO(t)7

kde konstanta UA2 = 6,48 kW/K.

7 uvedenych rovnic popisujicich chovani odparky sestavime matematicky mo-
del systému. Za vstupy systému zvolime: hmotnostni prutok suroviny F'1(t), prutok
chladici kapaliny F200(t) a tlak pary slouzici k ohtevu P100(¢). Hmotnostni pritok
produktu F2(t) budeme modelovat jako predem zndmou poruchovou veli¢inu. Stavy
systému jsou: vyska hladiny v odlucovaci L2(t), koncentrace vystupniho produktu
X2(t) a tlak v odparniku P2(t). Stavy systému jsou souc¢asné i jeho métrené vystupy,
které je nutno fidit. Nejdulezitéjsi proménnd, kterou je treba fidit, je koncentrace

produktu X2(t). Presné dodrzeni pozadované koncentrace produktu a jeji minimaln{
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vykyvy maximalizuji ziskovost odparky, protoze se tim snizi vyroba nekvalitniho
produktu (ktery je bud neprodejny nebo se prodavé za nizsi cenu). Dalsi Fizenou
proménnou je tlak v odparniku P2(t), ktery z duvodu bezpeénosti nesmi presdhnout
povolenou mez, aby nedoslo k poskozeni nadoby nebo jinych casti odparky. A treti
fizenou proménnou je vyska hladiny v odlucovaci L2(t), kterd nesmi pretéci do
chladice a naopak nesmi klesnout na nulu, aby nedoslo k poskozeni obéhového
cerpadla.

Zvolime-li vektor stavu x = (L2, X2, P2), vektor vstupu u = (F'1, P100, F'200)
a dosadime-li do diferencidlnich rovnic (5.1-5.3) zbylé rovnice popisujici jednotlivé
¢asti odparky, ziskdme rovnice ve tvaru (4.1). Ziskanou vektorovou funkci f(z,u)
zderivujeme nejprve podle vektoru x a poté podle vektoru u. Obdrzime tim dvé

Jakobiho matice

0 0,0719u1 42,5 0,1292u1+4,495
ApA ApA
— —F2
0 0071925  —01292u1 4495 _ 0,4855u3
O O 2C(0,14u316,48)
A—0,0246u2+4-0,0719224-0,129223—6,0611 —0,0246u1—1,23 0
ApA ApA
— 5
Vouf(z,u) = 7 0 0 (5.5)
0,0246u2—0,071922—0,129223+6,0611 0,0246u1+1,23 Ofs
AC AC Oous

dfs  —3,3208x3 — 196, 5
Ous  AC(0, 14us + 6,84)2

které pouzijeme k vypoctu citlivostnich matic stavu ® a vstupu I'. Citlivostni matice

poté pouzijeme k vytvoreni predikéniho modelu systému. Odezva systému na vstupni
vektor, soucasné s vypoctem citlivostnich matic, bude odsimulovdna v Simulinku
pomoci S-funkce.

V tabulce 5.1 jsou uvedeny vsechny proménné pouzité v modelu [4] a také jejich

hodnota v ustaleném stavu pro vzorkovaci periodu T = 1 min.
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Proménna | Popis Hodnota | Jednotky
F1 Prutok suroviny 10,0 | kg/min
F2 Pratok produktu 2,0 | kg/min
F3 Cirkula¢ni prutok 50,0 | kg/min
F4 Prutok vyparu 8,0 | kg/min
F5 Pritok kondenzatu 8,0 | kg/min
X1 Koncentrace suroviny 50 %

X2 Koncentrace produktu 25,0 | %

T1 Teplota suroviny 40,0 | °C

T2 Teplota produktu 84,6 | °C

T3 Teplota vyparu 80,6 | °C

L2 Vyska hladiny 1,0 | m

P2 Provozni tlak 50,5 | kPa
F100 Prutok pary 9,3 | kg/min
T100 Teplota suroviny 119,9 | °C
P100 Tlak pary 1947 | kPa
Q100 Vykon ohtevu 339,0 | kW
F200 Prutok chladici vody 9,3 | kg/min
T200 Teplota chladici vody 25,0 | °C
T201 Teplota chladici vody 46,1 | °C
Q200 Vykon chlazeni 3079 | kW

Tabulka 5.1: Procesni proménné a jejich nominélni hodnoty
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5.2 Prediktivni regulator pro model odparky

K vytvoreni predikivniho regulatoru pouzijeme algoritmus 6. Zvolime néasledujici

véhové matice pro problém (4.16)

0,025 O 0 0.05 0 0 0 0 0
Q= 0 0,1 0 [,R=1| 0 0.0001 0 M= 10 0 0],
0 0 0,01 0 0 0.0001 0 0 0

dobu predikce T}, = 100 min, vektor vstupt a vystupl

uw = (F1,P100, F200),
y = (L2,X2,P2),

referenc¢ni prubéhy vystupu L2(t) = 1, X2(t) = 25 a P2(t) dle obr. (5.2). Pro
pocatecni vektor vstupt ug zvolime ustalené hodnoty vstupu dle tabulky 5.1. Prubéh
poruchové veli¢iny F'2(t) vstupujici do soustavy je na obr. (5.3). Na tomto piikladé

ukazeme vliv volby hesidanu ztratové funkce na kvalitu a rychlost regulace.

"0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
[krok]

Obrézek 5.2: Prubéh reference tlaku P2

[kg/min]
|_\
o

1.85¢ 1

1.8 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
[krok]

Obrazek 5.3: Prubéh poruchové veliciny F2
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5.2.1 Presny hesian

K ziskani presného hesidanu je tfeba znat funkci F'(x,u), kterd popisuje omezeni
daného problému. V nasi iloze vsak mame k dispozici pouze jeji derivaci, proto
bychom museli pro jeji ziskani analyticky vytesit casovy integrdl. Poté bychom takto
ziskanou funkci omezeni F'(z,u) parcidlné zderivovali dle vektoru stavu x a vektoru
vstupu u. Toto je pro nas ptiklad prilis obtizné a proto nebudeme piesny hesian

pouzivat.

5.2.2 Gauss-Newtonova aproximace

S pouzitim Gauss-Newtonovy aproximace hesidnu (4.24) provedeme jeden krok
algoritmu 6, k jehoz feseni pouzijeme postupné pét optimalizaci SQP. Vysledek
feSeni je zobrazen na obr. 5.4, kde je vidét predikovany prubéh tlaku P2 po jednot-
livych optimalizacich. Na obrazku je vidét postupné priblizovani vystupu pozado-
vané referenci, kdy po ¢tyfech optimalizacich dosdhneme ustédleného feseni, které se

jiz dale neméni.

Predikce tlaku — P2: Gauss—Newton

64

—rreference
62| —— bez optimalizace
—— 1 optimalizace
60 —— 2 optimalizace
— 3 optimalizace
58 — 4 optimalizace
g 56 5 optimalizaci
=,
54}
52 i o
, |
50 B \ -
48 : ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 [krok] 100

Obréazek 5.4: Predikce tlaku P2: Gauss-Newton
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5.2.3 BFGS aproximace

Poté provedeme stejny krok algoritmu jako v predchozim ptikladé, ale pouzijeme
BFGS aproximaci hesianu. Pocateéni podminky jsou totozné. K odhadu pocatecni
hodnoty hesidnu pouzijeme Gauss-Newtonovu aproximaci'. Vysledek feseni je u-
kazan na obr. 5.5. Zde je opét vidét snaha algoritmu o priblizeni se referencnimu

signalu. Tentokrat potiebuje k nalezeni optimalniho feseni pét optimalizaci.

Predikce tlaku — P2: BFGS

64
— reference

62| — bez optimalizace
— 1 optimalizace
60| —— 2 optimalizace
— 3 optimalizace

] pa— 4 optimalizace
& 56 5 optimalizaci
=,
54
52t
501 T :
48 : : : ‘
0 20 40 60 80 [krok] 100

Obrézek 5.5: Predikee tlaku P2: BFGS

5.2.4 Exact penalty funkce

Nakonec provedeme tentyz krok algoritmu s pouzitim aproximace hesidanu vyuzi-
vajici Exact penalty funkce. Jelikoz neméame k dispozici presny hesian, pouzijeme
misto néj ve vztahu (3.45) jeho Gauss-Newtonovu aproximaci. Jelikoz je v nasem
piikladé zajisténa pozitivni definitnost Gauss-Newtonovy aproximace hesianu a je
pouzita multiple shooting metoda optimalizace, obdrzime stejny vysledek jako u

samotné Gauss-Newtonovy aproximace viz. obr. 5.4.

IProto jsou pribéhy po prvnf optimalizaci u obou metod totozné.
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Rozdily mezi pouzitymi aproximacemi hesianu nejsou prilis veliké, proto prubéhy
vstupu a zbylych vystupu ukézeme pouze pro Gauss-Newtonovu metodu. Na obraz-
cich 5.6, 5.7 a 5.8 jsou zobrazeny prubéhy vstupu soustavy. Predikce zbylych dvou
vystupu L2 a X2 jsou uvedeny na obr. 5.9 a 5.10. Také na téchto prubézich jsou
vidét zmény po jednotlivych optimalizacich a konvergence k optimalnimu feseni.

V tabulce 5.2 jsou uvedeny casy (v sekundéch) jednotlivych optimalizaci pro
pouzité metody. Z tabulky vyplyva veétsi casova naroénost BFGS metody a Exact
penalty funkce zpusobend delsim fesenim kvadratického programu, jelikoz hesian
po prvni aktualizaci ztraci symetrickou blokovou strukturu. BFGS metoda navic v

kazdém kroku provadi aktualizaci hesianu.

Optimalizace | Gauss-Newton BFGS Exact penalty
1 1215 125,3 130.2
2 71,0 81,9 78.9
3 62,7 74,9 72.0
4 24,7 64,6 32.4
5 24,8 32,7 32.3

Tabulka 5.2: Porovnani ¢asu jednotlivych optimalizaci (v sekundéch)

V tomto experimentu jsme provedli pouze jeden krok MPC algoritmu a zamérili
jsme se jen na vliv volby hesidnu ztratové funkce. Nyni provedeme experiment
pri némz nechame bézet MPC algoritmus vice kroku a do navrhu zahrneme také
omezeni na vstupni a vystupni proménné. K aproximaci hesidnu ztratové funkce v
nasledujicim ptikladé pouzijeme Gauss-Newtonovu metodu, ktera v tomto ptiklade

dosahla nejlepsich vysledku.
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Predikce vstupu — F1: Gauss—Newton

10 —\
0.8 — bez optimalizace
—— 1 optimalizace
'c 9.6 }\ —— 2 optimalizace
£ | —— 3 optimalizace
294 —— 4 optimalizace
5 optimalizaci
9.2 1
9
8.8 : : : ‘
0 20 40 60 80 [krok] 100
Obrazek 5.6: Predikce vstupu F1: Gauss-Newton
Predikce vstupu — P100: Gauss—Newton
210 ‘ ——
bez optimalizace
205 —— 1 optimalizace
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<
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Obréazek 5.7: Predikce vstupu P100: Gauss-Newton
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[kg/min]

250

Predikce vstupu — F200: Gauss—Newton
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Obrazek 5.8: Predikce vstupu F200: Gauss-Newton
Predikce hladiny — L2: Gauss—Newton
3.5
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Obrazek 5.9: Predikce hladiny L2: Gauss-Newton
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Predikce koncentrace — X2: Gauss—Newton

28
27.5r i
27t _— referenge |
bez optimalizace
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- 26} —— 3 optimalizace
—— 4 optimalizace
255+ 5 optimalizaci
25F
24.5 : ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 [krok] 100

Obréazek 5.10: Predikce koncentrace X2: Gauss-Newton
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5.3 Prediktivni regulator s omezenimi

Pro tento piiklad zvolime nasledujici vahové matice

200 0 0 500 0 O 0 0 O
Q=10 10000 0 |,R=]0 1 0|,M=1]0 0 0},
0 0 100 0 0 1 0 0 O

dobu predikce T}, = 40 min, vektor vstupt a vystupu

w = (F1,P100, F200),
y = (L2,X2,P2).

Pro pocéatecni vektor vstupu ug opét zvolime ustdlené hodnoty dle tab. 5.1. Prubéh
poruchové veliciny F'2(t) vstupujici do soustavy je na obr. (5.11). V tomto piikladé
nechame MPC algoritmus bézet po dobu 120 kroku a v kazdém kroku provést pét
optimalizaci ztratové funkce. Pri optimalizacich bude muset prediktivni regulator

dodrzet omezeni na velikosti vstupnich a vystupnich proménnych dle tab. 5.3.

Proménna Min Max Jednotky
F1 0 20 kg/min
P100 0 220 kPa
E200 0 450 kg/min
L2 0,5 2,0 m
X2 24 28 %
P2 0 51,5 kPa

Tabulka 5.3: Omezeni vstupnich a vystupnich proménnych

Prubeh prutoku - F2
2.5 T

2.4r b
2.3F b
2.2r *
2.1r *

[kg/min]
N
L

1.9- b
1.81 *

161

Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120
[krok]

Obrazek 5.11: Prubéh poruchové veliciny F'2
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Prubeh vstupu - F1
13 ‘

12.5

[kg/min]
=
o
2]

| |
0 20 40 60 80 100 120
[krok]

Prubeh vstupu - P100
230 ‘

220

2101

— 200

[kPa

190+

180

170

160 L L L L
0 20 40 60 80 100 120

[krok]

Prubeh vstupu - F200
500 ‘

450
400+
350+

E 300+

2 2501
200"
150}

100+

| |
20 40 60 80 100 120
[krok]

Obrazek 5.12: Prubéh vstupu: F1, P100, F200
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[m]
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24.8
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51

[kPa]

50.8

50.6

50.4
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20

40 60 80
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20

|
40 60 80
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L
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Obrazek 5.13: Prubéh vystupu: L2, X2, P2
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Na obrazku 5.12 jsou zobrazeny prubéhy vstupnich velicin ziskané prediktivnim
regulatorem. Jak je z obrazku vidét, prediktivni regulator dodrzel predepsand ome-
zeni na velikost vstupu, které jsou na obrazcich zobrazeny ¢ervené. Obdobné jako
vstupy jsou na obr. 5.13 zobrazeny optimalni prubéhy vystupnich veli¢in. Zde jsou
opét cervené zobrazeny omezeni a zelené prubéhy referenci. Velké odchylky priubéhu
koncentrace od referencniho signédlu jsou zpusobeny piisnym omezenim vstupu tlaku
pary P100 a prutoku chladici kapaliny F200, ¢imz prediktivni regulator nemeél do-

statecny prostor k presnéjsi regulaci.

5.4 Shrnuti

V této kapitole jsme ovérili spravnou funkci prediktivniho regulatoru, jehoz al-
goritmus 6 je uvedeny v predchozi kapitole. Ovéteni jsme provedli na modelu od-
parky. V prvnim piikladé jsme na tomto modelu porovnali ruzné volby hesianu
ztratové funkce prediktivniho regulatoru. Vsemi tfemi pouzitymi metodami apro-
ximace hesianu jsme obdrzeli obdobné vysledky, oz je zpusobeno jednak pouzitim
Gauss-Newtonovy aproximace jako pocateéniho odhadu hesidnu pro BFGS metodu
a Exact penalty metodu, ale také pouzitim modelu se slabou nelinearitou, kterd se
nejvice projevuje na vystupu tlaku P2. Prestoze v dosazenych vysledcich nebyly
prilis veliké rozdily, tak pro tento ptiklad vychéazi nejlépe pouziti Gauss-Newtonovy
aproximace. Tato aproximace dosdhla nejen vyssi rychlosti konvergence feseni, ale
také vypocet optimalizace trval kratsi dobu nez pro BFGS aproximaci a Exact pe-
nalty funkci. V druhém ptikladé jsme do navrhu prediktivniho reguldtoru zahrnuli
omezeni na vstupni a vystupni veli¢iny. Také v tomto piikladé se nam podarilo ovérit

spravnou funkci regulatoru a dodrzeni predepsanych omezeni.
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Kapitola 6
Zaver

V této préaci jsme se zabyvali pouzitelnymi algoritmy pro nédvrh nelinearniho
MPC regulatoru. Nejprve jsme se zaméfili na rtizné zpusoby feSeni nelinedrni op-
timaliza¢ni lohy, jez je tifeba TeSit pri hledani optimélni vstupni trajektorie v
prediktivnim fizeni. Odvodili jsme tlohu sekvenéniho kvadratického programovani
a ukazali jsme jeho ekvivalenci s Newton-Lagrangeovu metodou. Déle jsme po-
rovnavali vliv volby hesidnu v kvadratickém modelu ztratové funkce optimaliza¢ni
ulohy. Na zvoleném piikladé jsme porovnali presnost a rychlost konvergence SQP
algoritmu pti pouziti: presného hesidnu, aproximovaného hesianu BFGS metodou a
jednotkového hesidnu (tzv. metoda nejrychlejstho sestupu). Algoritmus nejrychleji
konvergoval pti pouziti presného hesidanu, kdy kvadraticky model nejprenéji popiso-
val nelinedrni optimalizacni tlohu, naopak nejpomalejsi byl pti pouziti jednotkového
hesianu. Nevyhoda pouziti pfesného hesianu je, zZe neni vzdy zajisténa jeho pozitivni
definitnost a SQP algorimus muze z toho duvodu selhat, jak je ukdzano na nasem
prikladé. Naopak metoda nejrychlejsiho sestupu a metoda BFGS maji vzdy zajisténu
pozitivni definitnost hesianu. Na stejném piikladé jsme ukazali vliv pouziti metody
jednorozmeérového hledani (line search), ktera ndm pomuze zrychlit konvergenci al-
goritmu, pokud je pocateéni bod vice vzdalen od optima.

V dalsi kapitole jsme formulovali nelinearni prediktivni regulator vyuzivajici tzv.
multiple shooting metodu optimalizace. K feseni optimalizacni tlohy jsme pouzili
jiz diive odvozené sekvencni kvadratické programovani.

Nakonec jsme provedli experimentalni ovéreni formulovaného prediktivniho re-
gulatoru na dodaném modelu odparky. Nejprve jsme na modelu odparky porovnali
jednotlivé volby hesianu ztratové funkce prediktivniho regulatoru. Jelikoz ziskani
presného hesidnu pro tuto tlohu by bylo obtizné, zamérili jsme se pouze na jeho ruzné

metody aproximace. Pouzili jsme nasledujici metody aproximace: Gauss-Newtonovu,

53



BFGS a Exact penalty funkce. Nejlepsich vysledku jsme dosahli pti pouziti Gauss-
Newtonovy metody. Nejen ze ke konvergenci stacilo méné kroku, ale i casova naroc-
nost vypoctu v jednotlivych krocich byla u této metody mensi nez u dvou ostatnich.
Pti druhém experimentu jsme ovérili spravnou funkeci MPC algoritmu s pridanymi

omezenimi na vstupni a vystupni veli¢iny.
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Priloha

Prilohou této préce je CD-ROM disk s nasledujicim adresarovou strukturou a

obsahem:
- V adresaii Dokument je zdrojovy kéd této prace ve formatu WTEX.

- V adresati M-files jsou soubory se zdrojovym kédem pro program Matlab 7,
které byly pouzity k simulaci navrzenych algoritmu a k ziskani obrazku uve-

denych v této praci.

- V adresari Model je dokument ve formatu pdf, ve kterém je popsan pouzity

model odparky.
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