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Abstrakt

Cilem této bakalaiské préace je implementace paralelniho simplexového algoritmu
pracujiciho s fidkymi(sparse) maticemi pro platformu Nvidia CUDA. Préce obsahuje po-
pis platformy CUDA spolu s jejim programovacim modelem. Déle se prace vénuje popisu
simplexového algoritmu spolu s jeho revidovanou verzi. Je uveden postup implementace

a jeji efektivita je vyhodnocena na skupiné sparse linedrnich optimalizacnich problému.
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Abstract

Goal of this bachelor thesis is implementation of parallel simplex algorithm that
works with sparse matrices for Nvidia CUDA platform. Work includes description of
CUDA platform with its programming model. This work also includes the description
of simplex algorithm with its revised version. Subsequently the work describes
implementation procedure and its effectivity is evaluated on a set of linear optimization

problems.

v



Obsah

1 Tvod
2 NVIDIA CUDA]

[2.1 Streaming multiprocesory| . . . . . .. ...

2.2 Paméfovd hierarchiel . . . . . . . . . ...

[3 Linearni programovani a Simplexova metodal

3.1 Uloha linedrniho programovani(LP)| . . . . . . . .. ... ... .. ...,
3.2 Tvar LPualohl . . . . .. o o oo
[3.3  Simplexova metodal . . . . . ...
[3.3.1 Inicializace algoritmuf . . . . . . . ... ...
[3.3.2  Kroky algoritmu| . . . ... ...
[3.3.3  Prepsany algoritmus| . . . . . ... ... o0
[3.3.4  Dvoutazova simplexova metoda . . . . . . .. ... ... ... ..

[4  Sparse matice a Revidovana Simplexova metodal

[4.1  Formaty sparse matic|. . . . . . . . ... ... o
Illlll E:!z!zlslill;!lg: l‘l{zll ............................
[4.1.2  Compressed sparse row| . . . . . . . . .. ...

4.2 Revidovana simplexova metodal . . . . . . . . ... ... ... ... ...
[4.2.1 Inicializace algoritmuf . . . . . . . . . ...
Ill212 lii!zl!!!g: Vlg::Vigzllil .............................
[4.2.3  Podminky optimalityl . . . . . .. ... ... . 0000

[4.2.3.1 Redukované ceny| . . . . . . . ... ... ... ... ...
4.2.3.2 Hodnota uceloveé funkeel . . . . . . ..o 00
[4.2.3.3  Simplexovy multiplikator| . . . . .. ... ... ... ..

S Ot Ot

© © o oo I



[4.2.4  Vylepseni neoptimalniho teseni . . . . . ... .. ... ... ... 16
4.2.5  Aktualizacel . . . ... ... L 17
[4.2.5.1  Aktualizace 8. . . . . . ... ... oL 17
[4.2.5.2  Aktualizace bazové maticel . . . . . . .. ..o 17
[4.2.5.3  Aktualizace hodnoty ucelove funkce|. . . . . . . . . . .. 18

[4.2.6  Algoritmicky zapis| . . . . .. ... ... oo 18
[> Implementace 20
[>.1 Vyuzité knithovny| . . . . . ... .o 20
BT Thrustl . . . . . oo 20
BE.I2 cuSPARSEl . . . . . . . . 20
BI3 CUSPl . . . oo 21
[5.2  Architektura programul . . . . . .. ..o 21
[>.2.1 Nacitani vstupnich souboru| . . . . . . . . ... ... ... .... 22
|5.2.2 Upravy problému pii naéitém’] .................... 22
[5.2.2.1 Skalovani problémul . . . . . .. .. ... .. ... ... 22

[>.2.3  Predzpracovanidat| . . . . . . ... ..o 22
15.2.3.1 Uprava mez{ proménnych a matice A|. . . . . . .. ... 23
[5.2.3.2  Vytvoreni rozsirené matice A| . . . . . . . . .. ... .. 24

[>.2.4  Implementace revidovaneho simplexoveho algoritmul . . . . . . . . 27
Hh.2.4.1 Inicializacel . . . . .. .. ..o oo 28
[5.2.4.2  Vypocet inverzni bazove matice| . . . . . . . . ... ... 28
[5.2.4.3  Vypocet aktualizovaného vektoru pravych stranl . . . . . 28
[5.2.4.4  Vypocet pocatecni ucelové hodnoty| . . . . . . . . .. .. 28
[5.2.4.5  Vypocet simplexového multiplikatorul. . . . . . . . . .. 29
[5.2.4.6  Vypocet vektoru redukovanych cenl . . . . . . ... . .. 29
[5.2.4. 7 Vybér vstupujici proménne| . . . . . . . ... ... ... 29
[5.2.4.8  Vypocet aktualizovaného sloupce vstupujici proménnel . 30
[5.2.4.9  Pomérovy test| . . . . . ... ... L. 30
[5.2.4.10 Vybér vystupujici proménne|. . . . . . . . .. ... ... 30
[5.2.4.11 Aktualizace hodnoty ucelove funkce|. . . . . . . . . . .. 30
[>.2.4.12  Aktualizace vektoru bazickych a nebazickych proménnych| 30
[5.2.4.13 Aktualizace vektoru prave strany| . . . . . . . .. .. .. 31
0.2.4.14 Aktualizace inverzni bazove maticel . . . . . . . . . . .. 31

vi



[5.2.5 Postup vypoctul . . . . . ... 31

[5.2.5.1  Prvni faze simplexového algoritmul . . . . . . ... . .. 32

[5.2.5.2  Rozhodnuti o resitelnosti problemy . . . . . . . . .. .. 33

[5.2.5.3  Odstranéni umelych proménnych z pocatecniho resenil . 33

[5.2.5.4  Druha faze simplexového algoritmuf . . . . . . . . . . .. 33

[5.2.6  Zpracovani vysledku| . . . ... ... 34

6 Testovani programul 35
[6.1 Soubor testovanych probléemu| . . . . .. ... ..o 35
[6.2  Vysledky puvodni verze programul . . . . . . . ... ... 37
6.2.1 Cykleni . . . ... ... 38

6.2.2 Numericka nestabilital] . . . . .. ... ... ... ... ... ... 38

[6.2.3  Zvysovani délky vypoctu iterace| . . . . . . ... 39

(6.3  Vysledky upravenych verzi algoritmul . . . . . ... ... .00 39

7 Zaver 43
[Literatural 45
[A Obsah prilozeného CD)| 1

vil



Seznam obrazku

2.1 CUDA hardwarovy model [I] | . . . . . ... ... ... . ... .. ... 4
.2 VIdknova hierarchie ]| . . . . . . .. ... ... ...

[>.1 Architektura programul . . . . . . ... .00 21
0.2 Prubeh nacitani souborul . . . . .. ..o 23
[>.3  Prubéh simplexoveho algoritmu| . . . . . . ..o o000 27
[>.4 Prubeh vypoctul . . . . ... 32

viil



Seznam tabulek

b1 Pocateéni nacteni matice Al . . . . . .. ... oo L 25
[5.2  Matice A po upravé mezi proménnych| . . . . ... ... ... 26
(5.3 Matice A po pridani slackovych a surplus proménnych|. . . . . . . . . .. 26
b.4 Konecna roz8iftena matice Al . . . . . . . ... 26
6.1 Srovnani GPUT a GPU2 . . ... ... ... ... . ... ... ...... 35
[6.2  Seznam testovanych problemul . . . . . ... o000 0000 36
(6.3  Vysledky puvodni implementace na GTX570] . . . . ... ... ... ... 37
(6.4  Vysledky po upravach s Blandovym pravidlem na GTX570] . . . . . . .. 40
6.5 Vysledky po upravach s vybérem minima na G'ITX570] . . . . . . ... .. 41
[6.6 Vysledky po upravach s Blandovym pravidlem na GTX TITAN| . . . . . 41
(6.7  Vysledky po upravach s vybérem minima na GTX TITAN| . . . . .. .. 42




Kapitola 1
Uvod

Cilem této bakalarské prace je popis a implementace simplexové metody, presnéji jeji
revidované verze, kterd byla zvolena pro svoji uspornost na pocet operaci, které jsou
potieba pii kazdé iteraci algoritmu. Revidovana simplexova metoda byla vybrana, nebot
efektivné pracuje s fidkymi(sparse) maticemi, které jsou pro implementaci vyuzivany
z duvodu jejich pamétové nendroc¢nosti v porovnani s hustymi(dense) maticemi. Cely
algoritmus je implementovan na platformé Nvidia CUDA a testovan na grafickych
kartach(dale jen GPU) Nvidia GeForce GTX570 a Nvidia GeForce GTX TITAN.

Prace je strukturovana do péti kapitol. Prvni kapitola se vénuje popisu platformy
CUDA, jejimu obecnému popisu a programovacim jazykum, které podporuje. Tato
kapitola také pojedndva o pamétfové hierarchii NVIDIA CUDA, kde uvadi jednotlivé
pamétové irovné spolu s jejich struénym popisem. Déle je v této kapitole uveden popis
CUDA knihoven, které byly pouzity pro implementaci. Zavér této kapitoly je vénovan
programovacimu modelu této platformy, presnéji vlaknové hierarchii. Je vysvétleno, jak
jednotliva vldkna dokézi identifikovat svoji pozici v pracovni mftizce, aby nedochazelo ke
kolizim pfi pristupu k datum. Druhd kapitola se vénuje popisu linearniho programovani
(dale jen LP). Na zacdtku této kapitoly je vysvétlen pojem linedrniho programovani,
jaké typy uloh lze LP formulovat a jaké vysledky tyto tlohy mohou mit. V dalsi ¢asti
kapitoly jsou uvedeny obecné formy LP tloh a detailni popis kanonické formy, jez je
vyzadovana simplexovym algoritmem. Na zavér druhé kapitoly je vysvétlen princip
jedno a dvoufdzového simplexového algoritmu spolu s jejich jednotlivymi kroky. Uvod
treti kapitoly je vénovan srovnani formatu sparse matic. Druha c¢ast této kapitoly je
vénovana revidované verzi simplexového algoritmu, jehoz jednotlivé kroky jsou zde
podrobné uvedeny. Ctvrtd kapitola je zasvécena samotné implementaci, konkrétne:

formatu vstupniho souboru, zpracovani nac¢tenych dat a jejich prevod do kanonického
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tvaru, jednotlivym krokum algoritmu a interpretaci vystupu. V paté kapitole je otestovana
zékladni a rozSifend verze implementovaného paralelniho algoritmu na standardnich
testovacich LP problémech. V zavéru jsou shrnuty dosazené vysledky a problémy, které

bylo nutné v rdmci této prace vytesit.



Kapitola 2

NVIDIA CUDA

CUDA [3] je paralelni vypocetni platforma a také programovaci model poprvé
predstaveny spole¢nosti NVIDIA v roce 2006. Tato platforma umoznuje vyuziti vypocetni
sily grafickych karet(GPU) pro klasické vypoéty. Platforma CUDA podporuje fadu
programovacich jazyku jako naptiklad C,C++, Java, Python. Pro dalsi popis je pouzit
jazyk CUDA C++, ktery se lisi o jazyka C++ priddnim novych device funkei a klicovych

slov.

Multiprocessor 1~ Multiprocessor 2 Multiprocessor N-1 ~ Multiprocessor N

Registers Registers ‘ ‘ Registers Registers

nstant Cache

Texture Cache

i i

Device Memory

«——— >
— >
o —>

Obrazek 2.1: CUDA hardwarovy model [I]
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2.1 Streaming multiprocesory

Na obrazku je uvedena typicka architektura GPU. Hlavni vypocetni jednotkou
GPU jsou tzv. Streaming multiprocesory, které jsou schopny planovat a fidit tisice
paralelnich vypocetnich vldken. Kazdy multiprocesor ma typicky 8, 32 nebo 48 streaming
procesoru, na kterych jsou spousténa jednotlivd vldkna. Tyto procesory jsou tadovée
pomalejsi, nez klasické jadro CPU. Streaming multiprocesory maji alespon jeden
scheduler, ktery zajistuje piifazeni spousténi paralelnich vldken ve skupindch po 32, tzv.

warpech.

2.2 Pameétova hierarchie

Na obrazku je uvedena typicka pamétova hierarchie GPU. Pamétovy prostor na
platformé CUDA je rozdélen na 2 hlavni adresni prostory a to na host ¢ast, klasickou
pamét hostujiciho pocitace a ¢dst device, paméti grafické karty. V dusledku tohoto
rozdéleni lze pouzivat ukazatele na data na GPU(alokované funkei cudaMalloc()) pouze
v ¢asti kédu, urceném pro GPU vypocet a ukazatele do host paméti pouze v kodu urceném
pro CPU. Data lze mezi prostorem host a device kopirovat pomoci funkce cudaMemcpy().
Takto zkopirovand data jsou presunuta do globélni paméti(na obrdzku oznacené jako
device memory). Tato pamét je nejvétsi paméti na GPU, ale také nejpomalejsi. Tato
nevyhoda se d& zmirnit vyuzitim tzv. coalesced technik. Jelikoz piistupy do globdlni
paméti grafické karty jsou relativné pomalé, jsou pfi kazdém pristupu nacteny i prilehlé
adresy. Coalesced techniky spoc¢ivaji ve vyuziti dat i z téchto ptilehlych adres. Prikladem
napftiklad ¢teni sloupce v 2D poli. V klasickém pripadé je 2D pole ulozeno po tadcich, ¢ili
v piipadé cteni jednoho prvku jsou nacteny i prilehlé prvky z tohoto radku. Pii pouziti
coalesced pristupu do paméti je vhodné pracovat s transponovanym polem, protoze jsou
nacitdny velké ¢asti fadku, které je mozné vyuzit. Déle GPU nabizi také pamét lokdlni a
sdilenou. Lokélni pamét je viditelnd a vyuZitelnd jen pro uklddani lokdlnich proménnych
konkrétniho vldkna. Sdilend pamét je sdilend vSemi vldkny v jednom bloku. Skrze tuto

pamét se mohou vldkna v rdmci jednoho bloku omezené synchronizovat.
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Obrazek 2.2: Vldknova hierarchie [2]

2.3 Vladknova hierarchie

Vldknov4 hierarchie je uvedena na obrézku[2.2] Funkce spousténé na GPU se nazyvaji
Kernely. Tyto kernely se spousténi na daném poctu vldken, ktera jsou seskupena
do bloku, jez tvori pracovni mfizku. Kazdé individudlni vldkno znd svoji pozici jak
vuéi miizce(threadldz.z/y/z), tak i pozici bloku ve kterém se nachdzi vuci pracovni
miizee(blockldr.z/y/z). Dale také zna velikost bloku(blockDim.z/y/z) a velikost pracovni
miizky(gridDim.z/y/z). Jelikoz je kazdé vldkno timto zpusobem jednoznacné schopné

urcit svoji pozici, nedochazi ke konfliktu pfi pristupu k datum.



Kapitola 3

Linearni programovani a Simplexova

metoda

Simplexovy algoritmus byl poprvé predstaven Georgem Dantzigem v roce 1951. Jako

podklad pro tuto kapitolu byla pouzita skripta Tomése Wernera [4].

3.1 Uloha linearniho programovani(LP)

Ulohou linedrniho programovéni je minimalizace ¢i maximalizace linedrni (icelové)
funkce za podminek linearnich rovnosti a nerovnosti. Mnozina feSeni je v ptipadé LP
tvorena konvexnim polyedrem. V zavislosti na tvaru polyedru a zvolené tucelové funkei

mohou nastat 3 pripady:
e Uloha je Tesitelna.
e Uloha je neptipustnd(podminky si navzajem odporuji nebo neexistuje feseni).

e Uloha je neomezend (tcelova funkce lze neomezené zvysovat).
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3.2 Tvar LP uloh

Obecnou LP tlohu lze zapsat jako:

min c;x1 + - + Ty
za podminek a;; + - -+ + a;px, > by 1€ 14
aip + -+ Qprn, < b, 1€ 1
a1+ -+ apT, = by 1 € Iy
x; > 0,7 € Jy
z; <0,7€J_

j € R,] € Jo,
kde

I={1,....m}=I,UI, UL
J={1,...,n}=JoUJ, UJ

jsou rozklady indexovych mnozin.

Pro potieby simplexového algoritmu je potfeba prevést tento tvar na standardni
tvar, ve kterém jsou povolena pouze omezeni typu '=". Transformaci omezeni 1ze provést
zavedenim tzv. slackovych proménnych pro omezeni typu ’<’ a surplus proménnych pro
omezeni typu '>’. Tyto pomocné proménné vyrovnavaji rozdil od vektoru pravé strany

a nevyskytuji se v ucelové funkci.

3.3 Simplexova metoda

Simplexovda metoda je algoritmus pro feseni ulohy linearniho programovani. Algo-
ritmus prohledava tzv. bazova feSeni tloh linearniho programovani prechodem mezi
sousednimi vrcholy polyedru (stdle pfipustnd Feseni), pticemz dvojice sousednich bazi
odpovida dvojici vrcholu spojenych hranou. Postupnym prochdzenim hran polyedru ve

sméru, ve kterém se ucelova funkce zmensuje, je nalezeno optimalni feseni.
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3.3.1 Inicializace algoritmu

Na zacatku zakladniho simplexového algoritmu je tloha zadéna ve tvaru:

min{cTz|Az < b, = > 0}, (3.1)

kde matice A obsahuje koeficienty podminek ze standardniho tvaru LP (spolu se
standardn{ bazi), b > 0 je vektor pravych stran z podminek a T je vektor koeficienti

prislusnych proménnych v ticelové funkei.

3.3.2 Kroky algoritmu

Prvnim krokem je vytvoreni simplexové tabulky:

c 00
[A ’ b] 32

V této tabulce tvoii sloupce slackovych proménnych tvoii pocatecni bazi. Pokud
tomu tak neni, je nutné pouzit dvoufazovy simplexovy algoritmus, ktery ve své prvni
fazi pripustnou pocatecni bazi nalezne.

Nyni, aby se preslo k sousedni bazi a tedy novému feSeni, je potieba najit pivot.
Prvnim krokem krokem k nalezeni pivotu je urceni proménné, kterd se stane aktivni
(prejde do baze). Pro tento krok existuje velké mnozstvi heuristik. V této praci jsou
uvazovany 2 zpusoby vybéru a to vybér proménné, kterda ma nejmensi koeficient ve
vektoru redukovanych cen, a tzv. Blandovo pravidlo, které vybira proménnou se zapornym
koeficientem redukované ceny a zaroven nejmensim sloupcovym indexem. Toto pravidlo
také zabranuje moznému cykleni algoritmu. Nasledné zvolend proménnd je oznacena
indexem ¢. Pokud jsou vSechny koeficienty nezaporné, tak hodnotu tcelové funkce jiz nelze
zvysit, algoritmus nalezl optimum a koné¢i. V piipadé, Ze neni splnéna tato podminka,
algoritmus pokracuje hleddnim proménné, kterd se stane neaktivni (opusti bazi) a jejiz

hodnota bude nastavena na 0. Ta je zjisténa nalezenim radku, kde:

—, Qi > 0
CLij

1€l.n, jel.m,
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nabyva nejmensi nezaporné hodnoty (oznaceni indexem p). Pokud se takovych
proménnych vyskytne vice, je zvolena ta, kterd prislusi proménné s nejmensim
sloupcovym indexem. Tento vybér iika, na jakou hodnotu bude vstupujici proménna
nastavena. Prvek a,, je tedy pivot. Nyni je pomoci Gauss-Jordanovy eliminace pozice
pivotu nastavena na 1, a pozice nad nim a pod nim na 0, ¢imz je proménnd vpusténa do
béze. Tomuto kroku se fika ekvivalentni tprava okolo pilotu. Timto krokem konéi jedna

iterace simplexového algoritmu.

3.3.3 Prepsany algoritmus
1. Vybér indexu ¢ pivotu takového, ze ¢; < 0

2. Vybér indexu p pivotu takového, ze

by
p € argmin (3.3)
Qg

3. Ekvivalentni tuprava okolo pivotu a}
Algoritmus konéi, pokud nelze provést dalsi iteraci bud z toho duvodu, ze koeficienty ¢;

jsou nezdporné (jsme v optimu) nebo v nékterém sloupci j je ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna

1, coz znaci, ze uloha je neomezena.

3.3.4 Dvoufazova simplexova metoda

V pripadé, ze je tloha zadana v obecném tvaru, tedy neobsahuje pouze nerovnosti
typu ’<’, muze nastat situace, ze matice A v sobé neobsahuje standardni bazi, tedy
pocatecni pripustné feseni ilohy. Pfipadné neni ani znamé, zda je tloha tesitelnd. Pokud
tento pripad nastane, je nejdiive nutné vyfesit pomocnou LP tlohu, jejimz feSenim
je libovolné piipustné pocatecéni teseni. Nejprve, pokud se ve vektoru pravych stran b
vyskytne zaporné cislo, je potieba prislusny tadek v matici A vyndsobit —1 a otocit

nerovnost. Pomocnou tlohu definujeme jako:

min{1Tu|Az +u=b,z > 0,u > 0} (3.4)

a k ni korespondujici simplexovou tabulkou:

0 1T 0
[A i b] 5
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Puvodni tdloha je pripustnd pravé tehdy, pokud optimalni hodnota ucelové funkce
pomocné ulohy je rovna 0. Této hodnoty se dosdhne, kdyz w = 0, tedy pokud
nalezené reSeni neporusuje zadné omezeni. Na zacatku algoritmu tvori sloupce prislusici
proménnym u standardni bazi. Na pomocnou tlohu tedy lze pustit simplexovy

algoritmus, ktery muze skonc¢it dvéma zpusoby:
e Optimum je vétsi nez 0, puvodni tloha je tedy nepiipustna.

e Optimum je rovno 0, puvodni uloha je tedy pripustna. Pokud neni optimalni feseni
(x,u) = 0 pomocné ulohy degenerované, tedy v bézi nejsou zadné proménné
s hodnotou nastavenou na 0, pak jsou vSechny bazové proménné kladné. Pokud
je tedy po ukonceni algoritmu hodnota uc¢elové funkce rovna 0 a vsechny proménné
u jsou nebazové, pak mezi sloupci, které prislusi proménnym « existuje standardni

baze.

Nalezeni této pocatecni baze se nazyva prvni faze simplexového algoritmu. Pokud je
feSeni pomocné ulohy degenerované, tedy v bazi jsou nékteré proménné nulové, muze se
stat, ze po skonceni prvni faze zustanou nékteré proménné w v béazi. Tyto proménné je
nutné v bazi nahradit a to tak, ze na fadku pftislusici této proménné najdeme néjakou
proménnou x, kterd neni v bazi a jejiz koeficient na tfadce je nenulovy. Nasledné na této

proménné provedeme ekvivalentni dpravy, ¢imz proménnou dostaneme do baze.



Kapitola 4

Sparse matice a Revidovana

Simplexova metoda

4.1 Formaty sparse matic

Sparse(tj. tidké) matice jsou matice v nichz ptevazuji nulové prvky. Pro nizsi
pamétovou ndrocnost algoritmul jsou pro jejich uchovani vyuzity specidlni formaty. V této

praci jsou pouzity formaty CSR (Compressed sparse row) a COO (Coordinate list).

4.1.1 Coordinate list

Nejjednodussim formatem zapisu fidkych matic je format COO, ktery je tvofen

3 vektory:
e Vektor r radkovych indexu
e Vektor ¢ sloupcovych indext
e Vektor v hodnot

Tyto vektory jsou idealné serazeny podle fadkového indexu daného prvku pro rychlejsi
nahodny pristup. Hlavni prednosti matic v tomto formatu je jejich jednoducha konstrukce,
ktera probih& pouhym ptidanim hodnoty a radkového a sloupcového indexu nenulového

prvku do prislusnych vektoru.

12
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Napriklad matici:
15
00 4 (4.1)
1 00

je mozné prevést do COO formatu jako:

r= (0707172)
c=(1,2,2,0)
v=(1,541)

4.1.2 Compressed sparse row

Druhym formatem tidkych matic, ktery je v této praci vyuzivan je format CSR.

Jeho zakladem jsou opét 3 vektory:
e Vektor v hodnot.
e Vektor ¢ sloupcovych indext.

e Vektor o ktery ukazuje na pozici prvku ve vektoru v, kterym zac¢ina fddek v matici.

Posledni prvek tohoto vektoru je vzdy ukazatel na posledni prvek matice.

Tento formét je vyuzit pro jednoduchy a rychly piistup k pozadovanému prvku, nebot
pro nalezeni prvku se pii znamém radkovém indexu prochazi pouze dany radek a nikoli

celd matice, na rozdil od COO. Matice vypada po prevedeni do CSR formatu jako:

v=(1,54,1)
c=(1,2,2,0)
o=(0,2,3,3)

4.2 Revidovana simplexova metoda

Hlavni vyhodou revidované metody oproti klasické verzi je mensi pocet vypocetnich
operaci, pokud je pocet podminek mensi v porovnani s poctem proménnych. Déle také
dokaze efektivné pracovat se sparse formatem matic. Navic pri kazdé iteraci neupravuje

celou puvodni matici, ale pouze inverzni bazovou matici [5].
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4.2.1 Inicializace algoritmu
Na zacatku mame ulohu ve tvaru:
min{cTz|Az < b, = > 0}, (4.2)

kde matice A obsahuje koeficienty podminek ze standardniho tvaru LP (spolu se
standardni baz{), b > 0 je vektor pravych stran z podminek a ¢ je vektor koeficientii
prislusnych proménnych v icelové funkci. Podminkou je znalost pocatecni baze.

V pripadé, ze zadana uloha v tomto tvaru neni, je potfeba pouzit dvoufazovou
revidovanou simplexovou metodu [3.4] abychom nalezli po¢ateéni bézi. Pokud pocétecni
béze je znama, je pocateéni simplexova tabulka rozdélena na potfebné matice a

vektory:
1. Matice B urcujici sloupce proménnych jez jsou v bazi z puvodni matice A
2. Matice R urcujici sloupce proménnych jez nejsou v bazi z puvodni matice A
3. Vektor b koeficientu pravych stran
4. Vektor ¢ koeficientti proménnych z tcelové funkce
5. Vektor xp urcujici indexy bazickych proménnych

6. Vektor x, urcujici indexy nebazickych proménnych

4.2.2 Bazové reseni
Pavodni tvar muzeme prepsat podle nami vytvorenych matic jako:
B.’BB + R.’BR =b

Bxg=b— Rxp
rp = B~ 'b - B_IRCL‘R

a jelikoz vSechny proménné, které nejsou v bézi, maji nulovou hodnotu, je xr nulovy
vektor. Je tedy mozné psat:
B3:=B71b (4.3)

Coz je vektor pravych stran v aktudlni iteraci, neboli bazové feseni.
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4.2.3 Podminky optimality
Ucéelova funkce mitze byt rozdélena: ¢Tx = cLxp + chxg, kde
e cL jsou ceny bazickych proménnych
e cF, jsou ceny nebazickych proménnych

Touto upravou jsou ziskany vektory vyjadiujici koeficienty ucelové funkce, které jsou a
nejsou v bazi.
4.2.3.1 Redukované ceny

Pro vyjadieni redukovanych cen je nejdiive ucelova funkce vyjadiena z hlediska

nebazickych proménnych:

cle =
=cLaep + cher
- cg(B_lb — B_IRZER) -+ Cng (4'4)

_ . Tp-1; T p-1 T
=cgB 7 'b—czB "Rz + chxR

=cEB b+ (¢}, — cEB 'R)xg

Necht a; je sloupcem z A, ktery pifslusi nebdzové proménné x;. Poté z je mozné

vyjadrit redukovanou cenu jako
dj =Cj — CEB_ICLJ' (45)

Pokud je [4.5 dosazeno do [4.4] je mozné napsat
c’e=cLB b+ dhzr (4.6)

4.2.3.2 Hodnota ucéelové funkce

K ziskani hodnoty ucelové funkce je vyuzito faktu, ze vSechny nebazické proménné

jsou nastavené na 0, tedy xg = 0. Z tedy plyne

z:=cLB™'b (4.7)
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4.2.3.3 Simplexovy multiplikator
Z (.5 a[d. 1 1ze videt, ze vypocet
cp B! (4.8)

se objevuje v obou rovnicich. Pro vyhnuti se opakovanému vypoctu tohoto vektoru je

zaveden tzv. simplexovy multiplikator

nl:=cLB™! (4.9)
s jehoz pomoci je mozno rovnice prepsat jako

dj=c; —nla;

z =7nTh

4.2.3.4 Podminka optimality

Podminkou optimality je, aby vSechny redukované ceny proménnych, které nejsou
v bézi, byly nezaporné:
d; >0 VjeR (4.10)

4.2.4 VylepsSeni neoptimalniho reseni
Pokud nékterd nebazickd proménnd z, nespliuje podminku optimality tedy:

d, >0, (4.11)

pak tato proménnd vstoupi do baze. Jelikoz je proménna x, nebazicka, je jeji soucasna
hodnota 0. Cilem je zvysSeni této hodnoty pii stalém splnéni znaménkového omezeni

bazickych proménnych. Potom necht ¢ > 0 je novd hodnota pro z, a je mozné napsat:
zp(t) =B 'b— B 'Rxr =B 'b— B 'a,t =0 —ta, (4.12)

Nyni, pro stale splnéni znaménkového omezeni bazickych proménnych je tieba, aby

Vi e {1,...,m} platilo B; — tafl > 0. To je zarucené ve dvou piipadech:
e Pokud je aé < 0, pak je omezeni splnéno pro kazdé ¢t > 0.

e Pokud je Oéé > 0, pak potfebujeme aby 5—’ >t.
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Jelikoz tyto podily znaci, na jakou hodnotu povoli dané omezeni zvolenou proménnou

zvysit, je potieba zvolit tuto hodnotu jako

0 = min{&mz > 0} (4.13)
0y
Pokud by byla zvolena hodnota vyssi, nez minimadlni, nalezené feSeni nebude

pripustné. V pripadé, ze se téchto hodnot vyskytne vice, tak dle Blandova pravidla
je zvolena vzdy ta, ktera piislusi proménné s nizsim sloupcovym indexem. Pti vybéru
proménné, kterd opousti bazi tedy mohou nastat dvé situace:

e Pokud by 6 = 400, neboli neexistuje ¢ takové, ze 1 < i <m a O‘fz > (. Pak je mozné

hodnotu ucelové funkce nekonecné zlepsovat a feSeni LP je neomezené.

e Pokud je 6 < +oo, pak je mozné nastavit z, = 6 bez toho, aby bylo poruseno

znaménkové omezeni bazickych proménnych. x, vstoupi do bdze a xy, bazi opusti.

Pokud feseni neni neomezené, potom nalezena proménnd, ktera opusti bazi, je

oznacena indexem p, o je tedy pivot.

4.2.5 Aktualizace

Nyni je potieba aktualizovat vektor pravych stran 3, vektory urcujici které proménné

jsou/nejsou v béazi (xp, x,) a inverzni bazovou matici B~ pro dalsf iteraci.

4.2.5.1 Aktualizace 3

Pro ziskani nového bazového feSeni je nastavena proménnd, ktera nové vstoupila do
baze, na hodnotu . Tedy:
By =10 (4.14)

Poté jsou zbylé proménné nastaveny, aby odpovidaly hodnotam, které by vznikli po

ekvivalentnich pivotovych operacich.

Bi =B — 0o, i #p (4.15)

4.2.5.2 Aktualizace bazové matice

Cilem je nahrada sloupce v bazové matici, ktery odpovidd proménné, ktera opousti

bézi, za sloupec proménné, ktera do baze vstupuje. Tedy:

B =B+ (aq—ay,) er (4.16)

p
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4.2.5.3 Aktualizace hodnoty tucelové funkce

Aktualizace hodnoty ucelové funkce je provedena tak, ze ke stavajici hodnoté je ptricten
vysledek soucinu redukované ceny proménné d,, ktera vstupuje do baze a hodnoty ¢, na

niz je tato proménnd nastavena. Tedy:

2 =z+0d, (4.17)

4.2.6 Algoritmicky zapis
1. Inicializace:

e Nalezeni pocéatecni splnitelné baze B

e Vypocet:
B-1
B=DB"1b
z =ch

2. Ocenéni:
e Vypocet:

_ T p-1
chBB

e Pokud Vj € R,d; > 0 pak OPTIMUM, je nalezena optimalni hodnota a

algoritmus kon¢ci.

e Jinak vybér d, < 0 a vypocet:
a, = B 'a, (4.18)
3. Pomérovy test:
e Vypocet:

I ={ill <i<m,a,>0}
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e Pokud I = (), pak je Tesen{ NEOMEZENE a algoritmus konéi
o Jinak 0 = minz-el(aﬂ—é) a p tak, ze § = 5—%
4. Aktualizace:
e Nové bazické fesent: 3, = 0, §; = f; — 0, pokud i # p
e Nové béze: B = B + (ag — ax,)e}

e Nova hodnota tcelové funkce: z = z 4 0d,

19



Kapitola 5
Implementace

Tato kapitola se vénuje samotné implementaci revidované simplexové metody pro
GPU. Nejprve jsou popsany knihovny, které byly zvazovany a nésledné vybrany pro
implementaci. Poté jsou popsany jednotlivé ¢asti programu, bez ohledu na jejich konkrétni
implementaci, a jsou vysvétleny. Cely program je implementovan v jazyce CUDA C++
s balickem CUDA 5.5

5.1 Vyuzité knihovny

Pro implementaci algoritmu bylo potieba najit knihovny, které umoznuji rychlou a
efektivni praci s vektory a zaroven implementuji formaty a elementarni operace se sparse

maticemi. Tyto podminky spliuji knihovny Thrust, CUSP a cuSPARSE.

5.1.1 Thrust

Knihovna Thrust [6] poskytuje vysokou tdroven abstrakce pro GPU programovéni.
Mezi hlavni prednosti této knihovny patti rychld implementace algoritmu jako je sort,

scan nebo reduction.

5.1.2 cuSPARSE

Pro potieby implementace forméatu sparse matic a operaci na nich byla zvazovana
knihovna cuSPARSE [7]. Jednd se o knihovnu spole¢nosti NVIDIA dodavanou spolu

N

20
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implementace. Pro operace se sparse maticemi byla misto této knihovny pouzita knihovna

CUSP.

5.1.3 CUSP

CUSP [§ je knihovnou vyvijenou spolecnosti NVIDIA, ktera je zdroven dostupnd
jako open-source projekt. Poskytuje vysokou troven abstrakce pro manipulaci se sparse
maticemi a implementuje na nich zakladni operace. Mezi jeji hlavni prednosti patii
implementace formati COO a CSR a rutin pro jejich vzajemné konverze. Dale také
fakt, ze se jedna o nadstavbu vySe zminéné knihovny Thrust, coz umoznuje standardni
konverzi vektoru téchto knihoven a zaroven soucasné vyuziti algoritmu poskytovanych

obéma knihovnami.

5.2 Architektura programu
Na obrazku lze vidét architekturu programu, jehoz kostru tvoti 2 tiidy:

e Tiida LPFuctory zprostredkovava nacteni souboru a jeho ipravu na vstupni trovni

e Tiida LPSolver, ktera od tridy LPFactory prevezme nacteny problém, predzpracuje

jej, provede jeho vypocet a zobrazi ziskané feseni.

Provede Lpravy ) F'ro'v'e'de'
problemu na vstupni predzpracovani dat do
trovni standardni formy
LPFactory Pfeda problém LPSolver Frovede vjpodet
Macte vstupni soubory Zobrazi wsledky

Obrézek 5.1: Architektura programu
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5.2.1 Nacitani vstupnich soubori

Vstupem do programu jsou 2 soubory. Prvni soubor obsahuje seznam vsSech
proménnych, které se v programu vyskytuji a také urcuje v jakém poradi budou pritazeny
jednotlivé hodnoty proménnym po skonceni algoritmu. Druhy soubor obsahuje samotny

optimalizacni problém v upraveném .lp formatu. Rozdily oproti konvenci:

e Koeficient se znaménkem pred kazdou proménnou

e Pokud je proménna omezena na konstantu, je pfevedena na omezeni.

Takto upraveny format vstupnich LP souboru byl zvolen z duvodu zaméteni na odladéni

algoritmu a jeho testovéni. Postup naéiténi je zobrazen na obr[5.2]

5.2.2 ijravy problému pri nacitani

Pti nacitani problému se muze stat, ze prava strana nékterého omezeni je zaporna.
V tomto pripadé se celému nactenému fadku zméni znaménko, aby bylo zachovano

znaménkové omezeni proménnych.

5.2.2.1 Skalovéani problému

Po nacteni dat je problém ”vyskalovan”, aby se predeslo vyskytu velkého rozdilu
v Tadu miniméalniho a maximalniho nacteného koeficientu. Toto vyskalovani problému
méa vliv na akumulaci numerickych chyb v algoritmu a spoc¢iva ve zjisténi v absolutni
hodnoté miniméalniho a maximéalniho koeficientu, nasledném vypocteni stfedni hodnoty
jejich tadu r, kde r je celé ¢islo, a vynasobeni vsech nac¢tenych hodnot koeficientem 107",
Rozsah koeficientu ve skalovaném problému zistane zachovan, dojde pouze k posunuti

jejich radu.

5.2.3 Predzpracovani dat

Pro potieby simplexového algoritmu je nutné, aby byla vstupni data v daném
standardnim tvaru. Nactena data ze souboru je tedy nutné upravit, aby tomuto formétu

vyhovovala. Nésledujici postup je prejat z [9].
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MNacteni proménnych a
vytvofeni mapy

MNacteni typu problemu

MNacteni ucelove
funkce

Macteni omezeni

Ma soubor
sekci BOUNDS?

ANO

MNacteni omezeni pro
promeénné ME

Obrézek 5.2: Prubéh nacitani souboru

5.2.3.1 Uprava mezi proménnych a matice A

Ve standardnim tvaru jsou vSechny proménné kladné, tj.x > 0. Ve vétsiné redlnych
pripadu tomu ovSem tak nebyva a je tedy proto nutné je do tohoto tvaru prevést

nasledujicimi kroky:

e Pokud méa proménna meze ve tvaru x < a, je tato mez priddna do seznamu omezeni.
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e Meze typu x > a jsou do standardniho tvaru prevedeny substituci 2’ = x — a do
puvodniho problému.

e Meze proménnych, které jsou ve tvaru a < x < b jsou do standardniho tvaru
prevedeny posunutim mezi na 0 < x < (b — a) a néasledném pridani z < (b — a) do

seznamu omezeni ulohy.
e Meze typu x < —a jsou do standardniho tvaru prevedeny substituci ' = —(z + a).

e Poslednim pripadem jsou neomezené proménné, pro které plati —oco < x < oc.

Tento problém je vyfeSen substituci proménné z = (x; — x9), kde x1, 9 > 0.

Jelikoz byly pri upravé mezi proménnych nékteré meze posunuty, je potieba po této
substituci tyto posuny odecist od vektoru pravé strany b.
5.2.3.2 Vytvoreni rozsifené matice A

Protoze vsechna omezeni musi byt ve tvaru rovnosti, jsou do matice A pridany

slackové a surplus proménné, ¢imz je vytvorena rozsitena matice A.

e Nerovnost typu '<’ je nahrazena pridanim slackové proménné

e Nerovnost typu >’ je nahrazena pridanim surplus proménné.

Déle je také pro potteby prvni faze revidovaného simplexového algoritmu pripojit
za matici A jednotkovou matici umélych proménnych, ktera bude tvofit pocateéni

standardni bazi. Jako nazorny piiklad je do standardni formy pfeveden nésledujici

priklad:
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Minimalizuj

3r —3y+z + 8w
S podminkami
r+2y—2z =295
=3z 42w < —10
—3r—y+z <4
—y—32< =5
Omezeni proménnych
—0o<zr<x
y=>5

—3<z <3

w< —1

Zékladni nacteni matice A tohoto problému je uvedeno v tabulce . Réadky 2 a 4

jsou nacteny s opacnym znaménkem, nebot jim nélezi zdpornd prava strana.

Tabulka 5.1: Poc¢ateéni nac¢teni matice A

1 2 -1 0
0 0 3 -2
3 -1 1 0
0 1 3 0

Nasledné jsou upraveny jednotlivé proménné dle|5.2.3.1} Tabulka [5.2|reprezentuje stav
matice po téchto ipravach. Po ipravé proménnych jsou nahrazeny nerovnosti rovnostmi,

toho je dosazeno pridanim slackovych a surplus proménnych do problému. Vysledek
tohoto kroku je uveden v tab5.3|
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Tabulka 5.2: Matice A po upravé mezi proménnych

ry T Y oz w
1 -1 2 -1 0
0O 0 0 -3 -2
3 -3 1 -1
0 1 3
0 0 0 1

Tabulka 5.3: Matice A po pfidéni slackovych a surplus proménnych

r1 Ty Y 2 W S Sy S3 S84 Ss
1 12 -1 0 -1 0 0 0 O
0O 00 -3 -2 0 1 0 0
3 -3 1 -1 0 0 -1 0
0 1 3 0O 0 0 -1 0
0 0 0O 0 0 0 1

Poslednim krokem pro ziskani vysledné matice A je ptfidani umeélych proménnych,
které budou tvofit standardni bazi na zacatku prvni fdze simplexového algoritmu.
Vyslednd matice A tedy vypada [5.4]

Tabulka 5.4: Konec¢né rozsitend matice A

T1 To Y Z W S1 S S3 S4 Sy UL Uz U3 Ug Us
1 -1 2 -1 0 -1 0 0 o 1 0 0 0 O
o 00 -3 -2 0 1 0 0O 0 1 0 0 O
3 -3 1 -1 0 0 -1 0O 0 o0 1 0 O
0 1 3 o 0o o -1 o0 O 0 0 1 0
0 0 0 o o0 o0 o0 o 1 O o0 0 0 1
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5.2.4 Implementace revidovaného simplexového algoritmu

Jelikoz je simplexovy algoritmus z podstaty sekvenéni, byla zvolena paralelizace na
trovni jednotlivych operaci. Tato moznost byla zvolena, nebot se jednotlivé kroky sklddaji

z maticovych operaci, které lze snadno paralelizovat. Samotny postup vypoctu je uveden

na obr[5.3]

Vypocteni
inverzni bazove
matice

Vypocteni
aktualizovaného
vektoru pravych

stran
Vypocteni
pocatecni
hodnoty (Eelové
funkce

Vypocteni

Aktualizace simplexového
multiplikatoru
Vybér Vypocteni
vystupujici vektoru
proménng redukovanych
cen
ANO
Je
Problém je N mozné qby néjaka Jsou vse?hny Nalezeno
neomezeny proménna vystoupila redukované ceny ANO optimum
- z baze? kladné?
NE
Vybér proménné
Pomérovy test ktera vstoupi do

Obrézek 5.3: Priubéh simplexového algoritmu
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5.2.4.1 Inicializace

Pro potieby revidovaného simplexového algoritmu je zadany problém rozdélen na

nasledujici matice a vektory:

e Matice A, kterd je pfedem transponovana a prevedena do formatu CSR pro rychlejsi

pristup pfi ¢teni sloupcu.

e Vektor b pravych stran.

e Vektor reprezentujici redukované ceny d.

e Vektor reprezentujici poméry z pomérového testu o%

e Vektor simplexového multiplikdtoru 7.

e CSR matice reprezentujici inverzni bazovou matici B1.

e COO matice, kterd je pouzita na konci iterace pro aktualizaci B~1.

e Vektory xp a x, indext proménnych které jsou a nejsou v bazi.

e Vektory ¢ a ¢, koeficientu proménnych z ticelové funkce, které jsou a nejsou v bézi.

Po inicializaci téchto matic a vektoru je alokovan pozadovany prostor na GPU a
vektory s maticemi jsou prekopirovany.
5.2.4.2 Vypocet inverzni bazové matice

Jelikoz v prvni fazi algoritmu je inverzni bazova matice jednotkova a ve druhé fazi je
vyuzita vystupni matice z prvni faze, nebylo potfeba tento krok nijak implementovat.
5.2.4.3 Vypocet aktualizovaného vektoru pravych stran

Pro implementaci tohoto kroku byla vyuzita funkce knihovny cusp::multiply(), kterd
byla aplikovéna na inverzni bdzovou matici B~1 a vektor pravych stran b.
5.2.4.4 Vypocet pocatecni ucelové hodnoty

Vypocet pocatecni hodnoty tcelové funkce je implementovan v metodé
getValueZ Vector(), ktera spousti Kernel na grafické karté, ktery ziska vektor jednotlivych
soucinu vektoru tucelové funkce ¢, a aktualizovaného vektoru pravych stran 3. Tento

vektor sou¢int je nasledné paralelné sec¢ten pomoci funkce knihovny thrust::reduce().
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5.2.4.5 Vypocet simplexového multiplikatoru

Jelikoz funkce knihovny cusp::multiply() podporuje pouze nédsobeni typu
Matice x Vektor a transpozice inverzni bdzové matice by byla pamétové ndrocéna
operace, byla implementovana metoda multiply VectorByCsrMatriz() nahrazujici tuto
operaci, ktera spousti kernel o n vlaknech, kde n je velikost vysledného vektoru. Kazdé
z téchto vlaken vypocte prislusny prvek vysledného vektoru. Tato metoda byla pouzita

na vektor ¢, a inverzni bdzovou matici B~ pro zisk vysledného vektoru 7 [4.9]

5.2.4.6 Vypocet vektoru redukovanych cen

Pro  vypocet  redukovanych  cen byla  implementovana  metoda
getReducedCostVector(), ktera spousti Kernel o n vldknech, kde n je délka vektoru
redukovanych cen. Kazdé z téchto vlaken vypocte soucin vektoru 7 a dané redukované
ceny prislusného sloupce z matice A. Tento soucin néasledné odecte od koeficientu
proménné, ktery piislusi redukované cené v tucelové funkci a vysledek zapise do

vysledného vektoru.

5.2.4.7 Vybér vstupujici proménné

Pro vybér proménné, kterd vstoupi do baze je implementovana metoda getIndez@(),

ktera vraci 2 indexy proménnych zvolenych podle 2 strategii.

1. Proménna je zvolena podle Blandova pravidla. To je provedeno filtraci pouze

zapornych redukovanych cen, pro kterou byly implementovany ptislusejici metody,

cv v/

2. Proménna je zvolena podle nejnizsi redukované ceny. Ta je nalezena pouzitim funkce

knihovny thrust::minElement().

Pokud nelze podle pravidel zvolit zddnou proménnou, tedy vSechny proménné maji
nezapornou redukovanou cenu, je vracena prvni proménnd z vektoru nebazickych
proménnych.

Vybér proménné s nezdpornou redukovanou cenou je detekovan a signalizuje nalezeni
optimélni hodnoty a ukonceni algoritmu. Pokud se jednalo o druhou fazi algoritmu, jsou

nasledné provedeny zpétné substituce provedené pii predzpracovani.
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5.2.4.8 Vypocet aktualizovaného sloupce vstupujici proménné

Vypocet aktualizovaného sloupce vstupujici proménné je implementovan v metodé
getAlpha@Q(), kterd spusti Kernel na grafické karté o n vldknech, kde n je velikost sloupce
z matice A. Kazdé z téchto vldken vypocte prislusejici hodnotu vysledného vektoru

vynasobenim inverzni bazové matice B! a sloupce vstupujici proménné.

5.2.4.9 Pomérovy test

Tento krok byl proveden implementaci metody getRatio Vector(), ktera spusti Kernel
o n vlaknech, kde n je velikost vektoru b pravé strany. Kazdé z téchto vldken vypocte
hodnotu piislusejici dané pozici 3} Pokud je hodnota vektoru ayg na dané pozici < 0 je

na vyslednou pozici dana konstanta oo.

5.2.4.10 Vybér vystupujici proménné

Vybér vystupujici proménné je proveden dle Blandova pravidla. Nejprve jsou
odfiltrovany z vektoru pomeéru hodnoty oco. Nésledné je ze zbylych hodnot nalezeno
minimum pomoci funkce knihovny thrust::minElement(). Poté jsou vybrany proménné,
které maji jako hodnotu toto minimum a je vracena promeénnd, které prislusi nejnizsi
index ve vektoru bazickych proménnych x, a je oznacena jako 6.

Pokud neni nalezena zddna proménnd, kterd je schopna vstoupit do béze (vSechny
hodnoty vektoru poméru jsou oo), je vracena prvni proménnd z vektoru a, bazickych
proménnych. Vybér proménné, jejiz hodnota v pomérovém testu je oo, je zachycen a

signalizuje, ze problém je neomezeny. Program je nasledné ukoncen.

5.2.4.11 Aktualizace hodnoty ticelové funkce

Aktualizace hodnoty tcelové funkce je provedena prictenim sou¢inu redukované ceny

vybrané proménné a hodnoty na kterou tato proménna je nastavena. Tedy:

z=2z+d,0

5.2.4.12 Aktualizace vektoru bazickych a nebazickych proménnych

Pro tuto aktualizaci byla implementovéana metoda updateBaselndices(), ktera zaméni
vstupujici proménnou z vektoru x, za vystupujici z vektoru xp. Tato operace je provedena

i na vektorech ¢, a ¢y, tedy na koeficientech danych proménnych v tcelové funkci.
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5.2.4.13 Aktualizace vektoru pravé strany

Aktualizace je implementovana v metodé updateBeta(), kterd na grafické karté spusti
kernel o poctu vlaken prislusici velikosti vektoru pravé strany. Vldkno s indexem, ktery

prislusi proménné vystupujici z baze, aktualizuje svoji hodnotu na:

vSechna ostatni vldkna aktualizuji jim piislusnou hodnotu na:
Bi = Bi — 0ai,.

5.2.4.14 Aktualizace inverzni bazové matice

Jelikoz vypocet inverzni bazové matice v kazdé iteraci by byl vypocetné narocny, byla
implementovana metoda, kterd stavajici B~ upravi do tvaru vhodného pro dalsi iteraci.
Tato metoda spociva ve vypoctu aktualizaéni matice, kterd po vyndsobeni stavajici B!
vytvorf novou B~ pro dalsi iteraci. Nésledujici postup je prevzat z [5].

Aktualiza¢ni matice je vytvofena pomoci vektoru oy, a reprezentuje fadkové operace
na tomto vektoru pro ziskdni 1 na pozici vystupni proménné p a 0 na vSech ostatnich

pozicich. Tvar této matice tedy lze zapsat jako:

E=(el,...,ep_1.M,€pt1,-.-,€m),

kde vektory oznacené jako e jsou sloupce jednotkové matice a vektor n ma tvar

1 . p—1 _ b+l _m
,,’T _ Oéq Oéq 1 Oéq af]
= g eeey y T g eeny
o ag og Qg aig

Vygenerovani aktualizacni matice probihd v metodé generateUpdateMatriz(), ktera
spusti kernel o poétu vldken odpovidajicimu poctu radku vysledné matice. Kazdé z téchto

vlaken zapiSe odpovidajici fadek do predalokované paméti.

5.2.5 Postup vypoctu

Pro vytreseni vstupniho problému je nejdiive nutné zjistit zda je problém fesitelny a

pokud ano, tak najit libovolné pocatecni feseni.
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Obrézek 5.4: Prubéh vypoctu

5.2.5.1 Prvni faze simplexového algoritmu

V této fazi je vytvorena ucelova funkce odpovidajici sou¢tu umeélych proménnych,

které tvori pocatecni bazi, a vektory urcujici bazické a nebazické proménné. Tedy

e x;, obsahuje indexy umélych proménnych.

e x, obsahuje indexy zbylych proménnych problému.

® ¢ je na zacatku tvoren vektorem 1, ktery odpovida souc¢tu umeélych proménnych.

e ¢, je na zacatku tvoren vektorem 0, jelikoz vSechny puvodni proménné jsou

nebazické.

Déle je pro tuto fazi inicializovana inverzni bazova matice jako jednotkova matice.

Takto pripravend data jsou posldna do simplexového algoritmu [5.2.4]
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5.2.5.2 Rozhodnuti o reSitelnosti problému

Pokud po skonceni simplexového algoritmu je hodnota ticelové funkce rovna 0, je dany
problém fteSitelny a algoritmus nalezl pocateéni teseni. V pripadé, ze hodnota ucelové
funkce neni 0, program signalizuje netesitelnost problému.

Je-1li problém degenerovany, tedy v bazi jsou nékteré proménné, které maji hodnotu
0, je mozné, ze v bazi zustaly umélé proménné s hodnotou 0, které je z baze potreba

odstranit.

5.2.5.3 Odstranéni umélych proménnych z pocatecniho reseni

Odstranéni probiha podle kroku simplexového algoritmu. Je dan index vystupni umélé
proménné p a je potiebné najit vstupni proménnou. Ta je nalezena postupnou aktualizaci
sloupci, nebazickych proménnych a v piipadé ze v nékterém z téchto sloupcu je na pozici
p nenulova hodnota, je proménna sloupci ptislusejici urcena jako vstupni. Nasledné jsou
provedeny kroky aktualizace, ¢imz je uméld proménnd z baze odstranéna a nahrazena.

Tento postup byl prejat z [4].

5.2.5.4 Druha faze simplexového algoritmu

Pro druhou fazi musi byt na datech, které prosli prvni fazi, provedeny nasledujici

upravy:

e 7 matice A jsou odstranény sloupce prislusejici umélym proménnym.

Velikost vektoru redukovanych cen je zménéna, aby odpovidala poc¢tu nebazickych

proménnych po odstranéni umélych proménnych.

7 vektoru @, nebazickych proménnych jsou odfiltrovany indexy obsahujici umeélé

promeénné.

Z puvodni tucelové funkce jsou do vektoru ¢, pritazeny koeficienty prislusejici

nebazickym proménnym z vektoru ..

Z tucelové funkce problému jsou pritazeny do vektoru ¢, koeficienty bazickych

proménnych ve vektoru xy.

Ostatni vektory a matice, na kterych nebyly provedeny zadné upravy, zustavaji pro
tuto fazi stejné. Takto pripravend data jsou poslana do simplexového algoritmu, po jehoz

skonéeni je bud zndmo optimum, nebo je zjisténo, Ze problém je neomezeny.
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5.2.6 Zpracovani vysledku

Pokud je po druhé fazi nalezeno optimum, jsou z GPU zkopirovany do paméti poc¢itace
vektory xp a 3, které reprezentuji bazické proménné a jim piislusné hodnoty. Nésledné je
v paméti alokovan vektor o velikosti po¢tu proménnych v problému nac¢teném ze souboru.
Vektor je poté prochazen a u kazdé proménné je nahlédnuto do vektoru xyp, zda se v ném
dand proménnd nevyskytuje. Pokud se v ném nachézi, je prevedena podle néasledujicich

pravidel do svého puvodniho tvaru:

e Je-li proménna posunuté, je jeji hodnota z vektoru 8 posunuta zpét do puvodnich

mezi.
e M4-li proménnd zménéné znaménko, tak je ji znaménko zménéno zpét.

e V pripadé neomezené proménné, je ve vektoru xp vyhleddvdna i proménna
s indexem o 1 vétsim, pokud nalezena nebyla, je povazovana jeji hodnota za 0.
Tyto 2 proménné jsou podle [5.2.3.1f od sebe odecteny pro ziskani vysledné hodnoty

proménné.



Kapitola 6
Testovani programu

Tato kapitola je vénovana porovnavani vysledki vytvoreného programu. Testovani
bylo provéadéno na 2 grafickych kartdch a to Nvidia GeForce GTX570 (déle jen GPU1) a
Nvidia GeForce GTX TITAN (déle jen GPU2). Jako vstupni data byly zvoleny vefejné
dostupné LP problémy 'NETLIB LP’ [I0]. V prvni ¢asti je program otestovan ve své
puvodni verzi na GPU1. Nasledné jsou rozebrany problémy, které v prubéhu vypoctu
nastavaji, zvoleny zpusob jejich oSetfeni a také dusledky zpusobené oSetfenim. Piinos
uprav je nasledné vyhodnocen na GPU1 a tspésné vytesené problémy na GPU2. Program
neni testovan na dense problémech, jelikoz je ze své podstaty koncipovan pro feseni sparse

problému a feSeni dense problémiu by tedy bylo neefektivni.

Tabulka 6.1: Srovnani GPU1 a GPU2

Model GeForce GTX 570 GeForce GTX Titan

Frekvence jadra 732 MHz 837 MHz
Frekvence shaderu 1464 MHz 837 MHz
Unifikovanych shaderu 480 2688

6.1 Soubor testovanych problému

Program byl testovan na vybranych problémech ze souboru problému 'NETLIB LP’.
V tabulce jsou uvedeny néazvy jednotlivych problému spolu s po¢tem proménnych,

omezeni a nenulovych prvki.

35



KAPITOLA 6. TESTOVANI PROGRAMU

Tabulka 6.2: Seznam testovanych problému

Nézev Proménnych Omezeni Pocet NNZ %NNZ  Optimum
25fv47 1571 821 10400 0,81 5501,84
80bau3b 9799 2735 21500 0,08 9,87TE4-05
adlittle 97 56 383 7,05 2,25E4-05

afiro 32 27 83 27,00 -464,753
agg 163 488 2410 488,00 -3,60E4-07
agge2 302 516 4284 2,75 -2,02E+407
age3 472 305 2494 1,73 1,03E+07
bandm 472 305 2494 1,73 -1,59E+02
beaconfd 262 173 3375 7,45 3,36 E+04
blend 83 74 491 7,99  -3,08E401
bnll 1175 632 5121 0,69 1,98E+403
bnl2 3489 2280 13999 0,18 1,81E+403
bore3d 315 234 1430 1,94 1,37E+4+03
brandy 249 182 2148 4,74 1,52E+03
capri 353 287 1783 1,76 2,69E4-03
cycle 2857 1886 20720 0,38  -5,23E400
czprob 3523 1156 10898 0,27 2,19E4-06
d2q06¢ 5167 2171 32417 0,29 1,23E405
d6cube 6184 404 37704 1,51 3,15 E4-02
degen2 534 444 3978 1,68  -1,44E+403
degen3 1818 1503 24646 0,90  -9,87E+402
dflool 12230 6071 35632 0,05 1,13E+07
€226 282 223 2578 4,10  -1,88E+01
etamacro 688 482 2491 0,75 -7,56E+02




KAPITOLA 6. TESTOVANI PROGRAMU 37

6.2 Vysledky puvodni verze programu

Nejprve byla otestovana standardni implementace simplexového algoritmu na GPU1

a jejiz vysledky jsou vidét v tabulce [6.3]

Tabulka 6.3: Vysledky ptvodni implementace na GTX570

Nézev Stav ~ #iteraci 1.fes  1.fes(s] # lteract Optimum Optimum Nejdelsi
optima [s] iterace[ms]
25fv47  nefesitelné 13458 898,2 - - - 1134
80bau3b ukonéeno 7000+ - - - - 1122
adlittle vytesené 110 0,814 82 225495 0,639 11,32
afiro vyTtesené 27 0,18 0 -464,753 0 7,604
agg nefesitelné 653 10,39 - - - 20,94
agg?2 vyfesené 543 8,23 52 -2,02E-07 1.00 19,16
aggd  ukonceno 563 8,99  cykl(1000) - 2,27 26,12
bandm  ukonc¢eno 30 000+ - - - - 21,11
beaconfd  ukonc¢eno  cykl(1000) - - - - 11,94
blend nespravné 488 3,87 31 -276,97 0,25 9,54
bnll  nefeSitelné 7723 429 - - - 71,1
bnl2 ukonéeno 30 000+ - - - - 508,37
bore3dd  ukonceno  cykl(7000) - - - - 17,22
brandy  nespravné 816 8,69 141 2338,34 1,88 14,68
capri nefesitelné 1784 57,32 215 2690,02 3,12 45,67
cycle  ukonceno 30 000+ - - - - 107,01
czprob ukonéeno 1683 43,58 30 000+ - - 89,1
d2q06¢ ukonéeno 30 0004 - - - - 557,65
d6cube vyteSeno 10113 338,6 14126 315,947 631 48.5
degen2 ukonéeno 2077 81,64 30 000+ - - 53
degen3  ukonceno 30 000+ - - - - 94,99
dfloo1 ukonéeno 5000+ - - - - 1047
€226  nespravné 482 49 649 -24.,46 10,1 17,96
etamacro nefeSitelné 3072 126,84 - - - 59,02

Z je zfejmé, ze zakladni verze implementace umozinuje vyfesit v rozumném case
pouze malé problémy. Ve zbylych problémech se vyskytly problémy: dlouhd doba vypoctu
a pripadné zacykleni. Spousta problému se také jevila jako nefesitelna, protoze po prvni
fazi byla ucelova hodnota blizka nule, ale ne nulova, pripadné v bazi zustaly nenulové
umélé proménné. Prubézné vypisy byli provadény kazdych 1000 iteraci programu. Pokud

byl pocet iteraci vyssi nez 30 000 byl vypocet ukoncen. Déale pokud se hodnota poctu
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umélych proménnych v bazi v prvni fazi algoritmu neménila po nékolik tisic iteraci, bylo

uvazovano zacykleni feseni (v tabulkdch oznaceno jako cykl(#iterace 1. vyskytu)).

7 tabulky je ztejmé, ze zakladni verze implementace si s vétsimi problémy
neporadila. Je tedy nutné rozsitit program tak, aby eliminoval ¢i potlacil hlavni problémy.
Prvnim citelnym problémem je cykleni algoritmu. Dalsim problémem je numerickd
nestabilita algoritmu, kterd zpusobovala naptiklad vybér neplatnych pivotu. Poslednim
velkym problémem je zvySovani délky vypoctu jednotlivych iteraci, zpusobené postupnym

zaplnovanim inverzni bazové matice.

6.2.1 Cykleni

V prvni verzi algoritmu byl vybér sloupce vstupni proménné provadén na zékladé
tedy k opakovanému navratu k jednomu bazovému feseni.

Aby se predeslo tomuto zacykleni bylo implementovano Blandovo pravidlo, které ma
garantované ukonceni algoritmu. Jeho nevyhodou ovsem je potencidlné znacny pocet
iteraci, které je treba provést pred nalezenim optima. Pocet iteraci pti aplikovani Blandova
pravidla je z principu vétsi nez pri vybéru minimélni redukované ceny, proto byla
implementovana uprava, kdy je pti vybéru proménné s malou redukovanou cenou zvolena

proménna s miniméalni redukovanou cenou.

6.2.2 Numericka nestabilita

Nejvétsim identifikovanym problémem pii implementaci predstavovala numerickd
nestabilita navrzeného algoritmu.

Prvnim priznakem numerické nestability byl vybér vstupni proménné k vybéru
proménné s redukovanou cenou blizkou nule, ptipadné piilisS malé nebo naopak pitilis
velké hodnoty pfi pomérovém testu. Tento problém byl vyteSen zaokrouhlovanim malych
hodnot (fadové v absolutni hodnoté mensich nez 1077) ve vsech krocich algoritmu na
nulu.

Dalsim opatienim potlacujicim numerickou nestabilitu je implementace skalovani
vstupnich hodnot postupem popsanym v kapitole[5.2.2.1] Ta zamez{ vyskytu prilis velkého

rozdilu v fadu v absolutni{ hodnoté maximalniho a miniméalniho koeficientu od 0.
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6.2.3 ZvysSovani délky vypoctu iterace

Tento problém byl detekovan ve fazi vypoctu simplexového multiplikatoru 7
a pii aktualizaci inverzni bazové matice B~! [5.2.4.14] pricemz tyto dva kroky mély
spoleéné nasobeni B~1. Po vypsani této matice bylo zjisténo, Ze se v ni po kazdé iteraci
vyskytuji prvky nulové a blizké nule. Vyskyt nulovych hodnot byl dosledovan k chybé ve
funkei cusp::multiply() knihovny CUSP, kdy po vypoctu hodnoty na pozici, kde se diive
vyskytovala nenulova hodnota vznikla hodnota nulova a nebyla odfiltrovana. Z duvodu
vyskytu téchto prvku bylo potfeba implementovat jejich filtraci, pro zrychleni vypoctu

jednotlivych iteraci.

6.3 Vysledky upravenych verzi algoritmu

Po implementaci vyse zminénych uprav spolu s filtraci nulovych a nule blizkych prvku
z B~1 byl program opét otestovan na pouzité sbirce problémii pii pouziti dvou moznosti
vybéru pivotu. Prvnim zpusobem byl, jako v puvodni verzi bez uprav, vybér podle
miniméln{ ceny [6.5]6.7] druhym zpusobem byla kombinace Blandova pravidla a vybéru
podle minimdln{ ceny [6.4][6.6] Tato kombinace spociva ve vybéru podle Blandova pravidla
a pouze v piipadé, kdy ma vybrany sloupec malou hodnotu ceny (fadové tisiciny), je
vybran sloupec s minimalni redukovanou cenou. Touto kombinaci byla kompenzovana
mozna numerickd nestabilita, kdy Blandovo pravidlo vybiralo redukované ceny blizké

nule, které ale jesté nebyly pod hranici zaokrouhleni na nulu.
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Tabulka 6.4: Vysledky po tpravach s Blandovym pravidlem na GTX570

Nézev Stav  #iteraci 1.fe§ 1.fe§[s # lteract Optimum Optimum Nejdelst
optima [s] iterace[ms]
25fv47 ukonceno 30 000+ - - - - 12,0
80baudb  nefesitelné 15701 1986,0 - - - 492.,0
adlittle vyfesené 265 1.4 62 2,255E4-05 0,3 6,0
afiro vyTesené 38 0,2 0 -4,648E4-02 0,0 6,1
agg nefesitelné 874 9,1 - - - 12,1
agg?2 vyfesené 668 7,3 172 -2,024E-07 2,0 13,0
age3 vyfesené 680 7,4 208 1,031E+07 2,3 12,5
bandm  ukonc¢eno 30 000+ - - - - 14,2
beaconfd vyfesené 343 1,8 61 3,359E+-04 1,6 6,5
blend vytesené 584 3,2 32 -3,080E+-01 0,2 6,5
bnll nefesitelné 19894 783,2 - - - 52,8
bnl2 ukonéeno 30 000+ - - - - 80,4
bore3d ukoné¢eno 30 000+ - - - - 9,4
brandy ukonc¢eno 30 000+ - - - - 7,4
capri vytesené 789 8,9 215 2,690E+-03 3,1 16,8
cycle  ukonceno 30 000+ - - - - 17,2
czprob vytesené 4992 61,4 10353 2,185E4-06 146,0 17,8
d2q06¢c  nefesitelné 27897 4398,2 - - - 308,7
d6cube ukonéeno 30 000+ - - - - 20,6
degen?2 ukoné¢eno 30 000+ - - - - 18,9
degen3 ukonceno 30 000+ - - - - 28,0
dflo01  nefesitelné 23330 6220,0 - - - 519,3
€226 ukonéeno 30 000+ - - - - 10,5

etamacro ukoné¢eno 30 000+ - - - - 30,1
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Tabulka 6.5: Vysledky po upravach s vybérem minima na GTX570

Nézev Stav  #iteraci 1.fes 1.fed[s # lteract Optimum Optimum Nejdelst
optima [s] iterace[ms]
25fv47  nefesitelné 18109 1352 - - - 87,8
80bau3b  nefesitelné 10181 388 - - - 84,7
adlittle vyfeseno 100 0 2,255E+405 0,1 6,2
afiro vyfeSeno 27 0 -4,648E4-02 0,0 5,9
agg vyfeseno 677 7 54 -3,599E4-07 0,5 10,6
agg?2 vyfeSeno 555 6 43 -2,024E4-07 0,5 12,2
age3 vyfeSeno 566 6 55 1,031E4-07 0,6 12,9
bandm ukonéeno 30 000+ - - - - 14,6
beaconfd vyfeseno 209 1,1 33 3,359E4-04 0,2 6,4
blend vyfeseno 127 0,7 19 -3,081E+01 0,1 6,3
bnll  nefesitelné 6191 219,6 - - - 52,5
bnl2 ukonéeno 30 000+ - - - - 93,8
bore3d ukonc¢eno 30 000+ - - - - 7,7
brandy vyfeseno 543 4 74 1,519E4+03 0,7 10,5
capri neresitelné 1147 18 - - - 18,4
cycle ukonc¢eno 30 000+ - - - - 17,3
czprob vyfeSeno 1644 18,8 786 2,185E4-06 10,5 16,7
d2q06c  nefesitelné 12399 2009.4 - - - 282.8
d6cube ukonéeno 30 000+ - - - - 41,0
degen?2 ukonéeno 30 000+ - - - - 28,0
degen3 ukoné¢eno 30 000+ - - - - 120,2
dflo01  nefesitelné 3931 831,0 - - - 513,6
€226 vyfeSeno 412 2.3 397 -1,862E+01 3,1 7.4
etamacro nefesitelné 926 9,3 - - - 40,6

Tabulka 6.6: Vysledky po upravach s Blandovym pravidlem na GTX TITAN

Nézev  #iteracl 1.fe§ 1.fes[s] #iterac{ optima  Optimum  Optimum|s] Nejdels{ iterace[ms]

adlittle 265 3,0 62 2,255E+05 0,7 11,8
afiro 38 0,4 0 -4,648E+02 0,0 10,1
agg? 668 13,9 172 -2,024E+07 3,7 23,3
agg3 680 14,2 208 1,031E+4-07 4,4 24,3

beaconfd 343 3,4 61 3,359E+04 0,7 11,9
blend 584 6,4 32 -3,081E+01 0,4 13,2
capri 789 14,4 215 2,690E+4-03 5,8 30,2

czprob 4992 110,5 10353 2,185E+06 279,4 35,3
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Tabulka 6.7: Vysledky po dpravach s vybérem minima na GTX TITAN

Nézev Fiteraci 1.fes 1.FeS[s] #iteraci optima  Optimum  Optimum[s] Nejdels{ iterace[ms]

adlittle 100 1,0 6 2,255E+05 9,9 11,8
afiro 27 0,2 0 -4,648E+02 0,0 9,3

agg 677 11,9 54 -3,599E4-07 0,9 19,0

agg2 555 10,4 43 -2,020E+07 0,8 20,3
agg3 566 10,7 55 1,030E+4-07 1,0 21,6
beaconfd 209 2,3 36 3,359E4-04 0,4 16,3
blend 127 1,3 19 -3,081E+01 0,2 11,3
brandy 543 6,9 74 1,519E+4-03 1,3 19,2
czprob 1644 30,8 786 2,185E+06 18,9 31,6

Z tabulek je patrné, ze doslo ke zlepSeni stability a vypocetnich casu. U vétsiny
predem ukoncenych vypoctu byla ziejma konvergence k reseni, bohuzel velmi pomalu.
U nefesitelnych ptripadu doslo k tomu, ze vlivem nestability byly ve vysledku prvni faze
obsazeny umelé proménné, které neméli nulovou hodnotu, ale hodnotu blizkou nule, coz
zpusobilo klasifikaci problému jako nefesitelného, pripadné hodnota tucelové funkce nebyla
nulova ani blizka nule.

Zpomaleni vypoctu jednotlivych iteraci je jednoznaéné zpusobeno pribyvajicimi prvky
v matici B!, Sparse formét této matice tedy snizuje pamétové naroky, ale jelikoz se
tato matice s rostoucim poctem iteraci postupné zaplnuje, rostou vypocetni ¢asy kroku
algoritmu, které s ni pracuji. Zaroven tuprava zaokrouhlovani a filtrovani hodnot umoznila
v nékterych pripadech dosdhnout spravného vysledku, v jinych piipadech ale zpusobila
akumulace nepresnosti zpusobenych castym zaokrouhlovanim ke klasifikaci problému jako
nefesitelného.

Z tabulek [6.7] je patrny narust vypocetnich ¢asu GPU2 oproti GPU1, ktery je
zpusobeny rozdilnou rychlosti vypocetnich jednotek (837MHz vs. 1464MHz). Pouzity
algoritmus nasobeni sparse matic predpocitava pocet a pozici nenulovych prvku, tato
operace je zavisli pfedev§im na rychlosti shader jednotek. Z tabl6.1] je mozné vidét,
ze v tomto ohledu GPU1 predéi GPU2, jelikoz m&a frekvenci shader jednotek témeér

dvojnéasobnou.
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V prubéhu této prace byl vytvoren program ftesici tlohy linedrniho programovani
vyuzivajici vypocetniho vykonu GPU. Sekvené¢ni simplexovy algoritmus byl paralelizovan
na turovni jednotlivych operaci a zakladni implementace algoritmu byla otestovana na
souboru problému 'NETLIB LP’.

Z vysledku bylo patrné, ze program nalezl spravné feseni v daném limitu iteraci pouze
pro relativné malé problémy, v pripadé vétsich problému byly identifikovany problémy
se zacyklenim, numerickou nestabilitou a zpomalenim pii pozdéjsich iteracich z duvodu
narustu poc¢tu nenulovych prvkia v inverzni bazové matici, pficemz je mozné, ze se tato
matice stane az dense a tudiz se jeji ulozeni ve sparse formatu stane neefektivnim.
Cést z techto problému byla potlacena implementaci Blandova pravidla v kombinaci
s pravidlem vybéru minimalni redukované ceny, zaokrouhlovanim ve vSech operacich,
skalovanim vstupniho problému a implementaci filtrace inverzni bazové matice.

Nésledné byly porovnany vysledky programu s implementovanym kombinovanym
Blandovym pravidlem a vybérem minimalni redukované ceny. Z vysledku bylo patrné,
ze u nékterych problému doslo k potlaceni vySe uvedenych neptiznivych jevu a doslo
k nalezeni spravného feSeni, ale u vice nez poloviny problému stale pretrval problém
s klasifikaci problému jako nefesSitelného. Jediné co se u téchto pripadu zlepsilo byly
vypocetni ¢asy jednotlivych iteraci.

Napiiklad implementace kombinovaného Blandova pravidla prinesla zna¢né navyseni
poctu iteraci, které zpusobilo zpomaleni v krocich algoritmu, kde je pouzita inverzni
bazova matice. U vybéru vstupni proménné pomoci minimélni redukované ceny bylo
mozné vidét rychlejsi konvergenci ke koneénému feseni, tedy nékteré problémy, které
predchozi vybér nedokazal v rozumném case vytesit byly vyfeseny.

Pii testovani implementace na dvou ruznych grafickych kartach byly zjistény delsi
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vypocetni casy na vykonnéjsim GPU GTX Titan. Tyto rozdily byly zpusobeny rozdilnou
frekvenci shader jednotek obou testovanych grafickych karet. Pro plné vyuziti potencialu
GPU GTX Titan by bylo nutné testovat implementaci na vétsich problémech, kde by se
projevil zvyseny pocet pomalejsich shader jednotek.

Jelikoz bylo zjisténo, ze heuristika pro vybér pivotu méa zasadni vliv na rychlost ziskani
vysledku, méla by se budouci prace zamérit na nalezeni heuristiky, kterd dokaze rychle a
efektivné zkonvergovat k feseni bez rizika zacykleni, které poskytuje Blandovo pravidlo.
Déle by bylo vhodné zamérit se na efektivnéjsi ulozeni inverzni bazové matice a predevsim
zpusob jeji aktualizace po kazdé iteraci, ktery by zredukoval vypocetni cas. Dalsimi body,
které by zredukovaly vypocetni ¢as a zaroven vyteSily nékteré problémy jsou pocatecni
predzpracovani souboru omezeni daného problému a také vyuziti slackovych proménnych,

prislusejicich omezeni typu <’ efektivnéjsi nalezeni pocatecni baze.
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