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Anotace

Fakulta elektrotechnicka
Katedra ridici techniky

Diplomova prace

Tato diplomova prace se zabyva vyvojem identifika¢niho toolboxu pro programové prostiedi

Scilab, podobnému System Identification ToolBox (SITB), ktery je implementovan v Matlabu.

Prace je zaméfena jednak na implementaci samotného identifika¢niho toolboxu (Identifika¢ni
toolbox pro Scilab) s vybranymi standardnimi prvky, které nabizi i komeréni SITB, a jednak
na novinky a nezvyklé implementace z problematiky oblasti identifikace linearnich dynamic-
kych systémi, jakymi jsou napt. pouziti metody NonNegative Garrote (NNG) pro redukci fadu
linedrnich modeld, Errors-In-Variables (EIV) identifikace, Subspace State-Space System IDen-
tification (4SID), Prediction Error Method (PEM) inicializovana 4SID metodou, vyuziti Black-
Boz (BB) modelovani pro identifikaci fyzikalnich parametra systému a implementace square-root

Kalmanova filtru.
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CZECH TECHNICAL UNIVERSITY IN PRAGUE

Abstract

Faculty of Electrical Engineering

Department of Control Engineering

Master Thesis

This thesis deals with the development of the identification toolbox for Scilab environment,

which is similar to the System Identification ToolBoz (SITB) for Matlab.

First, the thesis is focused on the development of the identification toolbox (Identification Tool-
box for Scilab) with selected standard features, which also offers the commercial SITB. Second,
we deal with new methods from the system identification research area, such as NonNegative
Garrote (NNG) method for order selection of linear models, Errors-In-Variables (EIV) identi-
fication, Subspace State-Space System IDentification (4SID), Prediction Error Method (PEM)
initialized by 4SID method, the use of Black-Boz (BB) modeling for estimating a physical

parameters of a system and the square-root implementation of Kalman filter.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Dynamické systémy

Dynamicky systém sestava ze stavového prostoru, jehoz souradnice popisuji stav systému v
daném case a z dynamickych podminek, které popisuji zménu tohoto systému v cCase. Stav
systému je popsan vektorem, ktery lezi ve stavovém prostoru. Dynamické podminky jsou urceny
modelem systému (Kap. 1.2), které popisuji zménu stavového vektoru v éase. Dynamicky systém
miize byt deterministicky nebo stochasticky, spojity nebo diskrétni. Systémy se dale déli na
linearni a nelinearni. Linearni systém je takovy systém, v némz lze uplatnit princip superpozice.
To lze ilustrovat néasledujicim ptikladem: jestlize f(x) = 0 a soucasné f(y) = 0, potom také f(x+
y) = 0. Chovéani linedrnich systémi lze pfi znalosti po¢ate¢nich podminek a modelu predpovédét
i do budoucnosti. Oproti tomu v nelinearnim systému plati princip superpozice pouze pro malou
mnozinu izolovanych bodd, tzv. pracovnich bodti. Je-li systém nelinearni a nelze vyuzit principu
superpozice, je nutné pro vypocet zmeény stavu systému resit diferencidlni rovnice, coz je mnohdy
znacné obtizné. Také zde neni zaruceno, ze se podaii predpovédét stav systému do budoucnosti.
Déle uvazujme pouze linedrni, ¢asové invariantni (LTI) diskrétni systémy, nebot pravé jejich

identifikaci se prace zabyva. Podrobnosti o dynamickych systémech nabidne [4].

1.2 Modely dynamickych systému

Analyza a syntéza dynamickych systému se realizuje pomoci matematického modelu. Dynamické
vlastnosti redlnych systémi se vSemi vazbami a interakcemi lze, jen stézi, vyjadiit dostatecné
obecnym a v praxi pouzitelnym matematickym modelem. Zavadi se proto nejdfive zjednodu-
Sujici predpoklady, které umozni vytvorit zjednodusSeny fyzikalni model. Matematicky model
se pak odvozuje z fyzikalnich zakont aplikovanych na tento fyzikalni model nebo, pomoci rtiz-
nych identifika¢nich metod, na zakladé pozorovani vstupi a vystupt zkoumaného dynamického

systému.
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Dynamiku systému lze vyjadfit vnéjsim nebo vnitinim popisem. Vnéjsi popis systému je vy-
jadfeni dynamickych vlastnosti pomoci relaci mezi vstupni a vystupni veli¢inou u(k) a y(k).
Linearni, ¢asové invariantni diskrétni dynamicky systém popisuje diferen¢ni rovnice s konstant-

nimi koeficienty

y(n) +apn—1y(n — 1)+ ... + a1y(1) + apy = byu(m) + ... + biug + bou (1.1)
+ emov(me) + ...+ crv(1) + cov,

kde v(k) pfedstavuje poruchovou veli¢inu (Sum). Takovy popis neposkytuje informaci o vnitfnich
stavech systému. Pozorovanim vstupni a vystupni veli¢éiny mtzeme ziskat pouze vnéjsi popis
systému. Vnitini popis systému chapeme jako relaci mezi vstupni veli¢inou u(k), stavem systému
x(k) a vystupni veli¢inou y(k). Hovofime pak o stavovém popisu systému, ktery v sou¢asné dobé
prevldda. V pripadé, ze je diskrétni dynamicky systém linearni, ¢asové invariantni, pak je jeho

stavovy popis dan rovnicemi

xz(k+1) = Az(k) + Bu(k) + w(k) (1.2)

kde w(k) pfedstavuje Sum procesu a v(k) Sum méfeni.

w(k) v(k)

B d ‘C—%%

u(k)

4 x(k)

D

OBRAZEK 1.1: Stavovy popis systému

1.3 Identifikace dynamickych systému

Identifikace se zabyva nalezenim modelu systému z pozorovanych dat. Identifikacni metody
jsou uzivany v disciplinach zabyvajicich se automatickym fizenim a zpracovanim signalt, ale
rovnéz v ekonomii, ekologii ¢i biologii a lékafstvi. Umoznuji ziskat vhodné modely pro pfedvidani
vyvoje sledovanych veli¢in, sledovani objekt, navigaci, detekci poruch, filtraci signald, simulaci

a zvySovani znalosti o identifikovaném systému, ale predevsim pro navrh regulatoru.

V disciplinach, zabyvajicich se automatickym fizenim je identifikace bezpochyby klicovym prv-
kem nésledného fizeni. Aby bylo mozné néjaky systém dobfe Fidit, je tfeba vytvorit k nému
kvalitni model. Existuji dva zakladni pristupy, jak model dynamického systému vytvorit. Prv-

nim z nich je tzv. matematicko - fyzikalni analyza [5], kdy na zakladé rtznych fyzikalnich,
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ekonomickych, ¢i jinych zakonitosti, hleddme vztahy mezi veli¢inami, které jsou predmétem
naseho zajmu. V rovnicich, popisujicich vztahy mezi veli¢inami, se ¢asto vyskytuji konstanty,
jejichz hodnoty se nesnadno hledaji. Model dynamického systému vznikly po takové identifikaci
byva vétsinou natolik slozity, Ze ho neni mozné pouzit pro potieby nasledného fizeni. Druhy
zpusob vytvareni modelu dynamického systému se nazyva experimentalni identifikace [5] a
je zalozen na urcovani vzajemnych vztahd mezi sadou vstupné - vystupnich dat, naméfenych
primo na systému. Na systém nahliZime jako na ¢ernou skriniku a pozorujeme pouze vstupni
a vystupni data. Tomuto principu se fikd black - box identifikace. V praxi se ¢asto vyuziva
i kombinace matematicko - fyzikalni analyzy s black - box pristupem. Pomoci analyzy uréime
napt. strukturu ¢i fad systému. Pii experimentalni analyze se potom z cerné skrinky stava

sktinka Seda a hovorime o tzv. gray - box identifikaci.

Zakladni myslenka identifikace je zaloZzena na snaze nalézt vhodny matematicky model popisujici
co nejpfesnéji neznamy systém, mame-li k dispozici pozorovani vstupu u(k) a vystupu y(k) na

systému. MnoZinu pozorovani oznac¢me jako
N N
Z" = (u(k), y(k))p=1 - (1.3)

Obr. 1.2 schématicky znézornuje pozorovani na neznamém systému pro ucely identifikace. Sig-
nal v(k) predstavuje poruchu vstupujici do systému. Existuji riizné pfistupy k identifikaci ne-
znamého systému. Ty nejbéznéjsi jsou obvykle zalozeny na Predicition-Error Method (PEM)

pfistupu [1]. Mimo to existuji i dalsi metody, jejichz popisem se zabyva Kap. 5.

lV(k)

u(k) y(k)

Systém
x(k)

OBRAZEK 1.2: Schématické zndzornéni identifikaéniho procesu na nezndmém systému

1.4 Scilab

Syntaxe jazyka Scilab je velice podobna Matlabu, navic Scilab je kompatibilni s jeho knihov-
nami/skripty. Samotny systém je vyvijen od roku 1990 védeckymi pracovniky z instituci INRIA
a EnPC. O jeho kvalitach svéd¢i to, ze je pouzivan na fadé védeckych instituci a zejména v
pramyslu. Jeho soucasti je i balik Scicos, ktery slouzi k modelovani a simulacim dynamickych
systémut (ekvivalent Simulink). Scilab je multiplatformni, tudiz je dostupny nejen ve verzi
pro systémy Windows, ale i Linux a unixové systémy vcéetné Mac OS. Za nejslabsi misto kon-
kurentii Matlabu je povazovana absence kvalitnich toolboxi. To vSak neplati o Scilabu, jez
nabizi Sirokou paletu rozsifeni. Neobsahuje vsak zadny toolbox, ktery by se zabyval identifikaci

dynamickych systém.
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1.5 Cile prace

Predmétem této prace je vyvoj identifikacniho toolboxu pro programové prostiedi Scilab,
(http://www.scilab.org) podobného System Identification ToolBoxu (SITB), ktery je imple-
mentovan v Matlabu (http://www.mathworks.com/products/sysid/). Komeréni aplikace jako
takové maji obecné problém s tim, ze se novinky do vysledného releasu dostévaji velmi pomalu.
Tento fakt je ovSem jednim z nejvétSich pozitiv open-source aplikaci. Motivaci je tedy vyvoj
jektt na katedie fidici techniky FEL CVUT. Pro potencialni komeréni vyuziti, zejména mensimi
firmami, je navic nasazovani Matlabu nepfijatelné z divodu nepifiméfené vysokych cen. Existuje

tedy snaha naprogramovat obdobu v jedné z free alternativ Matlabu, v tomto pfipadé Scilabu.

Pri samotném navrhu toolboxu se jedna o nasledujici diléi tkoly: navrh struktury toolboxu
dle standardu http://wiki.scilab.org/howto/Create%20a%20toolbox a jeho zaclenéni do sys-
tému ATOMS (AuTomatic mOdules Management for Scilab) http://wiki.scilab.org/ATOMS,
vytvoreni sady skriptti pro Gpravu dat, implementaci identifika¢nich tloh a vytvoreni skripti
pro verifikaci. Jednotlivé skripty (funkce) budou dokumentované formou html helpu podobné
jako v Matlabu. Kazd4a funkce musi mit oSetfené vstupni argumenty. Implementované funkce se
daji rozdélit do tfech t¥id, a to na funkce pro Gpravu a predzpracovani dat, samotné identifika¢ni

algoritmy a funkce pro verifikaci nalezeného modelu.

Prace je zaméfena jednak na implementaci samotného identifika¢niho toolboxu s vybranymi
standardnimi prvky, které nabizi i konkuren¢ni SITB, a jednak na novinky a nezvyklé imple-

mentace z problematiky oblasti identifikace linearnich dynamickych systémii.

1.6 Struktura prace

e Kap. 1 - Uvod - zédkladnich pojmy z oblasti identifikace linearnich dynamickych systémii.

e Kap. 2 - Pfiprava dat, navrh identifikace - popis jednotlivych kroku identifika¢ni

procedury.

e Kap. 3 - Matematické nastroje - vybrané matematické nastroje pouzivané v oblasti

identifikaci.
e Kap. 4 - Systémy a modely - vybrané struktury pouzivanych linedrnich modeli.
e Kap. 5 - Identifikaéni metody - popis vybranych identifikacnich metod.
e Kap. 6 - Dokumentace k identifika¢nimu toolboxu a navrzenym algoritmim

e Kap. 7 - Zavér - shrnuti cilt prace a dosazenych vysledki.


http://www.scilab.org
http://www.mathworks.com/products/sysid/
http://wiki.scilab.org/howto/Create%20a%20toolbox
http://wiki.scilab.org/ATOMS

Kapitola 2
Priprava dat, navrh identifikace

Pri soucasnych postupech, kdy se pro sbér dat pouzivaji automatizované mérici systémy, zac¢ina
byt problémem obrovsky objem zmérenych dat. Abychom mohli viibec néco usuzovat, je tfeba
data néjakym zptisobem zpracovat a ziskat pokud mozno jednoduché a srozumitelné parame-
try popisujici tato data, pfipadné co mozné nejjednodussi vztahy mezi jednotlivymi méfenymi
veli¢inami.

od navrhu identifika¢niho experimentu, pres predzpracovani dat, vybér struktury modelu az po
validaci navrzeného modelu. Cilem identifika¢ni procedury je odhadnout parametry modelu o
zvolené strukture na zakladé znalosti ¢asovych fad vstupnich a vystupnich signdli. Samotna
identifikace parametri modelu je vSak pouze jednou z fazi celé identifika¢ni procedury. Prvnim
krokem je ziskani kvalitnich dat. Na zacatku celé procedury je tfeba spravné zvolit mechanis-
mus digitalniho zpracovavani dat, vzorkovaci frekvenci, pripadné typy anti-aliasingovych filtra.
Tato faze se nazyva nduvrh experimentu neboli experiment design dle [1]. Ve chvili, kdy vhodné
navrhneme identifikacni experiment, prejdeme k jeho samotnému provedeni. Experiment vede
k ziskéni takovych dat, kterd jsou vhodnd k provedeni identifikace neznamého systému bud
rovnou, nebo po predchozim predzpracovéani dat. Nésleduje volba struktury modelu, kterou [6]
formalné definuje jako mapovani mezi prostorem parametra a identifikovanym modelem. Ve fazi,
kdy jsou odhadnuty parametry modelu, pfichazi na fadu krok validace modelu, jehoz tikolem je
posoudit a kvantifikovat kvalitu navrzeného modelu. Celou problematikou se detailnéji zabyva

zejména [1, 6].

2.1 Navrh identifika¢niho experimentu

Navrh experimentu by se mél odrazet zejména od fyzikalnich znalosti o identifikovaném sys-

tému. Fyzikalni modely jsou obvykle popsany diferencialnimi rovnicemi popisujicimi fyzikalni
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Navrh
experimentu Nevhodna data
Experiment |«
Nevhodna data
Data l
Predzpraco-
vani dat Nevhodn data
Vybeér struk-
Data tury modelu Nevhodna
struktura
Y y modelu
Napojeni mo-
delunadata | Nevhodny identifikaéni algoritmus
Model l
Validace
modelu
Ne
Model
OK?

OBRAZEK 2.1: Identifika¢ni procedura [1]

zakonitosti. Tato sekce déle vychézi z [6] a zabyva se problematikou vzorkovani vstupnich a vy-
stupnich posloupnosti dat pro identifikaci. Bude zde diskutovana problematika volby doby trvani

experimentu a ovlivnéni navrhu experimentu vlastnostmi vstupniho neboli budiciho signalu.

2.1.1 Volba vzorkovaci frekvence

Volba vzorkovaci frekvence je klicovym prvkem uspésné identifikace. Plati Shannontv vzor-
kovaci teorém, ktery rika, ze pokud spojity, frekvencéné omezeny signal obsahuje frekvence z
pasma [—wp,wp| (rad/s), tak volba vzorkovaci frekvence wg > 2wp (rad/s) zajisti pfesnou re-
konstrukci spojitého signalu z provedenych vzorki. Vhodnou volbou vzorkovaci frekvence lze

predejit zndmému nezaddoucimu efektu aliasingu [7].
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2.1.2 Analyza prechodové charakteristiky

Dalsim mezikrokem pii navrhu experimentu miize byt analyza prechodové charakteristiky sys-
tému, ze které lze orientacné urcit napf. zesileni, casové konstanty apod. Déle mtzeme testo-
vat linearitu systému napt. generovanim riznych skokovych vstupnich signali a pozorovanim
vystupu. U MIMO systému lze zjistovat, ktery vstup ovliviiuje ktery vystup. Z ptrechodové
charakteristiky je mozné vypozorovat i dalsi informace o systému. Napt. oscilujici odezva na

jednotkovy skok nam rika, Ze systém bude mit pravdépodobné imaginarni pdly atd.

2.1.3 Doba trvani experimentu

Jednou z otéazek pfi navrhu experimentu je volba doby jeho trvani, tzn. vytvofeni kompromisu
mezi pozadovanou presnosti odhadu a objemem dat pro identifikaci. Pfesnost odhadu parametra
(uvazujeme-li néktery z regresnich modeld z Kap. 4.3) je nepfimo tmérné poc¢tu vzorki, nebot

pokud uvazujeme model
y(k) = o(k)bo + e(k), (2.1)

kde e(k) je bily sum s nulovou stifedni hodnotou a rozptylem o2, tak pro kovarianéni matici

chyby odhadu parametra plati

R a T g2 I -1
E [QN - 00] [eN - 90] = 2 [7(60)] (2.2)
kde J(0) je kritérium, které pii hleddni odhadu nezndmych parametrt # minimalizujeme. J”(6)
predstavuje druhou derivaci daného kritéria. Obecné lze Tici, Zze doba trvani experimentu, pro
ziskéni relevantnich vysledkt, by méla byt minimalné desetindsobkem nejdelsi ¢asové konstanty

identifikovaného systému.

2.1.4 Volba vstupniho signalu

Dosud jsme pii navrhu experimentu uvazovali pouze vstupni skokové signaly pro analyzu za-
kladnich vlastnosti systému z prechodovych charakteristik. V identifikaci vSak potfebujeme
daleko rozmanitéjsi signaly, které nam umozni systém vybudit natolik, abychom v odezvé zis-
kali vSechny jeho dil¢i prenosové funkce. Zaroven je tfeba néjakym zpusobem stanovit pravidla,
kterd urci, po jakou dobu musi byt systém vybuzen apod. Pokud pouzijeme konstantni nulovy
signal pro buzeni systému, nejsme schopni zjistit zadnou relevantni informaci o pfenosu na vy-
stup. Pro kvalitni vybuzeni je tieba stiidat nulovy vstup s vhodnym nenulovym, abychom byli
schopni ziskat vSechny dil¢i pfenosové funkce systému. Proto se zavadi pojem vytrvalost buzend.

Vstupni signal u(k), k& =0,1,2,... je trvale vybuzujici po dobu n pravé tehdy, kdyz existuje
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¢islo N, zajistujici plnou hodnost n matice (viz. definice a dtkaz v [1])
[ w(0)  w(1) wN—1) ]

Voo = U('l) u(2) u(N) (23)
| u(n—1) u(n) u(N +n—2) |

Pro rtzné ucely identifikace pouzivame rizné typy vstupnich signali. Nejbéznéji pouzivané

signaly jsou zobrazeny v Obr. 2.2.

o 50 100 150 200

(a) Periodicky sinusovy signél

0 10 20 30

(c) Soucet rtznych sinusoid

0 10 20 30 40 50

(b) Ndhodny Gaussovsky signal

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1
0 10 20 30 40 50

(d) Pseudonahodny bindrni signil (PRBS)

OBRAZEK 2.2: Rlzné druhy vstupnich signalt pro identifikaci [2]

2.2 Predzpracovani dat

Zakladem dobré identifikace jsou kvalitni data. V praxi data ¢asto obsahuji mnoho nespravnych

nebo chybéjicich hodnot, jsou nekonzistentni a v krajnich pifipadech mohou pochéazet i z nékolika

ruznych zdroju. Krok predzpracovani dat predstavuje zpracovani neusporadanych dat do formy

vhodné pro provedeni tspésné identifikace neznamého systému.
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2.2.1 Filtrace

Jednim z hlavnim ddvodi provadéni filtrace je zamezeni aliasingu, protoze pokud k nému dojde,
jeho nasledky se odstranuji velmi tézce. Pfi ndvrhu experimentu se proto pfi prevodu spojitého
signalu na diskrétni zatazuje tzv. antialiasingovy filtr (realizuje se obvykle dolni prospusti),
ktery ma za kol odfiltrovat frekvence vyssi nez odpovidaji Shannonovu teorému (Kap. 2.1.1).
Pro filtraci ve frekvencni oblasti se pouzivaji i ostatni typy filtri jako horni propust, pasmovéa
propust, pasmové zadrz nebo amplitudovy filtr, podle toho, jaké frekvenéni pasmo nas pro dany

experiment zajima.

2.2.2 Prevzorkovani dat a odstranéni trendu

V pfipadé, kdy bylo pouzito nadbytecné rychlé vzorkovani (s ohledem na frekvenéni pasmo,
které nas zajima), prevzorkujeme data vybranim kazdého i-tého vzorku. Pokud byla ptvodni
frekvence vzorkovani wg, po nasledném ptevzorkovani bude w/i. Je vSak tieba predchézet ali-
asingu, a proto se pred aplikaci takového prevzorkovani doporucuje pouzit antialiasingovy filtr
(realizovany dolni propusti) s nejvyssi propustnou frekvenci w/2i. Na fakt, ze byla pii navrhu
experimentu zvolena prilis vysoka frekvence, mohou ukazovat data, obsahujici vysokofrekvencni
ruseni v oblasti frekvencniho pasma, které nas zajima. Dalsim ukazatelem, ktery muze upozor-
nit na prilis vysokou frekvenci vzorkovani, je seskupeni pdli odhadnutého diskrétniho modelu

v okoli bodu z = 1 komplexni roviny.

Jestlize mame k dispozici prilis fidk4 data (neni dodrzen Shannoniv teorém), je tieba také pouzit
prevzorkovani. Po pfevzorkovani se objevi chybéjici data (chybéjici data se objevuji i v ptipadé,
ze pro dané pozorovani neni v proménné ulozena zadna hodnota jiz pfi samotném méfeni).
Chybéjici hodnoty obvykle reprezentuje hodnota NaN (Not a Number). Ulohou je odstranéni
NaN hodnot je data upravit tak, aby se hodnoty NaN zaplnily jinou hodnotou nebo vynechaly,
opravila se konzistence, pripadné se vyresila nadbytecnost. Pro doplnéni chybéjicich hodnot se
obvykle pouzivaji dvé zakladni aproxima¢ni metody. Prvni variantou je zero-order hold (ZOH),
kdy je chybéjici hodnota nahrazena nejblizsi pfedchozi hodnotou. Druhou variantou je doplnéni

hodnot pomoci linearni interpolace.

Vzhledem k tomu, ze linedrni modely jsou schopny popisovat dany systém pouze v urcitém
pracovnim bodé, nelze jimi modelovat zmény, jakymi jsou napf. ruzné offsety, linedrnich nebo
periodické posuny. Tyto vlivy souhrnné oznacujeme jako trendy. Pokud pfed provedenim iden-
tifikace odstranime z dat trendy, miizeme se zaméfit pouze na oblasti kolisani v okoli trendi a
uspésnost identifikace tak zvysit. To se provadi napf. tim zptisobem, Ze vypocteme na datech
nejlepsi odhad ve smyslu nejmensich étvercti (viz. Kap. 3.1), a ten od ptuvodnich dat ode¢teme.

Nazorné to popisuje Obr. 2.3.
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

OBRAZEK 2.3: Odstranéni trendu z dat

2.3 Vybér struktury modelu

Jak se ukdze pozdéji v Kap. 4.3 a Kap. 5.3, nejpouzivanéjsim kritériem, které budeme v sou-
vislosti s béZnymi vstupné-vystupnimi regresnimi modely minimalizovat, za Uc¢elem nalezeni

optimalniho odhadu parametri, je

N—

H

1 2
INO,ZN) = = T(k)0)", (2.4)
N
k:0
které predstavuje prediction error method (PEM) a je zaloZzeno na minimalizaci vaZzeného souc¢tu
étverca chyb predikce. Pokud bychom toto kritérium pouzivali pro Vybér optimélni struktury

lepsi. Mezi sofistikovanéjsi kritéria pro vybér struktury modelu patii napiiklad AIC (Akaike

Information Criterion) [8]

(2.5)

2 dim ¢
JAC(9. Z0) = In(0, Zy) (1+ — )

N

kde dim € je dimenze vektoru parametrii. AIC mé ovSem tendenci volit ptili§ vysoké fady modelu.

Dalsim z pouzivanych kritérii, je MDL (Minimum Description Length) (pro vice detailt [9])

(2.6)

i loe N
JNPEO, Zy) = IN(0, ZN) (1 + dlmeog) .

N

Uvedena kritéria jsou pouzivana v tlohach stanoveni optimélniho fddu modelu s riznou spés-

nosti (detailnéj$im popisem ruznych kritérii se zabyva [1]). V této préci se dale (Kap. 3.4)
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budeme zabyvat novym, dosud neptili§ zkoumanym pristupem k vybéru optimalniho radu mo-

delu, zalozenym na metodé Nonnegative Garrote (NNG), kterd pouziva kritérium

2
N n n
INNC(0, Zy) =min 3 [ ylk) = w01y |+ A w, (27)
k=1 j=1 j=1
w > 0,

kde A oznacuje jako parametr slozitosti modelu. S rostoucim A se postupné snizuje slozitost
modelu. Resenim NNG problému jsou prvky w;b; pro kazdé jednotlivé . Podrobna studie
problematiky NNG je dédle vénovana Kap. 3.4.

2.4 Identifikace

V celé praci uvazujeme tzv. parametrické modely a parametrické metody. Pokud tedy mame
zvolenou strukturu modelu, samotna identifikace jeho neznamych parametri znamené minima-
lizaci urcitého matematického kritéria - podle toho, kterd identifika¢ni metoda byla zvolena
(Kap. 5).

2.5 Validace modelu

Posledni, ale velmi dulezitou soucasti celé identifika¢ni procedury, je stanoveni kvality navrze-
ného modelu. To lze provadét mnoha zpisoby (pro vice detailt [1]), pfi¢emz uvedeme nejpou-

ivangjsi z nich. Pfirozenou cestou pfi posuzovani kvality navrzeného modelu je zaméfit se na

chybu predikce vystupu (reziduum)
e(k,0n) = y(k) — 9(Kl0n), (2.8)

kde 6 je odhad parametrt vybraného modelu libovolnou metodou. Nejpouzivanéjsim kritériem,
posuzujicim kvalitu navrzeného modelu, je urcovani miry shody posloupnosti g)(k:\é ~) vzhledem

k posloupnosti y(k), které se nazyva fit faktor

oo (1 Jesn o,
fit = 100 (1 o (%) = ﬂ\lz) %. (2.9)

Ve vétsiné piipadti udéava hodnoty z intervalu 0 — 100%. Pro $patny fit vSak toto ¢islo mize byt

i zaporné.
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Dalsim jednoduchym kritériem, posuzujicim kvalitu navrzeného modelu, mize byt vypocet ko-

varianéni matice pomoci vzajemné korelace mezi rezidui a (viéi nim) minulymi vstupy

WE

. 1
RE(r) =

=~ e(k)u(k — 7). (2.10)

B
Il
—

Vysoka hodnota (2.10) pro dané 7 muzZe upozornovat na to, ze pfislusny vstup u(k — 7) nese

dilezitou informaci. Dalsi variantou je vypocet autokorelace

RN (r) =+

=¥ e(k)e(k — 1), (2.11)

M) =

i
I

jez mize byt pouzita napf. pro vizudlni ovéfeni, zda je chyba predikce bily Sum (osciluje kolem

nuly). To se na autokorela¢ni funkci projevi vyrazné vysokou amplitudou v nule.



Kapitola 3

Matematické nastroje

vvvvv

identifikaci, se kterymi se setkdme v nasledujicich kapitolach. Pozornost je zde vénovana zejména
metodé linearnich nejmensich ¢tverct a jejim riznym modifikacim. Posledni ¢ast kapitoly se

zabyva specifickou problematikou redukce fadu linearnich regresnich modeli.

Pokud je chyba mezi vystupem identifikovaného systému a vystupem jeho modelu e(k) linearni
v parametrech a jako ztratovou funkci uvazujeme soucet kvadratt téchto chyb, hovoiime o tzv.
linearni optimalizaci. Vystup modelu § pak zavisi linedrné na n parametrech 6; (u je vstup do

systému):
n
g =bhpr+ 202 + - + Onpp, = Zaz‘%‘, pi = f(u). (3.1)
i=1
Obvykle se ¢; oznacuje jako regresor neboli nezdvisld proménnd, 0; jsou regresni koeficienty, y

je zavisla proménnd. Cely problém nazyvame linedrni regrese.

Existuje i mnoho pripadi, kdy jsou linedrni optimaliza¢ni problémy zavadény umeéle. Pokud
je e(k) nelinearni funkci f(.) parametri, ztratova funkce se zavede jako soucet invertovanych
nelinearit f(.)~!. Jestlize mame k dispozici n&jakou apriorni informaci o systému, i v tomto
pripadé lze mnoho nelinedrnich optimaliza¢nich problémut pfevést na lineadrni. Vice podrobnosti

lze nalézt v [1, 3, 10].

3.1 Metoda nejmensich ¢tvercta (LS)

Metoda nejmensich étvercti (Least Squares) [11], nékdy téz oznacovand jako metoda obycejnych

nejmensich ¢tverct, je nejrozsifenéjsi metodou pro reseni problému linearni optimalizace, kterou

13
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jako prvni formuloval Carl Friedrich Gauss v roce 1795. Uvazujme soustavu linearnich rovnic
Az =b+e, (3.2)

kde matice A o rozmérech m X n je znama, b je dany vektor pravych stran rozméru m a x
predstavuje n rozmérny neznamy vektor. Pro ndhodny vektor chyb plati e{e} = 0, cov{e} =
e{ee’} = o2I. Zdfiraznéme, 7e pii formulaci LS problému je vektor pravych stran b zatizen

chybou, zatimco matici A zname pfesné.

Cilem metody je nalézt odhad nezndmého vektoru x, ktery co nejlépe aproximuje vystup b ve
smyslu minimalizace kritéria (3.3). Z geometrického pohledu lze ¥ici, ze hledame vektor e s
minimalni normou (euklidovskou délkou). Z Pythagorovy véty vyplyva, Ze nejkratsi vzdalenost
dostavame tehdy, pokud bude reziduum e ortogonalni na obor hodnot R(A), tj. e LR(A). Musi
tedy platit ATe = 0, viz. Obr. 3.1.

& =min{e’e} = min {(Az — b)T(Az — b)} = min||Azx — b|3 s.t. Az ="b+e. (3.3)

Zjednodusené feceno, metoda nejmensich ¢tverca hleda takové hodnoty koeficient funkce, uda-
vajici vztah mezi A a b, aby soucet ¢tverct odchylek jejich funkénich hodnot od namérenych
dat byl nejmensi mozny. Minimalizaci kritéria (3.3) provedeme derivovanim podle x, kterou

polozime rovnu nule:
(eTe) = [(Az —0)T(Az —b)] = 24T Az — 24Tp =0 (3.4)
a vyjadrenim ziskdvame vztah pro nejlepsi linedrni nevychyleny odhad metodou LS

g = (ATA) " AT, (3.5)

OBRAZEK 3.1: Geometrické interpretace metody LS

Metoda LS obecné slouzi k eliminaci chyb, kterou provadi optimélné vzhledem k pevné danému
kritériu. Optimélné eliminovat chyby v datech lze i vzhledem k jinym kriteriim, takovy postup
miZe vést na metody prevoditelné na metodu LS (pouzitim rtiznych typt vazeni, napf. kdyz je
znamo, ze chyba nékterych meéfeni se vyrazné lisi od zbytku), nebo na metody obecné nepievo-

ditelné (nebo obtizné prevoditelné) na metodu LS (napf. problém uplnych nejmensich ¢tverct
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v Kap. 3.2). Zakladni numerické implementace metody LS jsou pomérné znamé. Obvykle jsou

zalozeny na QR faktorizaci, nebo singularnim (SVD) rozkladu [12].

P1i pouziti LS v identifikaci predpokladame, Ze na systému bylo naméfeno ¢ = 1,..., N vzorkd
vstupnich a jim odpovidajicich vystupnich dat {u(7),y(i)}. Vystup systému y je zkreslen aditiv-
nim bilym Sumem v (k) s nulovou stfedni hodnotou. Poéet parametru 6, které je tfeba odhadnout
je m. Pro namérena vstupni a vystupni data lze zkonstruovat n regresort ¢i,...,¢,. Vznika

problém linearni regrese
y(k) = 0" (k)0 + v (k). (3.6)

Jak konkrétné sestavit regresor ¢(k) pro danou strukturu modelu nazorné popisuje napt. Kap. 4.3.1.

[ o1(1) ea(l) - (D) ] [ y(1) | [0, ]
o @1.(2) 902'(2) son‘(2) ) y('2) o ?2 | 57
| ol (N) @2(N) - pn(N) | L y() | 6, |

® je matice regresori. Odhad nezndmych parametri 6 se provede dle vztahu (3.5)

Ors = [070] ' ®7y. (3.8)

3.2 Problém uplnych nejmensich ¢tverca (TLS)

Metoda tplnych nejmensich ¢tverct je téz zndma pod anglickymi oznacenimi total least squares,
nebo rigorous least squares, v Ceské literatute 1ze obvykle nalézt pod oznacenim ortogonalni re-
grese. Zatimco v predchozim pfipadé metody klasickych LS uvazujeme zatizeni vektoru pravych
stran v rovnici (3.2) bilym Sumem e s nulovou stfedni hodnotou, v pfipadé pouziti metody TLS

uvazujeme, Ze bilym Sumem (FE) s nulovou stfedni hodnotou jsou zatiZena i pozorovani v matici

A:
(A+E)x=b+e. (3.9)
Problém TLS je formulovan jako
& =min|(E,e)llp st. (A+E)z=>b+e, (3.10)

kde ||.|| r je Frobeniova norma (|| X||p = tr (X.XT). Metodu TLS lze, za vyse uvedenych piedpo-
kladi, geometricky interpretovat tak, ze rezidua predstavuji nejkratsi mozné kolmé vzdalenosti
mezi pozorovanymi daty a skuteénou kfivkou (zatimco u klasickych LS predstavuji rezidua nej-

krat$i mozné vertikdlni vzdalenosti mezi pozorovanymi daty a skuteénou kfivkou), coz v praxi
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znamend, ze vektor rezidui je kolmy na tangentu skutecné kiivky (Obr. 3.2). Metoda TLS je
nékdy téz oznacovana jako dvourozmérnd euklidovskd regrese [13]. Problém tplnych nejmensich
¢tverct bude pozdéji v Kap. 5.7 pouzit jako nastroj pro realizaci tzv. errors-in-variables (EIV)

identifikace.

7
e
e
'
/7
\ e \
7
//
//
\ 4
/\.
7
7
7
//
7
7

7

X

OBRAZEK 3.2: Geometrickd interpretace metody TLS

3.2.1 Implementace metody TLS

Jedna ze zakladnich implementaci metody TLS, zndma z [14], je zaloZena na jediném singularnim

rozkladu. Rovnici (3.10) lze ekvivalentné prepsat do maticového tvaru

[(A+ E)(b+e)]

o ] . (3.11)

Ukolem je nalézt takové [E e], které snizi hodnost [A b] o m. Vypoctem SVD dostévéame

*

by 0 V. V.
[ 14 b } _ [ U, U } A AA Vap (3.12)
0 X Voa Vi
a pokud uvazujeme Sumy E a e, plati rovnost
a0 ][ vaa v |
(A+E)b+o)l=|va U || * e (3.13)
0 Om V;)A %b
ekvivalentné lze diky linearité psat
0n 0 [ Vaa Vi |
(Ee|=-|Uva U] Ad vy (3.14)
0 X Voa Vi
Diky vzniklym nulovym ¢lentim lze zapis zjednodusit na
Vi, | 1% Vi, |
[ e } N BTN [ A b} Ab Ab (3.15)
Vib Vib Vb
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Tim zajistime, ze

[(A+ E)(b+e)] Vi

Var ] = 0. (3.16)

Pokud je Vi nesingularni, méizeme obé strany rovnice vynasobit ¢lenem ngl. V ptipadé, ze je

Vip singularni, TLS problém nema feseni.

~Vap Vit x
[(A+ E)(b+ e)] "= [(A+ E)(b+e)] =0. (3.17)
_%b VE,{, _Im
Odtud plyne vysledné feseni
drrs = —VaVyy . (3.18)

3.2.2 Reseni TLS regularizaci Tikhonovova typu (RTLS)

Jako dalsi variantu, vedle klasické implementace metody uplnych nejmensich étvercii (Kap. 3.2.1),
nyni uvedeme jeden z novéjsich pristupi, vyuzivajici regularizace tzv. Tikhonovova typu [15],
znamou téz pod oznacenim Ridge neboli hrebenovd regrese. Implementace algoritmu feseni této
regularizace, vyuzivajici metody Lagrangeovych multiplikdtori je poprvé prezentovana v [16],
ale vyzaduje slozity a systematicky pristup pro pocatecni vybér ladicich parametri. VylepsSeni a
oprosténi od slozitého matematického aparatu pro stanovovani pocatecnich parametrti pozdéji
fesi algoritmus, prezentovany pod nadzvem A Regularized Total Least Squares Algorithm v [17],

kterym se dale budeme zabyvat.

Metoda Tikhonovovy regularizace je zaloZena na mysSlence, Ze se lze zbavit nejednoznacnosti
a zlepSit stabilitu FeSeni, pokud kromé empirickych dat vezmeme také v tivahu konceptudlni
data popisujici néjakou globalni vlastnost hledané funkce. To znamené Ze omezime prostor, kde
hledame feseni vyhovujici naméfenym datim, pouze na feSeni, kterd maji fyzikalni smysl, tj.
spliiuji néjakou predem danou podminku (jako napi. omezeny vyskyt oscilaci vyssich frekvenci)

nebo penalizujeme nezadouci Feseni.

Problém Tikhonovovy regularizace TLS (dale jen RTLS) je formulovan jako
I(E, Dlle st (A+E)0=b+f, [L0] <3, (3.19)

kde § je regularizacni parametr, L € R je norma FeSeni (nebo téz Tikhonovova matice), ktera se
voli jako jednotkova matice, coz zajisti prioritni penalizaci FeSeni s nejvétsi normou ||.|| (v nékte-
rych piipadech se voli jako aproximace operatoru prvni nebo druhé derivace - podle toho jakou
vlastnost ma norma modelovat; ta mize modelovat néjakou vlastnost feSeni, jako napi. hladkost

funkce, jeji lokalizaci apod). Pomoci regulariza¢niho parametru ¢ 1ze ménit miru této penalizace.
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V [17] je problém regularizace fesen Lagrangeovou metodou. Princip algoritmu spocivéa v nale-
zeni optimalniho odhadu 6 ve smyslu (3.19), tedy na prostoru omezeném regulariza¢nim para-
metrem ¢, pfi¢emz penalizujeme FeSeni s velkou normou || L#||. Formulace (3.19) pomoci Lagran-

geovych multiplikatort méa podobu
L(B, 10,6 1) = I(B, N[+ € (A0 + B0 = b= [) + p (ILO]* = 6%), (3.20)
coz lze napsat pomoci tzv. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podminek

pLTLOATf —||fI?6 =0 (3.21)
(L+10]%) f = A0 —b
>0, p(@TLTLO —5%) = 0.

Zavedeme 0* a p* jako optimdlni feSeni (3.19). Pokud bude p* = 0, znamena to, ze || LO|| < ¢
je neaktivni, coz lze zpusobit volbou ptilis velkého § a v tomto pfipadé bude zaroven platit
0* = Orrs'. Pokud bude podminka ||L| < ¢ splnéna, tak plati 67 LTLO — §2 = 0 a FeSeni 6*

zaroven vyhovuje

(ATA+ M I+ M LTL) 0" = ATb (3.22)
pw>0, (09TLTLO* — 6% =0,

kde

6% — b2
A= p(1+[60%1%)
L1 (BT(AG ) [ AGF — b
S ( L+]o2 " 1+ \|0*\|2)2> '

Pokud je omezeni ||L|| < § aktivni, FeSeni §* problému (3.19) vyhovuje

’ ] - _A[[ g ] | (320

B | C

kde A; je vlastni vektor vlastnich ¢isel matice

ATA+ AL(0%)LTL ATp

B(e*) - T 2 T
bl A —AL(6%)82 + bTb

(3.25)

'Pokud zvolime § < llzrsl||, pak zrrLs = zLs.
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Na zakladé odvozeni z [17] odhadujeme vlastni vektor matice B(6*), ktery pro k-tou iteraci

znaéime z(F)

SR) ((Q(k))T’ _1>/ 1+ 0|2, (3.26)

Déle definujeme reziduum p* = || B(8*))2(*) - X7(0%*))2(F)|| a toleranci 7, ktera ukoné cely algo-

k)
ritmus regularizace v pripadeé, ze X0 Ek) < 7. Uvedeny postup regularizace shrnuje Algoritmus 1.

Odvozeni celého algoritmu je uvedeno v [17] a jeho pouziti nésledné demonstruje Kap. 5.7.

Algoritmus 1: Tikhonovova regularizace TLS feSeni [17]
Vstup: 00, )\(0) )\g)), 20
L ) =7 & p@*) <=0 do

Vyresem ( (OF)) + )xgk)l) =20,

k+1) z(ln) |
ot ) - " z(n¥1)
Y =

AFFD, 2D, ke

while

Aktualizace

3.3 Metoda instrumentalnich proménnych

V této kapitole pfipojime k metodé nejmensich ¢tvercli navic metodu instrumentélnich promén-
nych neboli instrumental variables (IV). Uvazujme (3.6). V pfipadech, kdy jsou regresory ¢(k)
korelované s sumem v(k), LS odhad bude vychyleny. Pro odstranéni této nezadouci vlastnosti
1ze pouzit metodu IV [18]. Jeji zédkladni myslenkou je nalezeni tzv. instrumenti ((k), které jsou

nekorelované s sumem v(k), ¢imz se zajisti nevychyleny odhad?

-1

Orv = [¢Te] (Ty. (3.27)

Problém spo¢iva ve stanoveni instrumentt (k). Existuji rizné metody, které se sestavenim ¢ (k)

zabyvaji, za v8echny napi. IV4 z [19].

3.4 Nonnegative Garrote

Redukce fadu linearnich regresnich modeli (viz. Kap. 4.3) je hojné diskutovanou problematikou,
zejména ve statistickych oborech ([20-22]). Existuje fada tspésnych metod, jako je napt. Lasso [23]
a Ridge, které jsou schopny fesit tlohu stanoveni optimélniho fddu modelu. Obvykly postup

pfi vybéru optimélniho modelu dynamického systému je takovy, Ze se nejprve vypocita model

20,y =05 pro ((k) = (k).
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vyssiho fadu, nez je predpoklddany vysledny model, a nasledné se aplikuje postup, ktery modi-
fikuje koeficienty navrzeného modelu tim zptsobem, Ze nékteré vynuluje a ostatni optimalizuje
do potiebné podoby. Zaroven je tieba udrzet kompromis mezi komplexitou a piresnosti modelu.
Napf. metoda Lasso umoznuje nulovat urcité koeficienty modelu, ale neni zaruceno, Ze to budou
prave koeficienty u nejvyssich ¥ada, coz je ovsem pii redukci fadu modelu dynamického systému
zaddouci. Zfejmou nevyhodou uvedenych metod je fakt, ze nebyly vyvijeny ruku v ruce s dyna-
mickymi systémy. Pomérné novou metodou, ktera spatrila svétlo svéta v roce 1995, je metoda
Nonnegative Garrote (NNG) [24]. Detailni informace o NNG z hlediska vypocetni slozitosti,

flexibility a konzistence lze nalézt v [25].

V dalsi ¢asti bude pro ndzornost uvazovan model ARX (Kap. 4.3.1), na kterém bude demonstro-
vano pouziti NNG metody pro redukci jeho fadu. V praci bude dale NNG metoda rozsifena na
model ARMAX (Kap. 4.3.2). ARX model popisuje rovnice (4.14), kterou lze pfepsat do tvaru
linedrni regrese (4.17). Na zékladé znalosti sekvence vstupniho a vystupniho signalu je mozné
odhadnout parametry § ARX modelu LS metodou (Kap. 3.1) a vyslednym fesenim je (3.8), které
je vychozim feSenim pro NNG metodu. Metoda NNG penalizuje LS FeSeni vazenim jednotlivych

koeficientt v O Samotny NNG problém je formulovan jako

2
N n n

min Yy (y(k) = Y wie;(k)0; | +AY w; (3.28)
k=1 j=1 j=1

w > 0.

Symbol A je v [26] a [27] oznacovan jako parametr komplexnosti (slozitosti) modelu. S rostoucim
A se postupné snizuje slozitost modelu omezovanim, pripadné nulovanim pozadovanych koefi-
cientl. Resenim NNG problému jsou prvky wiéi pro kazdé jednotlivé A\, kde w je optimélnim
FeSenim (3.28). Aby bylo moZné docilit prioritni penalizace koeficientii u nejvyssich rada, je
tfeba NNG problém (3.28) rozsifit o dalsi omezeni na optimalni Feseni w. Pro uvazovany ARX

model Ize omezeni vyjadrit jako

1>w 2wy > >wy, >0 (3.29)

L2 Wnpy41 2 Wnoq2 2 -+ 2 Wnggn, = 0.
Pokud bychom uvazovali model ARMAX (Kap. 4.3.2), pfibyva navic omezeni pro polynom C":

1> W +np+1 > Wno+nb+2 > > Wny+np+ne > 0. (330)
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NNG problém pro vybér fadu ARX modelu reprezentuje kvadraticky problém s linedrnim ome-

zenim

1
min §wTQw + fTw 4+ 21T w, (3.31)
w

Aw <b

kde Q = 200790, f = —200TY, © £ diag(d). Z (3.29) byly v ramci této prace odvozeny

univerzalni vztahy pro vypocet matic A a b pro obecny ARX model:
I 0
Al _ Mg XNgq + 1Xng (3‘32)
01 XMNg 7Ina XNgq
A// _ IanTLb + Oanb
01 Xng _ITLb Xnp

(Idim(na) ® A’ Odim(A’)an)
( O(nb+1)><sum(na) A" )

1
Idimna 1
b= ( - <0nax1>>

1

A=

O’anl

Resenim rovnice (3.31) je wy pro jednotlivé \. Vysledny odhad parametrt NNG metodou je

dan 0, = Qw,, penalizujeme tedy pocatecni feSeni odhadu parametri vahou wy.

3.4.1 ResSeni NNG problému

Znédmou metodou feseni problému (3.28), popsanou v [28], je parametricka optimalizace. Rovnice

(3.28) odpovida tvaru
min L(x) + AJ(z), (3.33)

kde L(x) je po ¢astech kvadratickd a J(x) je linedrni funkce. Optimalni feSeni w rovnice (3.31)
je po &astech linearni funkei A € R, 3 [29]. Nejprve je tieba uréit poc¢atecni feseni w(0), poté
se vypocte celé feseni v podobé priubéhu w(A) pro vSechny A > 0. Cilem je hledat optimdlni
prubéh w(A) ve smyslu optimalnich sméri Feseni, které nejvice snizuji kritérium (3.28), dokud
nenarazime na omezeni. V piipadé, ze na omezeni narazime, feSeni aktualizujeme a pokracujeme

v jiném sméru A dokud nedosahneme A = co. Pro vytvoreni efektivniho algoritmu, ktery nalezne

3R, je mnozina vsech kladnych realnjch &isel.
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optimélni feseni w(\) zavadime Lagrangian k (3.28) je*
1
L(w,p) = inQw + fTw + X\1Tw + T (Aw — 1), (3.34)

odkud plynou KKT podminky

Qu+f+M+ATp=0 (3.35)
Aw—-5=<0
pj (Ajw —bj) =0
pw>=0,2>0.
UvaZujeme mnozinu aktivnich omezeni J¢ = {j1,j2,...,jns} Pro ;. ReSeni (3.35) je ekviva-

lentni feSeni

L)
Aja 0 HTa bja 0

Derivovanim podle A dostavame

Q AL, gw \ [ -1
Lo )G )-(0)

Smér optimalniho FeSeni se potom uréi jednoduse z (3.37). Pro nalezeni pocateéniho FeSeni
nastavime A = 0, éemuz odpovida feSeni w = 1. Pro nalezeni 117, vyFesime rovnici (3.35). Da se

ukézat, 7e 117, = 0, nebot regresni matice ® je ortogonalni na rezidua ®4—Y (vice viz. [26, 27]).

3.4.2 Redukce fadu ARX modelu

Jako modelovy priklad pro otestovani NNG algoritmu 2 implementovaného ve Scilabu podle
[26] uvazujme libovolné zvoleny ARX model fadu [4 4 0] (dale jen (4,4)), jehoz koeficienty jsou v
prvnim sloupci Tab. 3.1. Na modelu byla provedena simulace s bilym Sumem N (0, 1) délky 6000
jako vstupnim signdlem. Vysledny vystup byl poté zkreslen bilym $umem N(0,0.1). Simulac¢ni
data byla rozdélena na poloviny. Prvni ¢ast byla pouzita jako identifika¢ni data a druha ¢ast

jako valida¢ni data. Jako méritko kvality odhadu byl pouzit fit faktor [1].

Pomoci funkce arx byl vypoéten odhad koeficientt ARX modelu #adu (10, 6) LS metodou, ktery
byl pouzit jako vychozi odhad pro NNG metodu. Pro A\;5 odpovida fad modelu skutecnému fadu
(4,4). Numerickych hodnot koeficienti odhadu jsou ve druhém sloupci Tab. 3.1. Zavislost fit
faktoru na A je vynesena v Obr. 3.3. Ovéfeni oCekdvané funk¢nosti metody NNG vizualizuje

Obr. 3.4, kde jsou zobrazeny plnou barvou nenulové koeficienty a prazdna mista znaci koeficienty

411 oznaduje vektor Lagrangeovych multiplikatord.
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Algoritmus 2: Redukce fadu ARX modelu NNG metodou s omezenim (3.29) [26]
Inicializace A=0,wp=1,p7=0aJ,={1,2,...,p—1}
Pocateéni FeSeni: S = {(A\,w)} = {(0,1)}
while \ # oo do
N=0 ;
R Ow o ga
Vyteseni (3.37) pro g—)\ a Hge;
Nalezeni minimalniho 6\ > 0 ;
if Aj (wy+ 926N) =b; & A;92 >0 & j ¢ J° then
BVARSIVASEE
if g+ 26 =0 & P4 >0 & jeJ* then
IRVARSVAVE
if A == o then
L A =00 ;
Aktualizace: A := A+ 6\ ;
wy = wy + g—g‘\’é)\ ;

OLga
HFa = HFa + g}{ oA ;

L 5= {Sv{()"w)}} )

nulové. Vektor parametri 6 je rozdélen prerusovanou linii, pfi¢emz nad ni se nachézi polynom A
a pod ni polynom B. Je zfejmé, ze NNG metoda skutecné zajistuje postupné nulovani koeficienti
od nejvyssich fada. Obr. 3.6 zachycuje konvergenci parametri 6 se zvySujicim se po¢tem iteraci
A k nule.

95.04

95.02

94.98 -

Fitv %

94.96

94.94

94.92

. . . . . . . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Pocet iteraci A

OBRAZEK 3.3: ARX: Zavislost fit faktoru na pod&tu iteraci A

Pro srovnani vysledkt se SITB® pro Matlab byla pouZita funkce selstruc, kterd vybira opti-

malni fad ARX modelu na zakladé minimalizace kritéria AIC (2.5):

V = arxstruc(z;, 2y, struc([l : ngl, [1 : np),0)); (3.38)

m = selstruc(V,0);

5SITB = System Identification Toolbox
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OBRAZEK 3.4: ARX: Vizualizace obsazenosti koeficientt v 6 v zévislosti na poctu iteraci A
(plné body oznacuji nenulové koeficienty)

Skutecény | NNG (A;5) || selstruc arx
A(q) 0.1 0.0103 -0.01134 0.07161
-0.2 -0.0236 -0.03814 - 0.1065
0.04 0.0077 0.03332 0.05723
-0.03 -0.0575 -0.07441 - 0.04923
0 0 0.02134 0
0 0 - 0.007771 0
B(q) 1 1 1 1.001
2 1.9071 1.889 1.971
- 0.04 -0.0420 - 0.08791 || - 0.004364
- 0.009 -0.0424 0.2966 0.1847
0 0 - 0.09869 0
fit 95.03% 95.35% 95.37%

TABULKA 3.1: ARX: Porovnidni NNG a selstruc

kde z; jsou identifika¢ni data, z, validacni data, n, a n, jsou maximalni fady polynomt A a B.

Jako nejlepsi pro n, = 10 a n, = 6 uréila funkce selstruc model ARX fadu (6,5), viz. Tab. 3.1.

Pokud budeme NNG metodu chapat jako metodu pro stanoveni optiméalniho fadu modelu, 1ze
vyuzit stanovené hodnoty fadu modelu (4,4) pro funkci arx a parametry znovu odhadnout s
ng = np = 4. Aplikovanim takového postupu dostavame ARX model, ktery je téméf totozny s

ptvodnim modelem, viz. posledni sloupec Tab. 3.1.

Z uvedenych vysledkt plyne, ze pouzity algoritmus pro redukci fadu ARX modelu opravdu za-
jistuje postupné nulovani koeficientt polynomt A a B od nejvyssich fadf, ¢imZ se stava velmi
dobfe pouzitelnym v identifikaci LTI systémii. Jedné-li se o srovnani s konkurenénim SITB a
jeho funkci selstruc pro vybér optimalniho fd&du ARX modelu, Ize konstatovat, Ze pokud se
zaméfime na kvalitu odhadu méfenou fit faktorem (2.9), vysledek pouziti selstruc je témér
totozny s NNG metodou - viz. Obr. 3.5. Velikost fit faktoru zde hraje pouze mirné ve pro-

spéch pouziti NNG metody. Zaméiime-li se vSak na uréeni skuteéného fadu modelu, zjistujeme,
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ze funkce selstruc stanovila fad ARX modelu (6,5) oproti skutecnému (4,4), zatimco NNG

metoda nalezla skuteény rad (4,4).

V pripadé, ze NNG metodu pouzijeme pouze pro stanoveni skute¢ného radu modelu a nasledné
provedeme odhad parametrtit modelu pomoci funkce arx pro stanoveny fad, dosdhneme nejle-
psich vysledkt ve smyslu fit faktoru (viz. Obr. 3.5) i ve smyslu numerické shody odhadnutych

parametru se skutecnymi (Tab. 3.1).

— Skutecny vystup modelu

arx(4,4) NNG - fit = 95.03 %
-3+ arx(6,5) selstruc — fit=95.35 % | -
= = = arx(4,4) - fit=95.37 %

L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

OBRAZEK 3.5: ARX: Porovniani NNG a selstruc

-0.02f
-0.04F

-0.06 -

-0.08 I
I I I

| | | I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18
Pocet iteraci A

OBRAZEK 3.6: ARX: Konvergence parametri 6 k nule s rostoucim po¢tem iteraci A v detailnim

pohledu na nejdulezitéjsi koeficienty

3.4.3 Redukce fadu ARMAX modelu

Vyuziti NNG pro redukci fadu ARMAX modelu je podobné jako v pfipadé ARX, pouze s tim
rozdilem, Ze bereme v itvahu omezeni (3.30) pro polynom C(q). Vime, Ze vektor dat (4.29) zavisi
na nezndmych hodnotéch 6. Pokud spocteme odhad 0, mtZzeme zkonstruovat (4.29) vyuzitim
rovnosti (2.8). Mé&me ndhodné zvoleny ARMAX model fadu (4,4,3) s polynomy A(q), B(q)
a C(q) (Tab. 3.2), na jehoz vstup byl pfiveden bily Sum A(0,1) délky 6000 a byl méfen sig-
nél na jeho vystupu, ktery byl nésledné zkreslen aditivnim bilym Sumem N(0,0.1). Simula¢ni
data byla rozdélena na poloviny. Prvni ¢ast byla pouZita jako data pro naslednou identifikaci,

druhd c¢ast jako validacni data. Z identifikacnich dat byl proveden odhad parametri ARMAX
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Skute¢ny | NNG (Ag2) || balred armax

A(q) 0.1 -0.1532 0.1819 0.1129
-0.2 -0.0991 -0.3348 || -0.2006

0.04 -0.000012 0.00298 | 0.03734
-0.03 0.000003 0 -0.02975

B(q) 1 0.0634 1.001 | 1.001

1.681 2.082 2.012
- 0.04 -0.5074 -0.02161 | -0.01635
- 0.009 -0.0000037 -0.3062 || -0.01509

Clg) | -0.08 20.1438 - 0.1084
- 0.001 -0.1599 - -0.1946

fit 86.98% 94.64% 95.01%

TABULKA 3.2: ARMAX: Porovndni NNG a balred

modelu pomoci funkce armax pro ¥ad (5, 5,5). Vznikly model byl pouzit jako vychozi model pro

NNG. Aplikovanim NNG na vychozi model byl postupné redukovan ¥ad, jak zachycuje Obr. 3.8.

Vidime, Ze pro Ag2 bylo dosazeno spravného fadu modelu. Pribéh fit faktoru v Obr. 3.7 prilis

neklesa do chvile, nez je dosazena Ago a poté prudce klesa®. Parametry § ARMAX modelu stano-

vené NNG metodou pro Ago zachycuje Tab. 3.2. V Obr. 3.9 je nazorné zobrazeno, jak parametry

0 z pocateénich hodnot konverguji k nule s rostoucim A. Provedenim armax(4,4,2) ziskdvame

pomérné kvalitni odhad parametri (viz. posledni sloupec Tab. 3.2). Pro srovnani se SITB zde

byla pouzita funkce balred” ([30, 31]). Tato funkce automaticky provedla redukci ptivodniho
ARMAX modelu fadu (5,5,5) na ARX radu (3,4). Dosazené vysledky vyse uvedenych metod

srovnava Tab. 3.2 a Obr. 3.

Fitv %

OBRAZEK

10.

100

3.7: ARMAX: Zavislost fit faktoru na poctu iteraci A

. .
10 15
Pocet iteraci A

L L
20 25

50tazka automatického stanoveni fadu modelu na zakladé pribéhu fit faktoru je pfedmétem dalsiho vyzkumu.

"V tomto piipadé nelze pouzit funkci selstruc, nebot je uréena pouze pro ARX modely.
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OBRAZEK 3.8: ARMAX: Vizualizace obsazenosti koeficientd v 6 v zavislosti na pocétu iteraci A
(plné body oznacuji nenulové koeficienty)
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Pocet iteraci A

OBRAZEK 3.9: ARMAX: Konvergence parametrt # k nule s rostoucim poctem iteraci \ v

detailnim pohledu na nejdulezitéjsi koeficienty

5 T T T T T T T
m— armax(4,4,2) Skutecny vystup modelu
4t armax(4,4,2) NNG - fit = 86.98 %
arx(3,4) balred - fit=94.64 %

3l = = = armax(4,4,2) - fit=95.01 %

2l 4

1k 4

>

ol 4
1k 4
2 4
3L 4
—4 . . . . . . .

0 5 10 15 20 25 30 35 40

OBRAZEK 3.10: ARMAX: Porovnani NNG a balred



Kapitola 4
Systémy a modely

Tato kapitola se zabyva popisem linedrnich, ¢asové invariantnich (LTI) modelt systémi, které
charakterizuje zejména skutecnost, ze jejich vystup je vzdy linedrni kombinaci vstupti, pricemz
se tato vlastnost s casem neméni. LTI model uvazujeme ve tvaru Obr. 4.1(a) a charakterizuje

ho rovnice

y(k) = G(q)u(k) + H(g)v (k). (4.1)

4.1 Struktura obecného LTI modelu

V této sekci bude popsana obecné struktura LTI modelt, pouzivanych v identifikaci linear-
nich dynamickych systémt, a zdkladni terminologie. Vybrané modely budou nasledné popsany
podrobnéji. Obecny tvar linedrniho modelu je znazornén v Obr. 4.1. Tento model predstavuje
obecny framework, od kterého se odvozuji dalsi zjednodusené modely. Vystup y(k) determi-

nistického linearniho procesu v case k lze ziskat filtraci vstupniho signalu pres linearni filtr

G(q):
—u(k). (4.2)

Obecné muze linearni prenosova funkce G(q) obsahovat ¢itatel B(q) a jmenovatel A(g). Kromé
deterministické ¢asti lze modelovat i stochastickou ¢ast, filtraci bilého Sumu v(k) pfes linearni

filtr H(q). Lze tedy generovat libovolny Sumovy signal n(k):

—=v(k). (4.3)

Obecny linedrni model v Obr. 4.1(a) zahrnujici deterministické a stochastické vlivy mé (uvazujeme-

li tvar pfenosové funkce) podobu (4.1). Filtr G(q) se nazyva vstupni prenosovd funkce, nebot

28
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popisuje vztah mezi vstupem u(k) a vystupem y(k). Filtr H(q) popisuje vztah mezi vstupujicim
Ssumem v (k) a vystupem y(k) a nazyva se prenosovd funkce sumu. Pfenosové funkce lze rozepsat
na Citatel a jmenovatel a obecny tvar linedrniho modelu pak dostava podobu Obr. 4.1(b). Pro
pozdéjsi analyzu je uzitecné separovat pripadny spoleény jmenovatel A(q) z G(q) a H(q), coz
nézorné popisuje Obr. 4.1(c) a Obr. 4.1(d). Potom F(q)A(q) = A(q) a D(q)A(q) = D. V pii-
padé, Ze A(q) a D(q) nemaji spole¢ného jmenovatele, pak jednoduse A(q) = 1. Vice podrobnosti

1ze nalézt v [1, 3]. Obecny linearni model mé finalni podobu

_ B(g) Clq)
v = 5 aip"® t Digag * 44
neboli
Awu(h) = T k) + 8o (45)

Od obecného tvaru linearniho modelu se odvozuji nejriznéjsi, prakticky pouzivané modely na
zékladé toho, které z polynomt A, B, C, D a F' jsou pouzity. Vybrané z nich jsou popsany v
Kap. 4.3.

4.1.1 Terminologie

V této sekci bude strucné popsana aktualné pouzivana terminologie linearnich dynamickych
modelu dle [1].

Model ¢asovych fad, ktery ma pouze jmenovatel (Obr. 4.2(a))

1
y(k) = v(k), 4.6
(k) = Higo(h (16)
se nazyva autoregresni (AR) model.
Model, ktery uvazuje pouze ¢itatel (Obr. 4.2(b))
y(k) = Clg)v(k), (4.7)

se nazyva model klouzavy primér neboli moving average (MA).

V ptipadé, ze model vyuziva ¢itatel i jmenovatel (Obr. 4.2(c))

jedna se o model autoregresni klouzavy primér (ARMA).
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u(k)

v(k) v(k)
Clq)
H =
W Dl
n(k) n(k)
(k) (k) B (k)
G(g) o— . ng -
@) )
lv(k)
C(q)
D(q)A(q)
n(k)
u(k) B(q) (k)
Flg)A(q) -
©
lv(k)
<@
D(q)
n(k)
S (7] R I
A(q) A(q)

(d)

OBRAZEK 4.1: Struktura obecného LTI modelu [3]

Vyse uvedené modely neuvazuji zadny vstup u(k). Vedle takovych modelu se zavadi modely s

jednim nebo vice vstupy. Vstup u(k) se nazyva exogenni vstup a pokud je uvazovan, v oznaceni

modelu se to projevi symbolem ”X”pro exogenni vstup. Napf. model

se nazyva autoregresni s exogennim vstupem (ARX).

v(k)

1

y(k)

D(q)

(a) AR model

v(k)

C(q)

(b) MA model

v(k)

C(q)

y(k)

D(q)

(¢) ARMA mode

OBRAZEK 4.2: Terminologie LTT modelt

(4.9)
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4.2 Optimalni prediktor

Existuji dva pristupy, jak lze na zakladé minulych dat odhadovat budouci chovani néjakého pro-
cesu. Pokud je vystup modelu vypocitavan na zakladé znalosti vstupniho signdlu, aniz bychom
znali vystup skutecného procesu, problém se nazyva simulace (Obr. 4.3(a)). Naopak, jestlize
jsme v situaci, kdy zname historii vstupi, zaroven méfime procesni vystup napi. do kroku k —1
a pozadujeme vypocet odezvy modelu [ krokt do budoucnosti, hovorime o problému predikce
(Obr. 4.3(b)). Ve vétsiné pfipadi se pouziva tzv. jednokrokova predikce, kdy [ = 1. Existuji i

metody vicekrokové predikce, témi se vSak prace nebude zabyvat.

Z Obr. 4.3(a) je patrné, ze problém simulace charakterizuje vztah § = G(q)u(k). Nefiguruje zde
filtr Sumu H (q). Nékdy se pro zlepSeni simulace umeéle vytvari bily Sum w(k) a pomoci néjakého
H(q) se aditivné pFicita k vystupu jako § = G(q)u(k)+ H(q)w(k). V pfipadé predikce uvazujme,
ze zname y(s) a u(s) pro s < k — 1. Pak lze psat pro chybu predikce

e(s) = y(s) = Glq)u(s) (4.10)
a cilem je, na zakladé této informace, nalézt vztah pro predikci hodnoty vystupu

y(k) = G(q)u(k) + £(k). (4.11)
Na zakladé vysSe uvedenych skutecnosti lze predikci vystupu zapsat jako

y(klk —1) = G(q)u(k) + é(k|k — 1) (4.12)
= G(q)u(k) + [1— H(q) 1q)]s(k¢)
[1—H(q)~

= G(q)u(k) + |1 — H(

Vysledny tvar jednokrokového prediktoru, optimalniho ve smyslu minimalizace kvadrat chyb

predikce, ktery odvozuje [1] ma podobu

g(klk — 1) = H™H(@)G(q)ulk) + [1 — H'(q)] y(k). (4.13)

4.3 Pouzivané LTI modely

4.3.1 ARX

Model ARX (Autoregressive with Ezogenous Input) je bezesporu nejpouzivanéjsim linedrnim
dynamickym modelem. Je to zejména z toho divodu, ze vypocet jeho parametri je trividlni

matematickou tlohou - parametry lze odhadnout pomoci linedrnich nejmensich ¢tvercti neboli
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v(k)
v® H(g)
H(g) n(®)
u(k) k,
ol G(q) L
u(k)
G(q) ——O0—
$(k) k . P(k|k-1
simuldtor ——— u® prediktor | IRk
(a) Simulator (b) Jednokrokovy prediktor

OBRAZEK 4.3: Simulace a predikce

linedrni regresi (Kap. 3.1). Blokové schéma ARX modelu je zndzornéno v Obr.

s rovnici

y(k) +ary(k —1) + ...+ an,y(k — ng)
= bou(k) + bru(k — 1) + ... + bp,u(k —np) + e(k),

pricemz u(k) je posloupnost vstupii a y(k) posloupnost vystupi a obé jsou

4.4 a koresponduje

(4.14)

znamé, v(k) pred-

stavuje Sum. A a B jsou odhadované parametry ARX modelu, tzn. polynomy pro SISO resp.

polynomialni matice pro MIMO systém.

v(k)

uk)_ L |w

B(g) > >

C

A(q)

OBRAZEK 4.4: ARX model
Definovanim vektoru neznamych parametri
0=1[ar ... an, boby ... by,)"
a vektoru dat
p(k) = [~y(k = 1)... = y(k —ng) u(k) ... ulk —ny)]",

lze (4.14) zapsat ve tvaru linedrni regrese

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Odhad neznamych parametri 0 se v nejjednodussim piipadé provede metodou LS podle (3.8) [11],
kde

Y = [y(1) y(2) ... y(N)] (4.18)
= [p(1) 9(2) ... p(N)]. (4.19)

Optimalni ARX prediktor popisuje rovnice
g(k|k — 1) = B(q)u(k) + (1 — A(q))y(k), (4.20)
kterou lze rozepsat do tvaru

G(klk — 1) = byu(k — 1) + - + bu(k — m)
—ary(k—1) — ... — apy(k —m) (4.21)

za predpokladu, Ze stupen A i B je roven m. Chyba predikce je potom dana

e(k) = Alg)y(k) — Blg)u(k). (4.22)

ARX prediktor je vzdy stabilni, a to i v pfipadé, ze A(q) (a tim i cely ARX model) je nestabilni.

Tato vlastnost umoznuje modelovat nestabilni procesy pomoci ARX modelu.

Odhad parametrit ARX modelu lze provést kromé metody LS i nékolika dalsimi zpusoby, jako
metodou instrumentdlnich proménnych (IV) (instrumental variables (IV)) a mnoha dal$imi.

Podrobnosti o pouzivanych metodach jsou popsany v [3].

4.3.2 ARMAX

Model ARMAX (Autoregressive Moving Average with Exogenous Input) ve srovnani s ARX mo-
delem nabizi mnohem vétsi flexibilitu, protoze umoznuje samostatné modelovani Sumu. Blokové

schéma ARMAX modelu je zndzornéno v Obr. 4.5 a je popsano rovnici

y(k) + ary(k — 1) + ... + an,y(k — nq) (4.23)
= bou(k) + byu(k — 1) + ... + by, u(k — nyp)
+e(k) +cre(k—1)+ ...+ cpe(k —ne).

Jak lze pozorovat v Obr. 4.5, polozenim C(q) = 1, model ARMAX ptechazi v ARX. Polozenim
C(q) = A(q), ARMAX prechazi v OE model (viz. Kap. 4.3.3).
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Definujeme vektor neznamych parametrt ve tvaru
0:[a1 oo A, b() b1 bnb Ccl1 ... Cnc]T (424)
a vektor dat

e(k) =[-y(k =1)... —y(k — na) u(k) ... u(k —np)
etk =1k —2)...e(k — nek —ne. —1)]7, (4.25)

kde e(k|k — 1) = y(k) — y(k|k — 1) je chyba predikce. Flexibilita ARMAX modelu, umoznujici
samostatné modelovani Sumu, je vykoupena tim, Ze model je nelinedrni v parametrech, nebot
chyby predikce jsou zavislé na parametrech 6 a (4.17) je zde problémem tzv. pseudolinedrni

regrese.

lv(k)

Clg)

*) b
T Bw & o

OBRAZEK 4.5: ARMAX model

Optimalni ARMAX prediktor je

X B(q) < A(q)>
klk—1)= —ulk)+ 1 - == k). 4.26
ik =1) = Gt + (1= 58 ) vik) (1.26)
ARMAX prediktor je stabilni, a to i v pfipadé, ze polynom A(q) (a tim i cely ARMAX model)

je nestabilni. Polynom C'(q) je vSak pozadovan stabilni.

Parametry ARMAX modelu Ize odhadovat pomoci vicestuptiovych LS algoritmi a obejit tak
pouziti nelinearnich optimaliza¢nich technik. PouZiva se napf. metoda RELS (Recursive Exten-
ded Least Squares), v nékteré literatufe oznacovand jenom jako ELS (Extended Least Squares),

ktera je detailnéji popsana v [3].

4.3.3 Output Error (OE)

Output Error model neboli model s chybou vystupu uvazuje aditivni pric¢itani Sumu k vystupu
procesu, coZ muze byt vyhodou z hlediska korespondence s vétsinou redlnych procesti (zdrojem

stochastické slozky je zde chyba méfeni). OE model je ekvivalentni ARMAX modelu s parametry
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C(q) = A(q). Schéma OE modelu je znazornéno v Obr. 4.6 a je popsano rovnici

x(k) +arx(k—1)+ ...+ ap,x(k — ng) (4.27)
= bou(k) + biu(k — 1) + ... + by, u(k — np)
y(k) = x(k) + e(k).

Po definovani vektoru neznamych parametru
0=1[ar ... an, boby ... by,)" (4.28)
a vektoru dat
ok)=[gt—1t—2) ... gt —ng|t —ng — 1) u(k) u(k —1) ... u(t — nb)]T (4.29)
je (4.17) opét pseudolinearni regrese, jako v piipadé ARMAX modelu.
Optimalni OE prediktor je!

g(k[k —1) = g(k) = jU(k), (4.30)

ktery je ale ve skutecnosti simuldtorem, protoze predikce vystupu zavisi pouze na minulych
méfenych vstupech. Co se tyka stability prediktoru, je nestabilni, pokud je nestabilni poly-
nom F(q). Z toho divodu nelze OE model pouzit pro modelovani nestabilnich procesi. Chyba

predikce OE modelu je dana

e(k) =y(k) — =—=u(k). (4.31)

uk) | B(g) (k)
F(q)

OBRAZEK 4.6: OE model

4.3.4 Box - Jenkins (BJ)

Bozx - Jenkins model predstavuje rozsiteni OE a ARMAX modelu, které umoziuje modelovat
libovolny barevny Sum na vystupu procesu. Barevny Sum lze generovat filtraci vstupujiciho bi-

lého Sumu pres linedrni filtr s libovolnym ¢itatelem C(q) a jmenovatelem D(q). Je ziejmé, ze

'Pozn. Notaci ”|k — 17 Ize odstranit, nebot optimalni predikce neni zavisla na predchozich vistupech procesu.
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polozenim C(q) = D(q), se BJ model zjednodusi na OE2. Struktura BJ modelu je nejobecné&jsi
ze vSech pouzivanych linedrnich modelt a nabizi tak dostate¢nou flexibilitu. Umoznuje separatné
odhadovat pfenosové funkce (s libovolnymi ¢itateli i jmenovateli) identifikovaného procesu ze
vstupu na vystup a ze vstupujiciho Sumu na vystup procesu. Flexibilita modelu je vsak vykou-
pena slozitosti odhadovani, nebot je tieba odhadovat znacné mnozstvi parametri. BJ modely
nejsou vhodné pro pripady, kde je kritickym bodem rychlost odhadovani, a pro ptripady, kdy je

k dispozici jenom malé mnozstvi (zkreslenych) dat.

BJ model je zndzornén v Obr. 4.7 a popisuje ho rovnice

Mmzigmm+ggmm. (4.32)
Optiméalni BJ prediktor ma tvar
Gklk — 1) = iig%gg;u(k) T C(q)czqf Dy r). (4.33)
Chybu predikce BJ modelu lze vyjadiit ve tvaru
() = Geul) = pao u(h) (434

Odhad parametrd BJ modelu se obvykle provadi pomoci nelinedrni optimalizace. Jednou z
variant je prvotni odhad parametri ARX modelu za ucelem stanoveni pocate¢nich hodnot
parametrti b; a f;. Nasleduje proces nelinearni optimalizace s vypoctem predikce. Cely postup

je popsan v [3].

V@

Cq)
D(q)

uk) | B(g) B
F(q) -

OBRAZEK 4.7: BJ model

*Dalsi specialni piipady BJ modelu: D(q) =1 ... ARMAX; C(q) =1 ... ARARX
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4.3.5 State space

State space, neboli stavovy popis, je bézné pouzivanym vnitinim popisem LTI systému a je

uréen rovnicemi (1.2), kde w(k) a v(k) jsou bilé posloupnosti s kovarianéni matici

d

kde d(k — j) je jednotkovy puls v ¢ase (k — j). Jednou z forem stavového popisu, kterd bude

] 6(k—j)>0. (4.35)

déle v préaci pouzivana, je tzv. kanonicka forma pozorovatelnosti (OCF). Tato forma mé pfimou
souvislost s ARMAX modelem (4.23)3

—a; 1 0 ... 0 b1 1 — a
—ay 01 ... 0 by Cco — ao
z(k+1) = b e ek k) + : v(k)  (4.36)
—an—1 0 0 ... 1 bn—1 Cp—1 — Gp—1
|~ 0O 0 ... 0_ I by, | | Cn—an |
yk)=]1 00 ... 0 }x(k)—kv(k).

4.4 Kalmanuv filtr

Kalmanuv filtr je specidlni pfipad modelu, umoznujici odhadovat stav systému na zakladé po-
zorovani vstupi a vystupt systému. V deterministické formulaci KF se k odhadovani stavu
pouziva pozorovatel stavu. Ve stochastické formulaci lze tlohu odhadu stavu formulovat ve
smyslu optimalnitho LMS odhadu (Kap. 5.1) stavu a vysledny optimélni pozorovatel stavu se
nazyva Kalmantv filtr [5]. Pro nédzornost pochopeni principu Kalmanova filtru (KF) bude nej-
prve zaveden pojem asymptoticky pozorovatel stavu, poté bude definovan KF problém. V dalsi
¢asti bude popsan mechanismus Kalmanova filtru v reprezentaci pro stochastické procesy. V
zavéru této sekce bude popsan algoritmus tzv. square-root kovarianc¢niho filtru pro efektivni

feseni KF problému.

4.4.1 Asymptoticky pozorovatel stavu

Asymptoticky pozorovatel stavu je filtr, ktery na zakladé modelu dynamického systému a na-

meéfenych vstupnich a vystupnich datovych sekvenci, aproximuje stavovy vektor systému. Pokud

3Uvazujeme ARMAX model se zpozdénim ny = 1.
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uvazujeme stavovy model ve tvaru

x(k+1) = Az(k) + Bu(k) (4.37)
y(k) = Cx(k) + Du(k),

Dy

Ize stavovy vektor aproximovat rovnici
Z(k+1) = Az(k) + Bu(k). (4.38)

Pokud je pocatecni stav 2(0) roven z(0), prubéhy stavovych veli¢in 2(k) a (k) jsou si rovny. V
pripadé, Ze jsou pocatecéni podminky rozdilné, sekvence z(k) a x(k) se vyrovnaji az po ur¢itém
Case (za predpokladu, Ze je matice A asymptoticky stabilni). Rozdil mezi odhadem stavového

vektoru (k) a skuteénym stavovym vektorem x(k) je dan
ze(k) = 2(k) — x(k), (4.39)

zaroven plati z.(k + 1) = Ax.(k) . Uvedeny pfipad neposkytuje kontrolu nad ¢asem, za ktery
Z(k) aproximuje z(k). Proto se zavadi korekce v podobé rozdilu mezi méfenym vystupem y(k)

a odhadovanym vystupem g(k) = Cz(k) + Du(k), a rovnice (4.38) prechézi do tvaru
#(k + 1) = Az(k) + Bu(k) + K (y(k) — Cz(k) — Du(k)) . (4.40)
Rozdil mezi odhadovanym a méfenym stavem je dan:
ze(k+1) = (A - KC)x.(k). (4.41)

K predstavuje matici zesileni a systém reprezentovany rovnici (4.40) se nazyva asymptoticky
pozorovatel. Volba, velikosti zesileni K takového, ze matice A — KC je asymptoticky stabilni?,
zajisti, ze rozdil mezi odhadovanym Z(k) a redlnym xz(k) konverguje k nule pro kK — oo:

lim z.(k) = lim (2(k)—z(k)) =0. (4.42)

k—o0 k— 00

4.4.2 Definice KF

Ulohou KF je aproximovat stavovy vektor dynamického systému z naméfenjch vstupnich a
vystupnich sekvenci - stejné jako u pozorovatele - s tim rozdilem, Ze KF uvazuje vstupujici
Sum a rovnice (4.37) ptechazeji do podoby (1.2), kde w(k) je Sum procesu a v(k) Sum méfeni,
pri¢emz je definovana kovarianéni matice (4.35). S pouzitim pozorovatele (4.40) pro rekonstrukci

stavového vektoru systému (1.2), je rozdil z.(k) = &(k)—xz(k) mezi odhadovanym & (k) a redlnym

*Pokud je (A, C) pozorovatelna, existuje matice K zajistujici asymptotickou stabilitu A — KC.
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stavovym vektorem x (k)
ze(k+1)=(A—- KC)x.(k) —w(k) + Kv(k). (4.43)

Je zfejmé, ze v tomto ptipadé jiz asymptotickd stabilita A — K C nezajisti nulovy rozdil z.(k)
pro k — oo, kviili pfitomnosti sumt w(k) a v(k). Ukolem KF je rozdil mezi odhadem stavu a
skuteénym stavem z.(k) minimalizovat. Konkrétné pozadujeme, aby stfedni hodnota E[z.(k)]
byla rovna nule, tzn., Ze hodnota z. osciluje kolem nuly. Kovarianéni matice E[x.(k)z.(k)T]
musi byt minimalni mozna. Jinymi slovy hleddme nevychyleny odhad stavu Z(k) s miniméalnim

rozptylem.

4.4.3 Implementace KF

Piedpokladame, 7e v k-tém kroku zname apriorni® odhad stavu z(k), tj. #(k|k—1) a kovarianéni
matici chyby odhadu stavu P(k|k — 1). Po zméfeni hodnoty y(k) chceme hodnoty aktualizovat
- ziskat aposteriorni® odhad stavu Z(k|k) a kovarian¢ni matici chyby odhadu P(k|k). Dale
pozadujeme na zakladé aposteriorniho odhadu stavu Z(k|k) a kovarianéni matice P(k|k) v Case
k nalezeni apriornich hodnot téchto veli¢in & (k+1|k) a P(k+1|k) v ¢ase k+ 1. Méfeni y(k) bylo
ziskdno pomoci linearniho modelu (1.2), a tudiz tloha nalezeni optimélniho odhadu #(k + 1|k)
koresponduje s LMS odhadem (Kap. 5.1) [5].

Pokud uvazujeme nekorelované $umy procesu a méfeni (S = 0), lze z (5.2) a (5.3) odvodit
vztahy pro odhad stavu Z(k+1|k) a kovarianéni matice P(k+1|k), které predstavuji algoritmus
Kalmanova filtru a daji se bud rozdélit do dvou nezavislych krokt (datovy a ¢asovy), nebo oba
kroky spojit v jeden, a tim ziskat Algoritmus 3. Odvozeni je netrividlni a pomérné zdlouhavé,

proto ho nebudeme provadét. Podrobnosti o odvozeni 1ze nalézt v [5, 6].

4.4.4 Square-root implementace KF

Jako dalsi variantu, vedle klasické implementace KF uvedeme tzv. square-root kovarianc¢ni filtr
(SRKF) [6]. Implementace pracuje s tzv. Choleského odmocninou. Choleského odmocnina po-
zitivné semi-definitni matice X ! (k) je definovana jako trojihelnikova matice, ktera ma nezé-
porné prvky na hlavni diagonale a spliiuje vztah X~ '(k) = Y (k)Y (k), pfi¢emz transpozice
Choleského odmocniny Y7 (k) je horni trojuhelnikovd matice. Numerickd vyhoda square-root
implementace spoc¢ivd v tom, Ze pocita-li se rekurzivné misto matice X ~!(k) jeji odmocnina
Y (k), pak pro jakoukoliv realnou matici Y (k) je sou¢in X ~1(k) = Y (k)Y 7T (k) vzdy pozitivné

semi-definitni matice. Navic odmocniny malych ¢isel jsou podstatné vétsi nez tato ¢isla, a proto

5 Apriornim odhadem stavu rozumime, ze zname data aZ do &asu k — 1, ale nebereme v ivahu data 3.
8 Aposteriornim odhadem rozumime odhad zahrnujici mé¥eni y(k).
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Algoritmus 3: KF jako jednokrokovy prediktor stavu [6]

Vstup: A(k), B(k), C(k), z(0| — 1), P(0O| —1) pro k=0,1,2,...,N — 1
for k=0,1,2,...,N —1do

Uréi Kalmanovo zesileni K (k):

K(k) = (S(k) + A(k)P(k|k — 1)C(k)T) (4.44)
x (R(k) + C(k)P(k|k — 1)C(k)T) " (4.45)

Vypocti predikci stavu
ik + 1|k) = A(k)&(k|k — 1) + B(k)u(k) + K (k) (y(k) — C(k)i(k|k — 1)). (4.46)

Aktualizuj kovarianéni matici vyfeSenim Riccatiho rovnice

P(k+1]k) = A(k)P(k|k — 1)A(R)T + Q(k) (4.47)
— (S(k) + A(k)P(k|k — 1)C(k)T) (4.48)
x (R(k) + C(k)P(k|k — 1)C(k)T) " (4.49)
x (S(k) + A(k)P(klk — 1)C(k)")" . (4.50)

nejsou numerické operace zatizeny velkou zaokrouhlovaci chybou. SRKF mé uplatnéni v pripa-

dech, kdy je pozadovan rychly vypocet a vysoka numericka presnost.

Pro odvozeni square-root feseni navrhu algoritmu odhadu stavu Kalmanovym filtrem nejprve
uvazujme Uplny problém nejmensich ¢tverct (3.9), pri¢emz zname stfedni hodnotu z a ko-
varian¢ni matici P = [(m —z)(r — f)T] Pro pozdéjsi maticové vyjadieni se zavaddi pomocnd
proménné &, reprezentujici ndhodnou veli¢inu s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni matici
I,: &~ (0,1,) [6]. Pokud je matice P semi-pozitivné-definitni, mizeme vypocitat jeji odmocninu
(P = pi/2pT/ 2). Odhad proménné x lze potom uréit pomoci odmocniny (square-root) kovari-
an¢ni matice P z rovnice (rovnice je zndma pod nazvem generalized covariance representation

z [32])
z =1z — PY%. (4.51)

Jadrem celé implementace je Choleského faktorizace kovarianéni matice (viz. [6]).

Dale v celé sekci budeme pracovat s odvozenim algoritmu SRKF prevzatym z [6]. Uvazujeme

stochasticky systém (1.2) se zndmou kovarianéni matici (4.35). Definujeme odmocninu L(k) jako

= L(k)L(k)T, (4.52)
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poté lze Sum procesu a Sum méteni vyjadfit namisto (4.35) rovnici

v(k) R(k)Y/? 0 (k) (k)
[ w(k) ] - X (k) Qx(k)1/2 ] [ w(k) ] J [ W (k ] ~ (0, I14n), (4.53)
L(k)
kde

X(k) = S(k)R(k)™T/? (4.54)
Qz(k) = Q(k) — S(k)R(k)~'S(k)" (4.55)

Navic podle (4.51) plati, ze
x(k) = &(klk — 1) — P(k|k — 1)Y2& (k). (4.56)

Uspofadanim do maticového tvaru dostavame omezeni na neznamé stavy z(k) a x(k + 1)

(klk —1) I, 0
(k)
y(k) =| Ck) O (4.57)
z(k+1)
—B(k)u(k) Ak) —In
P(k|k —1)'/2 0 #(k)
- 0 R(k)'/? 0 o(k) |- (4.58)
0 X(k)  Qu(R)'? | | w(k)
Prepiseme-li vyse uvedené rovnice do kompaktniho tvaru
y(k) = F(k)z(k) + L(k)f(k), (4.59)
dostavame vysledny tvar problému navrhu square-root Kalmanova filtru
r}gcr)lﬂ(k)Tﬂ(k) s.it. y(k) = F(k)z(k) + L(k) + i(k), (4.60)

jehoz Feseni je odvozeno v [6] a shrnuje ho Algoritmus 4.

4.4.5 Pouziti Kalmanova filtru k odhadu stavu systému 2. fadu

Zvolme si systém druhého radu, na kterém budeme ovérovat funkci klasického KF a SRKF

zk+1) = [ by ] z(k) + [ 01 ]u(k) (4.61)

0.1 0.95 0.002
y(k) = [ 0 1 }x(/-c).



Kapitola 4. Systémy a modely 42

Algoritmus 4: Square-root kovarianéni filtr [6]
Vstup: A(k), B(k), C(k), £(0| — 1), P(0] — 1)*/2 pro k =0,1,2,...,N — 1

for k=0,1,2,...,N—1do
Aplikuj transformaci T;., kterd spliiuje

C(k)P(klk —1)1/2  R(k)'/? 0 T
[ AR)P(klk — D)% X(k)  Qu(k)Y/? } 4

[ Re(k)Y/? 0 0
[ G(k)  P(k+1]k)/? o}

Vypocti predikci stavu

#(k + 1|k) = A(k)@(k|k — 1) + B(k)u(k)
+ G(k)R (k)12 (y(k) — C (k) (k|k — 1))

a aktualizuj kovarianéni matici

E|(x(k+1) —2(k+ 1K) (x(k+1) — 2k + 1|))" | = P(k + 1)k)2P(k + 1|k)T/2.

Nyni vygenerujme ndhodné diskrétni bilé posloupnosti délky 200

w~ /Q x N(0,1) (4.62)
v~ VRxN(0,1),

kde @ = 1.5 a R = 0.5. Vyrobime vstupni signal u,, = v + w, ktery pouzijeme jako vstup do
systému (4.61). Na systému vygenerujeme vystup y, ktery nasledné zkreslime bilym Sumem v a
vznikne y, = y+v. Pfedpoklddame, ze nyni zndme pouze vstupni signal u,, a vystupni signal y,.
Nasledné provedeme odhad stavi pomoci KF a SRKF, pricemz obé implementace, pro srovnani,

identicky realizujeme jak v Matlabu, tak ve Scilabu’ pro porovnani vypocetnich rychlosti.

Porovnani vypocetnich rychlosti shrnuje Tab. 4.1. Je zfejmé, ze implementace SRKF je vyrazné
rychlejsi, nez klasickd implementace KF. Dalsim bodem srovnani je fakt, ze obé& varianty im-
plementace jsou rychlejsi v pfipadé Scilabu. Pribéh odhadu stavi v porovnani KF a SRKF
je znazornén Obr. 4.8. Zrekonstruovany vystup systému na zdkladé odhadu stavi x1 a x2 je v
Obr. 4.9. Chybu odhadu vystupu y znazornuje Obr. 4.10. Spravnost navrhu Kalmanova filtru

ovéruje autokorelacni funkce Obr. 4.11, odkud je patrné, ze chyba odhadu je bily Sum.

"Vipocet byl provadén na stroji s Intel® Celeron® M 420 1.6 GHz, 533 MHz FSB, 1MB L2 cache, 32-bit;
2GB DDR2. Pouzit byl vypocetni systém Matlab ve verzi R2010a a Scilab ve verzi 5.3.
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Matlab Scilab
KF SRKF KF SRKF
0.125s | 0.098 s || 0.124 s | 0.067 s

TABULKA 4.1: Porovnani vypocetnich rychlosti algoritmt odhadu stavu systému klasickym
(KF) a square-root kovarianénim filtrem (SRKF) v Matlabu a ve Scilabu

OBRAZEK 4.8: Priibéhy odhadu stavii systému Kalmanovym filtrem a square-root kovarian¢nim

filtrem
8 T 3 .
=— y (skutecny)
=y (skutecny)
o ‘ - - 7yv(zg1:r(;nlg</|): | | = = —yv (zmereny)
‘ ye (odha a ) s i | ye (odhad SRKF) ||
| I T
:w I ‘ | \“
4r A o ) \ W
FR TR AL S T 1
NI (I T T [l P
TR T R A
> | I ' A 1! m: :l‘ hy ! J‘”t"\” WL ! i - 0
0 A R ey ¢ d
i \J | }'\
n I -1t
“2r | (NIRRT H L i
' I
"‘l: | “1,"“ ”|“ ot H“ iyl
it Doy '\l i ol
-4r ! { I |J ! co 1
: [ ] | |
|
6 . . . 3 . . .
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
(a) (b)

OBRAZEK 4.9: Pribéhy odhadu vystupt systému Kalmanovym filtrem a square-root kovaria-
nénim filtrem
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‘\ l,' W’ L

. \Nh'v‘|‘| ')l ll“

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

(a) (b)

OBRAZEK 4.10: Prubéhy chyb odhad vystupt systému Kalmanovym filtrem a square-root
kovarianénim filtrem

1200 T T T T T T T 160
140
1000+
120+
800 1 100
600 1 8oy ]
60t 1
400 B
a0t 1
200 1 208 ]
0
0
o0 1
200 . . . ! . . . _a0 . . . . . . .
~2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 -2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000
(a) (b)

OBRAZEK 4.11: Autokorela¢ni funkce chyb odhadii vystupu systému Kalmanovym filtrem a
square-root kovarian¢énim filtrem



Kapitola 5

Identifikacni metody

5.1 LMS odhad

LMS (Linear Mean Square), neboli linedrné stfedné kvadraticky odhad je linedrni odhad mini-

malizujici stfedni kvadratickou chybu
Joms = B{z3iT} = tr E{#T%} = tr E{(x — Ay — b)(z — Ay — b)T}, (5.1)

pficemz vysledny vztah pro optimalni LMS odhad lze odvodit vyuzitim vztaht pro derivaci

stopy matice! (odvozeni viz. [5])
2ras(y) = pa + Py Pyy ™" (y — 1) (5.2)
Kovarian¢ni matice chyby odhadu se urc¢i jako
Pipys = E{(z = 2msW))(x — 2ms()" } = Paw — PayPy' Pya- (5.3)

LMS odhad je ortogonalni ke vSem linearnim funkcim dat f(y) = Ay + b.

5.2 ML odhad

ML odhad (Mazimum likelihood), neboli metoda mazimdlni vérohodnosti [5, 33|, je jednou ze
zékladnich statistickych metod pro odhad nezndmych parametri v zavislosti na pozorovanych
datech. Metoda je zalozena na formulaci pravdépodobnostniho modelu. Definujme determinis-
tickou veli¢inu 6 a pozorovana data y a predpokladejme, ze nemame zadnou apriorni informaci

o veli¢iné 0, kterou chceme odhadovat. Zavislost pozorované veli¢iny y na odhadované veli¢iné 6

!St¥edni hodnoty a kovarianéni matice znacime u, = e{z}, uy, = e{y}, Pz = ¢ {(x — po) (T — uw)T}, Py =
e{(@—pa)y—py)" by Py ={(y— )y — py)" }.

45
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je ddna podminénou hustotou pravdépodobnosti p(y|#). Dale definujeme vérohodnostni funkei
1(0ly) = p(y|0), kterd bude pro dané méfeni y reprezentovat podminénou hustotu pravdépodob-
nosti p(y|#). Maximélné vérohodny odhad O 1(y) je definovan jako hodnota #, maximalizujici

vérohodnostni funkci pro pozorovana data
O (y) = arg max (6]y). (5.4)

Metoda maximalni vérohodnosti pracuje pro vypocetni jednoduchost s predpokladem, Ze hus-
toty pravdépodobnosti maji tvar exponencialni funkce. Proto se jako vérohodnostni funkce, voli
funkce logaritmicka [n(.). Podminku maxima vérohodnostni funkce potom vyjadiuje tzv. véro-

hodnostni rovnice

0lnl(0ly)

5y =0 (5.5)

Praktickou ukazku pouziti ML metody pro odhad neznamé veli¢iny 6 zatizené normalné roz-
délenym Sumem pro konkrétni model y = C0+ e poskytne [5]. Lze ukézat, ze odhad neznamych
parametri metodou maximalni vérohodnosti vede na minimalizaci vaZeného souctu ¢tverct chyb

predikce vystupu

Z:‘:y—CéML. (5.6)

5.3 Prediction error metoda (PEM)

le(k)

H(q)
u(k) G(g) CL/ (k)
B e ()
A(6) B(6) K(0) $(k,0)
C(9) D)

OBRAZEK 5.1: Prediction-error metoda

Prediction error metoda, neboli metoda predikénich chyb uvazuje model ve tvaru (4.1) a hleda
takovy vektor parametri 6y, ktery nejlépe popisuje pozorované data Z ve smyslu minimalizace

kritéria

On = arg min Jy (e(k,0), Z2N), (5.7)
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pricemz jako ztratova funkce se obvykle voli kvadraticka funkce

j(klk —1,0)3 (5.8)

MZ

In(8,ZN) =
k:

kde g(t|t — 1,0) je predikovany vystup generovany libovolnym modelem z Kap. 4.3. Pokud uva-
zujeme néktery z LTT modelt jako ARX, ARMAX apod., kritérium mé konkrétni podobu (2.4).
Odhad parametri metodou PEM tedy minimalizuje vazeny soucet ¢tverct chyb predikce (tim
souvisi s ML metodou z Kap. 5.2). Metoda PEM je nékdy oznacovana jako zobecnény framework
pro systémovou identifikaci, ze kterého se odvozuji dalsi metody pomoci urcitych zjednoduseni
(viz. Kap. 5.4).

5.4 Output error metoda (OEM)

Output error metoda, neboli metoda chyb vystupu, je specidlnim pripadem metody PEM (Kap. 5.3),
kdy minimalizujeme vazeny soucet ¢tvercii chyb predikce vystupu, ale do predikce nezahrnujeme

informace o vystupu skute¢ného procesu

On = arg min Z ly(k) — (k. 0)]I3 (5.9)

a navic uvazujeme model ve tvaru
y(k) = G(q)u(k) + w(k), (5.10)

kde w(k) je Sum méfeni, narozdil od metody PEM, kdy uvazujeme samostatné modelovani Sumu
pomoci filtru H(q).

Dalsi zobecnéni metody PEM predstavuji napt. LSM, GLSM, ELSM, PLRM, MLM (viz. [1]).

v(k)

u(l) e wO— y(k)
TO——e(k0)
A(6) B(B) $0)
| cv) D)

OBRAZEK 5.2: Output-error metoda
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5.5 Subspace

Metody Subspace identifikace, nékdy téz oznacované jako 4SID - Subspace State-Space System
IDentification, jsou pomérné novou metodou a poskytuji velmi vykonnou alternativu ke klasic-
kym metodam zalozenych na MS, ML odhadech apod. Existuje mnoho literatury zabyvajici se
rozsahle touto problematikou, at uz z hlediska teorie, ¢i z hlediska numerické implementace, jako
nou vyhodou subspace metod je fakt, Ze, na rozdil od klasickych pristupt, které odhaduji ¢iselné
hodnoty parametri LTI modelt, jakymi jsou napi. ARX, ARMAX apod., vysledkem subspace
identifikace je pfimo model ve formé stavového popisu. Dalsimi klady subspace identifikace,
které jsou ocenovany zejména v praxi, jsou maly pocet ladicich parametrii, stejna slozitost od-
hadovani pro SISO i MIMO systémy i schopnost odhadu fadu systému. Co se tyka predikénich
schopnosti vysledného modelu, tak subspace metody hledaji modely optimalizované na vice-
krokové predikce (jsou vhodné pro aplikace jako MPC), zatimco napt. klasické metody PEM
hledaji modely s jednokrokové optimalnimi predikcemi. Nevyhodami subspace metod jsou na-
opak Spatna pouzitelnost pro malé soubory dat a velmi naro¢né rekurzifikace. Mezi nevyhody
lze zatadit i fakt, Ze subspace metody jsou velmi abstraktni a diléi kroky jsou obtizné fyzikalné

interpretovatelné.

5.5.1 Princip Subspace identifikace

Metoda subspace identifikace predstavuje explicitni numericky algoritmus pro ziskani odhadu
stavil a matic stavového popisu systému ze vstupné vystupnich datovych posloupnosti. Termin
subspace vyjadiuje skuteCnost, ze posloupnost stavil systému lze pfimo ziskat z Ffadkovych a
sloupcovych podprostort blokové uspotfadanych Hankelovych matic pouze ze vstupné vystupnich
dat.

Dale v celé kapitole uvazujme algoritmus stochastické identifikace z [34]. Subspace identifika¢ni

algoritmy uvazuji model ve tvaru (1.2), ktery lze ekvivalentné zapsat jako

T—1
y(t+7)=CAx(t) + Y CA™ "' Bu(t +i) + Du(t + 7) (5.11)
=0

T—1
+ Z CA™ " hw(t +14) + v(t + 7).
i=0
Zavedenim horizontu predikce « a

valt) 2 ()T y(t+ DT - yt+a-1)T)" (5.12)
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obdobné pro u(t), wa(t), ve(t), je mozno vyjadiit rovnici (5.11) v maticovém tvaru

Ya(t) = Tax(t) + Poua(t) + Yawa (t) + va(t), (5.13)
kde
o ] [ D 0 0 ]
CA CB D
r,= . , O, = , . , (5.14)
I CA*1 | I CA* 2B CA*3B ... D |
o 0 el 0
v, = CA C
| CA°T2 A 0

Matice T',, se nazyvé rozsifena matice pozorovatelnosti. Uspofadanim dat z rovnice (5.13) do

maticového tvaru
Ygan =TaXgnN +PoUganN +VaWsa N+ Vaan, (5.15)
kde
Yaan = Wa(B) va(B+1) - ya(B+N 1)), (5.16)
obdobné jako Ug o N ,Wg,a,N:V3,a,N @
Xpn 2 (X(8) X(B+1) --- X(B+N-1)), (5.17)

vznikne tzv. datova rovnice, kterd je vychozim bodem algoritmu. Parametr S je jednim z ladicich
parametru algoritmu a urcuje rozdéleni matic na tzv. minuld data p a budouci data f. Hankelovy
matice vstupt a vystupt maji potom podobu

uo ui e Uj—1 Yo Y1 e Yj—1
Up Ug—1  UB ... Up4j2 Yo | _ | Ys-1 Ys - Yp+j-2
= , =
Us Ug  UBEL e Uptjd Yy Ys  Ys+r oo Yptj-1
| U2p-1 U2 ... UN-1 | | Y26-1 Y28 ... YN-1, |

Jadrem identifika¢niho algoritmu je optimalni linearni vicekrokovy prediktor budoucich vystupt
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Yy ze znalosti Uy, Y),, Uy, pficemz se minimalizuje stiedni kvadratické chyba predikce. Reseni lze
nalézt metodou nejmensich ¢tverci a da se ukazat, Ze z ¢asti predikovaného vystupu, ktera se
ziské linedrni transformaci minulych dat U, a Y), se d4 extrahovat rozsifend matice pozorovatel-
nosti z datové rovnice (5.13), na zakladé které 1ze snadno uréit vysledné matice systému A a C,
a v deterministickém pripadé i stavovou posloupnost. Ve stochastickém ptipadé lze extrahovat
stavovou posloupnost predikci Kalmanovych filtri bézicich paralelné po sloupcich Hankelovych
matic minulych dat, coz podrobnéji popisuje [34]. Pro osamostatnéni rozsifené matice pozoro-
vatelnosti se zavadi operator projekce fadkového prostoru matice Ug v na ortogonalni doplnék
tohoto radkového prostoru

Héﬁ,a,N =1- U,g,a,N(Uﬂva,NUg,a,N)ilUB,a,N‘ (518)

Rozsifenou matici pozorovatelnosti lze odhadnout ze sloupcového prostoru matice

Uo,3,N
}thH@&N[56BN] (5.19)

pomoci singularniho rozkladu (SVD)

Lo ed

1 0
0 0

VT
1 1
Y5a,n11 vy

Us.an . (5.20)

Odhad vysledné rozsifené matice pozorovatelnosti je I’y = U;2. Singulérni &sla v matici 4
mohou slouzit k odhadu ¥4du systému®. Z rovnice (5.14) vyplyvaji vysledné vztahy pro ma-
tice Aa C

12‘cy,l Fa,Q
C=Ta1, A= Co (5.21)
fa,a IA‘oz,oe
f‘o¢,1
fa =
f‘oz,oz

Uvedeny postup nalezeni rozsifené matice pozorovatelnosti je odvozen v [26].

Matice B a D lze potom odhadnout zavedenim rovnice

t—1
y(t) = CA'w(0) + Y CA™ "' Bu(i) + Du(t) + n(t), (5.22)
1=0

*Rozmér U je any X na.
3Pocet nenulovych singularnich &isel v matici ¥ je roven fadu systému.
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ktera vznikne z (5.11) polozenim ¢ = 0. n(t) sdruzuje piispévky Sumu procesu a méfeni. Rovnice
(5.22) méa ekvivalentni podobu
t—1 '
y(t) = CAtz(0) + (Z u(@i)’ @ CAt”) vee(B) + (u(t)T @ I,,,) vee(D) +n(t).  (5.23)

1=0

Za predpokladu, ze Sum n(t) je nekorelovany se vstupnim signilem w(t), matice B a D lze, po

zavedeni vektoru parametrt § = (z(0)”7 vec(B)T vec(D)T)T a

t—1
— (C’At D u(i) @ CAT )" @ Iny> : (5.24)
=0

odhadnout pomoci metody nejmensich ¢tverci (viz. Kap. 3.1). Odhad stavové posloupnosti lze

provést dle vzorce

Xan =T3" (Yﬁ,a,NHZB - (i)ozU,B,a,N> : (5.25)
kde
Ug,a,N
Iy, 2 25(Zs25) " 25 Zs= | Uppn (5.26)
Yo,8,8

K vypocétu Kalmanova zesileni pro stavovy model v tzv. inovacnim tvaru je tfeba urcit navic

Xpg4+1,n. Potom se d& odhadnout Sum procesu a Sum méieni podle

Wsin_ X A B Xsn-
VBLN-1 | _ Can U I B8,N—1 7 (5.27)
Va1,nN-1 Ygi1.n-1 ¢ D Ug1,nN-1
ze kterych se stanovi kovariance Sumu
) 5 W, Waiw |
1
g > | = LN LN (5.28)
S R V,B,I,N Vﬁ,l,N
Vysledny odhad Kalmanova zesileni je feSsenim Riccatiho rovnice
P APAT 4+ Q — (APCT + 8)(CPCT + R)“YAPCT + 9T, (5.29)
= (APCT + 8)(CPCT + R)~L. (5.30)

Problematika subspace identifikace je velmi obséhlym tématem. Podrobnéjéi popis principﬁ a

N 4

literatufe.
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5.5.2 Pouziti subspace identifikace

Uvazujme testovaci data dryer .mat, kterd jsou soucasti testovacich ptikladt pro SITB v Matlabu.
Po spusténi GUI SITB prikazem ident, jsou data dryer.mat dostupna z menu Import data -
Ezample. Jedné se o sadu dat s jednim vstupem a jednim vystupem, namérend na obycejném
vysousei vlasid, pricemz vstupem je elektrické napéti na topnou spirdlu a vystupem teplota
vyfukovaného vzduchu - viz. Obr. 5.3%. Na téchto datech budeme porovnavat spé$nost a vy-
pocetni rychlost raznych druhti implementaci subspace identifikace. Testovani algoritmt bylo
provadéno na prvnich 700 vzorcich dat (zbylych 300 vzorka bylo pouzito pro naslednou validaci
navrzeného modelu), pficemz se odhadovaly systémové matice A, B, C;, D a K ftddu N = 3 a
horizont predikce byl zvolen jednotné o = 10. Identifika¢nim kritériem byla chyba predikce na

validac¢nich datech.

Prvni variantou implementace je ryze analyticky vypocet korespondujici s postupem popsanym
v Kap. 5.5.1. Dalsi variantou je Matlab funkce n4sid, ve které je implementovan algoritmus
N4SID, popsany v Kap. 10.6 v [1]. Posledni variantou implementace je tzv. robustni kombinovany
algoritmus uvedeny v Kap. 4.5 v [34], jehoz jadrem je jedna QR faktorizace, pfi¢emz je po¢itan
pouze R faktor, coz pfinasi znacné urychleni. Souhrn vysledki tispésnosti jednotlivych algoritmi
shrnuje Tab. 5.1°. Ukazuje se, Ze pouziti ryze analytické implementace je nevhodné z diivodu
Casové neuspornosti a numerické nepresnosti. Ostatni metody jiz vykazuji srovnatelné tspés-
nosti ve smyslu vypocetni rychlosti i fit faktoru. Zajimavym ukazatelem je vypocetni rychlost
implementace kombinovaného algoritmu ve Scilabu, ktery je i soucasti vyvijeného identifika-
¢niho toolboxu. Tato implementace vykazuje vyssi vypocetni rychlost nez n4dsid komeréniho
SITB.

6.5

55 \/ ]
| |

451

uy
=

351 L L] L1 U L

n

OBRAZEK 5.3: Testovaci data dryer.mat

4Pozn. Data maji délku n = 1000, ale pro piehlednost je zobrazeno pouze prvnich 100 vzorkii.
®Pozn. Matice A je v Tab. 5.1 pro usporu mista vypséana do sloupce pomoci koeficienti, kde A ~ vec(A).
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Matlab Scilab
Algoritmus Analyticky n4dsid Kombinovany | Kombinovany
0.8814 0.9548 0.8785 0.8895
0.0569 —0.3141 0.0522 0.1788
0.0045 0.1086 0.0158 0.0362
—0.4064 0.1452 —0.4009 —0.1759
A 0.6019 0.6664 0.6132 0.6163
—0.1461 0.6798 —0.1623 —0.3287
0.1759 0.0448 0.1871 0.0353
0.7321 —0.2661 0.8373 0.3494
0.3760 0.1362 0.4737 0.3625
[ —0.1916 | [ —0.0001 | [ —0.2067 | [ —0.1340 |
B 0.1360 0.0100 0.1980 0.2863
| 0.1279 | | —0.0272 | | 0.0520 | | 0.1909 |
—0.4763 17 | [ 32.9200 77 | [ —0.4813 77 | [ —0.7104 17
C —0.6729 0.0798 —0.6627 —0.4565
0.4624 —0.1709 0.5100 0.1590
D [ 0] [ 0] [ 0] (o]
0.0059 0.0273 0.0016 —0.9101
K —0.0066 —0.0008 —0.0022 0.1918
| —0.0204 | | —0.0241 | | —0.0007 | | 0.5247 |
Vypocetni rychlost 7.699 s 0.276 s 0.278 s 0.194 s
Fit faktor 75.65 % 85.75 % 85.42 % 85.88 %

TABULKA 5.1: Porovndni riznych implementaci subspace identifikace (pozn. matice A je pro
Usporu mista vypséna do sloupce; A ~ vec(A).)

5.6 Inicializace PEM pomoci subspace

Identifikace neznamych parametra zaloZzend na PEM pristupu v nékterych pfipadech korespon-
duje s fesenim problému nekonvexni optimalizace, coZ nese za nasledek, ze neni vzdy garantovano
nalezeni globalniho optima ztratové funkce (5.8). Jako ptiklad takového problému uvazujme jed-

noduchy model [26] ve tvaru

y(t) = au(t) + a®u(t — 1) (5.31)

pro a = 1. Budicim signédlem je u(t) = sin(t) +sin(¢/5). Vykreslenim zéavislosti hodnoty ztratové
funkce pro razné hodnoty parametri a lze v Obr. 5.4 pozorovat, Ze ztratova funkce ma dveé
lokalni minima. P¥i identifikaci takovych systému je na zacatku tfeba zajistit vhodny pocatecni
odhad parametrt garantujici nalezeni globalniho minima. Princip inicializacnich metod spociva

v nalezeni néjakého pocatecniho odhadu, leziciho v blizkosti globalniho minima.

Metody PEM se bé&zné pouzivaji v praxi. Uloha nalezeni po&ateéniho odhadu pro PEM vsak
jiz tolik rozsifend neni. Pouzivanou variantou inicializace je vicekrokovy predikéni algoritmus

zalozeny na IV metodé (Kap. 3.3), ktery je popsan v [26] a je implementovan v SITB. Vedle
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toho se budeme zabyvat inicializaci pomoci subspace metody, kterd muze v nékterych pripadech
piinést vyrazné zlepSeni, nebot algoritmy subspace identifikace jsou efektivni a numericky sta-
bilni. Odhad parametri Ize navic optimalizovat pro vicekrokové predikce pouze volbou velikosti

bloku Hankelovych matic vstupid a vystupt.

10y

VN(a,ZN)

OBRAZEK 5.4: Zévislost velikosti ztratové funkce (5.8) pro model (5.31) na parametru a

Zminka o vhodnosti pouziti subspace metod jako inicializacnich metod pro identifikace PEM se
objevuje v [6], dalsi podrobnéjsi studii této problematiky je vénovana kapitola z [26], nesouci
nazev Utilizing Structure Information in Subspace Identification. Uvedeny nazev autor pouZil z
toho divodu, Ze jim prezentovana metoda umoznuje, mimo jiné, i ur¢itym zpusobem specifikovat

strukturu vyslednych odhadt matic stavového popisu.

Metodika v [26] umoziiuje odhadovat koeficienty ARMAX modelu (4.23), piipadné OE modelu
(4.27). Déle uvazujme pro nazornost konkrétni ARMAX model®

big™! 1+cqgt
= - —u(t) + 1 ¢
14+ a1g' 4+ asq 14+ a1g7' 4+ asq

y(t) (t) (5.32)

s korespondujicim tvarem v kanonické formé pozorovatelnosti (4.36)

2(t+1) = [ —o | ] z(t) + [ b1 ] ult) + [ a-a ] e(t) (5.33)

—a 0 0 —an

y(t) = [ 10 } (1) + e(t),

odkud n, = 2, np, = 1 a n, = 1. Nejprve provedeme odhad stavového modelu faddu rovnému
stupni polynomu A, tj. n = n,, subspace metodou popsanou v Kap. 5.5.1, pfi¢emz odhadujeme

pouze matice A a C. Odhad matic nasledné prevedeme do kanonické formy pozorovatelnosti,

SOE je pouze zobecnénym pifpadem ARMAX modelu.
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coz lze provést napr. uzitim Matlabu:

a =poly(A), Aocr = [—a(2:ne +1)T, eye(ng, ng —1)], (5.34)

Cocr = eye(1,n4),

kde @ je vektor kofenti charakteristické rovnice matice A. Tim ziskdme pocateéni a vychozi
odhad pro metodu PEM. V dalsim kroku odhadujeme matice B a D pomoci PEM piistupu.
Aby bylo zajisténo ny = 1 a D = 0, pro odhad vyuzijeme LS odhad z Kap. 5.5.1 s potfebnym

010 0
ERIBER! -

K odhadu Kalmanova zesileni K je tfeba zrekonstruovat stavovou posloupnost a nalézt odhady

W a V podle (5.27). Samotny odhad K je feSenim LS problému KV = W s omezenim na

omezenim

B
D

pozadovanou strukturu K

[0 1]|K=—d (5.36)

Zobecnéni vyse uvedeného postupu pro libovolné hodnoty ng, ny a n.’ autor v [26] realizoval
zavedenim tzv. virtualnich vstupt. Pro ilustraci principu zavadéni virtualnich vstupt uvazujme

ARMAX model bez tvarovaciho filtru sumu, tedy OE model

(t) B big ™ 4 - 4 ban—nk—nb-H
S

u(t) + e(t). (5.37)

Pocet virtualnich vstupt je n, = ceil(ny/(ng + 1)) a celkovy pocet odhadovanych parametru
v B a D je n, = nyng + ny, kde n; parametri je odhadovano s omezenim. OE prediktor mé
potom tvar

A bigTR ban*nk*nzﬁl

y(tlt —1,6) & = ) = Grlq)ux(t) (5.38)

a operuje s ug(t) £ u(t—np—(k—1)(ng+1)) virtudlnimi vstupy. Zavedenim my, = (k—1)(nq+1)
mé pfenosova funkce G(k) v (5.38) tvar

X Pi(q)
mi+ 1+a1q—1+_,_+anaq—na7

Gr(q) =b E=1,...,ny, (5.39)

"Zfejmym omezujicim faktem je, Ze ne < nq.
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k