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Abstrakt

Tématem této diplomové práce je detekce poruchových stav̊u lineárńıho dy-
namického systému, u kterého jsme schopni sestavit jeho analytický model.
V úvodńı kapitole jsou popsány některé obecné aspekty detekce poruch, jako
např. obecná formulace problému, členěńı r̊uzných př́ıstup̊u, apod. Samotná
práce se pak zabývá popisem dvou vybraných algoritmů pro detekci poruch.
Je to předevš́ım výpočet minimálńı normy lineárńıch poruchových signál̊u
pro deterministický systém, a poté výpočet pravděpodobnost́ı r̊uzných ko-
variančńıch matic (reprezentuj́ıćıch r̊uzné poruchy) náhodných poruchových
signál̊u pro stochastický systém. Důraz je kladen na odvozeńı rekurzivnosti
obou algoritmů a dále na jejich numerickou stabilitu a efektivnost. Funkčnost
obou algoritmů je ověřena na jednoduchém systému. Pomoćı algoritmu pro
stochastický systém je řešen reálný problém detekce poruch analyzátor̊u
spalin při hořeńı uhĺı v teplárně Otrokovice. V závěru jsou diskutovány
dosažené výsledky.

Abstract

The topic of this diploma work is detection of fault states of linear dynamic
system, which is described by known analytical model. In the first chapter
there are described some general aspects of fault detection, e.g. general for-
mulation of the problem, itemization of various concepts, etc. The main part
of this work describes two algorithms. At first it is the computation of mini-
mal quadratic norm of linear fault signals for deterministic systems, at second
it is the computation of probabilities of different covariance matrixes (they
represent different faults) of random fault signals for stochastic systems. The
emphasis is given on the derivation of recurrent versions of both algorithms
and also on their numerical stability and efficiency. The functionality of both
algorithms is validated on one simple system. One real practical problem
of fault detection of the flue gas analyzers in the process of coal combus-
tion in the boiler plant Otrokovice is solved with a help of the algorithm for
stochastic systems. The results are discussed in the final.
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5.6 Vlastńı detekce poruch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Závěr 65
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Úvod

Tématem zpracovávaným v této diplomové práci je detekce poruchových
stav̊u daného systému, konkrétně lineárńıho (spojitého nebo diskrétńıho)
systému, u kterého jsme schopni sestavit jeho analytický model, např́ıklad
ve formě diferenciálńı (diferenčńı) rovnice.

Neustálý rozvoj automatizovaného ř́ızeńı a jeho pronikáńı do stále roz-
sáhleǰśıch a složitěǰśıch pr̊umyslových proces̊u, jakou jsou např. chemické
procesy či procesy spojené s leteckým pr̊umyslem, vede k potřebě zabezpečit
celý ř́ıd́ıćı sytém proti r̊uzným očekávatelným poruchám. Aby byl celý ř́ıd́ıćı
systém skutečně plně automatizovaný a t́ım pádem nezávislý na lidských zá-
saźıch z venč́ı, je nasnadě požadovat, aby výše zmı́něné zabezpečeńı proti
poruchám bylo rovněž automatické a t́ım bylo možno jej do ř́ıd́ıćıho systému
plně začlenit. Prvńım a základńım krokem k navržeńı takového ř́ıd́ıćıho sys-
tému odolného v̊uči poruchám je automatická detekce těchto poruch, což, jak
již bylo řečeno, je náplńı této práce.

V úvodńı kapitole jsou uvedeny některé obecné poznatky o detekci jako
takové. Jsou zde popsány dva základńı př́ıstupy, podle nichž lze jednotlivé
algoritmy detekce dělit. Dále je zde popsáno rozděleńı vlastńı detekce na jed-
notlivé fáze a také obecněǰśı formulace celého problému detekce, což umožňu-
je začleněńı tohoto problému do širš́ıch souvislost́ı z oblasti statistického roz-
hodováńı. Součást́ı této kapitoly je rovněž popis a principiálńı řešeńı př́ıstupu,
který tvoř́ı jádro celé práce a který je v daľśıch kapitolách rozváděn. Jedná se
o výpočet minimálńı normy poruchových signál̊u p̊usob́ıćıch na daný systém.

V daľśıch dvou kapitolách, které tvoř́ı jakousi prvńı část celé práce, je
nejprve demonstrován výpočet minimálńı normy na konkrétńım př́ıkladě, což
má demonstrovat význam minimálńı normy pro detekci. A poté je podrobně
popsán celý algoritmus pro výpočet minimálńı normy. Hlavńım těžǐstěm této
části je převedeńı principiálńıho řešeńı na rekurzivńı algoritmus, který je
již možno použ́ıt pro praktický výpočet, při kterém se předpokládá neustálý
př́ısun nových dat źıskaných měřeńım na daném systému. Vedle rekurzivnosti
algoritmu, jakožto základńı a nutné vlastnosti, je kladen d̊uraz rovněž na
numerickou stabilitu a efektivnost celého algoritmu. Celý algoritmus je pak
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demonstrován opět na př́ıkladě.
V druhé části diplomové práce je př́ıstup založený na výpočtu minimálńı

normy poruchových signál̊u rozš́ı̌ren na stochastické systémy, což jsou sys-
témy, u kterých již nelze neurčitosti ve vnitřńı struktuře zanedbat. Přes-
tože v tomto př́ıpadě jsou namı́sto minimálńı normy poruchových signál̊u
poč́ıtány pravděpodobnosti r̊uzných kovariančńıch matic těchto signál̊u a ten-
to př́ıstup tedy vycháźı ideově z jiných princip̊u a použ́ıvá jiných pojmů, jsou
oba př́ıstupy z hlediska poskytovaných výstup̊u srovnatelné, což je také na
začátku této části ukázáno.

Závěrečná praktická část zaměřuje pozornost na aplikaci popsaného al-
goritmu na konkrétńım problému detekce poruch analyzátor̊u spalin při spa-
lováńı uhĺı v teplárně Otrokovice. Je věnována nejen samotné aplikaci algo-
ritmu automatické detekce, ale i problému sestaveńı modelu vhodného právě
pro tuto detekci.
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Kapitola 1

Detekce poruch-obecné

poznatky

1.1 Fáze detekce poruch

Celou detekci poruch lze rozdělit do tř́ı fáźı (viz [3]). Prvńı, kterou se budeme
v této práci zabývat předevš́ım, je vlastńı detekce poruch (fault detection),
tedy detekováńı času, kdy začala p̊usobit porucha. Druhou je izolace poruch
(fault isolation), což je lokalizace (klasifikace) poruchy. Je to v podstatě logic-
ký rozhodovaćı proces založený na statistickém rozhodováńı. A třet́ı fáźı je
analýza poruch (fault analysis), tedy určeńı typu, velikosti a zdroje poruchy
(za účelem stanoveńı patřičných opatřeńı). Tato fáze je ve většině př́ıpad̊u
nejednoznačná a záviśı na počtu měřených signál̊u v daném procesu, což bývá
v praxi limituj́ıćı faktor.

1.2 Obecná definice poruchy

Porucha je náhodný neměřitelný proces. Kdybychom poruchu mohli měřit,
neměla by úloha detekce smysl. O poruše se můžeme dozvědět pouze na
základě dat, které pozorujeme (měř́ıme) na systému.

1.3 Př́ıstupy k detekci poruch

V zásadě můžeme rozlǐsovat dva možné statistické př́ıstupy k detekci poruch.
Jeden př́ıstup použ́ıvá explicitńı model změny parametr̊u, zat́ımco druhý
nikoliv.
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1.3.1 Paralelńı modely

Do skupiny použ́ıvaj́ıćı explicitńı model změny parametr̊u řad́ıme např́ıklad
metody označované jako paralelńı modely, u nichž můžeme rozlǐsovat dva
možné př́ıpady

• paralelńı modely - porucha p̊usob́ı na systém od začátku, tzn. od okam-
žiku, kdy jsme začali źıskávat data, a naš́ım úkolem je na základě
porovnáńı výstup̊u jednotlivých model̊u s výstupem reálné soustavy
určit, která z poruch je v daném okamžiku aktivńı. V tomto př́ıpadě je
základńım problémem, jak se změny parametr̊u soustavy podléhaj́ıćı
p̊usobeńı poruchy promı́tnou na výstup soustavy, jinými slovy, jak
zvolit práh normálńıho (bezporuchového) chováńı soustavy.

• paralelńı interaguj́ıćı modely - v tomto př́ıpadě uvažujeme poruchy
p̊usob́ıćı od libovolného časového okamžiku po začátku měřeńı až po
nyněǰśı okamžik. Ćılem je určit, která z poruch je nyńı aktivńı, popř́ı-
padě od kdy.

1.3.2 Generováńı rezidúı

Druhý př́ıstup nepouž́ıvá explicitńı model změny parametr̊u. Je založen na
generováńı rezidúı (př́ıznak̊u), což se děje porovnáńım dat z procesu a odpo-
v́ıdaj́ıćıch referenčńıch hodnot źıskaných za bezporuchového stavu. Generátor
rezidúı je tedy vlastně dynamický systém (filtr), který je ř́ızen vstupy a vý-
stupy procesu. Základńı vlastnost́ı rezidúı je, že jsou neřiditelné počátečńı-
mi podmı́nkami soustavy a poruchami, jejichž vliv neńı kritický na chováńı
celého procesu (např. šum (nepřesnost) měřeńı, nepřesnost modelu apod.).
Necitlivost na takovéto typy poruch je někdy označována jako robustnost a je
tedy základńım požadavkem na detekci poruch. Při splněńı těchto podmı́nek
nám potom nulovost či nenulovost rezidúı rozhoduje o př́ıtomnosti či nepř́ı-
tomnosti poruchy.

Problémem většiny algoritmů (např. CUSUM v [1]) založených na sek-
venčńım rozhodovaćım procesu (který vlastně generuje rezidua) je použ́ıvaný
předpoklad, že zpracováváme posloupnost nezávislých stejně rozdělených
veličin (i.i.d. posloupnost). Tento předpoklad ale při použit́ı k detekci poruch
dynamických systémů neńı splněn, nebot’ data źıskaná z dynamických sys-
témů jsou závislá. Proto jsme ke generováńı rezidúı přistoupili jinak a jako
rezidua použ́ıváme dolńı odhad kvadratické normy (jinak také energie) poru-
chových signál̊u.
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1.4 Formulace problému

Proved’me nyńı formálněǰśı formulaci našeho problému. Nejprve je dobré
zd̊uraznit, že v našem př́ıpadě detekujeme pouze modelované poruchy př́ı-
slušné danému modelu. Nikoliv poruchy jakékoliv. Typicky to mohou být
v zásadě tři typy poruch: poruchy akčńıch člen̊u, poruchy složek procesu
a poruchy čidel. Všechny tyto poruchy mohou být obecně popsány jako
neznámé (na rozd́ıl od známých vstup̊u do soustavy) vstupńı signály (budeme
je nadále značit z).

Řekněme tedy, že máme model M(θ), θ ∈ Θ, který generuje na výstupy
data y ∈ Y . Parametr θ je množina proměnných, která popisuje nějaký stav
dané soustavy. Zař́ızeńı, které provád́ı detekci poruch (označme jej F ), má na
svém vstupu pozorovaná data y a na svém výstupu alarmový signál a ∈ A,
kde A je množina všech možných alarmů. Provád́ı tedy zobrazeńı z → a.

Nyńı můžeme detekci poruch definovat jako úlohu, která pro daný model
M(θ) hledá takové a, že funkce L(a, θ) nabývá minimálńı hodnoty. Funkce L
je ztrátová funkce, která ke každé dvojici (a, θ) přǐrad́ı nezápornou hodnotu,
kterou můžeme interpretovat jako ztrátu, kterou utrṕıme, budeme-li při dané
hodnotě parametr̊u θ generovat alarm a.

Takto definovaná úloha je optimalizačńı úloha. Vzhledem k tomu, že
neznáme přesnou hodnotu parametru θ, ale můžeme vyjádřit hustotu prav-
děpodobnosti neznámých parametr̊u podmı́něnou pozorovanými daty, lze
určit optimálńı rozhodnut́ı (hodnotu a) jako rozhodnut́ı, které minimalizuje
středńı hodnotu L(a) (Bayesovské rozhodováńı)

R(a) = ε{L(a)} =

∫

Θ

L(a, θ)f(θ|y) dp =

∫

Θ

L(a, θ)f(y|θ)g(θ) dp, (1.1)

kde g(θ) je apriorńı hustota pravděpodobnosti parametr̊u θ.
Nyńı si přesně definujeme, co budeme v našem př́ıpadě označovat za

poruchu. Na námi uvažovaný systém (s neznámými poruchovými signály z)
začala v intervalu < 0, T > p̊usobit k-tá porucha, právě když

(

p(T ) − pk(T )
)T

Qk

(

p(T ) − pk(T )
)

≥ ε > 0 a ṕı̌seme p(T ) ∈ Zk,

kde p(T ) = {z(0), . . . , z(T )} a Qk, resp. pk je jádro, resp. střed kvadratické
formy.

O př́ıslušnosti do množiny poruchových signál̊u tedy rozhoduje č́ıselná
charakteristika poruchy, konkrétně jej́ı kvadratická norma, která se dá inter-
pretovat jako energie daného poruchového signálu.
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Pro správnou (skutečnou) hodnotu alarmu γk potom plat́ı

� 1 ⇔ p(T ) ∈ Zk

γk =
� 0 jinak

Úloha definovaná vztahem 1.1 je tedy vlastně problém odhadu alarmu γk

(tento odhad jsme označili a) tak, že minimalizujeme ztrátu danou ztrátovou
funkćı L. Pro náš problém budeme uvažovat asymetrickou ztrátovou funkci

L(a, γ) =

γ = 0 γ = 1
a = 0
a = 1

(

0
∞

k
0

)

Takováto ztrátová funkce aproximuje situaci, kdy cena za falešný alarm
je mnohem větš́ı než cena za neohlášený alarm. Pro vlastńı minimalizaci
takovéto ztrátové funkce to znamená, že pouze zjǐst’ujeme, zda je nenulová
pravděpodobnost, že γk = 0. Na přesné velikosti této pravděpodobnosti
nezálež́ı.

1.5 Lineárńı systém s lineárńımi poruchami

Jak již bylo řečeno výše, budeme řešit problém detekce poruch na tř́ıdě
lineárńıch systémů. Proved’me nejprve definici stavového modelu lineárńıho
(diskrétńıho) systému.

Máme stavový prostor X = Rn(x), jehož jednotlivé elementy reprezentuj́ı
jednotlivé stavy systému. Systém je dále buzen vektorem vstup̊u u(t) ∈ U =
Rn(u) a na výstupu produkuje data y(t) ∈ Y = Rn(y). Pro lineárńı systém
plat́ı, že budoućı hodnoty stav̊u a současné hodnoty výstup̊u jsou lineárńı
kombinaćı současných hodnot stav̊u a současných hodnot vstup̊u. To zapisu-
jeme

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t),

kde matice A,B,C,D jsou známé parametry a čas t nabývá hodnot z oboru
přirozených č́ısel.

Existuj́ı i jiné zp̊usoby popisu lineárńıho systému, ale ze stavového mode-
lu je nejlépe patrná vnitřńı struktura modelu, což je při uvažováńı poruch,
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které do této vnitřńı struktury př́ımo zasahuj́ı, velmi vhodné. Nyńı definujme
lineárńı systém rozš́ı̌rený o lineárńı poruchové signály

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Fz(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + Gz(t), (1.2)

kde z je neměřitelný vektorový signál.
Druhá možná definice lineárńıho systému s lineárńımi poruchami je sys-

tém bez neměřitelného signálu, ale s časově proměnnými (nepredikovatelně)
stavovými maticemi

x(t + 1) =
(

A + dA(t)
)

x(t) +
(

B + dB(t)
)

u(t)

y(t) =
(

C + dC(t)
)

x(t) +
(

D + dD(t)
)

u(t).

Je zřejmé, že oba modely jsou ekvivalentńı, plat́ı-li

F =
[

I O
]

G =
[

O I
]

z(t) =

[

dA(t)x(t) + dB(t)u(t)
dC(t)x(t) + dD(t)u(t)

]

.

1.6 Minimálńı norma poruchových signál̊u

Budeme řešit problém, jak naj́ıt minimálńı hodnotu kvadratické normy ne-
měřitelného poruchového signálu z, za podmı́nky splněńı stavových rovnic
našeho modelu pozorovanými daty. Budeme tedy řešit kvadratický optimal-
izačńı problém za lineárńıch omezeńı.

Nejprve si zavedeme označeńı pro soubor daných vektor̊u od času t1 do
času t2 jako sloupcový vektor

� x(t1) pro t1 = t2
xt1

t2
=

�

(

xt1
t2−1

x(t2)

)

jinak

A nyńı můžeme definovat naši optimalizačńı úlohu: Za předpokladu, že měř́ı-
me vstupy a výstupy systému definovaném v (1.2), najděme minimálńı hod-
notu kvadratické formy (z0

T )T Q(z0
T ) (tuto hodnotu označme jako c(T )) při

splněńı soustav lineárńıch rovnic Hz0
T = h, tedy
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min
Hz0

T
=h

(z0
T )T Q(z0

T ), kde H =















G O O · · · O
CF G O · · · O

CAF CF G · · · O
...

...
...

. . .
...

CAT F CAT−1F CAT−2F · · · G















,

h = y0
T −















C
CA
CA2

...
CAT















x(0) −















D O O · · · O
CB D O · · · O

CAB CB D · · · O
...

...
...

. . .
...

CAT B CAT−1B CAT−2B · · · D















u0
T

Tvar matice H a vektoru h jsme dostali rekurzivńım dosazováńım vztah̊u
v (1.2).

1.7 Řešeńı

1.7.1 Řešeńı pro Q=I

Hodnotu c(T ) (tedy minimálńı hodnotu zT Qz) nejprve urč́ıme pro Q = I.
Všechny vektory z splňuj́ıćı omezeńı ve tvaru Hz = h, můžeme zapsat

z = H−h + Hkers, kde

H− je pseudoinverzńı matice matice H, tedy plat́ı HH−H = H,

Hker je ortogonálńı báze jádra zobrazeńı definované matićı H

s je libovolný vektor př́ıslušné dimenze

Uvědomı́me-li si, že matice H− je tvořena vektory tvoř́ıćı ortogonálńı bázi
prostoru, který je komplementárńı k jádru zobrazeńı H, dostaneme HT

kerH
− =

O. S využit́ım tohoto poznatku můžeme upravit vztah pro kvadratickou
formu zT Qz

zT Qz = zT z = (hT H−T
+ sT HT

ker)(H
−h + Hkers) =

= hT H−T
H−h + hT H−T

Hkers + sT HT
kerH

−h + sT HT
kerHkers =

=
∥

∥H−h
∥

∥

2
+ ‖Hkers‖2

A pro hodnotu c(T ) potom plat́ı
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c(T ) = min
s

(

∥

∥H−h
∥

∥

2
+ ‖Hkers‖2

)

= hT H−T
H−h

1.7.2 Řešeńı pro obecnou matici Q

Je-li Q 6= I, pak provedeme následuj́ıćı substituce

F → F
′

= FQ−1
c , G → G

′

= GQ−1
c , z → z

′

= Qcz,

kde Qc je choleskyho faktor matice Q (Q = QT
c Qc).

Je zřejmé, že těmito substitucemi jsme náš p̊uvodńı systém nezměnili,
nebot’ plat́ı

F
′

z
′

= Fz, resp. G
′

z
′

= Gz.

A po dosazeńı do kvadratické formy zT Qz dostaneme tvar, pro který jsme
řešeńı odvodili v předchoźı části. Nebot’

zT Qz = zT QT
c Qcz = (Qcz)T (Qcz) = z

′T
z
′

.
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Kapitola 2

Deterministický př́ıstup -

demonstrace na př́ıkladě

Poč́ıtáńı minimálńı normy poruchového signálu z rozš́ı̌reného lineárńıho sys-
tému, který jsme definovali v kapitole 1.5, budeme označovat jako determi-
nistický př́ıstup k detekci poruch. V kapitole 4 se ještě seznámı́me se stochas-
tickým př́ıstupem.

2.1 Konkrétńı systém

Ilustrujme deterministický př́ıstup na jednoduchém př́ıkladě. Pro grafickou
názornost budeme uvažovat systém s jedńım vstupem a jedńım výstupem
(SISO) a dvěma poruchovými signály z. Prvńı bude reprezentovat chybu
akčńıho členu, což znamená, že na soustavu nebude p̊usobit pouze námi
měřený vstupńı signál, ale bude ovlivněn také t́ımto prvńım poruchovým
signálem. Druhý poruchový signál bude reprezentovat aditivńı poruchu sen-
zoru měřené veličiny (tedy výstupu). Konkrétně tedy stavové rovnice našeho
lineárńıho systému s lineárńımi poruchami mohou vypadat takto:

x(k + 1) =

(

0 1
0 0.5

)

x(k) +

(

0
1

)

u(k) +

(

0 0
1 0

)

z(k) (2.1)

y(k) =
(

−1 1
)

x(k) +
(

0 1
)

z(k) (2.2)

a matice A, B, C, D, F, G jsou tedy

A =

(

0 1
0 0.5

)

B =

(

0
1

)

F =

(

0 0
1 0

)

C =
(

−1 1
)

D = (0) G =
(

0 1
)

.
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2.2 Lineárńı omezeńı

Jelikož máme dva poruchové signály, tak množina všech možných hodnot
těchto poruchových signál̊u v daném časovém okamžiku tvoř́ı rovinu. Měře-
ńım dat (vstupu a výstupu) dostáváme omezeńı na hodnoty těchto porucho-
vých signál̊u, a to ve formě lineárńıch rovnic. Těchto rovnic je právě tolik,
kolik měř́ıme výstup̊u. Řešeńı těchto rovnic, tedy množina všech hodnot poru-
chových signál̊u, jejichž p̊usobeńı na daný systém by generovalo pozorované
výstupy, tvoř́ı lineárńı podprostor p̊uvodńıho prostoru všech možných hodnot
poruchových signál̊u. V našem jednoduchém př́ıpadě bude dimenze tohoto
podprostoru po naměřeńı prvńı dvojice vstupu a výstupu o jednu menš́ı než
p̊uvodńı prostor (což byla rovina). Bude to tedy př́ımka. Jej́ı rovnice bude :

Gz(0) = y(0)− Cx(0) − Du(0) (2.3)

Je vidět, že směr této př́ımky je pevně dán stavovými maticemi rozš́ı̌reného
modelu systému, nebot’ v matici definuj́ıćı tvar lineárńı formy (tzn. lineárńı
omezeńı) G se nevyskytuj́ı měřená data. Naopak data se vyskytuj́ı pouze
na pravé straně, která reprezentuje hodnotu této lineárńı formy. V našem
př́ıpadě je tato hodnota reprezentována posunut́ım př́ımky od počátku.

Zamysleme se nyńı, jak je to s nulovost́ı či nenulovost́ı této vzdálenosti
ve vztahu k nulovosti či nenulovosti poruchových signál̊u. Tyto pojmy totiž
nejsou ekvivalentńı, jak by se možná mohlo na prvńı pohled zdát.

Např́ıklad z faktu, že na systém p̊usob́ı námi modelovaný poruchový
signál z, nevyplývá, že hodnota lineárńı formy (2.3) je nenulová (neboli, že
v našem př́ıpadě př́ımka neprocháźı počátkem). K takovému stavu může doj́ıt
v zásadě ve dvou př́ıpadech. Jednak, neńı-li ta část dynamiky systému, která
je poruchou ovlivněna, daty dostatečně buzena, a jednak v př́ıpadě, kdy jiné
neměřitelné signály, které ovšem nemodelujeme jako poruchy (např́ıklad šum
meřeńı), kompenzuj́ı vliv právě onoho aktivńıho poruchového signálu. Prvńı
př́ıpad mužeme jednoduše demonstrovat na našem př́ıkladě, kdy d́ıky neexis-
tenci př́ımé vazby mezi vstupem a výstupem, neńı možné, aby se v prvńım
kroku měřeńı detekovala porucha akčńıho členu, nebot’ tato porucha ovlivňuje
chováńı systému právě prostřednictv́ım vstupu. Jiným triviálńım př́ıkladem
by byl př́ıpad, kdy vstup soustavy by byl po určitou dobu nulový.

Rovněž nep̊usob́ı-li na systém žádný z námi modelovaných poruch, nemu-
śı být hodnota lineárńı formy nulová. To mohou zp̊usobit daľśı neurčitosti,
které se v praxi samozřejmě vyskytuj́ı (např́ıklad nepřesnost modelu). Z toho
okamžitě vyplývá, že nulovost lineárńı formy nám nic určitého neř́ıká o exis-
tenci či neexistenci poruchy.

Naopak, je-li hodnota lineárńı formy nenulová, mužeme ř́ıct, že na systém
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p̊usob́ı porucha. Druhou otázkou zbývá, zda se nám podař́ı bĺıže specifikovat,
o jakou poruchu přesně jde.

2.3 Minimalizace kvadratické formy

V předchoźı části jsme ilustrovali, jak vypadá množina poruchových signál̊u,
které splňuj́ı omezeńı dané naměřenými daty. Nyńı budeme ilustrovat naleze-
ńı takového bodu (vektoru), který lež́ı na naš́ı př́ımce a zároveň minimalizuje
kvadratickou formu zT Qz, kde matice Q je jádro kvadratické formy. Mati-
ce Q je pozitivně definitńı, takže každému nenulovému vektoru z přǐrazuje
kladné č́ıslo. Fyzikálńı význam této hodnoty kvadratické formy je energie
poruchového signálu z, nebot’ je to norma signálu (vektoru) Qcz, kde Qc je
choleskyho faktor matice Q. Tedy

Q = QT
c Qc, zT Qz = zT QT

c Qcz = ‖Qcz‖2.

Proto je matice Q rovnež symetrická, nebot’ energie signálu z a −z je stejná.
Změnou koeficient̊u matice Q měńıme citlivost hodnoty kvadratické formy na
jednotlivých souřadnićıch vektoru z. Při detekci poruch použ́ıváme výhradně
diagonálńı matice Q a měńıme tedy pouze koeficienty na diagonále, což nám
v některých př́ıpadech může pomoct při určeńı, o jakou poruchu se jedná
(poté, co jsme detekovali, že k nejaké poruše došlo). Ilustrujme to na našem
př́ıkladě.

Pro vlastńı detekci, zda v̊ubec došlo k nějaké poruše, je logické použ́ıt
kvadratickou formu, která nerozlǐsuje mezi jednotlivými složkami signálu z
a všechny váž́ı stejnými koeficienty. Proto použijeme nejprve jednotkovou
matici

Q =

(

1 0
0 1

)

a zT Qz = z2
1 + z2

2 .

Množiny vektor̊u z se stejnou hodnotou této kvadratické formy tvoř́ı sou-
středné kružnice, pričemž tato hodnota roste směrem od počátku (z =

(

0
0

)

).
Z teorie vázaných extrémů je známo, že pro bod minimalizuj́ıćı nějakou funkci
za omezuj́ıćıch podmı́nek plat́ı, že v tomto bodě je normálový vektor krite-
riálńı funkce rovnobežný s normálovým vektorem omezeńı. Jelikož v našem
př́ıpadě je množina bod̊u splňuj́ıćıch omezeńı př́ımka, hledáme vlastně bod,
ve kterém je tato př́ımka tečnou ke křivce spojuj́ıćı body o stejné hodnotě
kvadratické formy. Pro jednotkovou matici Q je hodnota takové kvadratic-
ké formy v každém bodě zároveň kvadrátem vzdálenosti tohoto bodu od
počátku (přesněji řečeno středu kvadratické formy). Proto můžeme námi
hledané minimum naj́ıt jako pr̊useč́ık př́ımky procházej́ıćı počátkem, která
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Obrázek 2.1: Minimálńı norma pro Q = ( 1 0
0 1 )

je kolmá na př́ımku s př́ıpustnými body, a této př́ımky (obr2.1). Vid́ıme,
že jsme źıskali bod s nenulovou normou, a proto můžeme prohlásit, že jsme
detekovali poruchu.

Nyńı bychom chtěli zjistit, která porucha (popř. které poruchy) z námi
modelovaných je aktivńı. Proto mı́sto jednotkové matice Q budeme uvažovat
matici, která zař́ıd́ı, aby velikost naš́ı kvadratické formy nebyla ovlivněna
vždy po řadě jedńım z poruchových signál̊u. Nejprve tedy potlač́ıme např́ıklad
vliv druhé složky vektoru z. Matice Q proto bude mı́t tvar

Q =

(

1 0
0 0

)

a zT Qz = z2
1 .

Množiny bod̊u o stejné hodnotě této formy jsou zřejmě př́ımky rovnoběžné
s osou z2. Z obr2.2je patrné, že tentokrát je řešeńım minimalizačńı úlohy bod,
kde kvadratická forma nabývá nulové hodnoty.

Analogicky budeme postupovat v př́ıpadě, kdy zneutralizujeme vliv prvńı
poruchové složky signálu z. Výsledek je na obr2.3. V tomto př́ıpadě nám opět
vyšla nenulová hodnota kvadratické formy.

Můžeme tedy shrnout výsledek naš́ı detekce. V čase t = 0 na systém
p̊usobila porucha z2 (porucha senzoru), o p̊usobeńı poruchy z1 nemůžeme nic
ř́ıct.
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Obrázek 2.2: Minimálńı norma pro Q = ( 1 0
0 0 )
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Obrázek 2.3: Minimálńı norma pro Q = ( 0 0
0 1 )
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Kapitola 3

Rekurzivńı algoritmus

minimalizace

3.1 Motivace

V části 1.7 jsme popsali principiálńı řešeńı našeho problému. Na prvńı pohled
je ovšem zřejmé, že v takové formě, v jaké bylo řešeńı popsáno, neńı vhodné
k praktickému použit́ı. Je to zp̊usobeno t́ım, že v každém časovém okamžiku,
to znamená vždy, když naměř́ıme nějaká data, se nám zvětšuje dimenze pro-
storu, na kterém hledáme řešeńı. V našem př́ıpadě se tedy neustále zvětšuje
matice omezeńı H. Proto bychom potřebovali, aby na konci každého kroku
našeho algoritmu byla velikost př́ıslušné matice stejná jako na začátku.

3.2 Kvazidiagonálńı tvar lineárńıch omezeńı

K zachováńı konstantńı velikosti matice H po každém kroku se potřebujeme
v každém kroku zbavit tolika omezeńı (tj. řádk̊u matice H), kolik měř́ıme
výstup̊u (měřená data), a tolika neznámých (tj. sloupc̊u matice), kolik je
poruchových signál̊u (počet složek vektoru z). K tomu ovšem potřebujeme,
aby neznámé, kterých se zbav́ıme v daném kroku, už v daľśıch omezeńı ne-
vystupovaly. Tento požadavek ovšem tvar, ve kterém jsme omezeńı uvedli,
nesplňuje. Proto bychom potřebovali, aby matice H byla tzv. kvazidiagonálńı
matice. Nejprve si tedy definujme tento pojem.

Matice H je kvazidiagonálńı matice (m, n)xK, jestliže jej́ı velikost je (m ·
K, n + (K − 1) · n(z)) a plat́ı:

• H(i, j) = 0 pro i > m,1 ≤ j ≤ n(z)

• H(i, j) = 0 pro j > n,1 ≤ i ≤ m
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• submatice H(m+1 : m·K, n(z)+1 : n+K ·n(z)) je také kvazidiagonálńı
matice (m, n)x(K − 1).

Pro lepš́ı představu významu tohoto pojmu, znázorněme kvazidiagonálńı
matici graficky

H =



















R O O O O O

O R O O O O

O O R O O O

O O O R O O

O O O O R O

O O O O O R



















(3.1)

V této ukázce je K = 6, matice R s obecnými prvky je rozměru právě
(m, n) a n(z) je rovno počtu takových sloupc̊u matice R, pod kterými jsou
v matici H již pouze samé nuly. Je to tedy dimenze nulové matice O. Význam
takového to tvaru matice H pro náš problém je evidentńı. Pro každou nezná-
mou (odpov́ıdaj́ıćı nějakému sloupci) existuje takový řádek i, že pro všechny
řádky j > i plat́ı, že se v nich př́ıslušná proměnná nevyskytuje. Otázkou tedy
z̊ustává, zda je možné matici omezeńı převést do kvazidiagonálńıho tvaru.

Odpověd’ dostaneme velmi jednoduše, uvědomı́me-li si, co fyzikálně zna-
mená skutečnost, že omezeńı generována dynamickým systémem jsou v ta-
kovém to tvaru. Zřejmě to znamená, že vstupńı signály, které na systém
p̊usobily v čase t, ovlivňuj́ı výstup v čase t, t + 1, . . . , t + τ , ale v čase
větš́ım než (t+ τ) už nikoliv. Ale toto je přesně charakteristika dynamických
systémů s konečnou dynamikou, přičemž č́ıslo τ charakterizuje právě tuto
dynamiku (jinak také řád systému). A jelikož se zabýváme pouze systémy
s konečnou dynamikou, je odpověd’ na otázku, zda lze převést matici omezeńı
do kvazidiagonálńıho tvaru, kladná. Stač́ı tedy vyřešit, jak takovýto tvar ma-
tice omezeńı źıskat.

Je nasnadě, že k ćıli povede, pokud namı́sto stavového popisu systému,
použijeme popis, který př́ımo explicitně vyjadřuje hodnoty současného vý-
stupu jako funkci minulých hodnot vstup̊u a výstupu. Za popis systému tedy
použijeme lineárńı diferenčńı rovnici, kterou analogicky jako u stavového
popisu rozš́ı̌ŕıme o poruchové (neměřitelné) signály z. Ukažme, jak tento
popis převedeme na soustavu lineárńıch omezeńı proměnné z v kvazidiago-
nálńım tvaru.

Lineárńı diferenciálńı rovnice pro systém s jedńım vstupem a jedńım
výstupem rozš́ı̌rená o neměřitelný vstup z vypadá takto
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y(k + n) + an−1y(k + n − 1) + . . . + a0y(k) =

bnu(k + n) + . . . + b0u(k) + cnz(k + n) + . . . + c0z(k) (3.2)

To lze zkráceně zapsat

y(k + n) +

n−1
∑

i=0

aiy(k + i) −
n
∑

i=0

biu(k + i) = c0z(k) + . . . + cnz(k + n)

Analogicky pro systém s v́ıce vstupy (včetně těch neměřitelných) a v́ıce
výstupy(těch je m)

yj(k + n) +
n−1
∑

i=0

aj
iyj(k + i) −

n
∑

i=0

bj
iu(k + i) =

cj
0z(k) + . . . + cj

nz(k + n), j = 1, . . . , m, (3.3)

kde u a z jsou sloupcové vektory rozměru n(u), resp. n(z) a bj a cj jsou
řádkové vektory stejných rozměr̊u (tedy n(u), resp. n(z)).

Označme levou stranu rovnice (3.3) rj(k). Potom můžeme pro jeden
časový okamžik k = 0 přepsat rovnici (3.3) do maticového tvaru











r1(0)
r2(0)

...
rm(0)











=











c1
0 c1

1 . . . c1
n

c2
0 c2

1 . . . c2
n

...
...

. . .
...

cm
0 cm

1 . . . cm
n











· z0
n, (3.4)

zkráceně r(0) = R · z0
n,

přičemž matice R má rozměr (m, (n + 1) · n(z)).
Potom pro k = 0, 1, . . . , T dostaneme

h =











r(0)
r(1)

...
r(T )











= H · z0
T+n

a matice H má strukturu jako v 3.1, je to tedy kvazidiagonálńı matice
rozměru (m, (n + 1) · n(z))x(T + 1).
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3.3 Rekurzivńı algoritmus

Nyńı můžeme přistoupit k popsáńı rekurzivńıho algoritmu, který řeš́ı náš
problém. Zopakujme tedy, že naš́ım úkolem je minimalizovat kvadratickou
formu zT Qz, za lineárńıch omezeńı Hz = h, přičemž matice H je v kvazidia-
gonálńım tvaru. Celý algoritmus budeme pr̊uběžně demonstrovat na našem
př́ıkladu. Nejprve uvedeme definici dvou pojmů, které budeme v následuj́ıćı
části potřebovat.

3.3.1 Pomocné pojmy

QR rozklad matice X je rozklad, který generuje horńı trojúhelńıkovou matici
R, stejné velikosti jako matice X, a ortonormálńı matici Q takovou, že plat́ı
X = QR.

Choleskyho faktorizace je rozklad libovolné pozitivně definitńı matice X
do tvaru X = XT

c Xc, kde Xc je reálná horńı trojúhelńıková matice. Takto
definovaná Choleskyho faktorizace se označuje jako standardńı. Jej́ı vlast-
nost́ı je, že až na znaménko každého řádku (proto se uvažuj́ı všechny diago-
nálńı prvky kladné) je jednoznačná. Je-li matice X pozitivně semidefinitńı,
pak Choleskyho faktorizace neńı jednoznačná. Na diagonále matice Xc se
vyskytnou nulové prvky. Na těchto řádćıch, kde diagonálńı prvek je nulový,
nejsou ostatńı prvky definovány. Proto je můžeme zvolit. Zvoĺıme-li je jako
nulové, budeme pak takovou faktorizaci označovat jako zobecněnou Choles-
kyho faktorizaci.

3.3.2 Úprava minimalizované kvadratické formy

Nyńı převedeme naši kvadratickou formu do tvaru, který je vhodný pro nu-
merickou optimalizaci

zT Qz = zT QT
c Qcz = (Qcz)T Qcz = ‖Qcz‖2 = ‖Fx‖2,

kde F =







Qc

0
...

0 . . . 0






a x =

(

z
1

)

. Poč́ıtáńı s Choleskyho faktorem

matice Q má tu výhodu, že ani d́ıky zaokrouhlovaćım chybám neztráćı matice
Q svoj́ı pozitivńı (semi)definitnost, nebot’ součin XT X libovolné matice X
je vždy pozitivně (semi)definitńı. Proto se také Choleskyho faktor někdy
nazývá maticová odmocnina. Vektor z jsme rozš́ı̌rili o absolutńı člen z toho
d̊uvodu, že omezeńı maj́ı tvar nehomogenńıch lineárńıch rovnic.
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Označme q čtvercovou matici rozměru n(z), která je Choleskyho faktorem
matice jádra kvadratické formy. Typicky bude tato matice diagonálńı, jak
bylo diskutováno v předchoźı části. Na začátku celého algoritmu zvoĺıme
čtvercovou matici Qc o velikosti (n + 1) · n(z), kde n je řád systému a n(z)
je počet složek signálu z (počet poruchových signál̊u).

Qc =











q O · · · O

O q
. . .

...
...

. . .
. . . O

O · · · 0 q











V našem př́ıkladu by to byla matice 6x6. Z této matice vytvoř́ıme matici
F , tak že k matici Qc přidáme jeden nulový řádek a jeden nulový sloupec.
Velikost takto źıskané matice definuje dimenzi prostoru, v kterém budeme
řešit náš problém.

3.3.3 Minimálńı hodnota kvadratické formy

Jelikož nás bude v každém kroku algoritmu zaj́ımat, jaká je minimálńı hod-
nota kvadratické formy definované matićı F, ukažme si jak lze nejjednodušeji
tuto hodnotu źıskat. Proved’me proto následuj́ıćı úpravu

∥

∥

∥

∥

F

[

z
1

]∥

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

[

Fz Fz,1

O f1

] [

z
1

]∥

∥

∥

∥

2

=

=

∥

∥

∥

∥

(

Fzz + Fz,1

f1

)∥

∥

∥

∥

2

= ‖Fzz + Fz,1‖2 + f 2
1

Potom pro z, minimalizuj́ıćı tento výraz, dostaneme

Fzz + Fz,1 = 0 (3.5)

Předpokládejme, že matice F je horńı trojúhelńıková, přičemž pokud má na
i-té pozici na diagonále nulu, pak je celý i-tý řádek nulový. Jinými slovy,
matice F je zobecněným Choleskyho faktorem matice M (M = F TF ). Jak
tento předpoklad zajist́ıme, poṕı̌seme později. Potom rovnici (3.5) můžeme
splnit. Kdybychom chtěli výpočet optimálńıho z provést, poč́ıtali bychom
jednotlivé prvky vektoru z odspodu. Přičemž, byl-li by i-tý řádek matice Fz

nulový, zvolili bychom i-tou složku vektoru z libovolně. Minimálńı hodnota
kvadratické formy tedy je

∥

∥

∥

∥

F

[

z
1

]∥

∥

∥

∥

2

= f 2
1 ,
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tedy druhá mocnina posledńıho prvku na diagonále matice F .Na začátku je
tedy hodnota kvadratické normy nulová (matice F je v diagonálńım tvaru
a na posledńım mı́stě je nula), což je logické, nebot’ nemáme žádná omezeńı
a každá pozitivně (semi)definitńı kvadratická forma má v minimu hodnotu
nula.

3.3.4 Zahrnut́ı omezeńı do matice F

Doposud popsaná část algoritmu byla pouze jakási inicializace. Nyńı při-
stupme k vlastńı rekurzivńı části. Rekurzivńı část našeho algoritmu zač́ıná
źıskáńım naměřených dat (výstup̊u). Těch je, jak již jsme dř́ıve označili, právě
m. Nyńı jde tedy o to, jak tato omezeńı zahrnout do jádra naš́ı kvadratické
formy, tedy do matice F .

Provedeme to tak, že m proměnných vyjádř́ıme jako kombinaci těch
zbývaj́ıćıch. Předpokládáme, že m < n(z), neboli že počet omezeńı (měřené
výstupy) je menš́ı než počet složek vektoru z (počet poruchových signál̊u).
Je patrné, že tento předpoklad neńı nikterak omezuj́ıćı, nebot’ kdyby nebyl
splněn, tak by to znamenalo, že soustava lineárńıch omezeńı je bud’ řešitelná
jednoznačně, nebo nemá řešeńı v̊ubec. Ani v jednom z těchto př́ıpad̊u by pak
nemělo smysl provádět nějakou minimalizaci, nebot’ množina, na které by-
chom tuto minimalizaci prováděli, by byla bud’ jednoprvková, nebo prázdná.
Poznamenejme ještě, že v praxi je tato nerovnost splněna s velkou rezervou,
nebot’ počet veličin, které můžeme měřit, je často velmi omezen.

Dále budeme předpokládat, že řádky matice R jsou lineárně nezávislé,
tedy že hodnost matice R je m. Tento předpoklad lze považovat za oprávněný,
uvědomı́me-li si, že jednotlivé řádky matice R reprezentuj́ı jednotlivá měřeńı,
tedy jednotlivé výstupy naš́ı soustavy. Lineárńı závislost řádk̊u matice R by
pak znamenala, že existuje nějaký výstup, který lze vyjádřit jako lineárńı
kombinaci ostatńıch výstup̊u. Je zřejmé, že takový výstup je nadbytečný,
a proto ho nemá smysl měřit.

Máme tedy m lineárně nezávislých omezeńı, které chceme zahrnout do
kvadratické formy definované matićı F . Jak jsme uvedli výše, uděláme to tak,
že m proměnných vyjádř́ıme jako lineárńı kombinaci zbývaj́ıćıch proměnných.
Problém je, kterých m proměnných zvolit. Nejjednodušš́ı by bylo vybrat m
složek vektoru z(t), kde t je dle značeńı v rovnici (3.4) i − 1, kde i je č́ıslo
právě prováděné iterace algoritmu. Jinak řečeno, vybrali bychom m složek
nejstarš́ıho vektoru z, který se vyskytuje v minimalizované kvadratické formě.
Tento výběr by měl tu výhodu, že bychom vyjádřili proměnné, které by se
již nemohly vyskytovat v budoućıch omezeńı. Abychom ale tyto proměnné
mohli vyjádřit, musela by matice tvořená sloupci matice R př́ıslušej́ıćı těmto
proměnným být invertovatelná. To ale obecně splněno být nemuśı, lépe ře-
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čeno typicky ani nebývá. Proto muśıme vybrat takové proměnné, které toto
splňuj́ı. To provedeme tak, že postupně budeme vyb́ırat proměnné, a to takto:
pro j-tou vybranou proměnnou plat́ı, že je r̊uzná od proměnné j − 1, j −
2, . . . , 1 a př́ıslušný sloupec matice R má na j-té pozici nenulový prvek. Tyto
dvě vlastnosti nám určuj́ı množinu př́ıpustných j-tých proměnných, přičemž
vybereme tu, jej́ıž sloupec má nejmenš́ı index (je v matici R nejv́ıce vlevo).

Máme-li nyńı m proměnných, které můžeme vyjádřit pomoćı těch zbývaj́ı-
ćıch, přesuneme sloupce matice R odpov́ıdaj́ıćı těmto proměnným na začátek
této matice. To můžeme provést vynásobeńım matice R zprava matićı Ts.
Přičemž matice Ts je ortogonálńı matice, jej́ıž sloupce jsou tvořeny nulovými
vektory s jedńım jednotkovým prvkem. Potom, chceme-li přesunout j-tý
sloupec matice R na i-tou pozici, bude mı́t i-tý sloupec matice Ts jednotkový
prvek na j-té pozici.

Naznačme tedy tuto transformaci souřadnic (tedy vyjádřeńı m proměn-
ných jako lineárńı kombinaci těch zbývaj́ıćıch). Nejprve formálně uprav́ıme
soustavu omezeńı pomoćı rozš́ı̌reńı vektoru zt

t+n o absolutńı člen.

r(t) = Rzt
t+n −→ R(t)zt

t+n = 0,

R(t) =
[

R −r(t)
]

, zt
t+n =

[

zt
t+n

1

]

Nyńı přesuneme vybrané sloupce vynásobeńım matićı Ts a nově vzniklou
matici rozděĺıme na dvě submatice

R
S

= R · TS

R
S

=
[

R
S1

R
S2

]

, R
S1

− matice (m, m)

Jednoduchými úpravami postupně dostaneme

Rzt
t+n = 0

RTST T
S zt

t+n = 0, nebot’ TST T
S = I

T T
S zt

t+n =

[

−inv(R
S1

) · R
S2

I

]

· zt−

t−+n (3.6)

zt
t+n = TS ·

[

−inv(R
S1

) · R
S2

I

]

· zt−

t−+n

zt
t+n = A(t)zt−

t−+n (3.7)
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Vektor zt−

t−+n znač́ı vektor zt
t+n bez m vybraných proměnných. V tomto

tvaru (3.7) již můžeme omezeńı jednoduše zahrnout do jádra kvadratické
formy, což ukážeme v daľśı kapitole. T́ım dojde k tomu, že kvadratická
forma bude závislá pouze na proměnných obsažených v zt−

t−+n. Tam ale ne-
muśı být některé proměnné, které se budou vyskytovat v daľśıch omezeńı.
Proto muśıme do matice omezeńı v daľśım kroku rovněž zahrnout omezeńı
vyjádřená v tomto kroku. Za t́ımto účelem provedeme následuj́ıćı úpravy.

A(t) =

[

A1 a2

aT
3 1

]

zt
t+n+1 =





A1 O a2

O I o
aT

3 oT 1





[

zt−

t−+n

z(t + n + 1)

]

= A
′

(t)zt−

t−+n+1

zt+1
t+n+1 = A

′

R(t)zt−

t−+n+1 = AR(t)zt−+1
t−+n+1

Přičemž matice A
′

R vznikne z matice A
′

jednoduše pouhým odebráńım prv-
ńıch n(z) řádk̊u. Matice AR pak vznikne z matice A

′

R odebráńım tolika
prvńıch sloupc̊u, kolik je prvk̊u ve vektoru z(t−). To můžeme udělat proto,
protože tyto sloupce jsou nulové. Nulovost těchto sloupc̊u je d̊usledek sku-
tečnosti, že jsme v (3.6) vyjadřovali proměnné jako funkce minulých, popř.
současných proměnných. To vyplývá z toho, že jsme při výběru proměnných,
které budeme eliminovat, brali vždy ty, jejichž sloupce byly v matici R nejv́ıc
vlevo (samozřejmě z těch sloupc̊u, které měly na př́ıslušném řádku nenulový
prvek, jak jsme podrobněji popsali výše). A pro omezeńı v čase t+1 konečně
plat́ı

Rzt+1
t+n+1 = 0

RAR(t)zt−+1
t−+n+1 = 0.

A nyńı se celý postup opakuje, takže hledáme vhodné proměnné pro elimina-

ci s t́ım, že mı́sto matice R máme matici R ·AR. Analogicky tedy dostaneme
matici A(t + 1) a plat́ı

zt−+1
t−+n+1 = A(t + 1)zt−−+1

t−−+n+1.

Vektor zt−−+1
t−−+n+1 opět znač́ı vektor zt−+1

t−+n+1 bez m vybraných proměnných.

Jelikož ale potřebujeme vztah mezi zt+1
t+n+1 a zt−−+1

t−−+n+1, muśıme vynásobit
matici A(t + 1) matićı AR(t), nebot’ plat́ı
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zt+1
t+n+1 = AR(t)zt−+1

t−+n+1 = AR(t)A(t + 1)zt−−+1
t−−+n+1.

Dosad’me tedy transformaci proměnných do kvadratické normy.

min
z,Rz=0

∥

∥Fzt
t+n

∥

∥

2
= min

z

∥

∥

∥
F · A(t) · zt−

t−+n

∥

∥

∥

2

= min
z

∥

∥

∥
Fxz

t−

t−+n

∥

∥

∥

2

. (3.8)

Nyńı proved’me QR rozklad matice Fx

Fx = QfRf , QT
f Qf = I

∥

∥

∥
Fxz

t−

t−+n

∥

∥

∥

2

=
∥

∥

∥
QfRfz

t−

t−+n

∥

∥

∥

2

=
(

zt−

t−+n

)T

RT
f QT

f QfRf

(

zt−

t−+n

)

=

=
(

zt−

t−+n

)T

RT
f Rf

(

zt−

t−+n

)

=
∥

∥

∥
Rfz

t−

t−+n

∥

∥

∥

2

=
∥

∥

∥
Rxz

t−

t−+n

∥

∥

∥

2

, (3.9)

kde matice Rx je matice Rf bez m posledńıch nulových řádk̊u, neboli je to
jej́ı největš́ı čtvercová submatice obsahuj́ıćı prvek (1, 1).

Výše popsaný zp̊usob zahrnut́ı m lineárně nezávislých omezeńı do jádra
kvadratické formy je teoreticky zcela korektńı a univerzálně použitelný, ale
může někdy narazit na numerické problémy. Proto může být pro praktickou
realizaci vhodněǰśı formálně přidat k stávaj́ıćım proměnným m nových pro-
měnných. Ty začleńıme do omezeńı tak, abychom právě tyto proměnné mohli
jednoduše vyjádřit. To znamená, že matici R rozš́ı̌ŕıme zleva o jednotkovou
matici. Abychom ale neporušili hodnoty p̊uvodńıch rovnic muśıme zajistit,
aby hodnoty nově přidaných proměnných byly nulové. To zajist́ıme tak, že
váhy těchto proměnných v jádru kvadratické formy zvoĺıme o několik řád̊u
vyšš́ı než jsou váhy

”
reálných” proměnných z. To zp̊usob́ı, že při minimalizaci

takovéto kvadratické formy dojde prakticky k vynulováńı uměle přidaných
proměnných. Označ́ıme-li nově přidané proměnné např. e, můžeme celý po-
stup zkráceně zapsat

25



R(t)zt
t+n = 0 →

[

E R
]

[

e
zt

t+n

]

= 0

[

e
zt

t+n

]

=

[

−R
E

]

zt
t+n = Azt

t+n

BB =







bb
. . .

bb






, bb = 10000

min
z

∥

∥Fzt
t+n

∥

∥

2 → min
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∥
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∥

∥
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O F

] [

e
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]
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t+n

∥
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z

∥
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t
t+n

∥

∥

2
.

V kapitole 4.5.3 budeme potřebovat zahrnout omezeńı do kvadratické
formy, která bude v argumentu hustoty pravděpodobnosti. Použijeme stejný

”
trik” s přidáńım proměnných, a to přesto, že zde nebudeme fakticky prová-

dět žádnou minimalizaci. Budeme integrovat hustotu pravděpodobnosti přes
lineárńı podprostor a přidáńı nových proměnných hodnotu tohoto integrálu
nezměńı, nebot’ velké koeficienty v jádru kvadratické formy budou předsta-
vovat zanedbatelně malý rozptyl nově přidaných proměnných, lépe řečeno
náhodných proměnných. To znamená, že nová v́ıcerozměrná hustota pravdě-
podobnosti náhodného vektoru

(

e

z

)

bude nenulová prakticky jen pro e = 0,
což je přesně to, co potřebujeme.

3.3.5 Úprava na zobecněný choleskyho faktor

Pokud bude mı́t matice Rx někde na diagonále nulový prvek, muśıme ještě
tuto matici upravit do tvaru, který odpov́ıdá zobecněnému Choleskyho fakto-
ru, jak jsme dř́ıve definovali. To můžeme provést tak, že prvky na př́ıslušném
řádku, kde je na diagonále nulový prvek, vynulujeme. Ostatńı prvky lež́ıćı
pod daným řádkem přepoč́ıtáme podle algoritmu výpočtu prvk̊u Choleskyho
rozkladu (např. v [5]). Jednotlivé prvky poč́ıtáme po řádćıch odshora dol̊u.
Nejprve spoč́ıtáme prvek na diagonále

Rx(i, i) =

√

√

√

√M(i, i) −
i−1
∑

k=1

R2
x(k, i),

kde M = RT
x Rx a potom prvky vpravo od diagonály
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Rx(i, j) =
1

Rx(i, i)

[

M(i, j) −
i−1
∑

k=1

Rx(k, i)Rx(k, j)

]

, j > i

3.3.6 Vlastńı minimalizace

Vzhledem k tomu, že jsme již zahrnuli všechna omezeńı do kvadratické formy
a matice této formy je horńı trojúhelńıková, plat́ı, že minimálńı hodnota této
formy je rovna druhé mocnině posledńıho prvku na diagonále. Proto bychom
v tuto chv́ıli mohli uzavř́ıt celý jeden krok iterace algoritmu a po nezbytné
úpravě matice Rx na matici F (rozš́ı̌reńı matice o n(z) řádk̊u a sloupc̊u) zač́ıt
daľśı krok (nebo-li zpracovat data z daľśıho časového okamžiku). Ovšem t́ım
by nám v každém kroku algoritmu vzrostla dimenze matice F o (n(z) − m).
Nebot’ v každém kroku nám přibude n(z) proměnných (jeden vektor z) a d́ıky
omezeńım odstrańıme m proměnných, jak jsme popsali v předchoźı části.

Ale přitom hodnota těch proměnných, které odpov́ıdaj́ı zbylým složkám
nejstarš́ıho vektoru z, které nebyly odstraněny při dosazeńı omezeńı do kva-
dratické normy, je již v daném okamžiku určena, nebot’ tyto proměnné se
nemůžou vyskytovat v daľśıch omezeńıch. Nabývaj́ı totiž takových hodnot,
aby minimalizovali danou kvadratickou normu. Pro hodnotu kvadratické
normy daného vektoru x plat́ı

‖x‖2
2 = 〈x, x〉 = xT x = x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n

Z toho vyplývá, že minimum kvadratické normy dosáhneme, jestliže vynu-
lujeme jednotlivé složky vektoru x, v našem př́ıpadě vektoru Rxz. Rozlož́ıme-
li matici Rx na jednotlivé submatice, můžeme tento vektor vyjádřit takto

Rxz
t−

t−+n =

[

Rx1z(t−) + Rx2z
t−+1
t−+n

Rx3z
t−+1
t−+n

]

,

přičemž Rx =

[

Rx1 Rx2

O Rx3

]

a Rx1 je rozměru (n(z) − pe, n(z) − pe),

kde pe je počet složek vektoru z(t) ,které jsme eliminovali.

Je vidět, že proměnné, které se již nemohou vyskytovat v budoućıch ome-
zeńıch, se vyskytuj́ı pouze v prvńıch n(z) − pe složkách vektoru Rxz. Jejich
hodnoty jsou tedy určeny rovnićı

Rx1z(t−) + Rx2z
t−

t−+n = 0 (3.10)
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Tato rovnice je vlastně formálně shodná s omezeńımi, které dostáváme mě-
řeńım výstup̊u systému. Proto také princip, který použijeme pro dosazeńı
těchto omezeńı do kvadratické normy, bude formálně shodný. Matice Rx1

odpov́ıdá matici R
S1

a matice Rx2 odpov́ıdá matici R
S2

. Jediný rozd́ıl je
v tom, že již nemůžeme vyloučit singulárnost matice Rx1, to jest matice,
kterou bychom potřebovali invertovat. Ale jelikož jsme si matici Rx upravili
do tvaru zobecněného Choleskyho faktoru, v́ıme, že matice Rx1 má na dia-
gonále bud’ nenulové prvky, anebo je př́ıslušný řádek celý nulový (rovněž
př́ıslušný řádek matice Rx2 je nulový). Proto v́ıme, že řešeńı rovnice (3.10)
existuje, přičemž složky vektoru z(t−), které odpov́ıdaj́ı nulovým řádk̊um,
můžeme volit libovolně.

Tuto volbu můžeme formálně provést tak, že matici Rx1 v rovnici (3.10)
nahrad́ıme matićı R

′

x1

R
′

x1z(t−) + Rx2z
t−

t−+n = 0,

přičemž matice R
′

x1 je shodná s matićı Rx1 až na nulové prvky na diagoná-
le, které jsou nahrazeny libovolným nenulovým č́ıslem (uvažujme např́ıklad
č́ıslem 1). Potom je matice R

′

x1 invertovatelná a analogicky s rovnićı (3.7)
můžeme psát

zt−

t−+n =

[

−inv
(

R
′

x1

)

· Rx2

I

]

· zt−+1
t−+n

(3.11)

Tento výsledek dosad́ıme do vztahu pro kvadratickou formu (3.9) opět ana-
logicky s rovnićı (3.8)

min
z

∥

∥

∥
Rxz

t−

t−+n

∥

∥

∥

2

= min
z

∥

∥

∥

∥

Rx ·
[

−inv
(

R
′

x1

)

· Rx2

I

]

· zt−+1
t−+n

∥

∥

∥

∥

2

= min
z

∥

∥

∥
Fmzt−+1

t−+n

∥

∥

∥

2

(3.12)

Čistě mechanicky bychom mohli opět provést QR rozklad matice Fm, a poté
odstranit posledńıch (n(z) − pe) nulových řádk̊u. T́ım bychom dostali čtver-
covou horńı trojúhelńıkovou matici, označ́ıme ji Rm. Ukažme ale, že tato
matice je totožná se submatićı Rx3 matice Rx. Uprav́ıme proto součin matic
v jádru kvadratické normy v rovnici (3.12)

[

Rx1 Rx2

O Rx3

]

·
[

−inv(R
′

x1) · Rx2

I

]

=

=

[

−Rx1 · inv(R
′

x1) · Rx2 + Rx2

0 + Rx3

]

=

[

O
Rx3

]

(3.13)
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[

O
Rx3

]

· zt−+1
t−+n

= Rx3z
t−+1
t−+n

A jelikož matice Rx3 je ve tvaru zobecněného Choleskyho faktoru mati-
ce RT

x3Rx3 (nebot’ matice Rx je zobecněným Choleskyho faktorem matice
RT

x Rx) nemuśıme již provádět žádné daľśı maticové úpravy. Je tedy vidět, že
při praktickém výpočtu stač́ı výpočty popsané rovnicemi (3.11),(3.12),(3.13)
nahradit přǐrazeńım Rm = Rx3. Rovnice (3.11),(3.12),(3.13) prováděj́ı pouze
odvozeńı tohoto vztahu.

3.3.7 Závěrečná úprava

T́ım jsme se dostali na konec jedné iterace našeho algoritmu.Před zahájeńım
daľśı iterace muśıme ještě rozš́ı̌rit matici Rm na p̊uvodńı velikost matice F ,
abychom mohli zpracovat data z daľśıho časového okamžiku.Tedy

min
zt+1
t+n

∥

∥Rmzt+1
t+n

∥

∥

2
= min

zt+1
t+n+1

∥

∥

∥

∥

(

Rmzt+1
t+n

q z(t + n + 1)

)∥

∥

∥

∥

2

=

= min
zt+1
t+n+1

∥

∥Fzt+1
t+n+1

∥

∥

2

Rm =









Rm1 Rm2

Rm3 r









, F =















O

Rm1

... Rm2

O
O · · · O q O

Rm3 0 r















.

Poznamenejme ještě, že přestože matice F nemuśı být horńı trojúhelńıková
(ale ve většině př́ıpad̊u se dá předpokládat, že je, nebot’ q bývá diagonálńı
matice), je minimálńı hodnota této kvadratické normy stále dána druhou
mocninou posledńıho prvku (v posledńı rovnici označen jako r), nebot’ jsme
p̊uvodńı normu rozš́ı̌rili o z(t + n + 1)T qT qz(t + n + 1). Tento př́ır̊ustek lze
volbou z(t + n + 1) = 0 minimalizovat na nulovou hodnotu.

3.3.8 Shrnut́ı

Na závěr shrneme celý pr̊uběh jedné iterace našeho algoritmu t́ım, že ukáže-
me, jak se měńı velikost (rozměr) matice v jádru kvadratické normy.

1. F (t) − d(t) × d(t), d(0) = (n + 1) · n(z) + 1

2. Fx(t) − d(t) × (d(t) − m)-zahrnut́ı omezeńı
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3. Rx(t)−(d(t)−m)×(d(t)−m)-trojúhelńıkováńı a odstraněńı m nulových
řádk̊u

4. Fm(t)− (d(t)−m)× (d(t)−m−n(z)+pe(t))-minimalizace normy přes
proměnné, které již nemohou vystupovat v budoućıch omezeńıch

5. Rm(t)− (d(t)−m− n(z) + pe(t))× (d(t)−m− n(z) + pe(t))-trojúhel-
ńıkováńı a odstraněńı n(z) − pe(t) nulových řádk̊u

6. F (t + 1)− (d(t)−m + pe(t))× (d(t)−m + pe(t)) ≡ d(t + 1)× d(t + 1)-
rozš́ı̌reńı o n(z) nulových řádk̊u a sloupc̊u a o matici q na diagonále

3.4 Př́ıklad

Pro lepš́ı názornost ukážeme pr̊uběh celého algoritmu na našem př́ıkladu
z kapitoly 2.1. Nejprve převedeme stavový popis systému na popis diferenčńı
rovnićı, abychom dostali omezeńı do kvazidiagonálńıho tvaru.

Nejprve vyjádř́ıme přenosy od vstupńıch (měřitelných i neměřitelných)
veličin na výstupńı.

y(z) =
(

C(zI − A)−1B + D
)

u(z) +
(

C(zI − A)−1F + G
)

z(z)

y(z) =
z − 1

z(z − 0.5)
u(z) +

[

z − 1

z(z − 0.5)
1

]

z(z)

pozn.:nutno rozlǐsovat mezi vektorem poruch z a operátorem Z-transforma-
ce z.
Nyńı již snadno zaṕı̌seme náš systém diferenčńı rovnićı

y(t + 2) − 0.5y(t + 1) − u(t + 1) + u(t) = r(t) =

= [ −1 0 ]z(t) + [ 1 0.5 ]z(t + 1) + [ 0 −1 ]z(t + 2)

Dle značeńı zavedeného v této kapitole poṕı̌seme tedy náš systém takto

• z(t) =
(

z1(t)
z2(t)

)

⇒ n(z) = 2

• R = [ −1 0 1 0.5 0 −1 ] ⇒ m = 1, n = 2

V čase od t = 0 do t = 2 jsme změřili výstup a vstup systému a spoč́ıtali
hodnotu rezidua
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r(0) = y(2) − 0.5y(1)− u(1) + u(0) = 2.

Matici q uvažujme q = [ 0.9 0.2 ]. Potom matice v jádru normy bude
nabývat v jednotlivých kroćıch jedné iterace algoritmu následuj́ıćıch hodnot

1. F (0) =





















0.9 0 0 0 0 0 0
0 0.2 0 0 0 0 0
0 0 0.9 0 0 0 0
0 0 0 0.2 0 0 0
0 0 0 0 0.9 0 0
0 0 0 0 0 0.2 0
0 0 0 0 0 0 1





















2. (a) R(0) = [ R −2 ], R
1
(0) = −1,

R
2
(0) = [ 0 1 0.5 0 −1 −2 ]

(b) -inv
(

R
1
(0)
)

· R
2
(0) = [ 0 1 0.5 0 −1 −2 ]

(c) Fx(0) = F (0) ·





















0 1 0.5 0 −1 −2
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1





















=

=





















0 0.9 0.45 0 −0.9 −1.8
0.2 0 0 0 0 0
0 0.9 0 0 0 0
0 0 0.2 0 0 0
0 0 0 0.9 0 0
0 0 0 0 0.2 0
0 0 0 0 0 1





















3. Rx(0) =

















−0.2000 0 0 0 0 0
0 1.2728 0.3182 0 −0.6364 −1.2728
0 0 0.3758 0 −0.5388 −1.0776
0 0 0 −0.9000 0 0
0 0 0 0 0.3933 0.5832
0 0 0 0 0 1.0577
















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4. Fm(0) =

















0 0 0 0 0
1.2728 0.3182 0 −0.6364 −1.2728

0 0.3758 0 −0.5388 −1.0776
0 0 −0.9000 0 0
0 0 0 0.3933 0.5832
0 0 0 0 1.0577

















5. Rm(0) =













1.2728 0.3182 0 −0.6364 −1.2728
0 0.3758 0 −0.5388 −1.0776
0 0 −0.9000 0 0
0 0 0 0.3933 0.5832
0 0 0 0 1.0577













6. F (1) =





















1.2728 0.3182 0 −0.6364 0 0 −1.2728
0 0.3758 0 −0.5388 0 0 −1.0776
0 0 −0.9000 0 0 0 0
0 0 0 0.3933 0 0 0.5832
0 0 0 0 0.9 0 0
0 0 0 0 0 0.2 0
0 0 0 0 0 0 1.0577





















A minimálńı hodnota normy je

min
z(0

2),R·z(0
2)=r(0)

∥

∥

∥

∥

F (0) · z
(

0

2

)∥

∥

∥

∥

= R2
m(0)(5, 5)

.
= 1.12

Na obr.3.1 až 3.6 jsou výsledky simulaćı, které jsme provedli na našem
systému, přičemž jsme uvažovali poruchu p̊usob́ıćı na vstup a na výstup. Na
obr.3.1 je zobrazen výstup soustavy bez p̊usobeńı poruchy a při p̊usobeńı
naznačené aditivńı konstantńı poruchy na vstup. Porucha tedy p̊usobila od
času t = 10 do času t = 30 a měla velikost 1. Na obr.3.2 je zobrazen pr̊uběh
velikosti residua soustavy, opět bez poruchy (nulová hodnota) a s poruchou.
A konečně na obr.3.3 je zobrazen pr̊uběh minimálńı normy poruchového
signálu. Z tohoto pr̊uběhu je patrné, že k nár̊ustu minimálńı normy, a tedy
k detekci poruchy, docháźı pouze v okamžiku, kdy skutečná porucha začala,
resp. přestala p̊usobit. Proč tomu tak je, je zřejmé již z obr.3.1 a 3.2, kde je
vidět, že přenos ze vstupu na výstup naš́ı soustavy má derivačńı (diferenčńı)
charakter, a tud́ıž konstantńı porucha na vstupu se na výstupu neprojev́ı,
a tud́ıž nemůže být ani na základě měřeńı výstupu detekována.

Stejné pr̊uběhy jsou zobrazeny na obr.3.4 až 3.6, ale pro poruchu p̊usob́ıćı
na výstup soustavy. Zde je již porucha detekována po celou dobu jej́ıho
p̊usobeńı.
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Obrázek 3.1: Výstup soustavy při poruše na vstupu
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Obrázek 3.2: Residuum soustavy při poruše na vstupu
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Obrázek 3.3: Minimálńı norma poruchového signálu z při poruše na vstupu
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Obrázek 3.4: Výstup soustavy při poruše na výstupu
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Obrázek 3.5: Residuum soustavy při poruše na výstupu
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Obrázek 3.6: Minimálńı norma poruchového signálu z při poruše na výstupu
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Kapitola 4

Stochastický př́ıstup

4.1 Stochastický model s poruchami

Formálně jiný, ale principiálně stejný, př́ıstup je stochastický pohled namı́sto
pohledu deterministického, který reprezentoval výpočet minimálńı kvadratic-
ké normy poruchového signálu. Uvažujeme tedy stochastický model systému.
Soustavu lineárńı diferenčńı rovnic (1.1) nahrad́ıme soustavou lineárńıch di-
ferenčńıch rovnic s chybovou složkou

yj(t + n) +

n−1
∑

i=0

aj
iyj(t + i) −

n
∑

i=0

bj
iu(t + i) =

dj
0δ(t) + . . . + dj

nδ(t + n) + ej(t + n) (4.1)

j = 1, . . . , m,

Chybová složka e je m-dimenzionálńı náhodný vektor se známou hustotou
pravděpodobnosti e ∼ N(0; Qe), přičemž kovariančńı matice Qe je rovněž
známá. Důvod, proč v rovnici (4.1) mı́sto z ṕı̌seme δ a mı́sto ci ṕı̌seme di,
vyplyne z následuj́ıćıch úprav. Zaved’me tedy

z(t) =

(

δ(t)

e(t)

)

, cj
i =

{ [

dj
i

~0
]

i 6= n
[

dj
i

~1j

]

i = n
,

Přičemž ~1j je vektor dimenze m samých nul, až na j-tou pozici, kde je 1.
Potom můžeme rovnici (4.1) přepsat do tvaru, který je zcela shodný s rovnićı
(dif). Proto dostáváme pro vyjádřeńı lineárńıch omezeńı źıskaných měřeńım
v čase t kompaktńı zápis

r(t) = R · zt
t+n
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A opět pro všechna omezeńı źıskaná v časovém intervalu < 0, t > dostaneme

h = r0
t = H · z0

t+n

a matice H je opět kvazidiagonálńı matice složená z matic R.

4.2 Poruchový signál jako náhodný vektor

Při stochastickém pohledu uvažujeme, že vektor z je náhodný vektor s v́ıce-
dimenzionálńı normálńı hustotou pravděpodobnosti:

p(z) =
1

√

(2π)n(z).
√

detQ
exp
{

−1

2
zT Q−1z

}

Q =

[

Qδ O
O Qe

]

4.3 Význam kovariančńı matice pro detekci

Ćılem je vypoč́ıtat pravděpodobnosti r̊uzných kovariančńıch matićı Qδ pod-
mı́něné měřenými daty (rezidua r). Změnou prvk̊u matice Qδ (předevš́ım těch
na diagonále) vytvář́ıme r̊uzné hypotézy o velikostech jednotlivých poruch.
Tak např́ıklad kovariančńı matice Qδ = ( 100 0

0 1 ) (pro dvousložkový vektor δ)
reprezentuje skutečnost, že prvńı složka vektoru δ má velkou kovarianci (tedy
rozptyl), neboli že je pravděpodobné, že prvńı porucha je nenulová. Naopak
kovariančńı matice Qδ = ( 1 0

0 100 ) reprezentuje opačnou situaci, kdy je prvńı
porucha nulová a druhá nenulová.

Hlavńı rozd́ıl oproti deterministickému př́ıstupu je v tom, že zat́ımco
minimálńı hodnota dané kvadratické formy měla pro nás sama o sobě (bez
hodnot jiných kvadratických forem) informačńı př́ınos, u stochastického př́ı-
stupu tomu tak neńı. Je to zp̊usobeno t́ım, že jednotlivé pravděpodobnosti
nejsou normovány a tud́ıž nám samy o sobě nic neř́ıkaj́ı.

Tak např́ıklad kdybychom poč́ıtali pravděpodobnost kovariančńı matice,
která by reprezentovala p̊usobeńı prvńı poruchy, a mezi dvěma výpočty by
se velikost této poruchy zvětšila, pak by pravděpodobnost, vypočtená při
p̊usobeńı větš́ı poruchy, byla menš́ı než pravděpodobnost poč́ıtaná jako prvńı.
To je zp̊usobeno t́ım, jak modelujeme jednotlivé poruchy. Tedy změnou ko-
variančńı matice hustoty pravděpodobnosti, nikoliv středńı hodnotou. Tud́ıž
maximálńı hodnota pravděpodobnosti je v počátku (nulový vektor poruch
δ) a od něj monotónně klesá. Proto naš́ım ćılem je vypoč́ıtat, kolikrát je
pravděpodobněǰśı jedna kovariančńı matice oproti té druhé. Jinak řečeno
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množina všech kovariančńıch matic, u kterých poč́ıtáme jejich pravděpo-
dobnosti, nám tvoř́ı množinu všech elementárńıch jev̊u. Na této množině
poč́ıtáme rozložeńı hustoty pravděpodobnosti (samozřejmě diskrétńı). To
tedy v praxi znamená, že každou vypočtenou pravděpodobnost normujeme.
A to tak, že ji vyděĺıme součtem všech vypočtených pravděpodobnost́ı. Po-
tom nám všechny pravděpodobnosti daj́ı v součtu hodnotu 1 (100%). Už
z toho je patrné, že poč́ıtat pravděpodobnost pouze jedné kovariančńı mati-
ce, je nesmyslné, nebot’ bychom bez ohledu na měřená data dostávali vždy
stejnou hodnotu (právě 1).

4.4 Výpočet pravděpodobnosti kovariančńı ma-

tice

Přejděme tedy k vlastńımu výpočtu. Poč́ıtáme tedy pravděpodobnost, že
poruchový signál z má dané rozložeńı hustoty pravděpodobnosti (tedy gaus-
sovské s danou kovariančńı matićı Q), podmı́něno pozorovanými daty, které
uvažujeme ve formě soustavy lineárńıch rovnic h = r0

t = H · z0
t+n. Tuto

podmı́něnou pravděpodobnost v čase t můžeme vyjádřit pomoćı Bayesova
vztahu

PQ(i)(t) = p(Q(i) | h) =
p(h | Q(i)).p(Q(i))

p(h)
.

Jelikož p(h) je konstanta nezávislá na Q(i) a obecně plat́ı
∫

p(x, y | . . .) dx =
p(y | . . .), dostaneme

p(Q(i) | h) ∝
∫

p(z, h | Q(i)) dz . p(Q(i)),

p(Q(i)) je apriorńı rozděleńı pravděpodobnosti matice Q, které uvažujeme
rovnoměrné, tedy je to opět konstanta nezávislá na konkrétńım Q(i). Dále
p(z, h | Q(i)) je pro h = r0

t = H · z0
t+n rovna p(z | Q(i)) a pro ostatńı h je

rovna nule. Označ́ıme-li S lineárńı podprostor v z, kde plat́ı r0
t = H · z0

t+n

můžeme psát

p(Q(i) | h) ∝
∫

S

p(z | Q(i)) dz. (4.2)

Přesnou hodnotu p(Q(i) | h) dostaneme znormováńım jednotlivých hodnot
integrál̊u z rovnice (4.2)
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p(Q(i) | h) =

∫

S
p(z | Q(i)) dz

∑N

i=1

(

∫

S
p(z | Q(i)) dz

)

4.5 Rekurzivńı výpočet pravděpodobnosti ko-

variančńı matice

4.5.1 Motivace

Je zřejmé, že rovnice (4.2) opět řeš́ı náš problém pouze principiálně. Pro prak-
tický výpočet je jen těžko použitelná, nebot’ bychom museli poč́ıtat integrál
z n-rozměrné funkce, přičemž n by se v každém kroku zvětšovalo. Proto je
nutné, abychom převedli tento výpočet do rekurzivńı podoby.

4.5.2 Formálńı úpravy

Nejprve formálně uprav́ıme výraz pro hustotu pravděpodobnosti p(z(t) | Q)

P ≡ Q−1, detQ =
1

detQ−1
=

1

detP

p(z(t) | Q) =

√
detP

√

(2π)n(z)
exp

{

−1

2
z(t)T Pz(t)

}

. (4.3)

Nyńı provedeme Choleskyho rozklad matice P , abychom mohli kvadratickou
formu v exponentu hustoty (4.3) přepsat jako kvadratickou normu vektoru
(chol(P )z)

P = mT m

detP = det mT · det m = (det m)2

p(z(t) | Q) =
|det m|
√

(2π)n(z)
exp

{

−1

2
‖m z(t)‖2

}

. (4.4)

Jelikož máme nehomogenńı lineárńı omezeńı, rozš́ı̌ŕıme vektor z o absolutńı
člen

p(z(t) | Q) =
|det m|
√

(2π)n(z)
exp

{

−1

2

∥

∥

∥

∥

(

m o
o′ 0

)(

z(t)

1

)∥

∥

∥

∥

2
}

. (4.5)
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4.5.3 Integrace hustoty pravděpodobnosti přes lineár-

ńı podprostor

Nyńı ukážeme, jak vypoč́ıtat p(Q(i) | r0
t ), tedy pravděpodobnost Q(i) pod-

mı́něnou všemi daty źıskanými do časového okamžiku t, za předpokladu, že
známe hustotu pravděpodobnosti z podmı́něnou matićı Q(i) a všemi daty
źıskanými do časového okamžiku (t − 1). Plat́ı totiž

∫

Hz0
t+n

=r0
t

p
(

z0
t+n | Q(i)

)

dz0
t+n =

∫

Rzt
t+n

=r(t)

p
(

zt
t+n | Q(i), r0

t−1

)

dzt
t+n.

Budeme tedy poč́ıtat integrál z hustoty p(z) přes lineárńı podprostor S, který
je tvořen všemi řešeńımi soustavy lineárńıch rovnic Rz = r(t). Jak tuto
integrovanou hustotu budeme źıskávat, ukážeme později.

Mějme tedy v čase t hustotu pravděpodobnosti z podmı́něnou danou
kovariančńı matićı Q(i) a daty r0

t−1

p
(

zt
t+n | Q(i), r0

t−1

)

=

|detM(t)|
√

(2π)(n+1)n(z)
exp

{

−1

2

∥

∥

∥

∥

(

M(t) m2(t)
o′ 0

)(

zt
t+n

1

)∥

∥

∥

∥

2
}

(4.6)

a budeme poč́ıtat integrál

∫

Rzt
t+n

=r(t)

p
(

zt
t+n | Q(i), r0

t−1

)

dzt
t+n. (4.7)

Daná omezeńı z času t zahrneme do (4.6) principiálně stejným zp̊usobem,
jakým jsme zahrnovali omezeńı při výpočtu minimálńı kvadratické normy

v části 3.3.4. Provedeme tedy substituci
(

zt
t+n

1

)

= A
(

z
t
n(r)+1

t+n

1

)

, kde matice
A bude sestavená stejně jako v části (ref). Po provedeńı této substituce
již nebude matice v jádru kvadratické normy horńı trojúhelńıková, a proto
provedeme jej́ı QR rozklad. Rozděĺıme-li matici R tohoto rozkladu na jed-
notlivé bloky

(

N(t) n12(t)
o′ n22(t)

)

, dostaneme

f
(

z
tn(r)+1

t+n , Q(i), r0
t

)

=

|detM(t)|
√

(2π)(n+1)n(z)
exp

{

−1

2

∥

∥

∥

∥

(

N(t) n12(t)
o′ n22(t)

)(

z
tn(r)+1

t+n

1

)∥

∥

∥

∥

2
}

(4.8)
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Důvodem, proč mı́sto podmı́něné hustoty pravděpodobnosti p
(

z
tn(r)+1

t+n | Q(i), r0
t−1

)

ṕı̌seme obecnou funkci f
(

z
tn(r)+1

t+n , Q(i), r0
t−1

)

, je fakt, že funkce f neńı husto-

tou pravděpodobnosti, nebot’ integrál z ńı neńı roven jedné. Ale pro výpočet
integrálu (4.7) plat́ı

∫

Rzt
t+n

=r(t)

p
(

zt
t+n | Q(i), r0

t−1

)

dzt
t+n =

∫

f
(

z
tn(r)+1

t+n , Q(i), r0
t

)

dz
tn(r)+1

t+n

(4.9)
K výpočtu integrálu na pravé straně rovnice (4.9) je užitečné si kvadratic-
kou normu v exponentu hustoty pravděpodobnosti (4.8) rozdělit na součet
dvou kvadratických norem, přičemž ta prvńı bude obsahovat proměnnou z,
ale ta druhá pouze absolutńı člen. Provedeme tedy následuj́ıćı úpravy (pro
zjednodušeńı zápisu vynecháme časové indexy)

∥

∥

∥

∥

(

N n12

o′ n22

)(

z
1

)∥

∥

∥

∥

2

≡
∥

∥

∥

∥

(

F2 O
o′ f3

)(

z − f1

1

)∥

∥

∥

∥

2

(4.10)

Roznásobeńım levé i pravé strany ekvivalence (4.10) dostaneme

∥

∥

∥

∥

(

Nz + n12

n22

)∥

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

(

F2z − F2f1

f3

)∥

∥

∥

∥

2

(4.11)

Porovnáńım odpov́ıdaj́ıćıch složek v (4.11) dostaneme

F2 = N

f1 = −N−1n12

f3 = n22

Potom můžeme ”hustotu pravděpodobnosti” (4.8) upravit

f
(

z
tn(r)+1

t+n , Q(i), r0
t

)

=
|detM(t)|

√

(2π)n(r)|detN(t)|
· |detN(t)|
√

(2π)(n+1)n(z)−n(r)
×

× exp

{

−1

2

∥

∥

∥
N(t)

(

z
tn(r)+1

t+n + N−1(t)n12(t)
)∥

∥

∥

2
}

· exp

{

−1

2
n2

22(t)

}

=

=
|detM(t)|

√

(2π)n(r)|detN(t)|
exp

{

−1

2
n2

22(t)

}

×

×N
(

−N−1(t)n12(t), (N
T N)−1

)

(4.12)

a integrál z (4.12) je roven
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PQ(i)(t) =

∫

f
(

z
tn(r)+1

t+n | Q(i), r0
t

)

dz
tn(r)+1

t+n =

=
|detM(t)|

√

(2π)n(r)|detN(t)|
exp

{

−1

2
n2

22(t)

}

(4.13)

T́ım jsme źıskali konečný výsledek v čase t, ale vycházeli jsme ze znalosti
podmı́něné hustoty pravděpodobnosti p(zt

t+n | Q, r0
t−1) . Proto muśıme uká-

zat, jak tuto hustotu v źıskáme.

4.5.4 Rekurzivńı integrace

Stejně jako v kapitole, kde jsme poč́ıtali minimálńı kvadratickou normu, i zde
využijeme kvazidiagonalitu matice H. Tedy faktu, že data r(t), r(t + 1), . . .
nezáviśı na z(t − 1), z(t − 2), . . .. Proto můžeme provést celou integraci po-
stupnou d́ılč́ı integraćı přes jednotlivé vektory z(t). T́ım źıskáme rekurzivńı
předpis pro p(zt

t+n | Q, r0
t−1)

p
(

zt
t+n | Q, r0

t−1

)

= p (z(t + n) | Q)

·
∫

Rzt−1
t+n−1=r(t−1)

p
(

zt−1
t+n−1 | Q, r0

t−2

)

dz(t − 1) =

= p (z(t + n) | Q)

∫

Rzt−1
t+n−1=r(t−1)

p (z(t + n − 1) | Q)

·
∫

Rzt−2
t+n−2=r(t−2)

p
(

zt−2
t+n−2 | Q, r0

t−3

)

dz(t − 2) dz(t − 1) =

= p (z(t + n))

∫

Rzt−1
t+n−1=r(t−1)

p (z(t + n − 1) | Q)

·
∫

Rzt−2
t+n−2=r(t−2)

p (z(t + n − 2) | Q)

·
∫

· · ·
∫

Rz0
n=r(0)

p
(

z0
n | Q

)

dz(0) . . . dz(t − 2) dz(t − 1).

Jeden krok této rekurze ukážeme na vyjádřeńı podmı́něné hustoty prav-
děpodobnosti p

(

zt+1
t+n+1 | Q(i), r0

t

)

. Z rovnice (4.12) źıskáme
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p
(

z
tn(r)+1

t+n+1 | Q(i), r0
t

)

=

|detN(t)|
√

(2π)(n+1)n(z)−n(r)
exp

{

−1

2

∥

∥

∥
N(t)

(

z
tn(r)+1

t+n + N−1(t)n12(t)
)∥

∥

∥

2
}

.

Jelikož složky vektoru z
tn(r)+1

t+n s časovým indexem t (tedy vektor z
tn(r)+1

t ,
který označ́ıme z1) se již nemohou vyskytovat v budoućıch datech, zaj́ımá
nás pouze marginálńı hustota pravděpodobnosti vektoru zt+1

t+n (tento vektor
označ́ıme z2). Analogicky jako v rovnićıch (4.10) a (4.11) uprav́ıme kvadra-
tickou normu v exponentu (4.14). Označ́ıme-li

N =

(

N11 N12

O N22

)

, −N−1(t)n12(t) = µ =

(

µ1

µ2

)

,

z
tn(r)+1

t+n =

(

z
tn(r)+1

t

zt+1
t+n

)

=

(

z1

z2

)

,

pak můžeme psát

∥

∥

∥

∥

(

N11 N12

O N22

)(

z1 − µ1

z2 − µ2

)∥

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

(

F1 O
O F2

)(

(z1 − µ1) − f3

(z2 − µ2)

)∥

∥

∥

∥

2

(4.14)

⇒ F2 = N22, F1 = . . .

Pro vyjádřeńı µ2, vyjádř́ıme nejprve inverzi matice N . Př́ımým výpočtem lze
ověřit, že je zřejmě rovna

N−1(t) =

(

N−1
11 −N−1

11 N12N
−1
22

O N−1
22

)

.

Označ́ıme-li n12(t) =
(

n121

n122

)

, dostaneme

µ = −N−1(t)n12(t) ⇒ µ2 = −N−1
22 n122.

Nyńı již můžeme vyjádřit hledanou hustotu pravděpodobnosti

p
(

zt+1
t+n | Q(i), r0

t

)

= N
(

−N−1
22 n122, (N

T
22N22)

−1
)

.

Podmı́něnou hustotu pravděpodobnosti vektoru zt+1
t+n+1 již źıskáme snadno

43



p
(

zt+1
t+n+1 | Q(i), r0

t

)

= N
(

−N−1
22 n122, (N

T
22N22)

−1
)

×N
(

0, (mT m)−1
)

.
(4.15)

Abychom tuto hustotu dostali do tvaru, v kterém byla uvedena hustota
v (4.6), provedeme jednoduché úpravy kvadratické normy v exponentu hu-
stoty pravděpodobnosti (4.15)

∥

∥N22

(

zt+1
t+n − µ2

)∥

∥

2
+‖m z(t + n + 1)‖2 =

∥

∥

∥

∥

(

N22 O
O m

)(

zt+1
t+n − µ2

z(t + n + 1)

)∥

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

(

M(t + 1) m2(t + 1)
o′ 0

)(

zt+1
t+n+1

1

)∥

∥

∥

∥

2

,

kde M(t+1) =

(

N22(t) O
O m

)

, m2(t+1) =

(

−N22(t)µ2

O

)

=

(

n122

O

)

.

4.6 Př́ıklad

Celý algoritmus popsaný v této kapitole budeme demonstrovat na systému
z kapitoly 2.1.Jak jsme popsali na začátku této kapitoly, rozš́ı̌ŕıme popis
systému o chybovou složku e (šum)

y(t + 2) − 0.5y(t + 1) − u(t + 1) + u(t) = r(t) =

= [ −1 0 ]δ(t) + [ 1 0.5 ]δ(t + 1) + [ 0 −1 ]δ(t + 2) + e(t + 2) =

= [ −1 0 0 ]z(t) + [ 1 0.5 0 ]z(t + 1) + [ 0 −1 1 ]z(t + 2).

Matice R je tedy

R = [ −1 0 0 1 0.5 0 0 −1 1 ].

Budeme poč́ıtat pravděpodobnosti tř́ı kovariančńıch matic, odpov́ıdaj́ıćıch
po řadě situaci bez poruchy, s poruchou na vstupu a s poruchou na výstupu.
Bude-li σe (tedy odmocnina z rozptylu šumu) např. 0.05, pak jednotlivé ma-
tice m (tedy choleskyho faktory př́ıslušných informačńıch matic) mohou vy-
padat typicky takto

m1 =





100 0 0
0 100 0
0 0 20



 , m2 =





0.01 0 0
0 100 0
0 0 20



 , m3 =





100 0 0
0 0.01 0
0 0 20



 .
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Obrázek 4.1: Predikce výstupu a pravděp. jednotlivých poruch při poruše na
výstupu a σe = 1e − 4
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Obrázek 4.2: Predikce výstupu a pravděp. poruchy (libovolné) při poruše na
výstupu a σe = 0.05

Na obr.4.1 až 4.4 jsou výsledky simulaćı pro poruchu o velikosti 1 p̊usob́ıćı
na výstup soustavy od času t = 10 do času t = 30. Jednotlivé pr̊uběhy se
lǐśı velikost́ı rozptylu šumu p̊usob́ıćı rovněž na výstupu. Je patrné, že detekce
poruchy je t́ım lepš́ı, č́ım větš́ı je poměr mezi velikost́ı poruchy a šumu (poměr
signál-̌sum). To je obzvláště zřejmé z obr.4.4, kde velikost šumu je tak velká,
že výstup zat́ıžený poruchou lež́ı v oblasti, kde lze s 90% pravděpodobnost́ı
očekávat hodnotu výstupu. Proto také porucha detekována neńı.

Na obr.4.5 je výsledek detekce pro poruchu p̊usob́ıćı na vstup a σe =
1e − 4, pro porovnáńı s výsledky detekce pro deterministický př́ıpad.
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Obrázek 4.3: Predikce výstupu a pravděp. poruchy (libovolné) při poruše na
výstupu a σe = 0.1
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Obrázek 4.4: Predikce výstupu a pravděp. poruchy (libovolné) při poruše na
výstupu a σe = 0.5
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Obrázek 4.5: Pravděp. jednotlivých poruch při poruše na vstupu a σe = 1e−4
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Kapitola 5

Aplikace na reálném př́ıpadě z

praxe - Ř́ızeńı spalováńı uhĺı v

teplárně Otrokovice

5.1 Úvod

Algoritmus detekce poruch jsme aplikovali na detekci poruch analyzátor̊u
spalin v procesu spalováńı uhĺı v teplárně Otrokovice.

5.2 Ř́ıd́ıćı proces

Popǐsme nejprve celý ř́ıd́ıćı proces. Úkolem je prostřednictv́ım regulace množ-
stv́ı hmotnostńıho toku paliva - uhelného prášku (F ) a hmotnostńıho toku
vzduchu (A) dosáhnout optimálńıch hodnot koncentraćı kysĺıku ([O2]), oxidu
uhelnatého ([CO]) a oxid̊u duśıku ([NOx]) ve smyslu kritéria (stochastického,
nebot’ jednotlivé koncentrace považujeme za náhodné procesy)

min
∑

k,t

ωk P

(

yk

(

t, v(t)
)

> Lk

)

(5.1)

Jedná se tedy o minimalizaci váženého (koeficienty wk) součtu pravděpodob-
nost́ı, že veličina yk je větš́ı než jej́ı př́ıslušná horńı mez, prostřednictv́ım
parametr̊u v (např́ıklad poměr A/F ). Veličiny yk jsou tedy př́ıslušné kon-
centrace [O2], [CO], [NOx], přičemž pro stanoveńı dolńıch meźı budeme za yk

brát −[O2],−[CO],−[NOx]. Pro predikci pravděpodobnost́ı v (5.1) je použit
adaptivńı regresńı model. V každém okamžiku, kdy jsou změřena data, se
vypoč́ıtá pravděpodobnost koeficient̊u tohoto regresńıho modelu podmı́něná
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všemi změřenými daty. Z této podmı́něné pravděpodobnosti se pak urč́ı
př́ıslušné nejvěrohodněǰśı odhady všech koeficient̊u. Pro úplnost pozname-
nejme, že jelikož se odhaduj́ı časově proměnné parametry, je pro časový krok
odhadu parametr̊u použito tzv. zapomı́náńı, konkrétně omezené zapomı́náńı.

5.3 Úkol detekce poruch

Problém tohoto adaptivńıho ř́ızeńı spoč́ıvá v časté poruchovosti senzor̊u (tzv.
analyzátor̊u), které měř́ı př́ıslušné koncentrace, a jejichž výstupy př́ımo ovliv-
ňuj́ı výsledné odhady parametr̊u modelu. Poruchy těchto analyzátor̊u se mo-
hou nejčastěji projevovat bud’ ‘zamrznut́ım’ v nějaké krajńı poloze, nebo
mohou mı́t na výstupu stále náhodnou trajektorii, ale ta je stále méně ko-
relována se skutečnými hodnotami. Řešeńı tohoto problému by měl přinést
algoritmus automatické detekce poruch. Jeho úkolem je tedy rozhodnout,
jestli daný (nebo pouze obecně nějaký) analyzátor je v poruše a jeho data
tedy nemaj́ı být použita k adaptaci koeficient̊u modelu.

5.4 Struktura systému

Pro určeńı modelu systému, muśıme nejprve určit strukturu celého mode-
lu. To jinými slovy znamená, že muśıme zjistit, na kterých veličinách záviśı
vývoj jednotlivých koncentraćı [O2], [CO], [NOx] v čase a na kterých naopak
nezáviśı (nebo jsou tyto závislosti statisticky nevýznamné, a proto si je
můžeme dovolit zanedbat). Jelikož řešeńı tohoto problému neńı součást́ı této
práce, uvedu zde pouze výsledky, které jsem sám převzal a které byly pak
využity pro vlastńı řešeńı problému detekce poruch.

Pro koncentraci [O2] existuje jednoduchý teoretický model (např. [8],[9])
ve formě stechiometrické bilance hořeńı paliva

[O2](t) =
0.21 Aa(t) − Fa(t)

Aa(t)
, (5.2)

kde Aa a Fa jsou skutečné hodnoty množstv́ı vzduchu a paliva v molech.
Každou z těchto hodnot můžeme vyjádřit jako funkci hmotnostńıch tok̊u
př́ıslušných veličin
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Aa(t) =

nA
∑

k=0

ΘA
k A(t − k)

Fa(t) =

nF
∑

k=0

ΘF
k F (t − k), (5.3)

kde ΘA, resp. ΘF jsou př́ıslušné koeficienty.
Po dosazeni (5.3) do (5.2) a jednoduché úpravě dostaneme

nA
∑

k=0

ΘA
k A(t − k)

(

[O2](t) − 0.21
)

+

nF
∑

k=0

ΘF
k F (t − k) = 0 ' e1(t), (5.4)

kde e1 je normálně rozdělený šum e1 ∼ N (0, σ2
e1

).
Poznamenejme, že přestože rovnice (5.4) neńı lineárńı vzhledem k proměn-
ným veličinám [O2] a A, je lineárńı v hledaných parametrech, a proto bude
možno k jejich odhadu použ́ıt lineárńı regrese.

Jinou možnost́ı je použit́ı
”
klasického” lineárńıho modelu. Chybu tako-

vého modelu lze částečně zmenšit vhodnou nelineárńı transformaćı dat. Pro
náš př́ıpad se ukázalo vhodným použ́ıt funkci logaritmus, takže model pro
koncentraci [O2] bude mı́t strukturu

nA
∑

k=0

ΘA
k log A(t−k)+

nO2
∑

k=0

ΘO2
k log

(

[O2](t−k)−0.21
)

+

nF
∑

k=0

ΘF
k F (t−k) = 0 ' e1(t).

Kromě vzduchu A, který je do procesu hořeńı přiváděn ř́ızeně a je i měřen,
ovlivňuje hořeńı nezanedbatelným zp̊usobem také vzduch, který vniká do
hořák̊u nekontrolovaně d́ıky r̊uzným netěsnostem. Tento vzduch budeme na-
zývat

”
falešný” vzduch a budeme ho značit Af . Pro jednoduchost budeme

předpokládat, že jeho velikost je během celého hořeńı konstantńı. Jeho kon-
krétńı velikost můžeme odhadnout jednoduše metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

k1 (A(t) + Af (t)) ([O2](t) − 0.21) + k2F (t) = 0,

kde konstanty k1 a k2 reprezentuj́ı převodńı konstanty (ześıleńı) př́ıslušných
měř́ıćıch člen̊u. Jednoduchou úpravou dostaneme
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([O2](t) − 0.21)Af(t) + c · F (t) + ([O2](t) − 0.21)A(t) = 0, c =
k2

k1

z(t) =
(

[O2](t) − 0.21 F (t) ([O2](t) − 0.21)A(t)
)

Z = z0
T , theta =

(

Af c 1
)T

theta = arg min
theta

(

‖Z · theta‖2)

Přičemž minimalizaci výrazu ‖Z · theta‖2 provedeme efektivně opět pomoćı
QR-rozkladu matice Z. Dále již budeme pod označeńım A rozumět A + Af .

Pro koncentrace [CO], [NOx] již podobný jednoduchý teoretický model
neexistuje, a proto je nutné určit př́ıslušné závislosti z naměřených dat statis-
tickým ověřováńım hypotéz odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušné závislosti. Jako výsledek
bychom obdrželi

{

[CO], [O2]
}

−→
{

[CO]
}

{

[NOx], A, F, [O2], [CO]
}

−→
{

[NOx]
}

(5.5)

Tato přǐrazeńı vyjadřuj́ı skutečnost, že pokud zahrneme současné a minulé
hodnoty veličin v levé složené závorce do modelu veličiny v pravé složené
závorce, pak zmenš́ıme chybu predikce.

Ze vztah̊u (5.5) vyplývá, že pro koncentrace [CO] a [NOx] vycháźı au-
toregresńı modely (ARX), tedy modely uvažuj́ıćı závislost př́ıslušné veličiny
na svých minulých hodnotách. Přestože ARX modely dávaj́ı nejmenš́ı chybu
jednokrokové predikce, nemuśı být vždy vhodné je použ́ıt. Jejich chyba pre-
dikce je totiž závislá (citlivá) na změně frekvenčńıho spektra př́ıslušného
signálu, k čemuž může doj́ıt, aniž by se nějak výrazně zvětšila chyba měřeńı
daného signálu. Tato skutečnost je pro problém detekce poruch nevhodná,
a proto mı́sto model̊u ARX použ́ıváme modely bez autoregresńı závislosti
(můžeme je značit CRX). Tyto modely jsou t́ım pádem necitlivé na změnu
koeficient̊u autoregresńı části, ale jsou citlivé pouze na změny ve vzájemných
závislostech mezi jednotlivými veličinami.Pro modely CRX tedy dostaneme
mı́sto přǐrazeńı (5.5), přǐrazeńı

{

[O2]
}

−→
{

[CO]
}

{

A, F, [O2], [CO]
}

−→
{

[NOx]
}

(5.6)
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Z (5.6) př́ımo vyplývá struktura diferenčńıch rovnic pro koncentrace [CO]
a [NOx]

log[CO](t) +

nO2
∑

k=0

ΘO2

k [O2](t − k) = e2(t)

[NOx](t) +

nA
∑

k=0

ΘA
k A(t − k) +

nF
∑

k=0

ΘF
k F (t − k) +

+

nO2
∑

k=0

ΘO2
k [O2](t − k) +

nCO
∑

k=0

ΘCO
k log[CO](t − k) = e3(t), (5.7)

kde e2, resp. e3 jsou opět normálně rozdělené šumy s nulovou středńı hod-
notou a př́ıslušným rozptylem σ2

e2
, resp. σ2

e3
.V rovnici (5.7) je mı́sto samotné

koncentrace [CO] použit jej́ı logaritmus, nebot’ takový lineárńı model lépe
odpov́ıdá skutečnosti.

Ještě lepš́ıch výsledk̊u dosáhneme provedeme-li transformaci dat [NOx] ,
resp. [CO] tak, aby takto vzniklá data (označ́ıme je lin[NOx], resp. lin[CO])
lépe splňovala předpoklad lineárńı závislosti. Můžeme např́ıklad provést kva-
dratickou transformaci, přičemž jej́ı koeficienty urč́ıme tak, abychom mini-
malizovali odchylku lin[NOx], resp. lin[CO] od k-násobku lin[O2](lin[O2] =
log([O2] − 0.21) ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u.

lin[NOx] = α0 +

2
∑

k=1

αk[NOx]
k = k · lin[O2]

α0 +

2
∑

k=1

αk[NOx]
k + lin[O2] = 0

z(t) =
(

1 [NOx](t) [NOx]
2(t) lin[O2](t)

)

Z = z0
T

α = arg min
α

(

∥

∥

∥

∥

Z ·
(

α

1

)∥

∥

∥

∥

2
)

Před vlastńım odhadováńım parametr̊u našeho modelu je potřeba vyřešit
problém, jak určit ty parametry, které jsou přesně nulové. Nebot’ d́ıky za-
okrouhlovaćım chybám, ale předevš́ım d́ıky aproximativńı volbě struktury
modelu, nám žádný z parametr̊u nevyjde přesně nulový. Jednou možnost́ı je
určit dolńı a horńı meze index̊u v sumách v rovnićıch (5.4) a (5.7), jinými
slovy určit zpožděńı a řád dané závislosti. K tomu byla opět použita stati-
stická metoda testováńı př́ıslušných hypotéz. Výsledkem je
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• pro model [O2] : kA = {0, . . . , 3}; kF = {5, . . . , 7}

• pro model [CO] : kO2 = {1, . . . , 4}

• pro model [NOx] : kA = {2, . . . , 4}; kF = {2, . . . , 4}; kO2 = {0, . . . , 8};
kCO = {0, . . . , 3}

Takto jsme vybrali nejlepš́ı strukturu, ale pouze z takových, které maj́ı ne-
nulové parametry v souvislé časové posloupnosti, tedy všechny paramet-
ry s menš́ım, resp. větš́ım časovým indexem než je př́ıslušný dolńı, resp.
horńı index jsou nulové. To nám jistě zužuje výběr možných struktur. Jinou
možnost́ı, která připoušt́ı nulové parametry na libovolném mı́stě, je porovnat
během samotné odhadovaćı procedury velikost př́ıslušného parametru s jeho
rozptylem. Pokud je odhad parametru menš́ı než dvojnásobek jeho rozptylu,
polož́ı se přesně roven nule. Proto se muśı odhadovaćı procedura provést
dvakrát. V prvńım pr̊uchodu se zjist́ı, které parametry jsou nulové, a teprve
ve druhém se provede konečný odhad ostatńıch parametr̊u.

5.5 Parametry modelu

Nyńı můžeme přistoupit k určeńı parametr̊u (lépe řečeno jejich odhad̊u)
CRX modelu, jehož strukturu jsme popsali v předchoźı části. Nejprve zave-
deme označeńı.Označme n řád celého systému, tedy nejvyšš́ı hodnotu horńıho
indexu k v (5.4). Potom vektor dat (regresor) a vektor parametr̊u odpov́ıda-
j́ıćı d́ılč́ımu modelu pro jednu koncentraci je

g(t) =
[

A(t)
(

[O2](t) − 0.21
)

, . . . , A(t − n)
(

[O2](t) − 0.21
)

,

A(t), . . . , A(t − n), F (t), . . . , F (t − n), [O2](t), . . . , [O2](t − n),

log[CO](t), . . . , log[CO](t − n), [NOx](t), . . . , [NOx](t − n), 1
]T

Θi =
[

θAOi

0 , . . . , θAOi

n , θAi

0 , . . . , θAi

n , θFi

0 , . . . , θFi

0 ,

θOi

0 , . . . , θOi

n , θCi

0 , . . . , θCi

n , θNi

0 , . . . , θNi

n , ai
]T

i = O2, CO, NOx Θi − rozměr (6(n + 1) + 1) × 1 ≡ d × 1

Matice všech parametr̊u je
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ΘT =





ΘT
O2

ΘT
CO

ΘT
NOx



 ≡





ΘT
1

ΘT
2

ΘT
3



 (5.8)

Je zřejmé, že matice Θ je velmi ř́ıdká. Nulové prvky odpov́ıdaj́ı koeficient̊um,
které podle (5.4) jsou apriori nulové. Dále v každém řádku je jedna jednička,
která zajǐst’uje jednoznačnost odhadu. Standardně se voĺı tam, kde je koefi-
cient odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušné modelované veličině v čase t, v našem př́ıpadě
jsou to tedy prvky Θ (1, 1) = Θ (2, 4(n + 1) + 1) = Θ (3, 5(n + 1) + 1) = 1 =
θAO1
0 = θC2

0 = θN3
0 . Při tomto označeńı můžeme psát rovnice (5.4) a (5.7)

v maticovém tvaru

gT (t)Θi = ei(t), i = 1, . . . , 3.

Máme-li data od času t=0 do času t=T, pak

gT

(

n

T

)

Θi = GΘi = ei

(

n

T

)

= ~ei, i = 1, . . . , 3,

přičemž p
(

~ei

)

∝ σ−1
ei

exp

(

− 1

2σ2
ei

~eT
i ~ei

)

. (5.9)

Potom pro Bayesovský odhad parametr̊u Θi (viz [4]) plat́ı

p(Θi, σei
| DT ) ∝ l(Θi, σei

| DT ).p(Θi, σei
),

l(Θi, σei
| DT ) ∝ σ−K

ei
exp

(

− 1

2σ2
ei

ΘT
i GT GΘi

)

,

přičemž K = T − n + 1, což je počet využitelných dat.

Neinformativńı apriorńı hustota pravděpodobnosti je

p(Θi, σei
) ∝ σ−1

ei
,

potom

p(Θi, σei
| DT ) ∝ σ−K+1

ei
exp

(

− 1

2σ2
ei

‖ΘiG‖2

)

, (5.10)

označ́ıme-li

Θ̂i = arg(min
Θi

‖ΘiG‖2) a f 2 = min
Θi

‖ΘiG‖2 =
∥

∥

∥
Θ̂iG

∥

∥

∥

2

,
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můžeme psát

p(Θi, σei
| DT ) ∝ σ−K+1

ei
exp

(

− f 2

2σ2
ei

− 1

2σ2
ei

∥

∥

∥(Θi − Θ̂i)G
∥

∥

∥

2
)

,

potom pro marginálńı hustotu pravděpodobnosti σei
, resp. Θi plat́ı

p(σei
| DT ) ∼ χ2

K−n

(

f 2

σ2
ei

)

⇒ σ̂2
ei

= E{σ2
ei
| DT} =

f 2

K − n
,

resp.

p(Θi | DT ) ∼ tn

(

Θ̂i,
f 2

K − n
(GT G)−1, (K − n)

)

,

kde χ2
ν je rozděleńı ch́ı-kvadrát s ν stupni volnosti a tn(EX, varX, ν) je n-

rozměrné Studentovo rozděleńı s danou středńı hodnotou a rozptylem a s ν
stupni volnosti.

Vrat’me se ke kvadratické formě ‖ΘiG‖2, která se vyskytuje ve výrazech
pro podmı́něné hustoty pravděpodobnosti v rovnici (5.10), a ukažme, jak lze
efektivně numericky vypoč́ıtat hodnoty Θ̂i a f 2, které potřebujeme pro výpo-
čet odhad̊u parametr̊u a rozptylu šumu. Na prvńı pohled by se mohlo zdát,
že minimálńı hodnota této normy je nulová, a to volbou nulového vektoru Θi.
Problém je ovšem v tom, že, jak jsme dř́ıve poznamenali, vektor Θi nemůže
nabývat libovolných hodnot. Některé složky jsou nulové a právě jedna jeho
složka je fixována na hodnotu 1. Proto naš́ım úkolem je řešit problém mi-
nimalizace kvadratické formy za lineárńıch omezeńı, které př́ımo předepisuj́ı
některým složkám vektoru Θi pevné hodnoty. Jelikož je celý postup obdobný
postupu, který jsme podrobně popsali v části 3.3, poṕı̌seme ho pouze stručně.

Nejprve provedeme QR rozklad matice G. Předt́ım ale odstrańıme z ma-
tice G ty sloupce, které odpov́ıdaj́ı složkám vektoru Θi, které jsou apriori
nulové. A dále prohod́ıme sloupce tak, že sloupec odpov́ıdaj́ıćı složce vekto-
ru Θi, která muśı nabývat hodnoty jedna, bude vpravo od všech ostatńıch
sloupc̊u. Takto modifikovanou matici rozlož́ıme QR rozkladem a matici R
tohoto rozkladu označ́ıme jako Gr. Matice Gr je čtvercová matice rozměru
(li, li), kde li je počet (apriori) nenulových složek vektoru Θi. Jelikož upravená
matice G má mnohem v́ıce řádk̊u (jejich počet je K - počet dat) než sloupc̊u
(těch je také li), můžeme provést tzv. ekonomický QR rozklad, v kterém se
poč́ıtá pouze prvńıch li sloupc̊u matice Q. Pokud je matice Gr singulárńı, to
jest, pokud má někde na diagonále nulový prvek, uprav́ıme tuto matici tak,
aby odpov́ıdala zobecněnému choleskyho faktoru matice GT

r Gr. Tuto úpravu
jsme popsali v části 3.3.5. Pro jednoduchost označme takto upravenou matici
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Obrázek 5.1: Predikce [O2] a chyba této predikce

opět Gr. Nyńı tedy můžeme spoč́ıtat Θ̂i tak, že postupně poč́ıtáme jednotlivé
složky tohoto vektoru odspodu (samozřejmě kromě posledńı složky, která
má hodnotu jedna), přičemž pokud naraźıme na nulový prvek na diagonále,
můžeme př́ıslušnou složku vektoru Θi libovolně zvolit. Minimálńı hodnota
výrazu ‖ΘiG‖2 (v rovnici (5.10) jsme ji označili f 2) je pak rovna druhé moc-
nině posledńıho prvku na diagonále matice Gr (jak jsme rovněž ukázali v části
3.3.3).

5.6 Vlastńı detekce poruch

Pro úspěšnou detekci poruch je samozřejmě d̊uležité, aby náš model odpov́ı-
dal co nejlépe skutečnosti, tedy aby predikce budoućıch hodnot byla bĺızká
skutečným hodnotám. Na obr.5.1 až 5.3 jsou zobrazeny pr̊uběhy predikce
pro jednotlivé koncentrace [O2], [CO], [NOx] včetně relativńıch chyb v pro-
centech. Predikce a následné porovnáńı se skutečnými hodnotami bylo prove-
deno na souboru dat poř́ızených v pr̊uběhu jednoho dne na jednom z kotl̊u
v teplárně Otrokovice. Je vidět, že maximálńı chyba predikce dosahuje hod-
not v řádech jednotek procent, což je vzhledem k neurčitostem v procesu
spalováńı uspokojivé. V obrázćıch, kde jsou vykresleny predikce budoućıch
hodnot, je rovněž vynačena tzv. konfidenčńı oblast pro pravděpodobnost
90%. Tato oblast vyznačuje pro každý okamžik rozsah hodnot, v kterých
lež́ı s pravděpodobnost́ı 90% skutečná hodnota př́ıslušné koncentrace.

Vedle správné detekce poruch je neméně d̊uležité nedetekovat poruchu za
bezporuchového stavu. Na obr.5.4 je výsledek detekce na datech bez poruchy.
Prvńı obrázek znázorňuje pravděpodobnosti jednotlivých poruch, druhý pak
pravděpodobnost libovolné (z námi uvažovaných) poruchy. Je vidět, že po-
rucha nebyla skutečně detekována až na krátkodobé impulsńı ”poruchy”
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Obrázek 5.2: Predikce [CO] a chyba této predikce
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Obrázek 5.3: Predikce [NOx] a chyba této predikce
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Obrázek 5.4: Pravděpodobnosti jednotlivých poruch a pravděpodobnost li-
bovolné poruchy
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Obrázek 5.5: Poruchy [O2] v p̊uvodńıch a transformovanýh datech

[CO], které nebylo možno naš́ım modelem postihnout. I přesto tyto impulsńı
”poruchy” nezp̊usobily nár̊ust pravděpodobnosti nějaké poruchy nad 50%.

Jako prvńı uvedeme výsledky detekce při simulaci poruch na analyzátoru
[O2]. Uvažovali jsme dva typy poruch. Jednak skokovou poruchu s ampli-
tudou 0.02, která p̊usobila na vzorky z intervalu < 3600, 4500 >, a jednak
poruchu, která se postupně zvětšuje až po svoje maximum (-0.02), a pak se
opět zmenšuje. Ta p̊usobila v intervalu < 6000, 6900 >. Obě poruchy jsou
dobře patrné z obr.5.5. Na obr.5.5 je znázorněno, jak se poruchy projev́ı
v transformovaných (linearizovaných) datech, z kterých jsou pak poruchy
skutečně detekovány. Je vidět, že amplituda poruch je relativně menš́ı v̊uči
bezporuchové hodnotě Lin[O2] než je tomu u netransformovaných dat. To je
samozřejmě nežádoućı, ale je to daň za lepš́ı model s menš́ı chybou predikce,
a tedy za správnou detekci při bezporuchovém stavu.
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Obrázek 5.6: Residua při poruchách analyzátoru [O2]
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Obrázek 5.7: Pravděpodobnosti jednotlivých poruch a pravděpodobnost li-
bovolné poruchy při poruše [O2]

Na obr.5.6 jsou znázorněny pr̊uběhy residúı všech tř́ı rovnic. Jak jsme
již uvedli v předchoźıch kapitolách, residua jsou kĺıčová pro vlastńı detekci
poruch. Pro úspěšnou detekci je potřeba, aby se porucha co nejvýrazněji
v residúıch projevila, což je v tomto př́ıpadě splněno.

A konečně na obr.5.7 je výsledek celé detekce pro poruchy na analyzátoru
[O2].

Na obr.5.8 až 5.10 jsou zobrazeny stejné pr̊uběhy jako na předchoźıch
obrázćıch, ale pro poruchy na analyzátoru [CO]. A to konkrétně pro poruchu
skokovou s amplitudou 200 na intervalu < 10000, 11500 > a pro poruchu
postupně se zvětšuj́ıćı s amplitudou 200 na intervalu < 4000, 5500 >. Na
obr.5.8 je dobře vidět negativńı efekt, který s sebou přináš́ı transformace
dat za účelem linearizace př́ıslušné závislosti. Zvláště u graduj́ıćı poruchy je
vidět, že porucha s určitou velikost́ı se v transformovaných datech neprojev́ı,
a proto nemůže být detekována. Zelenou barvou je v obrázćıch znázorněno,
kdy pravděpodobnost poruchy (jakékoliv) je větš́ı než padesát procent. De-
tekce poruch analyzátoru [CO] dopadla ze všech tř́ı detekćı nejh̊uře, přesněji
řečeno poměr mezi poruchovým signálem a skutečným signálem muśı být
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Obrázek 5.8: Poruchy [CO] v p̊uvodńıch a transformovanýh datech
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Obrázek 5.9: Residua při poruchách analyzátoru [CO]

u analyzátoru [CO] největš́ı, aby byla detekována porucha.
A konečně na obr.5.11 až 5.13 jsou výsledky detekce poruch analyzátor̊u

při simulované poruše na analyzátoru [NOx]. Opět byla simulována jednak
porucha skoková s amplitudou 110 na intervalu < 3500, 5500 > a jednak
porucha postupně se zvětšuj́ıćı s amplitudou 150 na intervalu < 7500, 9000 >.

V kapitole, kde jsme se zabývali volbou struktury našeho modelu, jsme
teoreticky zd̊uvodnili oprávněnost volby CRX modelu, tedy modelu, který
neobsahuje závislost modelované veličiny na svých minulých hodnotách, ale
pouze na současných a minulých hodnotách ostatńıch veličin. Nyńı oprávně-
nost této volby potvrd́ıme i experimentálně. Na obr.5.14 jsou znázorněny rela-
tivńı chyby predikce (v procentech) ARX modelu pro koncentrace [O2], [CO],
[NOx], tak jak jsou na obr.5.1 až 5.3 znázorněny tytéž chyby predikce CRX
modelu. Ze vzájemného porovnáńı je zřejmé, že ARX modely maj́ı výrazně
menš́ı chybu predikce, někde i o řád. Proto také výsledek detekce poruch za
bezporuchové situace bude pro tyto modely př́ıznivěǰśı, jak dokládá obr.5.15.
Naopak pro detekci poruch při výskytu nějaké poruchy, je kĺıčové, jak se po-
rucha v datech projev́ı v residúıch. Na obr.5.16 jsou zobrazena residua při
poruše analyzátoru [O2]. Z nich je patrné, že přenos z poruchy na residua
má derivačńı (diferenčńı) charakter, a proto se konstantńı porucha projev́ı
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Obrázek 5.10: Pravděpodobnosti jednotlivých poruch a pravděpodobnost li-
bovolné poruchy při poruše [CO]
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Obrázek 5.11: Poruchy [NOx] v p̊uvodńıch a transformovanýh datech
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Obrázek 5.12: Residua při poruchách analyzátoru [NOx]
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Obrázek 5.13: Pravděpodobnosti jednotlivých poruch a pravděpodobnost li-
bovolné poruchy při poruše [NOx]
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Obrázek 5.14: Relativńı chyby predikce ARX modelu pro jednotlivé ana-
lyzátory

v residuech pouze při vzniku a zániku poruchy. To potvrzuj́ı i vlastńı výsledky
celé detekce na obr.5.17.

Jak jsme poznali výše, přináš́ı transformace dat za účelem zlinearizováńı
modelovaných závislost́ı pro detekci poruch i svá negativa. Předevš́ım u po-
ruch analyzátoru [CO] jsme poznali, že transformace dat může znemožnit
detekci poruchy o určité velikosti. Přesto je tato transformace nezbytná, jak
ukazuje obr.5.18, kde je zobrazen výsledek detekce při simulované poruše
analyzátoru [CO], přičemž ale model byl vytvořen mezi netransformovanými
veličinami. Je vidět, že chyba takového modelu je natolik velká, že docháźı
k detekci poruchy i za bezporuchového stavu.
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Obrázek 5.15: Pravděpodobnosti jednotlivých poruch a pravděpodobnost li-
bovolné poruchy za bezporuchové situace
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Obrázek 5.16: Residua ARX modelu při poruše analyzátoru [O2]
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Obrázek 5.17: Pravděpodobnosti jednotlivých poruch a pravděpodobnost li-
bovolné poruchy při poruše [O2]
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Obrázek 5.18: Data [CO] i s poruchami a pravděpodobnost libovolné poruchy
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Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo popsat efektivńı algoritmy automatické de-
tekce poruch, a to konkrétně algoritmus výpočtu minimálńı normy poru-
chových signál̊u daného dynamického systému pro deterministický př́ıpad,
resp. algoritmus výpočtu pravděpodobnost́ı r̊uzných kovariančńıch matic (re-
prezentuj́ıćı r̊uzné poruchy) těchto poruchových signál̊u (uvažovaných jako
náhodné veličiny) pro stochastický př́ıpad. Zároveň bylo ćılem ukázat funk-
čnost nejen těchto algoritmů, ale i zvoleného př́ıstupu k detekci jako takového,
na konkrétńım př́ıkladě, včetně komplexńıho problému z praxe.

Funkčnost obou algoritmů jsme skutečně ověřili na jednoduchém ad hoc
zvoleném př́ıkladě. Ale i tento jednoduchý př́ıklad nám poodhalil kĺıčové
skutečnosti, které muśı být pro úspěšnou detekci dané poruchy splněny. Je
to předevš́ım skutečnost vyplývaj́ıćı z evidentńıho faktu, že pokud chceme
z měřených dat (výstupy daného systému) detekovat danou poruchu, je nez-
bytné, aby se tato porucha v těchto datech co nejvýrazněji projevila. Setkali
jsme se v zásadě se dvěma obecněǰśımi př́ıpady, kdy toto nemuśı být splněno.
K prvńımu př́ıpadu dojde v momentě, kdy velikost neurčitosti v měřených da-
tech je srovnatelná nebo dokonce větš́ı než velikost detekované poruchy. Tato
neurčitost může být zp̊usobena nepřesnost́ı (což je jiný pojem pro neurčitost)
modelu nebo nepřesnost́ı měřeńı (velký šum měřeńı). To jsme názorně de-
monstrovali na stochastickém př́ıkladě v části 4.6, kde při postupném zvět-
šováńı rozptylu šumu měřeńı jsme dosáhli momentu, kdy již porucha nebyla
detekována.

Druhý př́ıpad, kdy se porucha dostatečně neprojev́ı v měřených datech,
je zřejmě ještě evidentněǰśı. Docháźı k němu v momentě, kdy přenos mezi
uvažovanou poruchou a měřenými daty (výstupy) má takový charakter, že
potlačuje nějakou významnou složku této poruchy. Na to jsme narazili již
v našem zvoleném př́ıkladě (a to jak v deterministickém př́ıpadě v části 3.4,
tak i v stochastickém př́ıpadě v části 4.6), kde přenos mezi poruchou vstupu
a měřeným výstupem měl derivačńı charakter, který potlačoval stejnosměr-
nou složku této poruchy. Na tento problém jsme pak narazili předevš́ım při
volbě struktury modelu pro koncentrace spalin při hořeńı uhĺı v teplárně

65



Otrokovice. Zde jsme museli upustit od modelu, který dával nejmenš́ı chybu
predikce (ARX model), nebot’ při jeho použit́ı docházelo k výše zmı́něnému
efektu, jak jsme ukázali v části 5.6. Principiálně podobný problém jsme
řešili při transformaci měřených dat za účelem zlinearizováńı jejich vzájemné
závislosti. Použit́ı této transformace totiž na jednu stranu zmenšovalo chybu
následně vytvořeného modelu, na druhou stranu ale v některých př́ıpadech
zmenšovalo poměr mezi poruchovým a bezporuchovým signálem v nových
transformovaných datech. Zde se ale nakonec ukázalo výhodněǰśı data trans-
formovat, jak je patrné v části 5.6. Obecně by se dalo shrnout, že je při
vytvářeńı modelu vždy nutné volit mezi kroky, které na jedné straně ve-
dou k zmenšeńı chyby výsledného modelu a t́ım zlepšuj́ı výsledky detekce
za bezporuchového stavu (zvyšuj́ı tzv. robustnost samotné detekce), ale na
druhou stranu často vedou k tomu, že se poruchy dostatečně neprojev́ı v mě-
řených datech (a potažmo v residuech, které jsou pro detekci kĺıčové) a t́ım
se zhoršuje schopnost detekovat poruchu.

Závěrem tedy můžeme shrnout, že algoritmy automatické detekce poruch,
kterými jsme se v této diplomové práci zabývali, jsou z hlediska teoretických
princip̊u detekce poruch funkčńı. Jejich funkčnost v praktickém problému
záviśı předevš́ım na tom, jak se nám skutečné poruchy, které chceme de-
tekovat, podař́ı namodelovat pomoćı lineárńıch poruchových signál̊u a jak
tyto poruchové signály včleńıme do samotného modelu daného dynamického
systému.
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ČVUT,Vydavatelstv́ı ČVUT,Praha,2000.
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67


