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Abstrakt

Tématem této diplomové prace je detekce poruchovych stavu linedrniho dy-
namického systému, u kterého jsme schopni sestavit jeho analyticky model.
V uvodni kapitole jsou popsany nékteré obecné aspekty detekce poruch, jako
napi. obecnda formulace problému, ¢lenéni ruznych pristupt, apod. Samotna
préace se pak zabyva popisem dvou vybranych algoritmu pro detekci poruch.
Je to predevsim vypocet minimalni normy linearnich poruchovych signélu
pro deterministicky systém, a poté vypocet pravdépodobnosti ruznych ko-
varianénich matic (reprezentujicich ruzné poruchy) ndhodnych poruchovych
signalu pro stochasticky systém. Duraz je kladen na odvozeni rekurzivnosti
obou algoritmu a dale na jejich numerickou stabilitu a efektivnost. Funkénost
obou algoritmu je ovéfena na jednoduchém systému. Pomoci algoritmu pro
stochasticky systém je feSen redlny problém detekce poruch analyzatoru
spalin pfi hofeni uhli v teplarné Otrokovice. V zavéru jsou diskutovany
dosazené vysledky.

Abstract

The topic of this diploma work is detection of fault states of linear dynamic
system, which is described by known analytical model. In the first chapter
there are described some general aspects of fault detection, e.g. general for-
mulation of the problem, itemization of various concepts, etc. The main part
of this work describes two algorithms. At first it is the computation of mini-
mal quadratic norm of linear fault signals for deterministic systems, at second
it is the computation of probabilities of different covariance matrixes (they
represent different faults) of random fault signals for stochastic systems. The
emphasis is given on the derivation of recurrent versions of both algorithms
and also on their numerical stability and efficiency. The functionality of both
algorithms is validated on one simple system. One real practical problem
of fault detection of the flue gas analyzers in the process of coal combus-
tion in the boiler plant Otrokovice is solved with a help of the algorithm for
stochastic systems. The results are discussed in the final.
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Uvod

Tématem zpracovavanym v této diplomové praci je detekce poruchovych
stavi daného systému, konkrétné linedrniho (spojitého nebo diskrétniho)
systému, u kterého jsme schopni sestavit jeho analyticky model, napiiklad
ve formeé diferencialni (diferen¢ni) rovnice.

Neustaly rozvoj automatizovaného tizeni a jeho pronikani do stale roz-
procesy ¢i procesy spojené s leteckym prumyslem, vede k potiebé zabezpecit
cely tidici sytém proti riznym ocekavatelnym porucham. Aby byl cely fidici
systém skutecné plné automatizovany a tim padem nezavisly na lidskych za-
sazich z venci, je nasnadé pozadovat, aby vySe zminéné zabezpeceni proti
poruchdam bylo rovnéz automatické a tim bylo mozno jej do fidiciho systému
plné zaclenit. Prvnim a zédkladnim krokem k navrzeni takového tidiciho sys-
tému odolného vuéi porucham je automaticka detekce téchto poruch, coz, jak
jiz bylo feceno, je naplni této prace.

V tvodni kapitole jsou uvedeny nékteré obecné poznatky o detekei jako
takové. Jsou zde popsany dva zakladni pristupy, podle nichz lze jednotlivé
algoritmy detekce délit. Déle je zde popsano rozdéleni vlastni detekce na jed-
notlivé faze a také obecnéjsi formulace celého problému detekce, coz umoznu-
je zaclenéni tohoto problému do Sirsich souvislosti z oblasti statistického roz-
hodovani. Soucasti této kapitoly je rovnéz popis a principialni feSeni ptistupu,
ktery tvori jadro celé prace a ktery je v dalsich kapitolach rozvadén. Jedna se
o vypocet minimalni normy poruchovych signali pusobicich na dany systém.

V dalsich dvou kapitolach, které tvoii jakousi prvni ¢ést celé préce, je
nejprve demonstrovan vypocet minimalni normy na konkrétnim piiklade, coz
méa demonstrovat vyznam minimalni normy pro detekci. A poté je podrobné
casti je prevedeni principidlniho feSeni na rekurzivni algoritmus, ktery je
jiz mozno pouzit pro prakticky vypocet, pii kterém se predpoklada neustaly
prisun novych dat ziskanych mérenim na daném systému. Vedle rekurzivnosti
algoritmu, jakozto zakladni a nutné vlastnosti, je kladen duraz rovnéz na
numerickou stabilitu a efektivnost celého algoritmu. Cely algoritmus je pak



demonstrovan opét na priklade.

V druhé ¢asti diplomové prace je piistup zalozeny na vypoctu minimalni
normy poruchovych signali rozsiten na stochastické systémy, coz jsou sys-
témy, u kterych jiz nelze neurcitosti ve vnitini strukture zanedbat. Pres-
toze v tomto piipadé jsou namisto minimalni normy poruchovych signala
pocitany pravdépodobnosti ruznych kovarianénich matic téchto signalu a ten-
to pristup tedy vychdazi ideové z jinych principu a pouziva jinych pojmu, jsou
oba pristupy z hlediska poskytovanych vystupu srovnatelné, coz je také na
zacatku této ¢asti ukazano.

Zaveérecna praktickd ¢ast zamétuje pozornost na aplikaci popsaného al-
goritmu na konkrétnim problému detekce poruch analyzatoru spalin pfi spa-
lovani uhli v teplarné Otrokovice. Je vénovana nejen samotné aplikaci algo-
ritmu automatické detekce, ale i problému sestaveni modelu vhodného praveé
pro tuto detekci.



Kapitola 1

Detekce poruch-obecné
poznatky

1.1 Faze detekce poruch

Celou detekei poruch lze rozdélit do ti1 fazi (viz [3]). Prvni, kterou se budeme
v této préaci zabyvat predevsim, je vlastni detekce poruch (fault detection),
tedy detekovéani casu, kdy zacala pusobit porucha. Druhou je izolace poruch
(fault isolation), coz je lokalizace (klasifikace) poruchy. Je to v podstaté logic-
ky rozhodovaci proces zalozeny na statistickém rozhodovani. A tieti fazi je
analyza poruch (fault analysis), tedy urceni typu, velikosti a zdroje poruchy
(za ucelem stanoveni patficnych opatteni). Tato faze je ve vétsiné pripada
nejednoznacnd a zavisi na po¢tu mérenych signala v daném procesu, coz byva
v praxi limitujici faktor.

1.2 Obecna definice poruchy

Porucha je ndhodny neméritelny proces. Kdybychom poruchu mohli mérit,
nemeéla by tloha detekce smysl. O poruse se muzeme dozvédét pouze na
zakladé dat, které pozorujeme (méiime) na systému.

1.3 Pristupy k detekci poruch
V zasadé muzeme rozlisSovat dva mozné statistické pristupy k detekei poruch.

Jeden piistup pouziva explicitni model zmény parametru, zatimco druhy
nikoliv.



1.3.1 Paralelni modely

Do skupiny pouzivajici explicitni model zmény parametru radime napiiklad
metody oznacované jako paralelni modely, u nichz muzeme rozlisovat dva
mozné piipady

e paralelni modely - porucha pusobi na systém od zac¢atku, tzn. od okam-
ziku, kdy jsme zacali ziskavat data, a nasim ukolem je na zakladé
porovnani vystupu jednotlivych modelu s vystupem realné soustavy
urcit, kterd z poruch je v daném okamziku aktivni. V tomto piipadeé je
zakladnim problémem, jak se zmény parametru soustavy podléhajici
pusobeni poruchy promitnou na vystup soustavy, jinymi slovy, jak
zvolit prah normélniho (bezporuchového) chovani soustavy.

e paralelni interagujici modely - v tomto piipadé uvazujeme poruchy
pusobici od libovolného ¢asového okamziku po zacatku méfeni az po
nynéjsi okamzik. Cilem je urcit, kterd z poruch je nyni aktivni, popfi-

padé od kdy.

1.3.2 Generovani rezidui

Druhy ptistup nepouziva explicitni model zmény parametru. Je zalozen na
generovani rezidui (pfiznaki), coz se déje porovnanim dat z procesu a odpo-
vidajicich referen¢nich hodnot ziskanych za bezporuchového stavu. Generator
rezidui je tedy vlastné dynamicky systém (filtr), ktery je fizen vstupy a vy-
stupy procesu. Zakladni vlastnosti rezidui je, ze jsou nefiditelné pocatecni-
mi podminkami soustavy a poruchami, jejichz vliv neni kriticky na chovani
celého procesu (napf. Sum (nepfesnost) méfeni, nepfesnost modelu apod.).
Necitlivost na takovéto typy poruch je nékdy oznacovana jako robustnost a je
tedy zakladnim pozadavkem na detekci poruch. Pti splnéni téchto podminek
nam potom nulovost ¢i nenulovost rezidui rozhoduje o pritomnosti ¢i nepii-
tomnosti poruchy.

Problémem vétsiny algoritmu (napi. CUSUM v [1]) zalozenych na sek-
venénim rozhodovacim procesu (ktery vlastné generuje rezidua) je pouzivany
predpoklad, ze zpracovavame posloupnost nezavislych stejné rozdélenych
veli¢in (i.i.d. posloupnost). Tento predpoklad ale pfi pouziti k detekei poruch
dynamickych systémi neni splnén, nebot data ziskana z dynamickych sys-
tému jsou zavisla. Proto jsme ke generovani rezidui pristoupili jinak a jako
rezidua pouzivame dolni odhad kvadratické normy (jinak také energie) poru-
chovych signalu.



1.4 Formulace problému

Provedme nyni formdlnéjsi formulaci naseho problému. Nejprve je dobré
zduraznit, ze v nasem pripadé detekujeme pouze modelované poruchy pii-
slusné danému modelu. Nikoliv poruchy jakékoliv. Typicky to mohou byt
v zasadé tii typy poruch: poruchy akénich ¢lenu, poruchy slozek procesu
a poruchy ¢idel. Vsechny tyto poruchy mohou byt obecné popsany jako
neznamé (na rozdil od znamych vstupu do soustavy) vstupni signaly (budeme
je nadéle znacit z).

Reknéme tedy, ze mame model M (), § € ©, ktery generuje na vystupy
data y € Y. Parametr 6 je mnozina proménnych, ktera popisuje néjaky stav
dané soustavy. Zatizeni, které provadi detekci poruch (ozna¢me jej F'), ma na
svém vstupu pozorovana data y a na svém vystupu alarmovy signal a € A,
kde A je mnozina vSech moznych alarmi. Provadi tedy zobrazeni z — a.

Nyni muzeme detekei poruch definovat jako tlohu, ktera pro dany model
M (60) hledd takové a, ze funkce L(a, ) nabyva minimélni hodnoty. Funkce L
je ztratova funkce, kterd ke kazdé dvojici (a, 6) ptitadi nezapornou hodnotu,
kterou muzeme interpretovat jako ztratu, kterou utrpime, budeme-li pti dané
hodnoté parametru 6 generovat alarm a.

Takto definovana tuloha je optimalizacni tloha. Vzhledem k tomu, ze
nezname presnou hodnotu parametru 6, ale muzeme vyjadrit hustotu prav-
dépodobnosti neznamych parametru podminénou pozorovanymi daty, lze
urcit optimalni rozhodnuti (hodnotu a) jako rozhodnuti, které minimalizuje
stfedni hodnotu L(a) (Bayesovské rozhodovéni)

R(a)ZS{L(G)}ZLL(G,Q)f(HIy) dp:/@L(a,@)f(yW)g(@)dp, (1.1)

kde g(0) je apriorni hustota pravdépodobnosti parametru 6.

Nyni si presné definujeme, co budeme v nasem piipadé oznacovat za
poruchu. Na ndmi uvazovany systém (s nezndmymi poruchovymi signély z)
zacala v intervalu < 0,7 > pusobit k-ta porucha, pravé kdyz

(p(T) - pk(T)>TQk (p(T) - pk(T)) > e >0 a piseme p(T) € Zy,

kde p(T) = {2(0),...,2(T)} a Q, resp. p je jadro, resp. stied kvadratické
formy.

O prislusnosti do mnoziny poruchovych signalu tedy rozhoduje ¢iselna
charakteristika poruchy, konkrétné jeji kvadraticka norma, kterd se da inter-
pretovat jako energie daného poruchového signélu.
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Pro spravnou (skuteénou) hodnotu alarmu +; potom plati

/1< p(T) € Z

Tk =
N\ 0 jinak

Uloha definovand vztahem 1.1 je tedy vlastné problém odhadu alarmu -y
(tento odhad jsme oznacili a) tak, ze minimalizujeme ztrdatu danou ztratovou
funkci L. Pro nas problém budeme uvazovat asymetrickou ztratovou funkci

7y=0 ~y=1

La,~) = a_zO (0 k:>

a=1 00 0

Takovato ztratova funkce aproximuje situaci, kdy cena za falesny alarm
je mnohem vétsi nez cena za neohldSeny alarm. Pro vlastni minimalizaci
takovéto ztratové funkce to znamend, Ze pouze zjistujeme, zda je nenulova
pravdépodobnost, ze v, = 0. Na presné velikosti této pravdépodobnosti
nezalezi.

1.5 Linearni systém s linearnimi poruchami

Jak jiz bylo feceno vyse, budeme fesit problém detekce poruch na tiidé
linedrnich systémii. Provedme nejprve definici stavového modelu linedrniho
(diskrétniho) systému.

Méme stavovy prostor X = R™#  jehoz jednotlivé elementy reprezentuj
jednotlivé stavy systému. Systém je dale buzen vektorem vstupu u(t) € U =
R™™) a na vystupu produkuje data y(t) € Y = R"W¥. Pro linedrni systém
plati, Zze budouci hodnoty stavu a soucasné hodnoty vystupu jsou linedrni
kombinaci souc¢asnych hodnot stavi a soucasnych hodnot vstupu. To zapisu-
jeme

z(t+1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cu(t) + Du(t),

kde matice A, B, C, D jsou znamé parametry a cas t nabyva hodnot z oboru
prirozenych ¢isel.

Existuji i jiné zpusoby popisu linearniho systému, ale ze stavového mode-
lu je nejlépe patrna vnitini struktura modelu, coz je pti uvazovani poruch,



které do této vnitini struktury primo zasahuji, velmi vhodné. Nyni definujme
linearni systém rozsiteny o linearni poruchové signaly

z(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + Fz(t)
y(t) = Cux(t) + Du(t) + Gz(t), (1.2)
kde z je neméfitelny vektorovy signal.
Druhd mozna definice linedrniho systému s linearnimi poruchami je sys-

tém bez neméfitelného signdlu, ale s casové proménnymi (nepredikovatelné)
stavovymi maticemi

o(t+1) = <A + dA(t))x(t) + (B + dB(t))u(t)
y(t) = (c + dC(t))x(t) + <D + dD(t))u(t).

Je ziejmé, ze oba modely jsou ekvivalentni, plati-li

Fo=

dA(
At) = [ dC(t)z(t) + dD(t)u(t) ] '

1.6 Minimalni norma poruchovych signala

Budeme tesit problém, jak najit minimélni hodnotu kvadratické normy ne-
meéfitelného poruchového signalu z, za podminky splnéni stavovych rovnic
naseho modelu pozorovanymi daty. Budeme tedy fesit kvadraticky optimal-
izacni problém za linearnich omezeni.

Nejprve si zavedeme oznaceni pro soubor danych vektori od casu ¢; do
casu to jako sloupcovy vektor

/ x(ty) pro t; =ty

x}g, .
\ (.’L’(tg)l ) Jlnak

A nyni muzeme definovat nasi optimaliza¢ni tlohu: Za predpokladu, ze méri-
me vstupy a vystupy systému definovaném v (1.2), najdéme minimélni hod-
notu kvadratické formy (29)7Q(z%) (tuto hodnotu oznac¢me jako ¢(T)) pii
splnéni soustav linedrnich rovnic Hz% = h, tedy

t1 __
.fL't2 —
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G O O o)
CF G O e O

min (22)7Q(2%), kde H = | CAF CF G 0|
Hz%: : : : . :
CATF CAT-'F CAT2F ... @
C D O O O
CA CB D o) 19)

h=yd—| CA [z0)-| CAB OB D O |u
cAT CATB CAT-'B CAT2B ... D

Tvar matice H a vektoru h jsme dostali rekurzivnim dosazovanim vztahu
v (1.2).

1.7 Reseni

1.7.1 Reseni pro Q=I

Hodnotu ¢(T") (tedy minimalni hodnotu 27'Qz) nejprve uréime pro Q = I.
Vsechny vektory z spliujici omezeni ve tvaru Hz = h, muzeme zapsat

z=H h+ Hp.s, kde
H™ je pseudoinverzni matice matice H, tedy plati HH H = H,
Hy., je ortogonalni baze jadra zobrazeni definované matici H

s je libovolny vektor prislusné dimenze

Uvédomime-li si, ze matice H~ je tvorena vektory tvorici ortogondlni bazi

prostoru, ktery je komplementarni k jadru zobrazeni H, dostaneme H}, H~ =

O. S vyuzitim tohoto poznatku muzeme upravit vztah pro kvadratickou
formu 27 Qz

2TQz = 2Tz= (hTH’T +sTHE Y(H h + Hyers) =
= W"H "H h+n"H "Hyos+ s"HE H h+ s"HE Hyers =

= |[Hh||" + || Hyers|”

A pro hodnotu ¢(T') potom plati

10



o(T) = win (| HR|* + || Heers|*) = T H"Hh

1.7.2 ResSeni pro obecnou matici Q

Je-li @ # I, pak provedeme nésledujici substituce

F—F =FQ', G—G =GQ,", z— 7 =Q.z,
kde Q. je choleskyho faktor matice @ (Q = Q1 Q.).

Je ztejmé, ze témito substitucemi jsme nas puvodni systém nezménili,
nebot plati

F'2 =Fz, resp. G2 =Gz.

A po dosazeni do kvadratické formy 27 Qz dostaneme tvar, pro ktery jsme
feseni odvodili v predchozi ¢asti. Nebot

T
zZ .

Qz=2"QQer = (Qe2)"(Qez) = 2
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Kapitola 2

Deterministicky pristup -
demonstrace na prikladé

Pocitani minimélni normy poruchového signalu z rozsiteného linearniho sys-
tému, ktery jsme definovali v kapitole 1.5, budeme oznacovat jako determi-
nisticky ptistup k detekci poruch. V kapitole 4 se jesté sezndmime se stochas-
tickym pristupem.

2.1 Konkrétni systém

[lustrujme deterministicky pfistup na jednoduchém piikladé. Pro grafickou
nazornost budeme uvazovat systém s jednim vstupem a jednim vystupem
(SISO) a dvéma poruchovymi signdly z. Prvni bude reprezentovat chybu
akéntho ¢lenu, coz znamend, ze na soustavu nebude pusobit pouze nami
meéfeny vstupni signal, ale bude ovlivnén také timto prvnim poruchovym
signalem. Druhy poruchovy signal bude reprezentovat aditivni poruchu sen-
zoru méfené veliciny (tedy vystupu). Konkrétné tedy stavové rovnice naseho
linearniho systému s linearnimi poruchami mohou vypadat takto:

sk+1) = (8 0%5)x(k)+((1))u(k)+<? 8)z(k) (2.1)
s = (=1 1) e+ (0 1) 29

a matice A, B,C, D, F, G jsou tedy
0 1 0 0 0
A_(O 0.5)3_(1)F_(10)
C=(-11) D=(0) G=(01).
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2.2 Linearni omezeni

Jelikoz mame dva poruchové signaly, tak mnozina vSech moznych hodnot
téchto poruchovych signali v daném ¢asovém okamziku tvoii rovinu. Méte-
nim dat (vstupu a vystupu) dostavame omezeni na hodnoty téchto porucho-
vych signalu, a to ve formé linearnich rovnic. Téchto rovnic je prave tolik,
kolik méFfme vystupti. Resenf téchto rovnic, tedy mnozina vsech hodnot poru-
chovych signalu, jejichz ptusobeni na dany systém by generovalo pozorované
vystupy, tvoii linedrni podprostor pivodniho prostoru vsech moznych hodnot
poruchovych signali. V nasem jednoduchém piipadé bude dimenze tohoto
podprostoru po naméieni prvni dvojice vstupu a vystupu o jednu mensi nez
puvodni prostor (coz byla rovina). Bude to tedy pfimka. Jeji rovnice bude :

Gz(0) = y(0) — Cx(0) — Du(0) (2.3)

Je vidét, ze smér této piimky je pevné déan stavovymi maticemi rozsiteného
modelu systému, nebot v matici definujici tvar linearni formy (tzn. linedrn{
omezeni) G se nevyskytuji mérend data. Naopak data se vyskytuji pouze
na pravé strané, kterd reprezentuje hodnotu této linedrni formy. V nasem
pripadé je tato hodnota reprezentovana posunutim piimky od pocatku.

Zamysleme se nyni, jak je to s nulovosti ¢i nenulovosti této vzdalenosti
ve vztahu k nulovosti ¢i nenulovosti poruchovych signalu. Tyto pojmy totiz
nejsou ekvivalentni, jak by se mozna mohlo na prvni pohled zdat.

Naptiklad z faktu, ze na systém pusobi nami modelovany poruchovy
signél z, nevyplyva, ze hodnota linedrni formy (2.3) je nenulova (neboli, ze
v nasem piipadé piimka neprochazi poc¢atkem). K takovému stavu muze dojit
v zasadé ve dvou pripadech. Jednak, neni-li ta ¢dst dynamiky systému, ktera
je poruchou ovlivnéna, daty dostatecné buzena, a jednak v pripadé, kdy jiné
neméritelné signaly, které ovsem nemodelujeme jako poruchy (napiiklad sSum
mefeni), kompenzuji vliv pravé onoho aktivniho poruchového signélu. Prvni
pripad muzeme jednoduse demonstrovat na nasem piikladé, kdy diky neexis-
tenci primé vazby mezi vstupem a vystupem, neni mozné, aby se v prvnim
kroku méfeni detekovala porucha akénfho élenu, nebot tato porucha ovlivituje
chovani systému pravé prostrednictvim vstupu. Jinym trivialnim piikladem
by byl piipad, kdy vstup soustavy by byl po urc¢itou dobu nulovy.

Rovnéz nepusobi-li na systém zadny z nami modelovanych poruch, nemu-
si byt hodnota linedrni formy nulova. To mohou zpusobit dalsi neurcitosti,
které se v praxi samoziejmé vyskytuji (napiiklad nepfesnost modelu). Z toho
okamzité vyplyva, ze nulovost linedrni formy nam nic urcitého netika o exis-
tenci ¢i neexistenci poruchy.

Naopak, je-li hodnota linedarni formy nenulové, muzeme fict, ze na systém
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pusobi porucha. Druhou otdazkou zbyva, zda se nam podaii blize specifikovat,
o jakou poruchu presné jde.

2.3 Minimalizace kvadratické formy

V predchozi ¢asti jsme ilustrovali, jak vypadd mnozina poruchovych signélu,
které splnuji omezeni dané namérenymi daty. Nyni budeme ilustrovat naleze-
ni takového bodu (vektoru), ktery lezi na nasi piimce a zdroven minimalizuje
kvadratickou formu 27 Qz, kde matice Q je jadro kvadratické formy. Mati-
ce @ je pozitivné definitni, takze kazdému nenulovému vektoru z prirazuje
kladné ¢cislo. Fyzikalni vyznam této hodnoty kvadratické formy je energie
poruchového signdlu z, nebot je to norma signdlu (vektoru) Q.z, kde Q. je
choleskyho faktor matice ). Tedy

Q= QZQ& ZTQZ = ZTQZQCZ = ”QCZ||2

Proto je matice (Q rovnez symetrickd, nebot energie signélu z a —z je stejna.
Zménou koeficienti matice @) ménime citlivost hodnoty kvadratické formy na
jednotlivych souradnicich vektoru z. Pti detekci poruch pouzivame vyhradné
diagonalni matice () a ménime tedy pouze koeficienty na diagonale, coz nam
v nékterych ptipadech muze pomoct pfi urceni, o jakou poruchu se jednd
(poté, co jsme detekovali, ze k nejaké poruse doslo). Ilustrujme to na nasem
prikladé.

Pro vlastni detekci, zda viubec doslo k néjaké poruse, je logické pouzit
kvadratickou formu, ktera nerozlisuje mezi jednotlivymi slozkami signalu z
a vSechny vazi stejnymi koeficienty. Proto pouzijeme nejprve jednotkovou
matici

Qz(é (1]) azTQz:z%—FZ%.

Mnoziny vektoru z se stejnou hodnotou této kvadratické formy tvoii sou-
stfedné kruznice, pricemz tato hodnota roste smérem od pocatku (z = (8))
Z teorie vazanych extrému je znamo, ze pro bod minimalizujici néjakou funkci
za omezujicich podminek plati, ze v tomto bodé je normalovy vektor krite-
ridlni funkce rovnobezny s normélovym vektorem omezeni. Jelikoz v nasem
piipadé je mnozina bodu spliujicich omezeni ptimka, hledame vlastné bod,
ve kterém je tato pfimka tecnou ke kiivce spojujici body o stejné hodnoté
kvadratické formy. Pro jednotkovou matici ) je hodnota takové kvadratic-
ké formy v kazdém bodé zaroven kvadratem vzdalenosti tohoto bodu od
pocétku (presnéji feceno stiedu kvadratické formy). Proto muzeme ndmi
hledané minimum najit jako prusec¢ik piimky prochdazejici pocatkem, ktera
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Obrazek 2.1: Minimalni norma pro @) = ((1) )

je kolma na piimku s piipustnymi body, a této piimky (obr2.1). Vidime,
ze jsme ziskali bod s nenulovou normou, a proto muzeme prohlasit, ze jsme
detekovali poruchu.

Nyni bychom chtéli zjistit, kterd porucha (popt. které poruchy) z ndmi
modelovanych je aktivni. Proto misto jednotkové matice ( budeme uvazovat
matici, kterd zaiidi, aby velikost nasi kvadratické formy nebyla ovlivnéna
vzdy po fadé jednim z poruchovych signédli. Nejprve tedy potla¢ime napiiklad
vliv druhé slozky vektoru z. Matice () proto bude mit tvar

Q:((l] 8> a2’ Qr= 2%

Mnoziny bodu o stejné hodnoté této formy jsou ziejmé primky rovnobézné
S 080U 29. Z obr2.2je patrné, ze tentokrat je feSenim minimalizacni tlohy bod,
kde kvadraticka forma nabyva nulové hodnoty.

Analogicky budeme postupovat v pripadé, kdy zneutralizujeme vliv prvni
poruchové slozky signdlu z. Vysledek je na obr2.3. V tomto piipadé nam opét
vysla nenulova hodnota kvadratické formy.

Miuzeme tedy shrnout vysledek nasi detekce. V ¢ase ¢ = 0 na systém
pusobila porucha z; (porucha senzoru), o pusobeni poruchy z; nemuzeme nic
fict.
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Kapitola 3

Rekurzivni algoritmus
minimalizace

3.1 Motivace

V ¢asti 1.7 jsme popsali principialni feseni naseho problému. Na prvni pohled
je ovsem ziejmé, ze v takové formé, v jaké bylo feseni popsano, neni vhodné
k praktickému pouziti. Je to zpusobeno tim, ze v kazdém ¢asovém okamziku,
to znamend vzdy, kdyz namérime néjaka data, se ndm zvétsuje dimenze pro-
storu, na kterém hleddme teseni. V nasem piipadé se tedy neustdle zvétsuje
matice omezeni H. Proto bychom potiebovali, aby na konci kazdého kroku
naseho algoritmu byla velikost prislusné matice stejna jako na zacatku.

3.2 Kvazidiagonalni tvar linearnich omezeni

K zachovani konstantni velikosti matice H po kazdém kroku se potiebujeme
v kazdém kroku zbavit tolika omezeni (tj. fadku matice H), kolik méfime
vystupt (méfend data), a tolika neznamych (tj. sloupcu matice), kolik je
poruchovych signalu (pocet slozek vektoru z). K tomu ovsem potiebujeme,
aby neznamé, kterych se zbavime v daném kroku, uz v dalsich omezeni ne-
vystupovaly. Tento pozadavek ovSsem tvar, ve kterém jsme omezeni uvedli,
nesplnuje. Proto bychom potiebovali, aby matice H byla tzv. kvazidiagonalni
matice. Nejprve si tedy definujme tento pojem.

Matice H je kvazidiagonalni matice (m, n)xK, jestlize jeji velikost je (m -
K,n+ (K —1)-n(z)) a plati:

e H(i,j)=0proi>ml<j<n(z)

e H(i,j)=0proj>nl<i<m
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e submatice H(m+1:m-K,n(z)+1: n+K-n(2)) je také kvazidiagonélni
matice (m,n)x(K —1).

Pro lepsi ptfedstavu vyznamu tohoto pojmu, znazornéme kvazidiagondalni
matici graficky

B R | O 0 0 O O]
O | R | O 0 O O
|0 o | R | O 0 O
H‘ooo\ R | O O (3:1)
O 0 O O | R | O
| O O 0 O O | R | |
V této ukazce je K = 6, matice R s obecnymi prvky je rozméru pravé

(m,n) a n(z) je rovno poctu takovych sloupcti matice R, pod kterymi jsou
v matici H jiz pouze samé nuly. Je to tedy dimenze nulové matice O. Vyznam
takového to tvaru matice H pro nas problém je evidentni. Pro kazdou nezna-
mou (odpovidajici néjakému sloupci) existuje takovy fadek i, ze pro vsechny
radky 7 > ¢ plati, ze se v nich pfislusna proménnd nevyskytuje. Otazkou tedy
zustava, zda je mozné matici omezeni prevést do kvazidiagonalniho tvaru.

Odpovéd dostaneme velmi jednoduse, uvédomime-li si, co fyzikdlné zna-
mena skutecnost, ze omezeni generovana dynamickym systémem jsou v ta-
kovém to tvaru. Zrejmé to znamend, ze vstupni signdly, které na systém
pusobily v case t, ovliviuji vystup v case t,t + 1,...,t + 7, ale v Case
vétsim nez (t + 7) uz nikoliv. Ale toto je presné charakteristika dynamickych
systému s konecnou dynamikou, ptricemz ¢islo 7 charakterizuje pravée tuto
dynamiku (jinak také ad systému). A jelikoz se zabyvdme pouze systémy
s konecnou dynamikou, je odpovéd na otézku, zda lze pfevést matici omezeni
do kvazidiagonalniho tvaru, kladna. Staci tedy vyftesit, jak takovyto tvar ma-
tice omezeni ziskat.

Je nasnadé, ze k cili povede, pokud namisto stavového popisu systému,
pouzijeme popis, ktery piimo explicitné vyjadiuje hodnoty soucasného vy-
stupu jako funkci minulych hodnot vstupt a vystupu. Za popis systému tedy
pouzijeme linearni diferenéni rovnici, kterou analogicky jako u stavového
popisu rozsifime o poruchové (nemétitelné) signaly z. Ukazme, jak tento
popis prevedeme na soustavu linedrnich omezeni proménné z v kvazidiago-
nalnim tvaru.

Linearni diferencidlni rovnice pro systém s jednim vstupem a jednim
vystupem rozsitend o neméritelny vstup z vypada takto
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ylk+n)+aylk+n—1)+...+apyk) =
bou(k+n) + ...+ bou(k) + cpz(k+n) + ...+ coz(k) (3.2)

To lze zkracené zapsat

n—1 n

y(k+n)+ ) ay(k+i) =Y bu(k+i) = coz(k) + ... + coz(k +n)

=0 i=0

Analogicky pro systém s vice vstupy (véetné téch neméfitelnych) a vice
vystupy(téch je m)

7
N
3

A2k)+...+dzk+n), j=1,....,m, (3.3)

kde u a z jsou sloupcové vektory rozméru n(u), resp. n(z) a b’ a ¢/ jsou
radkové vektory stejnych rozmeéru (tedy n(u), resp. n(z)).

Ozna¢me levou stranu rovnice (3.3) r;(k). Potom muzeme pro jeden
casovy okamzik k& = 0 pfepsat rovnici (3.3) do maticového tvaru

r1(0) G € Cp
72(0 @ a 2
S I A R (3.4)
rm(0) crodroadr
zkracené r(0) = R-z°,
pficemz matice R mé rozmér (m, (n + 1) - n(z)).
Potom pro k =0,1,...,T dostaneme
r(0)
r(1
h = ( ) =H- Zg“—l—n

r(T)
a matice H ma strukturu jako v 3.1, je to tedy kvazidiagonalni matice
rozméru (m, (n+1) - n(2))x(T + 1).
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3.3 Rekurzivni algoritmus

Nyni muzeme pfistoupit k popsani rekurzivniho algoritmu, ktery fesi nas
problém. Zopakujme tedy, zZe nasim ukolem je minimalizovat kvadratickou
formu 27 Qz, za linedrnich omezeni Hz = h, piicemz matice H je v kvazidia-
gonalnim tvaru. Cely algoritmus budeme prubézné demonstrovat na nasem
prikladu. Nejprve uvedeme definici dvou pojmu, které budeme v nasledujici
casti potiebovat.

3.3.1 Pomocné pojmy

QR rozklad matice X je rozklad, ktery generuje horni trojihelnikovou matici
R, stejné velikosti jako matice X, a ortonormalni matici () takovou, ze plati
X =QR.

Choleskyho faktorizace je rozklad libovolné pozitivné definitni matice X
do tvaru X = XTX,, kde X. je redlna horn{ trojihelnikovd matice. Takto
definovand Choleskyho faktorizace se oznacuje jako standardni. Jeji vlast-
nosti je, ze az na znaménko kazdého radku (proto se uvazuji vsechny diago-
nélni prvky kladné) je jednoznacnd. Je-li matice X pozitivné semidefinitni,
pak Choleskyho faktorizace neni jednoznacna. Na diagondle matice X, se
vyskytnou nulové prvky. Na téchto radcich, kde diagondlni prvek je nulovy,
nejsou ostatni prvky definovany. Proto je muzeme zvolit. Zvolime-li je jako
nulové, budeme pak takovou faktorizaci oznacovat jako zobecnénou Choles-
kyho faktorizaci.

3.3.2 ijrava minimalizované kvadratické formy

Nyni prevedeme nasi kvadratickou formu do tvaru, ktery je vhodny pro nu-
merickou optimalizaci

ZTQZ = ZTQZQCZ = (QCZ)TQCZ = ”ch”2 = ”FwHQa
0
kde F = Qe : axr = ( i ) Pocitani s Choleskyho faktorem

0 ... 0
matice () ma tu vyhodu, ze ani diky zaokrouhlovacim chybam neztraci matice
Q svoji pozitivni (semi)definitnost, nebot souc¢in X7 X libovolné matice X
je vzdy pozitivné (semi)definitni. Proto se také Choleskyho faktor nékdy
nazyva maticova odmocnina. Vektor z jsme rozsitili o absolutni ¢len z toho
duvodu, ze omezeni maji tvar nehomogennich linearnich rovnic.
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Ozna¢me q ¢tvercovou matici rozméru n(z), ktera je Choleskyho faktorem
matice jadra kvadratické formy. Typicky bude tato matice diagonalni, jak
bylo diskutovano v pfedchozi ¢ésti. Na zacatku celého algoritmu zvolime
¢tvercovou matici @, o velikosti (n 4 1) - n(z), kde n je fad systému a n(z)
je pocet slozek signdlu z (pocet poruchovych signalu).

g O - O
0 . .
Qc: . q
: .00

V nasem piikladu by to byla matice 6x6. Z této matice vytvoiime matici
F, tak ze k matici ). pridame jeden nulovy radek a jeden nulovy sloupec.
Velikost takto ziskané matice definuje dimenzi prostoru, v kterém budeme
fesit nas problém.

3.3.3 Minimalni hodnota kvadratické formy

Jelikoz nés bude v kazdém kroku algoritmu zajimat, jaka je minimalni hod-
nota kvadratické formy definované matici F', ukazme si jak lze nejjednoduseji
tuto hodnotu ziskat. Provedme proto nasledujici ipravu

IR AN

N Fz+E |
N fi

2 2
= [[Fez+ Foal”+ fi
Potom pro z, minimalizujici tento vyraz, dostaneme

2

Foz+F,1=0 (3.5)

Ptredpokladejme, ze matice F' je horni trojuhelnikova, pricemz pokud mé na
1-té pozici na diagondale nulu, pak je cely i-ty faddek nulovy. Jinymi slovy,
matice F' je zobecnénym Choleskyho faktorem matice M (M = FTF). Jak
tento predpoklad zajistime, popiSeme pozdéji. Potom rovnici (3.5) muzeme
splnit. Kdybychom chtéli vypocet optimalniho z provést, pocitali bychom
jednotlivé prvky vektoru z odspodu. Pticemz, byl-li by -ty fddek matice F,
nulovy, zvolili bychom ¢-tou slozku vektoru z libovolné. Minimélni hodnota
kvadratické formy tedy je
z
1]
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tedy druha mocnina posledniho prvku na diagondle matice F.Na zacatku je
tedy hodnota kvadratické normy nulovd (matice F' je v diagonalnim tvaru
a na poslednim misté je nula), coz je logické, nebot neméme zadnd omezen{
a kazdd pozitivné (semi)definitni kvadraticka forma ma v minimu hodnotu
nula.

3.3.4 Zahrnuti omezeni do matice F

Doposud popsana ¢ast algoritmu byla pouze jakasi inicializace. Nyni pfi-
stupme k vlastni rekurzivni casti. Rekurzivni ¢ast naseho algoritmu zacina
ziskdnim namétenych dat (vystupt). Téch je, jak jiz jsme diive oznacili, prave
m. Nyni jde tedy o to, jak tato omezeni zahrnout do jadra nasi kvadratické
formy, tedy do matice F.

Provedeme to tak, ze m proménnych vyjadiime jako kombinaci téch
zbyvajicich. Piedpokladdme, ze m < n(z), neboli ze pocet omezeni (méfené
vystupy) je mensi nez pocet slozek vektoru z (pocet poruchovych signalu).
Je patrné, Ze tento pfedpoklad neni nikterak omezujici, nebot kdyby nebyl
splnén, tak by to znamenalo, Ze soustava linedrnich omezen{ je bud fesitelna
jednoznacné, nebo nema feseni vitbec. Ani v jednom z téchto piipadu by pak
nemélo smysl provadét néjakou minimalizaci, nebot mnozina, na které by-
chom tuto minimalizaci provadéli, by byla bud jednoprvkova, nebo prazdna.
Poznamenejme jesté, ze v praxi je tato nerovnost splnéna s velkou rezervou,
nebot pocet velicin, které miZeme méfit, je ¢asto velmi omezen.

Déle budeme ptredpokladat, ze fadky matice R jsou linearné nezavislé,
tedy ze hodnost matice R je m. Tento ptedpoklad lze povazovat za opravnény,
uvédomime-li si, ze jednotlivé fadky matice R reprezentuji jednotliva métent,
tedy jednotlivé vystupy nasi soustavy. Linearni zavislost radka matice R by
pak znamenala, ze existuje néjaky vystup, ktery lze vyjadrit jako linearni
kombinaci ostatnich vystupu. Je ziejmé, ze takovy vystup je nadbytecny,
a proto ho nema smysl mérit.

Mame tedy m linedrné nezavislych omezeni, které chceme zahrnout do
kvadratické formy definované matici F'. Jak jsme uvedli vyse, udélame to tak,
ze m proménnych vyjadiime jako linearni kombinaci zbyvajicich proménnych.
Problém je, kterych m proménnych zvolit. Nejjednodussi by bylo vybrat m
slozek vektoru z(t), kde ¢ je dle znaceni v rovnici (3.4) i — 1, kde 7 je ¢islo
pravé provadeéné iterace algoritmu. Jinak feceno, vybrali bychom m slozek
nejstarsiho vektoru z, ktery se vyskytuje v minimalizované kvadratické formeé.
Tento vybér by mél tu vyhodu, ze bychom vyjadrili proménné, které by se
jiz nemohly vyskytovat v budoucich omezeni. Abychom ale tyto proménné
mohli vyjadtit, musela by matice tvofena sloupci matice R ptislusejici témto
proménnym byt invertovatelnd. To ale obecné splnéno byt nemusi, lépe fe-
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¢eno typicky ani nebyva. Proto musime vybrat takové proménné, které toto
splnuji. To provedeme tak, ze postupné budeme vybirat proménné, a to takto:
pro j-tou vybranou proménnou plati, ze je ruzna od proménné j — 1,7 —
2,...,1 a prislusny sloupec matice R mé na j-té pozici nenulovy prvek. Tyto
dvé vlastnosti ndm urcuji mnozinu piipustnych j-tych proménnych, pricemz
vybereme tu, jejiz sloupec ma nejmensi index (je v matici R nejvice vlevo).

Maéame-li nyni m proménnych, které muzeme vyjadrit pomoci téch zbyvaji-
cich, presuneme sloupce matice R odpovidajici témto proménnym na zacatek
této matice. To muzeme provést vynasobenim matice R zprava matici 7.
Pticemz matice Ty je ortogondalni matice, jejiz sloupce jsou tvoreny nulovymi
vektory s jednim jednotkovym prvkem. Potom, chceme-li presunout j-ty
sloupec matice R na i-tou pozici, bude mit -ty sloupec matice T jednotkovy
prvek na j-té pozici.

Nazna¢me tedy tuto transformaci soutadnic (tedy vyjadieni m promeén-
nych jako linedrni kombinaci téch zbyvajicich). Nejprve formalné upravime
soustavu omezeni pomoci rozsifeni vektoru z;,,, o absolutni ¢len.

r(t) = Rzt,, — R(t)z%,, =0,
Rt)y=[R —r(t) ],z = [ Zt1+" ]

Nyni pfesuneme vybrané sloupce vynasobenim matici 7T a nové vzniklou
matici rozdélime na dvé submatice

R-Tg

= |
Il

S

s [ R, R, } , Ry, — matice (m,m)

= |
Il

Jednoduchymi upravami postupné dostaneme

Rz, = 0
RTsTIZ,, = 0, nebof TsTH =1
TIZ,, = {‘i””(Rfl)'RSQ}-fi-+n (3.6)
T R
Zipn = A4 (3.7)



Vektor z/_ +n znaci vektor Zi.n bez m vybranych proménnych. V tomto
tvaru (3.7) jiz muzeme omezeni jednoduse zahrnout do jadra kvadratické
formy, coz ukdzeme v dalsi kapitole. Tim dojde k tomu, ze kvadraticka
forma bude zdvisld pouze na proménnych obsazenych v z!_ 4 Tam ale ne-
musi byt nékteré proménné, které se budou vyskytovat v dalsich omezeni.
Proto musime do matice omezeni v dalsim kroku rovnéz zahrnout omezeni

vyjadiena v tomto kroku. Za timto ucelem provedeme nasledujici ipravy.

A = |

az 1
A1 O ay =t~

Tyl = O I o [ _ tzt_+" 1 ] = Al(t)5§:+n+1
a:]; OT 1 Z( +n+ )

Eiﬂzﬂ = AR(t)§§:+n+1 = AR(t)Ei:iizH

Pticemz matice A’R vznikne z matice A jednoduse pouhym odebranim prv-
nich n(z) fadki. Matice Ar pak vznikne z matice A, odebranim tolika
prvnich sloupct, kolik je prvku ve vektoru z(¢7). To muzeme udélat proto,
protoze tyto sloupce jsou nulové. Nulovost téchto sloupcu je dusledek sku-
tecnosti, ze jsme v (3.6) vyjadfovali proménné jako funkce minulych, popf.
soucasnych proménnych. To vyplyva z toho, Ze jsme pti vybéru proménnych,
které budeme eliminovat, brali vzdy ty, jejichz sloupce byly v matici R nejvic
vlevo (samoziejmeé z téch sloupcu, které mély na prislusném radku nenulovy
prvek, jak jsme podrobnéji popsali vyse). A pro omezeni v ¢ase ¢+ 1 konecéné
plati

Eiﬂzﬂ =0
RAR(t)z 1., = 0.

A nynf se cely postup opakuje, takze hleddme vhodné proménné pro elimina-
ci s tim, zZe misto matice R mame matici R - Ag. Analogicky tedy dostaneme
matici A(t+ 1) a plati

St St +1

Zinp = AT Dz
Vektor zi__T!  opét znaél vektor Ei:i; +1 bez m vybranych promeénnych.

t=+n+1
Tens S T =41 . Ry
Jelikoz ale potrebujeme vztah mezi Zi7, ., a Z, 7 ., musime vyndsobit

matici A(t 4+ 1) matici Ag(t), nebot plati
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= Ap)Z T = Ap( A+ 1)z

Dosadme tedy transformaci proménnych do kvadratické normy.

min HFELFRHQ = min HF CA() -7,
2, Rz=0 z
2
— min Hszg_M (3.8)
Nyni provedme QR rozklad matice F,
F,=QRy, Q7Qp =1
2 T _N\T _
IRz = e = (Fre) RrQRrr, (20.,) =
_ T _ _ 2 _ 2
- <Ei*+n> R?Rf <E£*+n> = HRfEE*—I—n = HRJ»‘EE*-H'L ’ (39)

kde matice R, je matice Ry bez m poslednich nulovych radku, neboli je to
jeji nejvétsi ¢tvercova submatice obsahujici prvek (1,1).

Vyse popsany zpusob zahrnuti m linedrné nezavislych omezeni do jadra
kvadratické formy je teoreticky zcela korektni a univerzdlné pouzitelny, ale
muze nékdy narazit na numerické problémy. Proto muze byt pro praktickou
realizaci vhodnéjsi formalné pridat k stavajicim proménnym m novych pro-
ménnych. Ty zaclenime do omezeni tak, abychom prave tyto proménné mohli
jednoduse vyjadrit. To znamend, ze matici R rozsitime zleva o jednotkovou
matici. Abychom ale neporusili hodnoty puvodnich rovnic musime zajistit,
aby hodnoty nové pfidanych proménnych byly nulové. To zajistime tak, ze
vahy téchto proménnych v jadru kvadratické formy zvolime o nékolik fadu
vyssi nez jsou vahy , realnych” proménnych z. To zpusobi, ze pfi minimalizaci
takovéto kvadratické formy dojde prakticky k vynulovani uméle ptidanych
proménnych. Oznacime-li nové pfidané proménné napi. e, muzeme cely po-
stup zkracené zapsat
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R(t)5§+n20—> [ E ﬁ] {zte ] =0
t+n
) [F ]
bb
BB = , bb = 10000
bb

2

. —t 2 .
mZmHFanH — min =

e,z

BB O e
O F ?tt—I—n
BB P

= mzin HRJ;ELF”HQ .

V kapitole 4.5.3 budeme potiebovat zahrnout omezeni do kvadratické
formy, kterda bude v argumentu hustoty pravdépodobnosti. Pouzijeme stejny
,trik” s pfiddnim proménnych, a to presto, ze zde nebudeme fakticky prova-
dét zadnou minimalizaci. Budeme integrovat hustotu pravdépodobnosti pres
linearni podprostor a pridani novych proménnych hodnotu tohoto integralu
nezméni, nebot velké koeficienty v jadru kvadratické formy budou predsta-
vovat zanedbatelné maly rozptyl nové ptridanych proménnych, 1épe feceno
nahodnych proménnych. To znamena, ze nova vicerozmérna hustota pravde-
podobnosti nahodného vektoru (2) bude nenulova prakticky jen pro e = 0,
coz je presné to, co potiebujeme.

= min
z

3.3.5 Uprava na zobecnény choleskyho faktor

Pokud bude mit matice R, nékde na diagondle nulovy prvek, musime jesté
tuto matici upravit do tvaru, ktery odpovida zobecnénému Choleskyho fakto-
ru, jak jsme diive definovali. To muzeme provést tak, ze prvky na prislusném
fadku, kde je na diagondle nulovy prvek, vynulujeme. Ostatni prvky lezici
pod danym tadkem ptepocitame podle algoritmu vypoctu prvki Choleskyho
rozkladu (napt. v [5]). Jednotlivé prvky pocitame po fadcich odshora doli.
Nejprve spocitame prvek na diagonale

i—1
Ry(i,i) = | M(i,i) = Y _ R2(k, i),
k=1
kde M = RTR, a potom prvky vpravo od diagonaly
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m M(Zaj)_ZRz(k,’l)Rx(k,j) , ] >

k=1

3.3.6 Vlastni minimalizace

Vzhledem k tomu, ze jsme jiz zahrnuli vSechna omezeni do kvadratické formy
a matice této formy je horni trojuhelnikova, plati, Ze minimalni hodnota této
formy je rovna druhé mocniné posledniho prvku na diagonéle. Proto bychom
v tuto chvili mohli uzaviit cely jeden krok iterace algoritmu a po nezbytné
Upravé matice R, na matici F' (rozsifeni matice o n(z) radku a sloupci) zacit
dalsi krok (nebo-li zpracovat data z dalsiho ¢asového okamziku). Ovsem tim
by ndm v kazdém kroku algoritmu vzrostla dimenze matice F' o (n(z) —m).
Nebot v kazdém kroku ndm ptibude n(z) proménnych (jeden vektor z) a diky
omezenim odstranime m proménnych, jak jsme popsali v predchozi ¢ésti.

Ale pritom hodnota téch proménnych, které odpovidaji zbylym slozkam
nejstarsiho vektoru z, které nebyly odstranény pii dosazeni omezeni do kva-
dratické normy, je jiz v daném okamziku uréena, nebot tyto proménné se
nemuzou vyskytovat v dalsich omezenich. Nabyvaji totiz takovych hodnot,
aby minimalizovali danou kvadratickou normu. Pro hodnotu kvadratické
normy daného vektoru z plati

T

|zl = (z,2) = 2"z =2t + 25+ ... + 2}

7 toho vyplyva, ze minimum kvadratické normy dosdhneme, jestlize vynu-
lujeme jednotlivé slozky vektoru x, v nasem pripadé vektoru R,z. Rozlozime-
li matici R, na jednotlivé submatice, muzeme tento vektor vyjadrit takto

R zt‘ t~+n

TAL—4n

Ry 2(t™) + Rypzt ! ]

Rzl Rz2
@ Ra}3

kde pe je pocet slozek vektoru z(t) Jkteré jsme eliminovali.

pricemz R, = [ ] a R, je rozmeéru (n(z) — pe,n(z) — pe),

Je vidét, ze proménné, které se jiz nemohou vyskytovat v budoucich ome-
zenich, se vyskytuji pouze v prvnich n(z) — pe slozkdch vektoru R,Zz. Jejich
hodnoty jsou tedy urceny rovnici

Rp12(t™) 4 RuaZi—y, = 0 (3.10)
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Tato rovnice je vlastné formélné shodnéd s omezenimi, které dostavame meé-
fenim vystupu systému. Proto také princip, ktery pouzijeme pro dosazeni
téchto omezeni do kvadratické normy, bude formalné shodny. Matice R,y
odpovidd matici R, a matice R;» odpovidd matici R, . Jediny rozdil je
v tom, ze jiz nemuzeme vyloucit singuldrnost matice R,;, to jest matice,
kterou bychom potiebovali invertovat. Ale jelikoz jsme si matici R, upravili
do tvaru zobecnéného Choleskyho faktoru, vime, Zze matice R,; ma na dia-
gonale bud nenulové prvky, anebo je pifslusny radek cely nulovy (rovnéz
prislusny radek matice R, je nulovy). Proto vime, ze feSeni rovnice (3.10)
existuje, pricemz slozky vektoru z(t~), které odpovidaji nulovym fadkum,
muzeme volit libovolneé.

Tuto volbu muzeme formalné provést tak, ze matici R,1 v rovnici (3.10)
nahradime matici R,

R, 2(t7) + RuZl-,, =0,
pricemz matice R;l je shodna s matici R,; az na nulové prvky na diagoné-
le, které jsou nahrazeny libovolnym nenulovym ¢islem (uvazujme napiiklad
¢islem 1). Potom je matice R, invertovatelnd a analogicky s rovnici (3.7)
muzeme psat

Rt=4n = I t—+n

Tento vysledek dosadime do vztahu pro kvadratickou formu (3.9) opét ana-
logicky s rovnici (3.8)

=t _ [ —inv (Ry) - Rao } Z (3.11)

2
min HRxZEﬂrn
z

R, - [ —inv (Rj;l) "Ry ] 'Ei:ii

= min
z
2

_ . —t+1
= min ))szt,+n

(3.12)

Cisté mechanicky bychom mohli opét provést QR rozklad matice F,, a poté
odstranit poslednich (n(z) — pe) nulovych fadka. Tim bychom dostali étver-
covou horni trojuhelnikovou matici, ozna¢ime ji R,,. Ukazme ale, Ze tato
matice je totoznd se submatici R,3 matice R,. Upravime proto sou¢in matic
v jadru kvadratické normy v rovnici (3.12)

O Ry 1

[ —Ru-inv(R,) R +Re ] [ O

[ Ru1 Reo } . [ —inv(R,,) - Reo } _
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]
A jelikoz matice R,3 je ve tvaru zobecnéného Choleskyho faktoru mati-
ce RI;R,3 (nebot matice R, je zobecnénym Choleskyho faktorem matice
RT R,) nemusime jiz provadeét zadné dalsf maticové tpravy. Je tedy vidét, Ze
pri praktickém vypoctu staci vypocty popsané rovnicemi (3.11),(3.12),(3.13)
nahradit pfifazenim R,, = R,3. Rovnice (3.11),(3.12),(3.13) provadéji pouze
odvozeni tohoto vztahu.

3.3.7 Zavérecna uprava

Tim jsme se dostali na konec jedné iterace naseho algoritmu.Pied zahajenim
dalsi iterace musime jesté rozsitit matici R, na puvodni velikost matice F,
abychom mohli zpracovat data z dalsiho ¢asového okamziku.Tedy

2

Rm—tJrl
A [
zfn 2 \gz(t+n+1)
. _ 2
= min [|[FZ|
Zttn+1
_ 0 -
R, | R,
Rm _ le ng : F _ 1 O 2
ng ‘ , O O q
i R, 0 T

Poznamenejme jesté, ze prestoze matice F' nemusi byt horni trojihelnikova
(ale ve vétsing pripadu se dd predpoklddat, Ze je, nebot ¢ byva diagonalni
matice), je minimalni hodnota této kvadratické normy stéle ddna druhou
mocninou poslednfho prvku (v posledn{ rovnici oznacen jako 7), nebot jsme
pivodni normu rozsiiili o z(t +n + 1)TqTqz(t +n + 1). Tento piiristek lze
volbou z(t +n + 1) = 0 minimalizovat na nulovou hodnotu.

3.3.8 Shrnuti

Na zavér shrneme cely prubéh jedné iterace naseho algoritmu tim, ze ukaze-
me, jak se méni velikost (rozmér) matice v jadru kvadratické normy.

1. F(t) —d(t) x d(t), d(0) = (n+1)-n(z) + 1

2. F,(t) —d(t) x (d(t) — m)-zahrnut{ omezeni
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3. R.(t)—(d(t)—m)x(d(t)—m)-trojihelnikovani a odstranéni m nulovych
radka

4. F,(t) — (d(t) —m) x (d(t) —m —n(z) + pe(t))-minimalizace normy pies
proménné, které jiz nemohou vystupovat v budoucich omezenich

5. Ry (t) — (d(t) —m —n(z) +pe(t)) x (d(t) —m — n(z) + pe(t))-trojihel-
nikovani a odstranéni n(z) — pe(t) nulovych radku

6. F(t+1)—(d(t) —m-+pe(t)) x (d(t) —m+pe(t)) =d(t+1) x d(t+1)-
rozsiteni o n(z) nulovych rddku a sloupct a o matici ¢ na diagonéle

3.4 Priklad

Pro lepsi nazornost ukdzeme prubéh celého algoritmu na nasem piikladu
z kapitoly 2.1. Nejprve prevedeme stavovy popis systému na popis diferencni
rovnici, abychom dostali omezeni do kvazidiagonalniho tvaru.

Nejprve vyjadiime pienosy od vstupnich (méfitelnych i nemeéritelnych)
veli¢in na vystupni.

y(z) = (Clal = A)7'B+D)u(z) + (Clal - A)7'F +G) ()

z—1 z—1
ylz) = z(z — 0.5) ul(z) + lz(z —0.5) 1] ()

pozn.:nutno rozliSovat mezi vektorem poruch z a operatorem Z-transforma-
ce z.
Nyni jiz snadno zapiSeme nas systém diferenéni rovnici

y(t+2) =05yt +1) —u(t+1)+ut) =r() =
=[-1 0]z)4+[1 05 ]z(t+1)+[0 —1]z(t+2)
Dle znaceni zavedeného v této kapitole popiseme tedy nas systém takto

o 2(t) = (27) = n(z) =2

e R=[-1 01050 —-1]=m=1n=2

V ¢case od t = 0 do t = 2 jsme zmérili vystup a vstup systému a spocitali

hodnotu rezidua
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r(0) = y(2) — 0.5y(1) — u(l) + u(0) = 2.

Matici ¢ uvazujme ¢ = [ 0.9 0.2 ]. Potom matice v jadru normy bude
nabyvat v jednotlivych krocich jedné iterace algoritmu nésledujicich hodnot

09 0 0 0 0 0 0

0 02 0 0 0 0 0

0 0 09 0 0 0 0

1L.FO)=| 0 0 0 02 0 0 0
00 0 0 09 0 0

0 0 0 0 0 020
0 0 0 0 0 0 1]

2. (a) RO)=[R -2], R,(0)=—1,
R(0)=[0 1 050 -1 —2]

(b) —1nv<R1(0)> R,0)=[0 1 05 0 —1 —2]
001 05 0 —1 —2
10 00 0 0
01 00 0 0
(¢) F,(0)=F0)-|00 1 0 0 0 |=
00 0 1 0 0
00 00 1 0
(00 0 0 0 1|
0 09 045 0 —09 —L18§]
02 0 0 0 0 0
009 0 0 0 0
—1 0o 0 02 0 0 o0
0 0 0 09 0 0
0 0 0 0 02 0
000 0 0 0 1 |
[ 0.2000 0 0 0 0 0
0 12728 03182 0  —0.6364 —1.2728
0 0 03758 0  —0.5388 —1.0776
3. R(0) = 0 0 0 —0.9000 0 0
0 0 0 0 03933  0.5832
0 0 0 0 0 10577 |
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0 0 0 0 0
1.2728 03182 0  —0.6364 —1.2728
0 03758 0  —0.5388 —1.0776
4 Fn(0) = 0 0 —09000 0 0
0 0 0 0.3933  0.5832
0 0 0 0 1.0577 |
1.2728 03182 0  —0.6364 —1.2728
0 0378 0  —0.5388 —1.0776
5. Rn(0) = 0 0  —0.9000 0 0
0 0 0 0.3933  0.5832
0 0 0 0 1.0577
(12728 03182 0  —0.6364 0 0 —1.2728]
0 03758 0  —0538 0 0 —1.0776
0  —0.9000 0 0 0 0
6. F(1) = 0 03933 0 0 0.5832
0 09 0 0

S OO OO
o O OO

0
0 0 0 0.2 0
0 0 0 0 1.0577

A minimalni hodnota normy je

min
2(3):R2(3)=r©
Na obr.3.1 az 3.6 jsou vysledky simulaci, které jsme provedli na nasem
systému, pfi¢emz jsme uvazovali poruchu pusobici na vstup a na vystup. Na
obr.3.1 je zobrazen vystup soustavy bez pusobeni poruchy a pti pusobeni
naznacené aditivni konstantni poruchy na vstup. Porucha tedy pusobila od
casu t = 10 do casu t = 30 a méla velikost 1. Na obr.3.2 je zobrazen priubéh
velikosti residua soustavy, opét bez poruchy (nulova hodnota) a s poruchou.
A konecné na obr.3.3 je zobrazen prubéh minimalni normy poruchového
signalu. Z tohoto prubéhu je patrné, ze k narustu minimalni normy, a tedy
k detekci poruchy, dochézi pouze v okamziku, kdy skutecné porucha zacala,
resp. prestala pusobit. Pro¢ tomu tak je, je zfejmé jiz z obr.3.1 a 3.2, kde je
vidét, ze prenos ze vstupu na vystup nasi soustavy ma deriva¢ni (diferencni)
charakter, a tudiz konstantni porucha na vstupu se na vystupu neprojevi,
a tudiz nemuze byt ani na zakladé méreni vystupu detekovana.
Stejné prubéhy jsou zobrazeny na obr.3.4 az 3.6, ale pro poruchu ptisobici
na vystup soustavy. Zde je jiz porucha detekovana po celou dobu jejiho
pusobeni.

F(0) - z@) H = R2(0)(5,5) = 1.12
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—— : vystup s poruchou

——— ' vystup bez poruchy b

———  porucha vstup

0.8

0.6

0.4

0.2

20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obréazek 3.1: Vystup soustavy pfi poruse na vstupu

—  residua s poruchou

— © residua bez poruchy T

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obréazek 3.2: Residuum soustavy pfi poruse na vstupu
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1.6

141 A
—— . min. norma — porucha

——  min. norma - bez poruchy

0.6

0.4

0 I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obréazek 3.3: Minimalni norma poruchového signalu z pfi poruse na vstupu

——— " vystup s poruchou b

— - vystup bez poruchy

| ———— © porucha:vystup

| I I I I I I I I
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obréazek 3.4: Vystup soustavy pfi poruse na vystupu
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1
——— " residua s poruchou
— - residua bez poruchy
0.5 4
O -
-0.5 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Obrazek 3.5: Residuum soustavy pfi poruse na vystupu
20
18 b
16 b
14} __ :min.norma - porucha i
min.norma - bez poruchy
12F b
10F N
8 i
6 i
4 - -
2r i
0 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obréazek 3.6: Minimalni norma poruchového signédlu z pti poruse na vystupu
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Kapitola 4

Stochasticky pristup

4.1 Stochasticky model s poruchami

Formélneé jiny, ale principidlné stejny, pristup je stochasticky pohled namisto
pohledu deterministického, ktery reprezentoval vypocet minimélni kvadratic-
ké normy poruchového signalu. Uvazujeme tedy stochasticky model systému.
Soustavu linedrni diferenéni rovnic (1.1) nahradime soustavou linearnich di-
ferencnich rovnic s chybovou slozkou

n—1 n
yit+n)+ > aly;(t+i) =Y blu(t+i) =

=0 =0
BSt) 4 ...+ St +n) + et +n) (4.1)
j=1...,m,

Chybova slozka e je m-dimenziondlni nahodny vektor se zndmou hustotou
pravdépodobnosti e ~ N(0;Q.), pficemz kovarianéni matice Q). je rovnéz
znamé. Duvod, pro¢ v rovnici (4.1) misto z piSeme 0 a misto ¢; piSeme d;,
vyplyne z nésledujicich iprav. Zaved me tedy

- ()43

Pricemz Tj je vektor dimenze m samych nul, az na j-tou pozici, kde je 1.
Potom muzeme rovnici (4.1) prepsat do tvaru, ktery je zcela shodny s rovnici
(dif). Proto dostavame pro vyjadreni linedrnich omezeni ziskanych mérenim
v ¢ase t kompaktni zapis

{ i)

] 1#n

} 1=n

)

—_

J

T(t) = R ’ Z€+n
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A opét pro vSechna omezeni ziskand v ¢asovém intervalu < 0,¢ > dostaneme

_ .0 _ 0
h_rt_H.Zt-l—n

a matice H je opét kvazidiagondlni matice slozend z matic R.

4.2 Poruchovy signal jako nahodny vektor

Pti stochastickém pohledu uvazujeme, ze vektor z je nahodny vektor s vice-
dimenzionalni normalni hustotou pravdépodobnosti:

B 1 AR o
p('z)“\/w.mep{ 77 @ z}
o-[§§

0 Q.

4.3 Vyznam kovarianéni matice pro detekci

Cilem je vypocitat pravdépodobnosti ruznych kovarianénich matici ()5 pod-
minéné mérenymi daty (rezidua r). Zménou prvka matice Qs (predevsim téch
na diagondle) vytvarime ruzné hypotézy o velikostech jednotlivych poruch.
Tak napiiklad kovarianéni matice Qs = (1°?) (pro dvouslozkovy vektor ¢)
reprezentuje skutecnost, ze prvni slozka vektoru 6 ma velkou kovarianci (tedy
rozptyl), neboli ze je pravdépodobné, ze prvni porucha je nenulova. Naopak
kovarianéni matice Qs = ({ 13y) reprezentuje opacnou situaci, kdy je prvni
porucha nulova a druha nenulova.

Hlavni rozdil oproti deterministickému piistupu je v tom, ze zatimco
minimalni hodnota dané kvadratické formy méla pro nis sama o sobé (bez
hodnot jinych kvadratickych forem) informacni piinos, u stochastického pii-
stupu tomu tak neni. Je to zpusobeno tim, ze jednotlivé pravdépodobnosti
nejsou normovany a tudiz nam samy o sobé nic netikaji.

Tak napiiklad kdybychom pocitali pravdépodobnost kovarianéni matice,
ktera by reprezentovala pusobeni prvni poruchy, a mezi dvéma vypocty by
se velikost této poruchy zvétsila, pak by pravdépodobnost, vypoctenad pii
pusobeni vétsi poruchy, byla mensi nez pravdépodobnost pocitand jako prvni.
To je zpusobeno tim, jak modelujeme jednotlivé poruchy. Tedy zménou ko-
varianéni matice hustoty pravdépodobnosti, nikoliv stiedni hodnotou. Tudiz
maximélni hodnota pravdépodobnosti je v pocatku (nulovy vektor poruch
d) a od né monoténné klesd. Proto nasim cilem je vypocitat, kolikrét je

o~/

pravdépodobnéjsi jedna kovarianéni matice oproti té druhé. Jinak fec¢eno
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mnozina vSech kovarian¢nich matic, u kterych pocitame jejich pravdépo-
dobnosti, ndm tvofi mnozinu vSech elementarnich jevu. Na této mnoziné
pocitdme rozlozeni hustoty pravdépodobnosti (samoziejmé diskrétni). To
tedy v praxi znamend, ze kazdou vypoctenou pravdépodobnost normujeme.
A to tak, ze ji vydélime souctem vsSech vypoctenych pravdépodobnosti. Po-
tom ndm vsechny pravdépodobnosti daji v souc¢tu hodnotu 1 (100%). Uz
z toho je patrné, ze pocitat pravdépodobnost pouze jedné kovarianéni mati-
ce, je nesmyslné, nebot bychom bez ohledu na métrend data dostdvali vzdy
stejnou hodnotu (prave 1).

4.4 Vypocet pravdépodobnosti kovarianéni ma-
tice

Ptejdéme tedy k vlastnimu vypocétu. Pocitame tedy pravdépodobnost, ze
poruchovy signél z méa dané rozlozeni hustoty pravdépodobnosti (tedy gaus-
sovské s danou kovarianéni matici @), podminéno pozorovanymi daty, které
uvazujeme ve formé soustavy linedrnich rovnic h = r) = H - z},,,. Tuto
podminénou pravdépodobnost v ¢ase ¢ muzeme vyjadrit pomoci Bayesova
vztahu

] Q) 2(Q)
p(h)

Jelikoz p(h) je konstanta nezdvisld na Q(i) a obecné plati [ p(z,y | ...)dx =

p(y | ...), dostaneme

Po(t) = p(Q) | h) =

P(QU) | h) / p(z,h | Q(0)) d= . p(QU)),

p(Q(7)) je apriorni rozdéleni pravdépodobnosti matice @, které uvazujeme
rovnomeérné, tedy je to opét konstanta nezavisla na konkrétnim (7). Déle
p(z,h | Q@) je pro h = r) = H - z),,, rovna p(z | Q(i)) a pro ostatni h je
rovna nule. Oznaéime-li S linedrni podprostor v z, kde plati r) = H - 2}, ,
muzeme psat

Q) | h) o / o= | Qi) d=. (4.2)

S

Ptesnou hodnotu p(Q(i) | k) dostaneme znormovanim jednotlivych hodnot
integralu z rovnice (4.2)
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Jsp(z| Qi) dz

COIDE
’ s, (Jeple QU dz)

4.5 Rekurzivni vypocet pravdépodobnosti ko-
varianc¢ni matice

4.5.1 Motivace

Je zFejmé, Ze rovnice (4.2) opét fesi nas problém pouze principidlné. Pro prak-
ticky vypocet je jen tézko pouzitelnd, nebot bychom museli pocitat integral
z n-rozmérné funkce, pricemz n by se v kazdém kroku zvétsovalo. Proto je
nutné, abychom ptevedli tento vypocet do rekurzivni podoby.

4.5.2 Formalni upravy

Nejprve formalné upravime vyraz pro hustotu pravdépodobnosti p(z(t) | @)

1 1
Q7' det@ = =

detQ—!  detP
() Q) = —(;EP() exp {—éz@)TPz(t)}. (43

P

Nyni provedeme Choleskyho rozklad matice P, abychom mohli kvadratickou
formu v exponentu hustoty (4.3) prepsat jako kvadratickou normu vektoru
(chol(P)z)

P = m'm
detP = detm” -detm = (detm)?
|det m)| { 1 2}
z(t = ————=expqy —=|mz(t . 4.4
P Q) = e —glm (0] (4.4

Jelikoz mame nehomogenni linedrni omezeni, rozsitime vektor z o absolutni

¢len
p(=(t) | Q) = %exp {—; H( o ) (29)




4.5.3 Integrace hustoty pravdépodobnosti pres linear-
ni podprostor

Nyni ukdzeme, jak vypocitat p(Q(i) | r?), tedy pravdépodobnost Q(i) pod-
minénou vsemi daty ziskanymi do ¢asového okamziku ¢, za predpokladu, ze
zname hustotu pravdépodobnosti z podminénou matici Q(i) a vSemi daty
ziskanymi do ¢asového okamziku (¢ — 1). Plati totiz

J,

Budeme tedy pocitat integral z hustoty p(z) pres linearni podprostor S, ktery
je tvofen vSemi FeSenimi soustavy linedrnich rovnic Rz = r(t). Jak tuto
integrovanou hustotu budeme ziskavat, ukazeme pozdéji.

Meéjme tedy v case t hustotu pravdépodobnosti z podminénou danou
kovarianén{ matici Q(i) a daty r! ;

Zt0+n:TtO sz+n:r(t)

P (zpn | QG),71) =
{31 ") ()

a budeme pocitat integral

[ Q) b, (47
Rt =r(t)

Dand omezeni z casu ¢t zahrneme do (4.6) principialné stejnym zpusobem,

jakym jsme zahrnovali omezeni pii vypoctu minimélni kvadratické normy
tn(r)+1

v ¢ésti 3.3.4. Provedeme tedy substituci (Z%”) = A(*=n ), kde matice
A bude sestavena stejné jako v ¢ésti (ref). Po provedeni této substituce
jiz nebude matice v jadru kvadratické normy horni trojuhelnikova, a proto
provedeme jeji QR rozklad. Rozdélime-li matici R tohoto rozkladu na jed-

notlivé bloky
N(t) naa(t) dostaneme
0/ N99o (t) ’

7 (a0 Qa).ay) =
|det M (t)] exp 1 H( N(t) nia(t) ) ( zfj:;)ﬂ )
(27r)(tDn() 2 o' nap(t) 1
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Duvodem, pro¢ misto podminéné hustoty pravdépodobnosti p <zt1;>“ | Q(4), Y 1)

piseme obecnou funkei f <zt”m+l, Q(i), rf_1> , je fakt, ze funkce f neni husto-

tou pravdépodobnosti, nebot integrdl z ni neni roven jedné. Ale pro vypocet
integralu (4.7) plati

. tnr 1 . tnr 1
[ il @) et = [ 1 (s .d) dsiz
Rzt ,=r(t)
(4.9)

K vypoc¢tu integralu na pravé strané rovnice (4.9) je uzitecné si kvadratic-
kou normu v exponentu hustoty pravdépodobnosti (4.8) rozdélit na soucet
dvou kvadratickych norem, ptficemz ta prvni bude obsahovat proménnou z,
ale ta druhd pouze absolutni ¢len. Provedeme tedy néasledujici upravy (pro
zjednoduseni zdpisu vynechdme ¢asové indexy)

N n19 z 2_ FQ O Z-fl 2 (4 10)
No2 1 o o’ fg 1 '
Roznésobenim levé i pravé strany ekvivalence (4.10) dostaneme
Nz+np | Fyr = Bfy |
= (4.11)
122 s

Porovnanim odpovidajicich slozek v (4.11) dostaneme

FQ == N
fi = —Nlnp
f3 = N2

Potom muzeme ”hustotu pravdépodobnosti” (4.8) upravit

|det M (t)] |detN ()]

Q) = e SNl Ve
X exp {—1 |¥@) (i + N s
e { g0 |

eow{-Jan} -
N L/ (2m)n0) |det N (¢) 2
XN (=N (t)na(t), (NTN)™Y) (4.12)

a integral z (4.12) je roven
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Pow(® = [ £ (2 1 QU)r?) deit” =

|det M (t)] 1,
) et N (1) exp {_§n22(t)} (4.13)

Tim jsme ziskali konecny vysledek v case t, ale vychazeli jsme ze znalosti
podminéné hustoty pravdépodobnosti p(zf,, | @,r{_;) . Proto musime uké-
zat, jak tuto hustotu v ziskame.

4.5.4 Rekurzivni integrace

Stejné jako v kapitole, kde jsme pocitali minimalni kvadratickou normu, i zde
vyuzijeme kvazidiagonalitu matice H. Tedy faktu, ze data r(t),r(t +1),...
nezavisi na z(t — 1), z(t — 2),.... Proto muzeme provést celou integraci po-
stupnou diléf integraci pres jednotlivé vektory z(¢). Tim ziskdme rekurzivni

predpis pro p(zf,, | Q,77_,)

P (#n | Qurisy) = p(2(t +n) | Q)
/ p (Zt+n 1| Qﬂ”t 2) dz(t —1) =
Rz{ ) =r(t—1)

:p<z<t+n>\@>/ p(e(t+n—1)] Q)

sz;}i_lzr(t—l)

- / P25 | Qurly) dat — 2) da(t — 1) =

sz;i_g =r(t—2)

=p<z<t+n>>/ p(elt+n—1)]Q)

Rz{ ) =r(t—1)

/ p(zt+n—-2)|Q)
th+n 5=7(t—2)
/ /R 0 (0 21 Q) dz(0). .. da(t — 2)dz(t — 1).

Jeden krok této rekurze ukdzeme na vyjadieni podminéné hustoty prav-
dépodobnosti p (21,1 | Q(i), 7). Z rovnice (4.12) ziskdme
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Lo .
p (2100 1QG). 1Y) =

|det N ()] 1 - B )
L (v (i o))
o+ In(r)+1

Jelikoz slozky vektoru z,},’"" s ¢asovym indexem ¢ (tedy vektor z, ,
ktery oznac¢ime z;) se jiz nemohou vyskytovat v budoucich datech, zajim&
nas pouze marginalni hustota pravdépodobnosti vektoru zfi}l (tento vektor
oznaéime z3). Analogicky jako v rovnicich (4.10) a (4.11) upravime kvadra-
tickou normu v exponentu (4.14). Oznacime-li

o Ni1 Ny a1 R & 41
v (% N) voman-n- ()

tn('r)«l»l
tn('r)+1 _ Zt . <1
Zttn = t4+1 = ’
Zt+n Z2

pak muzeme psat

[(% Ry 2z -108 2) (Fama®)

$F2:N22,F1:...

(4.14)

Pro vyjadreni ps, vyjadiime nejprve inverzi matice N. Pfimym vypoctem lze
OVETit, Ze je zTfejmé rovna
Nty = (Vi N NNy
@ Nyt '

ni21

nm) , dostaneme

Oznaéime-li ny5(t) = (
n= —Nﬁl(t)nlz(t) = U2 = —Nzaln122.

Nyni jiz muzeme vyjadrit hledanou hustotu pravdépodobnosti

b (Zij——'rlz | Q(i)ﬂﬁ?) =N (_N2_21n122a (NQZI;N22)_1) .

Podminénou hustotu pravdépodobnosti vektoru zfi}l 41 Jiz ziskame snadno
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p(zifni 1 Q(0),17) = N (=N maza, (NgyNoo) ™) x N (0, (m"m)~1) .
(4.15)
Abychom tuto hustotu dostali do tvaru, v kterém byla uvedena hustota
v (4.6), provedeme jednoduché upravy kvadratické normy v exponentu hu-
stoty pravdépodobnosti (4.15)

2

2 Ny O ZH}L H
s (e =)l = | (e O) (g )

_ H( M(t+1) maft +1) ) ( zfiiﬂ) :

Y

o 0 1
kde M(t+1) = ( N%(t) 7?1 ) L ma(t+1) = ( _N%(t)“? ) - (”32).

4.6 Priklad

Cely algoritmus popsany v této kapitole budeme demonstrovat na systému
z kapitoly 2.1.Jak jsme popsali na zacatku této kapitoly, rozsifime popis
systému o chybovou slozku e (Sum)

y(t+2)—05y(t+1) —u(t+1)+u(t) =r() =
[ =1 0Jo(t)+[1 05 J6(t+1)+[0 —1]5(t+2)+e(t+2)=
[ =1 0 0]z()+[1 05 0]z(t+1)+[0 —1 1]z(t+2).

Matice R je tedy

R=[-1 0010500 -1 1].

Budeme pocitat pravdépodobnosti tii kovariancnich matic, odpovidajicich
po tadé situaci bez poruchy, s poruchou na vstupu a s poruchou na vystupu.
Bude-li o, (tedy odmocnina z rozptylu Sumu) napi. 0.05, pak jednotlivé ma-
tice m (tedy choleskyho faktory piislusnych informaé¢nich matic) mohou vy-
padat typicky takto

100 0 O 001 0 O 100 0 O
my = 0 100 0 |,me= 0 100 0 |,ms3= 0 001 O
0 0 20 0 0 20 0 0 20



1

09

08

1\ 07k

| N | 0.6

1\
AN il 051 —
0.4

03

02f

B 5

= L L L L L L L L L , o L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrézek 4.1: Predikce vystupu a pravdép. jednotlivych poruch pii poruse na
vystupu a g, = le — 4

sp My ——  zmereny vystup
predikce vystupu

08l — ppst.lib. poruchy

90%-konfidencni oblast predikce

06

04t

= L L I 0
[ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obrazek 4.2: Predikce vystupu a pravdép. poruchy (libovolné) pii poruse na
vystupu a o, = 0.05

Na obr.4.1 az 4.4 jsou vysledky simulaci pro poruchu o velikosti 1 puisobici
na vystup soustavy od casu t = 10 do casu t = 30. Jednotlivé prubéhy se
lisi velikosti rozptylu Sumu pusobici rovnéz na vystupu. Je patrné, ze detekce
poruchy je tim lepsi, ¢im vétsi je pomér mezi velikosti poruchy a Sumu (pomeér
signal-sum). To je obzvlasté ziejmé z obr.4.4, kde velikost sumu je tak velkd,
ze vystup zatizeny poruchou lezi v oblasti, kde 1ze s 90% pravdépodobnosti
ocekavat hodnotu vystupu. Proto také porucha detekovana neni.

Na obr.4.5 je vysledek detekce pro poruchu pusobici na vstup a o, =
le — 4, pro porovnani s vysledky detekce pro deterministicky ptipad.

45



zmereny vystup
predikce vystupu

| ~ 90%-konfidencni oblast predikce

= L L L L L L I I I

09

08

0.7

0.6

05

04

03

02

01

— ppst.lib. poruchy i

—

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obréazek 4.3: Predikce vystupu
vystupu a o, = 0.1

zmereny vystup
predikce vystupu

" 90%-konfidencni oblast predikce

a pravdeép.

0.9

08

07

0.6

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

poruchy (libovolné) pti poruse na

[ 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Obrazek 4.4: Predikce vystupu
vystupu a g, = 0.5
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0.9 q

0.8 q
= ppst. bez poruchy

= ppst. poruchy vstupu
0.7F = ppst. poruchy vystupu B

0.5F q

0.4r q

0.3 q

0.1r q

Obrézek 4.5: Pravdép. jednotlivych poruch pii poruse na vstupu a o, = le—4
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Kapitola 5

Aplikace na realném pripadé z
praxe - Rizeni spalovani uhli v
teplarné Otrokovice

5.1 Uvod

Algoritmus detekce poruch jsme aplikovali na detekci poruch analyzatoru
spalin v procesu spalovani uhli v teplarné Otrokovice.

5.2 Ridici proces

Popisme nejprve cely tidici proces. Ukolem je prostrednictvim regulace mnoz-
stvi hmotnostniho toku paliva - uhelného prasku (F') a hmotnostniho toku
vzduchu (A) dosédhnout optimélnich hodnot koncentraci kysliku ([Os]), oxidu
uhelnatého ([CO]) a oxida dusiku ([NO,|) ve smyslu kritéria (stochastického,
nebot jednotlivé koncentrace povazujeme za ndhodné procesy)

minZka(yk<t,v(t)> > Lk) (5.1)

Jedné se tedy o minimalizaci véazeného (koeficienty wy,) souctu pravdépodob-
nosti, ze velicina y; je vetsi nez jeji prislusna horni mez, prostfednictvim
parametru v (napiiklad pomér A/F). Veliciny y; jsou tedy prislusné kon-
centrace [Os], [CO], [NO,]|, pticemz pro stanoveni dolnich mezi budeme za yj,
brat —[0s], —[CO], —[NO,]. Pro predikci pravdépodobnosti v (5.1) je pouzit
adaptivni regresni model. V kazdém okamziku, kdy jsou zmérena data, se
vypocita pravdépodobnost koeficientu tohoto regresniho modelu podminénd
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vSemi zméfenymi daty. Z této podminéné pravdépodobnosti se pak urci
prislusné nejvérohodnéjsi odhady vsech koeficientu. Pro uplnost pozname-
nejme, ze jelikoz se odhaduji ¢asové proménné parametry, je pro ¢asovy krok
odhadu parametru pouzito tzv. zapominani, konkrétné omezené zapominani.

5.3 Ukol detekce poruch

Problém tohoto adaptivniho fizeni spociva v casté poruchovosti senzort (tzv.
analyzatoru), které méii piislusné koncentrace, a jejichz vystupy piimo ovliv-
nuji vysledné odhady parametru modelu. Poruchy téchto analyzatoru se mo-
hou nejcastéji projevovat bud ‘zamrznutim’ v néjaké krajni poloze, nebo
mohou mit na vystupu stdle ndhodnou trajektorii, ale ta je stdle méné ko-
relovdna se skutecnymi hodnotami. Regeni tohoto problému by mél piinést
algoritmus automatické detekce poruch. Jeho tkolem je tedy rozhodnout,
jestli dany (nebo pouze obecné néjaky) analyzitor je v poruse a jeho data
tedy nemaji byt pouzita k adaptaci koeficientu modelu.

5.4 Struktura systému

Pro urcéeni modelu systému, musime nejprve urcit strukturu celého mode-
lu. To jinymi slovy znamend, ze musime zjistit, na kterych velicinach zavisi
vyvoj jednotlivych koncentraci [Os], [CO],[NO,] v ¢ase a na kterych naopak
nezavisi (nebo jsou tyto zavislosti statisticky nevyznamné, a proto si je
muzeme dovolit zanedbat). Jelikoz Feseni tohoto problému neni soucésti této
prace, uvedu zde pouze vysledky, které jsem sam ptevzal a které byly pak
vyuzity pro vlastni feSeni problému detekce poruch.

Pro koncentraci [Os] existuje jednoduchy teoreticky model (napt. [8],[9])
ve formé stechiometrické bilance horeni paliva

oy - LA 52

kde A, a F, jsou skuteéné hodnoty mnozstvi vzduchu a paliva v molech.
Kazdou z téchto hodnot muzeme vyjadrit jako funkci hmotnostnich toku
prislusnych veli¢in
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na

Aa(t) = Z @?A(t o k)

Fu(t) =Y Oy F(t—k), (5.3)

k=0

kde ©4, resp. O jsou piislusné koeficienty.
Po dosazeni (5.3) do (5.2) a jednoduché tupravé dostaneme

i OLA(t — k) ([02](75) - 0.21) + i OFF(t—k)=0~el(t), (5.4)
k=0 k=0

kde e; je normélné rozdéleny sum e; ~ N(0,02)).

Poznamenejme, ze piestoze rovnice (5.4) nenf linedrni vzhledem k promeén-
nym velicindm [Os] a A, je linedrni v hledanych parametrech, a proto bude
mozno k jejich odhadu pouzit lineadrni regrese.

Jinou moznosti je pouziti ,klasického” linearnitho modelu. Chybu tako-
vého modelu lze casteéné zmensit vhodnou nelinedrni transformaci dat. Pro
nas piipad se ukéazalo vhodnym pouzit funkci logaritmus, takze model pro
koncentraci [Oz] bude mit strukturu

’I’LO2

na nr
S Ot log A(—k)+> 69 log([Og](t—k)—O.ﬂ) +3 OFF(t—k) =0 = e4(1).
k=0 k=0 k=0

Kromeé vzduchu A, ktery je do procesu horeni privadén tizené a je i méfen,
ovliviiuje hofeni nezanedbatelnym zpusobem také vzduch, ktery vnika do
hotédku nekontrolované diky ruznym netésnostem. Tento vzduch budeme na-
zyvat ,falesny” vzduch a budeme ho znacit Ay. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze jeho velikost je béhem celého hoteni konstantni. Jeho kon-
krétni velikost muzeme odhadnout jednoduse metodou nejmensich ¢tvercu

ki (A(t) + Ay (8)) ([0a](t) — 0.21) + ks F(t) = 0,

kde konstanty k; a ko reprezentuji prevodni konstanty (zesileni) pfislusnych
méfticich ¢lent. Jednoduchou tpravou dostaneme
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(05](t) = 0.21) A(#) + c - F(£) + ([05](t) — 0.21) A(t) = 0, ¢ = 2

ki
2(t) = ( [02)(t) — 021 F(t) ([02](t) —0.21) A(t) )
Z =z}, theta= (( Ay ¢ 1
theta = arg glel]g (1 - theta||2)

(
)T

Pficemz minimalizaci vyrazu || Z - thezﬁa“2 provedeme efektivné opét pomoci
@ R-rozkladu matice Z. Déle jiz budeme pod oznacenim A rozumét A+ Ay.

Pro koncentrace [CO],[NO,]| jiz podobny jednoduchy teoreticky model
neexistuje, a proto je nutné urcit prislusné zavislosti z namérenych dat statis-
tickym ovérovanim hypotéz odpovidajici prislusné zavislosti. Jako vysledek
bychom obdrzeli

{icol.10:]} — {[col}
{vo.). A R [0, [c0l} — {Ivo.]} (5.5)

Tato pritfazeni vyjadiuji skutec¢nost, ze pokud zahrneme soucasné a minulé
hodnoty velicin v levé slozené zavorce do modelu veliciny v pravé slozené
zavorce, pak zmensime chybu predikce.

Ze vztahu (5.5) vyplyva, ze pro koncentrace [CO| a [NO,] vychazi au-
toregresni modely (ARX), tedy modely uvazujici zavislost piislusné veliciny
na svych minulych hodnotach. Prestoze ARX modely davaji nejmensi chybu
jednokrokové predikce, nemusi byt vzdy vhodné je pouzit. Jejich chyba pre-
dikce je totiz zavisla (citlivd) na zméné frekvenéniho spektra piislusného
signalu, k ¢emuz muze dojit, aniz by se néjak vyrazné zvétsila chyba mérent
daného signalu. Tato skutecnost je pro problém detekce poruch nevhodna,
a proto misto modeli ARX pouzivame modely bez autoregresni zavislosti
(muzeme je znacit CRX). Tyto modely jsou tim padem necitlivé na zménu
koeficientu autoregresni ¢asti, ale jsou citlivé pouze na zmény ve vzajemnych
zavislostech mezi jednotlivymi veli¢inami.Pro modely C RX tedy dostaneme
misto pfifazeni (5.5), prifazeni

{104} — {ico)}

{A, F,[0s], [00]} . {[NOx]} (5.6)
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Z (5.6) pifmo vyplyva struktura diferen¢nich rovnic pro koncentrace [C'O]

a [NO,]

Tl02

log[COJ(t) + Y 6(03)(t — k) = ea(t)

k=0

[NO,(t) + i OLA(t — k) + i OFF(t—k)+

1Oy nco
+> " 02[0a)(t — k) + ) 0L 1og[CO(t — k) = es(t), (5.7)
k=0 k=0
kde es, resp. ez jsou opét normalné rozdélené sumy s nulovou stiedni hod-
notou a pifslusnym rozptylem o? , resp. o2,.V rovnici (5.7) je misto samotné
koncentrace [CO] pouzit jeji logaritmus, nebot takovy linedrni model lépe
odpovida skutecnosti.

Jesteé lepsich vysledku dosdhneme provedeme-li transformaci dat [NO,] ,
resp. [CO] tak, aby takto vznikld data (oznacime je lin[NO,], resp. lin|CO))
1épe spliovala predpoklad linearni zavislosti. Muzeme naptiklad provést kva-
dratickou transformaci, pticemz jeji koeficienty uréime tak, abychom mini-
malizovali odchylku lin[NO,], resp. lin[C'O] od k-ndsobku lin[Os](lin]Os] =

log([Os] — 0.21) ve smyslu nejmensich ¢tvercu.

2
Uin[NO,] = ag+ Y ax[NO,J* = k-1in[O,]
k=1

2
Ao+ Y W[NOJF +1in[05] = 0
k=1

) = (1 [NOJ(D) [NOJA(1) linfO:() )

. ngin(nz. o)

Pted vlastnim odhadovanim parametri naseho modelu je potieba vytesit
problém, jak urcit ty parametry, které jsou pfesné nulové. Nebot diky za-
okrouhlovacim chybam, ale predevsim diky aproximativni volbé struktury
modelu, ndm zadny z parametru nevyjde presné nulovy. Jednou moznosti je
urcit dolni a horni meze indext v suméch v rovnicich (5.4) a (5.7), jinymi
slovy urc¢it zpozdéni a fad dané zavislosti. K tomu byla opét pouzita stati-
stickd metoda testovani prislusnych hypotéz. Vysledkem je
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e pro model [Oy] : ka ={0,...,3}; kp={5,...,7}
e pro model [CO] : ko, ={1,...,4}

e pro model [NO,] : ka ={2,...,4}; kr ={2,...,4}; ko, ={0,...,8};
kcoI{O,...,?)}

Takto jsme vybrali nejlepsi strukturu, ale pouze z takovych, které maji ne-
nulové parametry v souvislé casové posloupnosti, tedy vsSechny paramet-
ry s mensim, resp. vétSim casovym indexem nez je prislusny dolni, resp.
horni index jsou nulové. To nam jisté zuzuje vybér moznych struktur. Jinou
moznosti, kterd pripousti nulové parametry na libovolném misté, je porovnat
béhem samotné odhadovaci procedury velikost prislusného parametru s jeho
rozptylem. Pokud je odhad parametru mensi nez dvojnasobek jeho rozptylu,
polozi se presné roven nule. Proto se musi odhadovaci procedura provést
dvakrat. V prvnim pruchodu se zjisti, které parametry jsou nulové, a teprve
ve druhém se provede koneény odhad ostatnich parametru.

5.5 Parametry modelu

Nyni muzeme pfistoupit k uréeni parametru (lépe Feceno jejich odhadu)
CRX modelu, jehoz strukturu jsme popsali v predchozi ¢asti. Nejprve zave-
deme oznaceni.Oznacme n Fad celého systému, tedy nejvyssi hodnotu horniho
indexu k v (5.4). Potom vektor dat (regresor) a vektor parametri odpovida-
jici diléimu modelu pro jednu koncentraci je

g(t) = [A® ([0:](5) = 0.21),...., A(t =) ([0 (1) — 0.21),
A(), - At = 1), F(8), ..., F(t —n), [03](0), ..., [Oa](t — ),

log[CO](1), .., 10g[CON(t — ), INO(1) ... [NOL](t — ), 1] !

0, = [9001,...,9;;‘02,001,... oA oF .o,

Y n )

T
O; O; pCi; C; pN; N; i
00, .. 0065 . 0% oY .0 a]

rYn yvYn yVn )

i=09,CO,NO, ©; —rozmeér (6(n+1)+1)x1=dx1

Matice vSech parametru je
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o'=| oL, | =| e} (5.8)

Je ziejmé, ze matice O je velmi fidka. Nulové prvky odpovidaji koeficientum,
které podle (5.4) jsou apriori nulové. Déle v kazdém adku je jedna jednicka,
kteréa zajistuje jednoznacnost odhadu. Standardné se voli tam, kde je koefi-
cient odpovidajici ptislusné modelované veli¢iné v case ¢, v naSem piipadé
jsou to tedy prvky © (1,1) =0 (2,4(n+1)+1)=06(3,5(n+1)+1)=1=
0,9 = 05> = 6. Pfi tomto oznaceni muzeme psat rovnice (5.4) a (5.7)
v maticovém tvaru

g' (1) = ei(t), i=1,...,3.
Mame-li data od ¢asu t=0 do ¢asu t=T, pak

Tn .= P — . n :_‘, ) —
g(T)@Z—G@Z eZ(T) e, 1=1,...,3,

1
piicemz p(é) x o, ' exp (—ﬁé‘fé) : (5.9)

Potom pro Bayesovsky odhad parametru ©; (viz [4]) plati

p(®i706i | DT) X Z(Giaaei ‘ DT).p<@i’o'ei),
1
1(©;, 0, | DT) x U;K exp ——@iTGTGGi ,
' : 202
pricemz K =T —n + 1, coz je pocet vyuzitelnych dat.

Neinformativni apriorni hustota pravdépodobnosti je

-1

e;

p(©s,0¢,) x 0

potom
1
pOuo | D) o e (<5 1061 ) ()
oznac¢ime-li

. N
©; = arg(r%iin 10,G|?) a f* = I%iin 16,G||* = H@ZGH :
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muzeme psat

DY) oc o, F M exp —f—2 L
“ 202 20Z

p(@za Oe;

o-audf).

potom pro margindlni hustotu pravdépodobnosti o.,, resp. ©; plati

2 2
T 2 ~2 2 T f
Pl | D7) e (1 ) = 02 = 102 107y =

resp.

f2

—n

p(6:| D7) ~ ta (61, (G ) (K =),

kde x?2 je rozdéleni chi-kvadrat s v stupni volnosti a t,(EX,varX,v) je n-
rozmérné Studentovo rozdéleni s danou stfedni hodnotou a rozptylem a s v
stupni volnosti.

Vratme se ke kvadratické formé ||©,G|?, kterd se vyskytuje ve vyrazech
pro podminéné hustoty pravdépodobnosti v rovnici (5.10), a ukazme, jak lze
efektivné numericky vypocitat hodnoty O, a 12, které potiebujeme pro vypo-
¢et odhadu parametru a rozptylu sumu. Na prvni pohled by se mohlo zdat,
ze minimdlni hodnota této normy je nulova, a to volbou nulového vektoru ©;.
Problém je ovsem v tom, zZe, jak jsme dfive poznamenali, vektor ©; nemuze
nabyvat libovolnych hodnot. Nékteré slozky jsou nulové a pravé jedna jeho
slozka je fixovana na hodnotu 1. Proto nasim ikolem je tesit problém mi-
nimalizace kvadratické formy za linearnich omezeni, které ptimo predepisuji
nékterym slozkam vektoru ©; pevné hodnoty. Jelikoz je cely postup obdobny
postupu, ktery jsme podrobné popsali v ¢asti 3.3, popiSeme ho pouze strucéné.

Nejprve provedeme ()R rozklad matice GG. Predtim ale odstranime z ma-
tice G ty sloupce, které odpovidaji slozkam vektoru ©;, které jsou apriori
nulové. A dale prohodime sloupce tak, ze sloupec odpovidajici slozce vekto-
ru ©;, kterda musi nabyvat hodnoty jedna, bude vpravo od vsSech ostatnich
sloupcu. Takto modifikovanou matici rozlozime QR rozkladem a matici R
tohoto rozkladu oznac¢ime jako G,. Matice G, je ¢tvercova matice rozméru
(I;,1;), kde l; je pocet (apriori) nenulovych slozek vektoru ©;. Jelikoz upravena
matice G ma mnohem vice fadku (jejich pocet je K - pocet dat) nez sloupcu
(téch je také [;), muzeme provést tzv. ekonomicky QR rozklad, v kterém se
pocita pouze prvnich [; sloupct matice ). Pokud je matice G, singuldrni, to
jest, pokud ma nékde na diagonale nulovy prvek, upravime tuto matici tak,
aby odpovidala zobecnénému choleskyho faktoru matice GI'G,. Tuto tipravu
jsme popsali v ¢asti 3.3.5. Pro jednoduchost ozna¢me takto upravenou matici
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Obrazek 5.1: Predikce [Oy] a chyba této predikce

opét G,.. Nyni tedy muzeme spocitat O, tak, ze postupné pocitame jednotlivé
slozky tohoto vektoru odspodu (samoziejmé kromé posledni slozky, ktera
mé& hodnotu jedna), pficemz pokud narazime na nulovy prvek na diagonale,
muzeme piislusnou slozku vektoru ©; libovolné zvolit. Minimélni hodnota
vyrazu ||©;G||* (v rovnici (5.10) jsme ji oznadili £2) je pak rovna druhé moc-
niné posledniho prvku na diagonale matice G, (jak jsme rovnéz ukézali v ¢asti
3.3.3).

5.6 Vlastni detekce poruch

Pro tspésnou detekci poruch je samoziejmeé diulezité, aby nas model odpovi-
dal co nejlépe skutecnosti, tedy aby predikce budoucich hodnot byla blizka
skutecnym hodnotdm. Na obr.5.1 az 5.3 jsou zobrazeny prubéhy predikce
pro jednotlivé koncentrace [Os], [CO], [NO,] véetné relativnich chyb v pro-
centech. Predikce a nésledné porovnéni se skutecnymi hodnotami bylo prove-
deno na souboru dat pofizenych v prubéhu jednoho dne na jednom z kotli
v teplarné Otrokovice. Je vidét, ze maximalni chyba predikce dosahuje hod-
not v fadech jednotek procent, coz je vzhledem k neurcitostem v procesu
spalovani uspokojivé. V obréazcich, kde jsou vykresleny predikce budoucich
hodnot, je rovnéz vynacena tzv. konfidenéni oblast pro pravdépodobnost
90%. Tato oblast vyznacuje pro kazdy okamzik rozsah hodnot, v kterych
lezi s pravdépodobnosti 90% skuteénd hodnota prislusné koncentrace.

Vedle spravné detekce poruch je neméné dulezité nedetekovat poruchu za
bezporuchového stavu. Na obr.5.4 je vysledek detekce na datech bez poruchy.
Prvni obrazek znazornuje pravdépodobnosti jednotlivych poruch, druhy pak
pravdépodobnost libovolné (z ndmi uvazovanych) poruchy. Je vidét, ze po-
rucha nebyla skutecné detekovana az na kratkodobé impulsni ”poruchy”
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Obrazek 5.2: Predikce [CO] a chyba této predikce
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Obréazek 5.3: Predikce [NO,] a chyba této predikce
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Obréazek 5.4: Pravdépodobnosti jednotlivych poruch a pravdépodobnost li-
bovolné poruchy
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Obrazek 5.5: Poruchy [Os] v puvodnich a transformovanyh datech

[CO], které nebylo mozno nasim modelem postihnout. I pfesto tyto impulsni
”poruchy” nezpusobily narust pravdépodobnosti néjaké poruchy nad 50%.

Jako prvni uvedeme vysledky detekce pti simulaci poruch na analyzatoru
[Os]. Uvazovali jsme dva typy poruch. Jednak skokovou poruchu s ampli-
tudou 0.02, ktera pusobila na vzorky z intervalu < 3600,4500 >, a jednak
poruchu, kterd se postupné zvétsuje az po svoje maximum (-0.02), a pak se
opét zmensuje. Ta pusobila v intervalu < 6000,6900 >. Obé poruchy jsou
dobte patrné z obr.5.5. Na obr.5.5 je znazornéno, jak se poruchy projevi
v transformovanych (linearizovanych) datech, z kterych jsou pak poruchy
skutecné detekovany. Je vidét, ze amplituda poruch je relativné mensi vuci
bezporuchové hodnoté Lin[Os] nez je tomu u netransformovanych dat. To je
samoziejmé nezadouci, ale je to dan za lepsi model s mensi chybou predikce,
a tedy za spravnou detekci pri bezporuchovém stavu.
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Obréazek 5.6: Residua pii poruchdch analyzatoru [O,]
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Obréazek 5.7: Pravdépodobnosti jednotlivych poruch a pravdépodobnost li-
bovolné poruchy pii poruse [Os]

Na obr.5.6 jsou znazornény prubéhy residui vSech tii rovnic. Jak jsme
jiz. uvedli v predchozich kapitolach, residua jsou klicova pro vlastni detekci
poruch. Pro tspésnou detekci je potieba, aby se porucha co nejvyraznéji
v residuich projevila, coz je v tomto piipadé splnéno.

A konec¢né na obr.5.7 je vysledek celé detekce pro poruchy na analyzatoru
[Os].

Na obr.5.8 az 5.10 jsou zobrazeny stejné prubéhy jako na ptedchozich
obréazcich, ale pro poruchy na analyzétoru [CO]. A to konkrétné pro poruchu
skokovou s amplitudou 200 na intervalu < 10000, 11500 > a pro poruchu
postupné se zvétsujici s amplitudou 200 na intervalu < 4000,5500 >. Na
obr.5.8 je dobfe vidét negativni efekt, ktery s sebou pfinasi transformace
dat za ucelem linearizace piislusné zavislosti. Zvlasté u gradujici poruchy je
vidét, ze porucha s urcitou velikosti se v transformovanych datech neprojevi,
a proto nemuze byt detekovana. Zelenou barvou je v obrazcich znazornéno,
kdy pravdépodobnost poruchy (jakékoliv) je vétsi nez padesat procent. De-
tekce poruch analyzitoru [CO] dopadla ze vSech ti1 detekei nejhufe, presnéji
feCeno pomér mezi poruchovym signalem a skuteénym signalem musi byt
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Obrazek 5.8: Poruchy [C'O] v puvodnich a transformovanyh datech

Obrazek 5.9: Residua pii poruchach analyzéatoru [CO]

u analyzatoru [C'O] nejveétsi, aby byla detekovdna porucha.

A konecné na obr.5.11 az 5.13 jsou vysledky detekce poruch analyzatoru
pii simulované poruse na analyzdtoru [NO,|. Opét byla simulovdna jednak
porucha skokova s amplitudou 110 na intervalu < 3500,5500 > a jednak
porucha postupné se zvétsujici s amplitudou 150 na intervalu < 7500, 9000 >.

V kapitole, kde jsme se zabyvali volbou struktury naseho modelu, jsme
teoreticky zduvodnili opravnénost volby CRX modelu, tedy modelu, ktery
neobsahuje zavislost modelované veli¢iny na svych minulych hodnotach, ale
pouze na soucasnych a minulych hodnotach ostatnich veli¢in. Nyni opravné-
nost této volby potvrdime i experimentalné. Na obr.5.14 jsou zndzornény rela-
tivni chyby predikce (v procentech) ARX modelu pro koncentrace [O,], [CO],
[NO,], tak jak jsou na obr.5.1 az 5.3 znazornény tytéz chyby predikce CRX
modelu. Ze vzajemného porovnani je ziejmé, ze ARX modely maji vyrazneé
mensi chybu predikce, nékde i o fad. Proto také vysledek detekce poruch za
bezporuchové situace bude pro tyto modely piiznivéjsi, jak dokladéd obr.5.15.
Naopak pro detekci poruch pii vyskytu néjaké poruchy, je klicové, jak se po-
rucha v datech projevi v residuich. Na obr.5.16 jsou zobrazena residua pri
poruse analyzdtoru [Os]. Z nich je patrné, Ze pfenos z poruchy na residua
mé& deriva¢ni (diferencni) charakter, a proto se konstantni porucha projevi
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Obréazek 5.10: Pravdépodobnosti jednotlivych poruch a pravdépodobnost li-
bovolné poruchy pii poruse [CO]
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Obréazek 5.11: Poruchy [NO,| v puvodnich a transformovanyh datech
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Obrazek 5.12: Residua pii poruchach analyzétoru [NO,]
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Obrézek 5.13: Pravdépodobnosti jednotlivych poruch a pravdépodobnost li-
bovolné poruchy pii poruse [NO,|

Obrazek 5.14: Relativni chyby predikce ARX modelu pro jednotlivé ana-
lyzatory

v residuech pouze pfi vzniku a zaniku poruchy. To potvrzuji i vlastni vysledky
celé detekce na obr.5.17.

Jak jsme poznali vyse, pfinasi transformace dat za ticelem zlinearizovani
modelovanych zavislosti pro detekci poruch i sva negativa. Predevsim u po-
ruch analyzatoru [C'O] jsme poznali, ze transformace dat muze znemoznit
detekci poruchy o urcité velikosti. Presto je tato transformace nezbytna, jak
ukazuje obr.5.18, kde je zobrazen vysledek detekce pii simulované poruse
analyzatoru [CO], pricemz ale model byl vytvoren mezi netransformovanymi
velicinami. Je vidét, ze chyba takového modelu je natolik velkd, ze dochazi
k detekci poruchy i za bezporuchového stavu.
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Obrézek 5.15: Pravdépodobnosti jednotlivych poruch a pravdépodobnost li-
bovolné poruchy za bezporuchové situace

Tz 3 4 5 & 7 8 9 1 u 12 @ 4 55 Tz 3 4 5 6 7 8 9 1 u 2 5 1 55 P 1 2 3 4 5 © 7 8 9 0 u 12 15 1 1

Obrazek 5.16: Residua ARX modelu pii poruse analyzdtoru [O,]

1 T I. T 1

— ppst. lib. poruchy
— ppst. bez poruchy
— ppst. poruchy 02
08F — ppst. poruchy CO 4 08l 4
— ppst. poruchy NOx

06 1 06 1
04 1 04 ]
02 1 02 1

o
—

Obréazek 5.17: Pravdépodobnosti jednotlivych poruch a pravdépodobnost li-
bovolné poruchy pii poruse [Os]
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Obrazek 5.18: Data [C'O] i s poruchami a pravdépodobnost libovolné poruchy
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Zaver

Cilem této diplomové préace bylo popsat efektivni algoritmy automatické de-
tekce poruch, a to konkrétné algoritmus vypoc¢tu minimélni normy poru-
chovych signdli daného dynamického systému pro deterministicky ptipad,
resp. algoritmus vypoctu pravdépodobnosti ruznych kovarianénich matic (re-
prezentujici ruzné poruchy) téchto poruchovych signali (uvazovanych jako
ndhodné veliciny) pro stochasticky pripad. Zaroven bylo cilem ukézat funk-
¢nost nejen téchto algoritmi, ale i zvoleného ptistupu k detekci jako takového,
na konkrétnim ptikladé, véetné komplexniho problému z praxe.

Funkénost obou algoritmu jsme skuteéné ovérili na jednoduchém ad hoc
zvoleném prikladé. Ale i tento jednoduchy ptiklad ndm poodhalil klicové
skutecnosti, které musi byt pro uspésnou detekci dané poruchy splnény. Je
to predevsim skutecnost vyplyvajici z evidentniho faktu, ze pokud chceme
z méfenych dat (vystupy daného systému) detekovat danou poruchu, je nez-
bytné, aby se tato porucha v téchto datech co nejvyraznéji projevila. Setkali
jsme se v zasadé se dvéma obecnéjsimi pripady, kdy toto nemusi byt splnéno.
K prvnimu ptipadu dojde v momenté, kdy velikost neurc¢itosti v méfenych da-
tech je srovnatelna nebo dokonce vétsi nez velikost detekované poruchy. Tato
neurcitost muze byt zpusobena nepfesnosti (coz je jiny pojem pro neurcitost)
modelu nebo nepfesnosti méfeni (velky Sum méfeni). To jsme nézorné de-
monstrovali na stochastickém prikladé v ¢asti 4.6, kde pfi postupném zvét-
Sovani rozptylu Sumu méfeni jsme dosahli momentu, kdy jiz porucha nebyla
detekovana.

Druhy pripad, kdy se porucha dostateéné neprojevi v mérenych datech,
je zitejmé jesté evidentnejsi. Dochazi k nému v momenté, kdy prenos mezi
uvazovanou poruchou a méfenymi daty (vystupy) ma takovy charakter, ze
potlacuje néjakou vyznamnou slozku této poruchy. Na to jsme narazili jiz
v nasem zvoleném piikladé (a to jak v deterministickém ptipadé v ¢asti 3.4,
tak i v stochastickém piipadé v ¢ésti 4.6), kde pfenos mezi poruchou vstupu
a méfenym vystupem meél derivaéni charakter, ktery potlacoval stejnosmeér-
nou slozku této poruchy. Na tento problém jsme pak narazili predevsim pfti
volbé struktury modelu pro koncentrace spalin pfi hoteni uhli v teplarné
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Otrokovice. Zde jsme museli upustit od modelu, ktery daval nejmensi chybu
predikce (ARX model), nebot pii jeho pouziti dochdzelo k vyse zminénému
efektu, jak jsme ukazali v ¢asti 5.6. Principidlné podobny problém jsme
resili pti transformaci mérenych dat za tcelem zlinearizovani jejich vzajemné
zavislosti. Pouziti této transformace totiz na jednu stranu zmensovalo chybu
nasledné vytvoreného modelu, na druhou stranu ale v nékterych ptipadech
zmensovalo pomér mezi poruchovym a bezporuchovym signalem v novych
transformovanych datech. Zde se ale nakonec ukazalo vyhodnéjsi data trans-
formovat, jak je patrné v ¢asti 5.6. Obecné by se dalo shrnout, ze je pfi
vytvareni modelu vzdy nutné volit mezi kroky, které na jedné strané ve-
dou k zmenseni chyby vysledného modelu a tim zlepsuji vysledky detekce
za bezporuchového stavu (zvysuji tzv. robustnost samotné detekce), ale na
druhou stranu casto vedou k tomu, Ze se poruchy dostateéné neprojevi v mé-
fenych datech (a potazmo v residuech, které jsou pro detekei klicové) a tim
se zhorsuje schopnost detekovat poruchu.

Zaveérem tedy muzeme shrnout, ze algoritmy automatické detekce poruch,
kterymi jsme se v této diplomové praci zabyvali, jsou z hlediska teoretickych
principtu detekce poruch funkéni. Jejich funkénost v praktickém problému
zavisi predevsim na tom, jak se ndm skutecné poruchy, které chceme de-
tekovat, podaii namodelovat pomoci linearnich poruchovych signali a jak
tyto poruchové signaly vélenime do samotného modelu daného dynamického
systému.
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