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Anotace  

  Tato práce je rozdělena na dvě hlavní části. První částí práce je učební pomůcka 
pro podporu výuky na katedře řízení. Zpracovaným tématem jsou Integrální 
transformace (Laplaceova a Fourierova). Káždá z transformací je vysvětlena definicí 
a následně, na konkrétních příkladech, ukázáno její využití. Současně jsou ke 
každému problému uvedeny neřešené příklady. 

V druhé části jsou znalosti získané v předmětech teorie řízení aplikované na 
konkrétní model. Tímto modelem je kulička na tyči  z laboratoří teorie řízení. Na 
modelu je ukázána identifikace sytému a jeho řízení.   
  

  
  

Abstract  
  This essey is devided into two main parts. First of them is textbook for education 

support on Department of Control Engineering. Elaborated topic is Integral transform 
(Laplace and Fourier). Each transformation is explained by it’s definition and 
subsequently it’s usage is showed on particular examples. There are also listed 
unsolved examples for each problem. 

There are knowledge gained in theory control subject aplicated on particular 
model in second part. This model is ball on beam from theory control laboratories. 
Identification and controlling is showed on model.  
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INTEGRÁLNÍ TRANSFORMACE

1 Laplaceova Transformace

1.1 Rychlý úvod do problematiky:

Při rešeńı lineárńıch diferenciálńıch rovnic a jejich soustav s konstantńımi koeficienty
můžeme použ́ıt integrálńı transformace, které nahrazuj́ı operace derivováńı a integrováńı
násobeńım či děleńım a vlastńı rešeńı diferenciálńı rovnice je převedeno na řešeńı sou-
stavy algebraických rovnic. Jedna z nejčastěji použ́ıvaných integrálńıch transformaćı je
tzv. Laplaceova transformace. Připomeneme nejprve definici a základńı vlastnosti La-
placeovy transformace, které při řešeńı diferenciálńıch rovnic a jejich soustav použ́ıváme.
Laplaceova trasformace umožňuje:

• nalézt homogenńı a partikulárńı řešeńı v jednom kroku,

• převést diferenciálńı rovnice na algebraické rovnice,

• zavést obrazový přenos, blokovou algebru, frekvenčńı přenos atd., což pak
nacháźı široké uplatněńı v analýze a syntéze ř́ızeńı

Definice 1 (Laplaceova transformace) Laplaceovým obrazem funkce f(t) definované
na (0,∞〉 je funkce

F (s) = L{
f(t)

}
=

∞∫

0

f(t)e−stdt, (1)

2

pokud integrál konverguje pro alespoň jedno s ∈ C .
O funkci f(t) mluv́ıme jako o předmětu, funkci F (s) nazýváme obrazem.

Značeńı: L : f(t) 7→ F (s),L{f} = F, f=̂F .

Pro výpočet Laplaceova obrazu se zpravidla nepouž́ıvá definičńı integrál (1), ale
využ́ıvá se vlastnost́ı Laplaceovy transformace nebo se pracuje se slovńıkem Laplaceovy
transformace. Použit́ı definičńıho integrálu pro výpočet Laplaceova obrazu je demon-
strováno na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 1 Nalezněte Laplace̊uv obraz funkce f(t) = eat pomoćı definičńıho vztahu
Laplaceovy transformace (1).

Řešeńı:

F (s) = L{
eat

}
=

∞∫

0

eate−stdt = lim
T→∞

T∫

0

et(a−s)dt = lim
T→∞

[
et(a−s)

a− s

]T

0

=
1

s− a

2

1



Př́ıklad 2 Nalezněte Laplace̊uv obraz funkce f(t) = sin t pomoćı definičńıho vztahu
Laplaceovy transformace (1).

Řešeńı:

F (s) = L{sin t} = L
{

ejt − e−jt

2j

}
=

1

2j

∞∫

0

(ejt − e−it)e−stdt =

=
1

2j

∞∫

0

(e−(s−j)t − e−(s+j))dt =
1

2j

[
1

s− j
− 1

s + j

]
=

1

s2 + 1

2

1.2 Tabulka často použ́ıvaných funkćı

Předmět Obraz Předmět Obraz

1 1
s

sin ωt ω
ω2+s2

t 1
s2 cos ωt s

ω2+s2

t2 2
s3 sinh ωt ω

s2−ω2

tn, t ∈ N n!
sn+1 cosh ωt s

s2−ω2

eat 1
s−a

t sin ωt 2sω
(s2+ω2)2

teat 1
(s−a)2

t cos ωt s2−ω2

(s2+ω2)2

t2eat 2
(s−a)3

eat cos ωt ω
(s−a)2+ω2

tneat,n ∈ N n!
(s−a)n+1 eat sin ωt s

(s−a)2+ω2

1.3 Věty Laplaceovy transformace:

Při hledáńı obraz̊u Laplaceovy transformace využ́ıváme těchto vět:
Linearita

L{
k1f1(t)± k2f2(t)

}
= k1F1(s)±2 F2(s) (2)

Limitńı věty
lim
t→0

f(t) = lim
s→∞

sF (s) (3)

lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s) (4)

2



Rovnice(4) plat́ı pouze tehdy, když lim
t→∞

f(t) existuje.

Derivace funkce

L{
fn(t)

}
= snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f

′
(0)− ...− fn−1(0) (5)

Integrál funkce

L





∞∫

0

...

∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n

f(τ)dτ





=
F (s)

sn
(6)

Zpožděńı funkce
L{

fn(t− Td)
}

= F (s)e−sTd (7)

Translace vobrazu
L{

eatf(t)
}

= F (s− a) (8)

Derivace obrazu
L{

tnf(t)
}

= (−1)nF n(s) (9)

Integrál obrazu

L
{

f(t)

t

}
=

∞∫

s

F (z)dz (10)

Konvoluce

L{
f ∗ g

}
= L





t∫

0

f(u)g(t− u)du



 = F (s)G(s) (11)

Př́ıklad 3 Ověřte neplatnost věty (4) pro funkci f(t) = cos(t).

Řešeńı: L(f(t)) = s
1+s2

lim
t→∞

cos t 6= lim
t→0

s
s

1 + s2

Nebot’ lim
t→∞

cos t neexistuje. 2

1.4 Zpětná Laplaceova transformace

Definice 2 (Zpětná Laplaceova ransformace) Definičńı vztah inverzńı (zpětné) La-
placeovy transformace:

f(t) = L−1 {F (s)} =
1

2πj

c+jω∫

c−jω

F (s)estds =
∑

res
[
F (s)est

]
s=sk

(12)

2

3



Hledáme funkci f(t), pro kterou je F (s) = f(t), F (s) je racionálńı funkce. Ještě po-
znamenejme, že z vlastnost́ı Laplaceovy transformace vyplývá, že ve funkci F (s) je stupeň
čitatele alespoň o jednu menš́ı než stupeň jmenovatele.

Funkci F (s) rozlož́ıme na součet parciálńıch zlomk̊u a k jednotlivým sč́ıtanc̊um na-
jdeme předměty pomoćı vztahu a vzorc̊u, které jsme uvedli v prvńım odstavci. Zde se
omeźıme na nejjednodušš́ı př́ıpady. Budeme uvažovat, že jmenovatel funkce F (s) má kom-
plexńı kořeny násobnosti nejvýše 2. Pro reálné kořeny neńı třeba nějaké omezeńı uvažovat.

Př́ıklad 4 Proved’te zpětnou Laplaceovu transformaci obrazu F (s) = s3

(s+2)2(s+1)(s+3)
.

Řešeńı:
Nejprve rozlož́ıme funkci F (s) na součet parciálńıch zlomk̊u.

s3

(s+2)2(s+1)(s+3)
= A

(s+2)2
+ B

s+2
+ C

s+1
+ D

s+3
.

s3 = A(s + 1)(s + 3) + B(s + 2)(s + 1)(s + 3) + C(s + 2)2(s + 3) + D(s + 2)2(s + 1).
Dosad́ıme do této rovnice hodnoty kořen̊u jmenovatele.
s = −2: −8 = −A ⇒ A = 8;
s = −1: −1 = −2C ⇒ C = −1

2
;

s = −3: −27 = −2D ⇒ D = 27
2
;

Nyńı už stač́ı jen dosadit do rovnice např. s = 0, t́ım źıskáme hodnotu posledńıho koefi-
cientu:
0 = 3A + 6B + 12C + 4D ⇒ B = −1

6
(24− 6 + 54) = −12.

Tedy:

F (s) =
8

(s + 2)2
− 12

s + 2
− 1

2(s + 1)
+

27

2(s + 3)
,

a s využit́ım vztahu (9)

f(t) = 8te−2t − 12e−2t − 1

2
e−t +

27

2
e−3t, t ≥ 0.

2

Př́ıklad 5

F (s) =
2s + 3

s2 + 4s + 3

Rovnice s2 + 4s + 3 = 0 má 2 reálné kořeny s1 = −3 a s2 = −1. Je tedy

F (s) =
2s + 3

s2 + 4s + 3
=

A

s + 3
+

B

s + 1

2s + 3 = A(s + 1) + B(s + 3).

Dosad́ıme hodnoty kořenu s1 = −3 a s2 = −1 a vypočteme koeficienty A a B.
Je tedy F (s) = 3

2
1

s+3
+ 1

2
1

s+1
, a tud́ıž

f(t) =
3

2
e−3t +

1

2
e−t

4



Př́ıklad 6 Proved’te zpětnou Laplaceovu transformaci obrazu F (s) = s−5
s2+2s+10

.

Řešeńı: Polynom ve jmenovateli nemá reálné kořeny a proto daný obrazu uprav́ıme tak,
aby obsahoval výrazy z odstavce 1.2.

s− 5

s2 + 2s + 10
=

s− 5

(s2 + 2s + 1) + 9
=

(s + 1)− 6

(s + 1)2 + 9
=

s + 1

(s + 1)2 + 9
− 2

3

(s + 1)2 + 9

Nyńı jsme již schopni určit výsledek:

f(t) = e−t (cos3t− 2sin3t) , t ≥ 0,

2

Př́ıklad 7 Určete impulsńı charakteristiku systémů s přenosy

G1(s) = 1
s+1

, G2(s) = 1
s+2

, G3(s) = 2
s+2

a vyč́ıslete hodnoty impulsńı charkteristiky pro t = 0 a t →∞ (ze vztahu pro g(t) a také
z vět o Laplaceově transformaci).

Řešeńı: Podle vztahu pro zpětnou Laplaceovou transformaci urč́ıme odezvy výstup̊u
yi(t)pro jednotlivé přenosy

g1(t) = L−1 {G1(s)} = L−1

{
1

s + 1

}
= e−t

g2(t) = L−1 {G2(s)} = L−1

{
1

s + 2

}
= e−2t

g3(t) = L−1 {G3(s)} = L−1

{
2

s + 2

}
= 2e−2t

Urč́ıme hraničńı hodnoty (v 0 a ∞)

g1(0) = e0 = 1 = lim
t→0

e0 = 1 g1(0) = lim
s→∞

sL(et) = lim
s→∞

s
1

s + 1
= lim

s→∞
1

1 + 1
s

= 1.

g1(∞) = lim
t→∞

e−t = 0 lim
t→∞

e−t = lim
s→0

s
1

s + 1
= 0.

2
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1.5 Diferenciálńı rovnice

Definice 3 (Lineárńı diferenciálńı rovnice) Lineárńı diferenciálńı rovnićı (LDR) s
konstantńımi koeficienty nazýváme rovnici tvaru:

any(n) + an−1y
(n−1) + ... + a0y(t) = u(t). (13)

Je-li u(t) = 0, mluv́ıme o homogenńı LDR, jestlǐze u(t) 6= 0 mluv́ıme o nehomogenńı
LDR. 2

Řešeńı LDR lze nalézt jako součet obecného řešeńı homogenńı a jednoho partikulárńıho
řešeńı LDR.

Definice 4 Chaharakteristickou rovnićı LDR rozumı́me:

anλn + an−1λ
n−1 + ... + a0λ = 0. (14)

2

Má-li charakteristická rovnice (14) n r̊uzných reálných kořen̊u λ1, λ2, λ3, ..., λn, potom
fundamentálńı systém řešeńı je

y1 = eλ1t, y2 = eλ2t, y3 = eλ3t, ..., y1 = eλnt.

Jsou-li kořeny charakteristické rovnice (14) v́ıcenásobné, tzn. rovnice má k-násobný reálný
kořen, pak tomuto kořenu odpov́ıdá fundamentálńı systém řešeńı

y1 = eλt, y2 = teλt, y3 = t2eλt, ..., yk = tk−1eλt.

Má-li charakteristická rovnice (14) komplexně sdružené kořeny λ1,2 = a ± jb pak
odpov́ıdaj́ıćı fundamentálńı systém řešeńı je:

y1 = eat cos bt, y2 = eat sin bt.

Má-li charakteristická rovnice (14) k-násobné komplexně sdružené kořeny λ1,2,..,k = a±jb,
je fundamentálńı systém řešeńı:

y1 = eat cos bt, y2 = teat cos bx, y3 = t2eat cos bt, ..., yk = tk−1eat cos bt

yk+1 = eat sin bt, yk+2 = teat sin bt, yk+3 = t2eat sin bt, ...y2k = tk−1eat sin bt

Obecné řešeńı homogenńı LDR je potom:

yo = C1y1 + C2y2 + C3y3 + ... + Cnyn,

kde C1, C2, ..., Cn ∈ C.

Př́ıklad 8 Řešte rovnici
...
y − 8y = 0 podle předchoźıho postupu.

6



Řešeńı: Charakteristická rovnice:

λ3 − 8 = 0 (λ− 2)(λ2 + λ + 4) = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2,3 = −1±
√

3j.

Z toho pak fundamentálńı systém řešeńı:

y1 = e2t, y2 = e−t cos
√

3t, y3 = e−t sin
√

3t.

Obecné řešeńı
yo = C1e

2t + C2e
−t cos

√
3t + C3e

−t sin
√

3t.

2

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı LDR můžeme nalézt např́ıklad pomoćı metody vari-
ace konstant.
Tuto metodu ilustrujeme na následuj́ıćım př́ıkladu:

Př́ıklad 9 Nalezněte partikulárńı řešeńı nehomogenńı LDR

ÿ + 4ẏ + 4y = te−2t y(0) = 0, ẏ(0) = 0.

Řešeńı: Nejprve nalezneme obecné řešeńı př́ıslušné hmogenńı LDR:

ÿ + 4ẏ + 4y = 0 ⇒ λ2 + 4λ + 4 = 0 ⇒ λ1,2 = −2,

př́ıslušné obecné řešeńı:

yo = C1e
λ1t + C2te

λ2t = C1e
−2t + C2te

−2t.

Metoda vaiace konstant spoč́ıvá v nahrazeńı konstant C1, C2, ..., Cn obecného řešeńı funk-
cemi C1(t), C2(t), ..., Cn(t):

y = C1(t)e
λ1t + C2(t)te

λ2t = C1(t)e
−2t + C2(t)te

−2t.

Urč́ıme postupně derivace této funkce ÿ a ẏ:

ẏ = Ċ1(t)e
−2t + Ċ2(t)te

−2t

︸ ︷︷ ︸
0

−2C1(t)e
−2t + C2(t)e

−2t − 2C2(t)te
−2t.

Ze zvolené podmı́nky plyne zjednodušeńı:

ẏ = −2C1(t)e
−2t + C2(t)e

−2t − 2C2(t)te
−2t.

Spočteme druhou derivaci:

ÿ = −2
(
Ċ1(t)e

−2t + Ċ2(t)te
−2t

)

︸ ︷︷ ︸
0

+4C1(t)e
−2t + Ċ2(t)e

−2t − 4C2(t)e
−2t + 4C2(t)te

−2t.

Nyńı dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice. Z toho po odečteńı dostaneme:

Ċ2(t)e
−2t = te−2t ⇒ Ċ2(t) = t.

7



Integraćı dostaneme:

C2(t) =

∫
tdt =

t2

2
,

potom z podmı́nky Ċ1(t)e
−2t + Ċ2(t)te

−2t = 0:

Ċ1(t)e
−2t + t2e−2t = 0 po integraci C1 = −t3

3
.

Nyńı dosad́ıme vypočtené hodnoty C1, C2 do partikulárńı rovnice:

y = C1(t)e
−2t + C2(t)te

−2t = −t3

3
e−2t +

t2

2
te−2t = e−2t

(
(−2 + 3)t3

6

)
=

1

6
t3e−2t.

2

Obecné řešeńı nehomogenńı LDR je Y = yo+y. Pak tedy pro předchoźı př́ıklad dostaneme
obecné řešeńı ve tvaru:

Y = C1e
−2t + C2te

−2t +
1

6
t3e−2t

K řešeńı diferenciálńıch rovnic využ́ıváme s výhodou Laplaceovu transformaci(1). Jak
ukážeme na řešeńı následuj́ıćıho př́ıkladu.

Př́ıklad 10 Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı spojitý lineárńı stacionárńı
systém

ẋ(t) = a x(t) + b u(t)

s počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0, kde a, b jsou reálné konstanty a u(t) je vstup systému.
Uvažujme

u(t) = 〈 1 pro t ≥ 0 ,
0 pro t < 0 .

a určete x(t) pro t →∞.

Řešeńı: Nejprve urč́ıme Laplace̊uv obraz zadané diferenciálńı rovnice s počátečńı podmı́nkou
x0

s X(s)− x0 = aX(s) + b U(s) .

Po vyjádřeńı X(s) a dosazeńı za U(s) źıskáme

X(s) =
x0

s− a
+

b

s(s− a)
=

x0

s− a
+

b
a

s− a
−

b
a

s
=

x0

s− a
+

b

a

(
1

s− a
− 1

s

)

Provedeme-li zpětnou Laplaceovu transformaci tohoto výrazu, obdrž́ıme řešeńı zadané
diferenciálńı rovnice

x(t) = x0 e at − b

a

(
1− e at

)
.

Nyńı vyšetř́ıme ustálenou hodnotu veličiny x(t) pro t → ∞. Pod́ıváme-li se na
předchoźı rovnici, zjist́ıme, že pro a > 0 budou exponenciely divergovat. Naopak pro

8



a < 0 budou exponenciely pro t → ∞ konvergovat k nule, z čehož vyplývá, že veličina
x(t) bude konvergovat k hodnotě

lim
t→∞

x(t) = − b

a

Tuto hodnotu můžeme ověřit podle vztahu (4)

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s) = lim
s→0

{
s

[
x0

s− a
+

b

s(s− a)

]}
= − b

a
, pro a < 0 .

Protože se jedná o lineárńı systém, plat́ı princip separace. Počátečńı podmı́nka tedy odezńı
a nepotřebujeme ji pro určeńı ustálené hodnoty stavu x(t) znát. Jinými slovy, ustálená
hodnota stavu x(t) na počátečńı podmı́nce nezáviśı. 2

Př́ıklad 11 Řešte stejnou rovnici jako v př́ıkladě 9

ÿ + 4ẏ + 4y = te−2t y(0) = 0, ẏ(0) = 0,

pomoćı Laplaceovy transfomace.

Řešeńı: [
s2Y (s)− 0s + 0

]
+ 4 [sY (s) + 0] + 4Y (s) =

1

(s + 2)2

Odtud vyjádř́ıme Y (s):

Y (s)(s2 + 4s + 4) =
1

(s + 1)2 ⇒ Y (s) =
1

(s + 2)4 ,

Zpětnou Laplaceovou transformaćı dotaneme:

y(t) =
1

6
t3e−2t.

Vyd́ıme, že stejného výsledku jsme dosáhli v mnohem kratš́ım čase než v př́ıkladu (9).
2

Př́ıklad 12
ẋ + 2x = 3, x(0) = 0

Řešeńı: Označme X(s)=̂x(t) obraz řešeńı.
Využijeme linearitu transformace a vztah mezi obrazem funkce a jej́ı derivace, potom pro
obraz řešeńı dostáváme:
sX(s)− 0 + 2X(s) = 3

s
a odtud vypočteme, že

X(s) =
3

s(s + 2)

Předmět k funkci X(s) źıskáme postupem popsaným v odstavci 1.4:

x(t) =
3

2

(
1− e−2t

)
, t ≥ 0

2
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Př́ıklad 13
ẋ(t) + x(t) = f(t), x(0) = 1,

kde

f(t) = 〈 5 cos 2t pro 0 ≤ t ≥ π
2
,

0 pro t > π
2
.

Řešeńı: Plat́ı

L (f(t)) = 5 cos 2t[1(t)− 1(t− π

2
)] = 5 cos 2t1(t) + 5 cos 2(t− π

2
)1(t− π

2
)

Tedy L (f(t)) = 5s
s2+4

(1 + e−
π
2
s).

Značme X(s)=̂x(t) obraz řešeńı.
Využijeme linearitu transformace a vztah mezi obrazem funkce a jej́ı derivace, potom pro
obraz řešeńı dostáváme: (s + 1)X(s)− 1 = 5s

s2+4
(1 + e−

π
2
s) a odtud vypočteme, že

X(s) =
5s

(s2 + 4)(s + 1)
(1 + e−

π
2
s) +

1

s + 1

Předmět k funkci X(s) źıskáme postupem popsaným v odstavci 1.4, odtud:

X(s) =
s + 4

s2 + 4
+

(
s + 4

s2 + 4
− 1

s + 1

)
e−

π
2

dále:

x(t) = (cos 2t + 2 sin 2t)1(t) +
(
cos 2(t− π

2
) + 2 sin 2(t− π

2
)− e−(t−π

2
)
)

1(t− π

2
), t ≥ 0

Použili jsme vztahy ẋ(t)=̂sX(s)−x(0),větu o translaci a vzorce cos 2t=̂ s
s2+4

, sin 2t=̂ 2
s2+4

, e−t=̂ 1
s+1

.
2

2 Fourierova transformace

Řada jev̊u v př́ırodě má periodický charakter, a proto se při řešeńı technických úloh při
jejich popisu setkáváme s periodickými funkcemi. Periodické jsou základńı goniometrické
funkce sinus a kosinus a v této kapitole ukážeme, že se periodická funkce dá rozvinout
v nekonečnou řadu, jej́ıž jednotlivé členy, harmonické, maj́ı charakter goniometrických
funkćı. Pripomeňme nejprve pojem periodické funkce.

Definice 5 (Periodická funkce) Řı́káme, že reálná či komplexńı funkce f : R→ R(C)
je periodická s periodou T, T > 0, jeslǐze pro každé t ∈ R je

f (t + T ) = f(t). (15)

2
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Př́ıklad 14 Je-li ω > 0, ukažme, že funkce cos kωt, sin kωt a ejkωt, kde k je celé č́ıslo
jsou periodické s periodou T = 2π

ω

Řešeńı: Je-li k celé č́ıslo, pak cos kω(t+T ) = cos(kωt+2kπ) = cos kωt a sin kω(t+T ) =
sin(kωt + 2kπ) = sin kωt, nebot’ funkce sinus a kosinus jsou periodické s periodou 2π.
Protože je ejkωt = cos kωt + j sin kωt, je podmı́nka definice periodické funkce splněna
také. 2

Je-li funkce f periodická s periodou T pak je peridická i s periodou kT , kde k ∈ N . Jsou-li
f a g periodické funkce s periodou T > 0, pak jsou periodické i funkce f + g,f.g,|f | a ḟ ,
pokud má f derivaci.

Definice 6 (Trigonometrický polynom) Trigonometrickým polynomem nazýváme po-
lynom stupně n

Tn(t) =
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kωt + bk sin kωt) , (16)

kde ak, bk jsou reálná či komplexńı č́ısla. 2

Je vidět, že trigonometrický polynom stupně n ∈ N je periodický s periodou T = 2π
ω

.

Definice 7 (Fourierova řada) Na základě znalost́ı periodických funkćı a jejich vlast-
nost́ı jsme schopni definovat Fourierovu řadu což je speciálńı př́ıpad trigonometrické

řady (6)

a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kωt + bk sin kωt) , (17)

kde ak, bk jsou reálná či komplexńı č́ısla a ω > 0.
2

Necht’

f(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kωt + bk sin kωt)

Za předpokladu stejnosměrné konvergence, můžeme psát:

ak =
2

T

∫ T

0

f(t) cos kωtdt,

bk =
2

T

∫ T

0

f(t) sin kωtdt, k = 0, 1, 2, ....

Důkaz tohoto tvrzeńı zde provádět nebudeme. Co zde však uvedeme je, že předchoźı
vzorce maj́ı smysl, jakmile je funkce f(t) integrovatelná v intervalu 〈0, T 〉, kde T je
perioda funkce f(t) . Lze tud́ıž v každém takovém př́ıpadě funkci f(t) formálně vyjádřit
Fourierovou řadou.
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Definice 8 Necht’ je funkce f periodická s periodou T > 0 a integrovatelná na intervalu
〈0, T 〉 Řadu

a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kωt + bk sin kωt) ,

kde

ak =
2

T

∫ α+T

α

f(t) cos kωtdt,

bk =
2

T

∫ α+T

α

f(t) sin kωtdt, k = 0, 1, 2, ....

nazýváme Fourierovou řadou funkce f(t) 2

Př́ıklad 15 Napǐste Fourierovu řadu funkce f(t), která je periodickým prodloužeńım
funkce: a)f(t) = t, t ∈ 〈0, 1) b)f(t) = t2, t ∈ 〈−1, 1〉.

Řešeńı: a)Je T = 1, ω = 2π. Potom dostaneme:

a0 = 2

∫ 1

0

tdt =
[
t2

]1

0
= 1

ak = 2

∫ 1

0

t cos 2kπtdt = 2

[
t
sin 2kπt

2kπ

]1

0

−2

∫ 1

0

sin kπt

2kπ
dt = 0−2

[
−cos 2kπt

4k2π2

]1

0

=
cos 2kπ − 1

2k2π2
= 0;

bk = 2

∫ 1

0

t sin 2kπtdt = 2

[
−t

cos 2kπt

2kπ

]1

0

+2

∫ 1

0

cos 2kπt

2kπ
dt = − 1

kπ
+2

[
sin 2kπt

4k2π2

]1

0

= − 1

kπ
;

Tedy

f(t) =
1

2
−

∞∑

k=1

1

kπ
sin 2kπt.

2

Řešeńı: b) Je T = 2,ω = π:

a0 = 2

∫ 1

−1

t2dt = 2

[
t3

3

]1

−1

=
4

3
;

ak =

∫ 1

−1

t2 cos kπtdt =

[
t2

sin kπt

kπ

]1

−1

−
∫ 1

−1

2t
sin kπt

kπ
dt =

=

{
−

[
2t
− cos kπt

k2π2

]1

−1

+

∫ 1

−1

cos kπt

k2π2
dt

}
=

4(−1)k

k2π2
+

−2

k2π2

[
sin kπt

kπ

]1

−1

=
4(−1)k

k2π2
.
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bk =

∫ 1

−1

t2 sin kπtdt =

[
t2
− cos kπt

kπ

]1

−1

+

∫ 1

−1

2t
cos kπt

kπ
dt =

= 0 +

[
2t

sin kπt

k2π2

]1

−1

−
∫ 1

−1

sin kπt

k2π2
dt = 2

[
cos kπt

k3π3

]1

−1

= 0 .

Tud́ıž

f(t) =
2

3
+

∞∑

k=1

4(−1)k

k2π2
cos 2kπt.

2

Fourierova řada je limitou posloupnosti trigonometrických polynomů Tn (6), které
maj́ı část složenou z kosin̊u a část složenou ze sin̊u. Funkce kosinus je sudá, funkce si-
nus je lichá. Všimněme si, jak se tato skutečnost projev́ı ve výpočtu Fourierovy řady. V
př́ıkladě (15.b) byla funkce sudá a odpov́ıdaj́ıćı řada měla pouze sudé členy, kosinové. V
pŕıkladě (15.a) je funkce f(t) − 1

2
lichá a odpov́ıdaj́ıćı řada také, obsahuje pouze sinové

členy. Snadno zjist́ıme, že tato vlastnost plat́ı obecně.

Definice 9 (Sudá/lichá Fourierova transformace) Necht’ je funkce f(t) sudá, peri-
odická s periodou T > 0, pak př́ıslušná Fourieova řada je kosinová, tj.

f(t) =
a0

2
+

k=1∑
∞

ak cos kωt

a

ak =
4

T

∫ T
2

0

f(t) cos kωtdt, bk = 0, k = 0, 1, 2, ....

Je-li funkce f lichá, pak bude výsledná Fourierova transformace sinová, tj

f(t) =
k=1∑
∞

bk sin kωt

a

bk =
4

T

∫ T
2

0

f(t) sin kωtdt, bk = 0, k = 0, 1, 2, ....

2

Důkaz tohto tvrzeńı zde provádět nebudeme.
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Definice 10 (Periodické prodloužeńı) Je-li funkce f ∗ : 〈0, T ) → R(C) definovaná
pro t ∈ 〈0, T ), pak jej́ım periodickým prodloužeńım je periodická funkce f(t) definovaná
předpisem

f(t) = f ∗(t− kT ), t ∈ 〈kT, (k + 1)T 〉 ,
k je celé č́ıslo. Ještě uved’me, že použ́ıváme označeńı f jak pro p̊uvodńı funkci f ∗ tak i
pro jej́ı periodické prodloužeńı. 2

Př́ıklad 16 Určete Fourierovu řadu funkce, která je periodickým prodloužeńım funkce:
f(t) = sin t, t ∈ 〈0, π〉.

Řešeńı: Určitě T = π, ω = 2 a funkce f je sudá ⇒ Fourierova řada je kosinová. Ze vztah̊u
z definice 9 vyplývá:

a0 =
4

π

∫ π
2

0

sin tdt =
4

π
;

ak =
4

π

∫ π
2

0

sin t cos 2ktdt =
2

π

∫ π
2

0

(sin(2k + 1)t− sin(2k − 1)t)dt =

=
2

π

[
(cos(2k + 1)t

2k + 1
+

cos(2k − 1)t)

2k − 1

]π
2

0

=
2

π

(
1

2k + 1
− 1

2k − 1

)
=

−4

π(4k2 − 1)

bk = 0.

Tud́ıž

f(t) =
2

π
−

∞∑

k=1

4

π(4k2 − 1)
cos 2kt.

2

Definice 11 Necht’ funkce f(t) je periodická s periodou T > 0 a je po úsećıch spojitá a
má spojitou derivaci. Je-li

f(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kωt + bk sin kωt)

Fourierova řada funkce f , pak plat́ı: a)Má-li také funkce ḟ(t) po úsećıch spojitou derivaci,
pak Fourierova řada této funkce má tvar

ḟ(t) =
∞∑

k=1

(kωbk cos kωt− kωak sin kωt)

b)je-li a0 = 0, pak Fourierova řada funkce F (t) =
∫ t

0
f(u)du má tvar

F (t) =
∞∑

k=1

(
bk

kω
cos kωt +

ak

kω
sin kωt

)
.

2
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Vı́me, že funkci tvaru a cos ωt + b sin ωt lze přepsat na tvar A sin(ωt + ϕ).
Porovnáme-li obě vyjádřeńı dostaneme:

A cos ϕ = b, A sin ϕ = a,

To znamená A =
√

a2 + b2 a cos ϕ = b√
a2+b2

, sin ϕ = a√
a2+b2

.

Definice 12 (Aplitudově-fázový tvar.) Je-li dána řada

f(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kωt + bk sin kωt) ,

pak ji lze napsat ve tvaru

f(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

√
a2

k + b2
k sin(kωt + ϕk),

kde ϕk je řešeńım rovnic

cos ϕk =
bk√

a2
k + b2

k

sin ϕk =
ak√

a2
k + b2

k

.

2

Definice 13 (Komplexńı tvar Fourierovy řady) Jestlǐze použijeme exponenciálńıch
vztah̊u funkćı sinus a cosinus dostaneme komplexńı tvar Fourierovy řady plat́ı:

cos(kωt) =
1

2
(ejkωt + e−jkωt),

sin(kωt) =
1

2j
(ejkωt − e−jkωt).

Aplikujeme-li tyto vzorce na Fourierovu řadu (1), m̊užeme ji psát v komplexńım tvaru:

f(t) =
+∞∑

k=−∞
Cke

jkωt, Ck =
1

T

∫ α+L

α−L

f(t)e−jkωtdt, k = 0,±1,±2, ... (18)

kde α je střed periody, L je p̊ulperioda, T = 2L 2

Př́ıklad 17 Vyjádřete Fourierovou řadu periodického prodloužeńı funkce f(t) = et, t ∈
〈0, 1) v komplexńım tvaru:

Řešeńı:
T = 1, ω = 2π, pak je

Ck =

∫ 1

0

ete−j2πktdt =

∫ 1

0

et(1−j2πk)dt =

[
et(1−j2πk)

1− 2kπj

]1

0

=
e.e−2kπj − 1

1− 2kπj
=

(e− 1)(1 + 2kπj)

1 + 4π2k2
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a tedy

f(t) =
+∞∑

k=−∞

(e− 1)(1 + kπj)

1 + 4k2π2
ej2kπt

2

V předchoźım výkladu jsme ukázali, že každou periodickou funkci f(t) s periodou
T > 0, T ∈ R jsme schopni vyjádřit jako součet nekonečné řady tvořené sinovými a
kosinovými členy. Neperiodickou funkci f(t), t ∈ R která je absolutně integrovatelná
můžeme chápat jako mezńı př́ıpad funkce periodické pro t → ∞. Lze předpokládat,
že v tomto př́ıpadě Fourierova řada přejde ve Fourier̊uv integrál. Kv̊uli obt́ıžnosti
provedeńı limitńıch úvah se Fourier̊uv integrál často odvozuje samostatně nezávisle na
Fourirově řadě. V následuj́ıćım odvozeńı se budeme snažit, aby byl dostatečně zřejmý
vztah mezi Fourierovou řadou a Fourierovým integrálem.
Ještě zavedeme integrál 18 v novém označeńı, aby nedošlo k záměně (zaměńıme t za x)

Ck =
1

T

∫ α+L

α−L

f(x)e−jkωxdx (19)

Dosad́ıme-li (19) do řady f(t) (18) dostaneme:

f(t) =
+∞∑

k=−∞

1

T

∫ α+L

α−L

f(x)e−jkωxejkωtdx =
+∞∑

k=−∞

1

T

∫ α+L

α−L

f(x)ejkω(t−x)dx (20)

Uvědomme si, že ∆ω = ωn+1 − ωn = π
L
, pak 20 můžeme přepsat na:

f(t) =
+∞∑
−∞

π

2Lπ

∫ α+L

α−L

f(x)ejkω(t−x)dx =
+∞∑
−∞

1

2π
∆ω

∫ α+L

α−L

f(x)ejkω(t−x)dx (21)

V př́ıpadě limitńıho přechodu (T →∞⇒ L →∞) je zřejmě ∆ω → 0 a suma v posledńım
vztahu přejde na integrál:

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jkωxdx

]
ejkωtdω (22)

Definice 14 (Komplexńı Fourier̊uv obraz) Označ́ıme-li vnitřńı integrál z 22 jako
funkci F (jω) a zároveň označ́ıme t za x), pak funkci

F (jω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jkωtdt. (23)

nazveme komplexńım Fourier̊uvým obrazem funkce f(t). Je tedy zřejmé, že funkce

f(t) je předmětem (originálem). 2
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Definice 15 (Fourierova transformace) Zobrazeńı, které přiřazuje předmětu f(t) Fou-
rier̊uv obraz F (jω) dle definičńıho vztahu 23 nazýváme Fourierovou transformaćı.
Fourier̊uv obraz F (jω) též nazýváme spektrálńı funkce (hustota) originálu f . 2

Definice 16 (Zpětná Fourierova transformace) Za podmı́nky existence dvojného, kon-
vergentńıho Fourierova integrálu (22), definujeme zpětnou Fourierovu transformaci vzta-
hem:

f(t) =
1

2π

∫ −∞

+∞
F (jω)ejkωtdω. (24)

2

Porovnáme-li vzorec pro Fourierovu transformaci (23) s Laplaceovou transformaćı (1):

• definičńı obor f pro Fourierovu transformaci je celá osa R namı́sto kladné poloosy
R+ u Laplaceovy transformace

• rozeṕı̌seme-li s z na s = Res + jIms = σ + jω, pak pro Fourierovu transformaci
s = jω

Pro výpočet Fourierovy transformace využijeme aparátu Laplaceovy transformace a ve
výsledném vztahu dosad́ıme s = jω.

Př́ıklad 18 Aparátu Fourieovy transformace použijte pro výpočet fourierova obrazu
funkce f(t) = 3t + sin 2t.

Řešeńı: Nejprve urč́ıme L (f(t)):

L (f(t)) =
3

s2
− 2

s2 + 4
,

nyńı dosad́ıme s = jω a dostaneme Fourier̊uv obraz funkce f(t)

F (jω) = − 3

ω2
− 2

4− ω2

. 2

3 Neřešené př́ıklady

3.1 Laplaceova transformace

3.1.1 Př́ımá Laplaceova transformace

Pomoćı základńıch vztah̊u transformace a s využit́ım uvedených obraz̊u některých funkćı
určete obraz F (s) k předmětu f(t).
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Př́ıklad 19

f(t) = 2 + 3te−2t − 4t2e−3t

F (s) =
2

s
+

3

(s + 2)2

Použijeme linearitu (2) a vztahy eatf(t)=̂F (s− a), a = −2, a = −3, 1=̂1
s
, t=̂ 1

s2 , t2=̂ 2
s3

Př́ıklad 20
f (t) = t (sin 2t + 4 cos 2t)

F (s) = −
(

2

s2 + 4
+

4s

s2 + 4

)′

Př́ıklad 21
f (t) = 3 sin 3t cos t

a podle součtového vzorce je f(t) = 3
2
(sin 4t + sin 2t), tedy

F (s) =
3

2

(
4

s2 + 16
+

2

s2 + 4

)
=

3

s2 + 4
+

6

s2 + 16

Př́ıklad 22
f (t) = e−2t (3 cos 3t− 4 sin 3t)

F (s) =
3 (s + 2)

(s + 2)2 + 9
− 4.3

(s + 2)2 + 9
=

3s− 6

s2 + 4s + 13

f(t) F (s)
1. f(t) = 3t2 − 5t + 1 [F (s) = 6

s3 − 5
s2 + 1

s
]

2. f(t) = 2et − 5e−2t + 5e−t [F (s) = 2
s−1

− 5
s+2

+ 5
s+1

]

3. f(t) = te−2t − t2e−3t [F (s) = 1
(s+2)2

− 5
s+2

+ 5
s+1

]

4. f(t) = 6te−2t − 2e−t + t3e−4t [F (s) = 6
(s+2)2

+ 2
s+1

+ 6
(s+4)4

]

5. f(t) = 2 sin t− 3 cos [F (s) = 2−3s
(s2+1

]

6. f(t) = 4 cos 2t cos 3t [F (s) = 3s(s2+13)
(s2+1)(s2+25)

]

7. f(t) = 6 sin 3t cos t [F (s) = 18(s2+8)
(s2+16)(s2+4)

]

8. f(t) = 5 sin 4t sin t [F (s) = 72
(s2+9)(s2+25)

]

9. f(t) = 4e−2t sin2 3t [F (s) = 72
(s+2)(s2+4s+40)

]

10. f(t) = 3e−t sin2 2t [F (s) = 3(2s2+3s+17)
2(s+1)(2s2+3s+17)

]

11. f(t) = tat, a > 0 [F (s) = 1
(s−ln a)2

], at = et ln a
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3.1.2 Zpětná Laplaceova transformace

(F (s) f(t)
1. F (s) = 2s+3

s2+4
[f(t) = 2 cos 2t + 3

2
sin 2t, t > 0]

2. F (s) = 3s+4
s2+2s+10

[f(t) = e−t(3 cos 3t + 1
3
sin 3t), t > 0]

3. F (s) = 3s−5
s2+2s+5

[f(t) = e−t(3 cos 2t− 4 sin 2t), t > 0]

4. F (s) = 6s+3
s3+5s2+9s+5

[f(t) = −3
2
e−t + 3

2
e−2t(cos t + 5 sin t), t > 0]

5. F (s) = 4s−3
s2(s+1)2(s+2)

[f(t) = −3
2
t + 23

4
− 7te−t − 3e−t − 11

4
e−2t, t > 0]

6. F (s) = 2s+3
(s2+4)2

[f(t) = −3
8
t cos 2t + 1

2
t sin 2t + 3

16
sin 2t, t > 0]

7. F (s) = 2s2−4s+5
s3+7s2+9s+8

[f(t) = 11
3
e−t − 21

2
e−2t + 43

6
e−4t, t > 0]]

8. F (s) = 4s+5
s2+6s+13

[f(t) = e−3t(4 cos 2t− 7
2
sin 2t), t > 0]

9. F (s) = 3s2−6s+2
(s+1)3(s+3)

[f(t) = 11
2
t2e−t − 35

4
te−t − 47

8
e−t − 47

8
e−3t, t > 0]

3.1.3 Diferenciálńı rovnice

Nalezněte řešeńı dané rovnice na intervalu 〈0,∞), které vyhovuje uvedeným počáteńım
podmı́nkám.

1. ẍ(t) + 4ẋ(t) + 3xt = 3e−2t; x(0) = 1, ẋ(0) = 0 [x(t) = 3e−t − 3e−2t + e−2t]

2. ẍ(t)− 2ẋ(t)− 3x(t) = 3− 4et; x(0) = 2, ẋ(0) = 3 [x(t) = −1 + et + e−t + e3t]

3. ẍ(t) + 2ẋ(t) + 2x(t) = e−t; x(0) = 2, ẋ(0) = 1 [x(t) = e−t + e−t cos t− 3e−t sin t]

4. ẍ(t) + x(t) = 3 sin 2t; x(0) = 1, ẋ(0) = 0 [x(t) = − sin 2t + cos t + 2 sin t]

5. ẍ(t)− 2ẋ(t) + x(t) = 2et + t− 3; x(1) = 0, ẋ(1) = 3e + 1 [x(t) = (t2 + t− 2)et + t− 1]

6. ẋ(t) + 4x(t) + 13
t∫

0

x(u)du = 0; x(0+) = 1
[
x(t) = e−2t(cos 3t2

3
sin 3t)

]

3.2 Fourierova transformace

Určete rozvoj ve Fourierovu řadu následuj́ıćıch funkćı:

Př́ıklad 23

a)f(t) = 〈 t pro t ∈ 〈0, 1〉
1 pro t ∈ 〈1, 2〉

b)f(t) = 〈 A pro t ∈ 〈0, a〉
A
a
(2a− t) pro t ∈ 〈a, 2a〉
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c)f(t) = t2 pro t ∈ 〈−π, π)

d)f(t) = t2 pro t ∈ 〈0, 1)

Řešeńı:

a)T = 2, ω = π; f(t) ≈ 3

4
+

∞∑

k=1

(
cos kπ − 1

π2k2
cos kπt− 1

kπ
sin kπt

)
;

b)T = 2a, ω =
π

a
; f(t) ≈ 3A

4
+

∞∑

k=1

(
A(cos kπ − 1)

π2k2
cos

kπt

a
+

A

kπ
sin

kπt

a

)
;

c)T = 2π, ω = 1; f(t) ≈ π2

3
+

∞∑

k=1

4(−1)k

k2
cos kt;

c)T = 1, ω = 2π; f(t) ≈ 1

3
+

∞∑

k=1

(
1

k2π2
cos 2kπt− 1

kπ
sin 2kπt

)
;

2

Př́ıklad 24
a)f(t) = t pro t ∈ 〈−2, 2〉

b)f(t) = 2 sin t pro t ∈ 〈0, π〉

a)f(t) = 〈 0 pro t ∈ 〈0, π〉
sin t pro t ∈ 〈π, 2π〉

d)f(t) =
A

a
(a− |t|) pro t ∈ 〈−a, a)

e)f(t) = cos t pro t ∈
〈
−π

2
,
π

2

〉

f)f(t) = 〈 cos t pro t ∈ 〈−π
2
, π

2

〉
0 pro t ∈ 〈−π,−π

2
) ∪ (π

2
, π

〉

Řešeńı:

a)T = 4, ω =
π

2
; f(t) ≈ 4

π
+

∞∑

k=1

(−1)k+1

k
sin

kπ

2
t;

b)T = π, ω = 2; f(t) ≈ 4

π
−

∞∑

k=1

8

π(4k2 − 1)
cos 2kt;

c)T = 2π, ω = 1; f(t) ≈ −1

π
+

1

2
sin t +

∞∑

k=1

2

π(4k2 − 1)
cos 2kt;
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d)T = 2a, ω =
π

a
; f(t) ≈ A

2
+

∞∑

k=1

4A

π2(2k + 1)2
cos

(2k + 1)πt

a
;

e)T = 2a, ω = 2; f(t) ≈ 2

π
+

∞∑

k=1

4(−1)k+1

π(4k2 − 1)
cos 2kt;

f)T = 2π, ω = 1; f(t) ≈ 1

π
+

1

2
cos t−

∞∑

k=1

2(−1)k

π(4k2 − 1)
cos 2kt;

2

Př́ıklad 25 Je dána periodická funkce f , která na základńım intervalu periodicity 〈0, 2π)
je dána vztahem

a) f(t) = 〈 1, pro t 〈0, π)
0, pro t 〈π, 2π)

b) f(t) = 〈 0, pro t 〈0, 1)
1, pro t 〈1, 2)

c) f(t) = 1− t

napǐste rozvoj funkce f ve Fourierovu řadu.

Řešeńı:

a)
1

2
+

∞∑

k=1

1− (−1)k

kπ
sin kt b)

1

2
+

∞∑

k=1

(−1)k − 1

kπ
sin kπt c)

1

2
+

∞∑

k=1

sin 2kπt

kπ
.

2

Př́ıklad 26 V komplexńım tvaru vyjádřete Fourierovou řadu funkce, která je perio-
dickým prodloužeńım zadané funkce:

a)f(t) = eat, t ∈ 〈0, T ) c)f(t) = sinh(at), t ∈ 〈−b, b)

b)f(t) = 〈 1, t 〈0, π〉
0, t 〈π, 2π)

d)f(t) = cosh(at), t ∈ 〈−b, b〈

Řešeńı:

a)T = T, ω =
2π

T
; f(t) ≈

+∞∑

k=−∞

(eaT − 1)(aT + 2πkj)

a2T 2 + 4π2k2
e

j2kπt
T ;

b)T = 2π, ω = 1; f(t) ≈ 1

2
+

+∞∑

k=0

( −j

(2k + 1)π
ej(2k+1)t +

j

(2k + 1)π
e−j(2k + 1)t

)
;
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c)T = 2b, ω =
π

b
; f(t) ≈

+∞∑

k=−∞

(−1)kjkπ sinh(ab)

a2b2 + k2π2
e

jkπt
b ;

c)T = 2b, ω =
π

b
; f(t) ≈

+∞∑

k=−∞

(−1)kab sinh(ab)

a2b2 + k2π2
e

jkπt
b ;

2

Př́ıklad 27 V kosinovou Fourierovou řadu rozviňte funkci:

a)f(t) = t, t ∈ 〈0, 1〉 b)f(t) = 2− t, t ∈ 〈0, 2〉
c)f(t) = t2, t ∈ 〈0, π〉 d)f(t) = sin t, t ∈ 〈

0, π
2

〉

Řešeńı:

a)T = 2, ω = π, f(t) =
1

2
− 4

π2

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
cos(2k + 1)πt;

b)T = 4, ω =
π

2
, f(t) = 1 +

∞∑

k=0

8

π2(2k + 1)2
cos

(2k + 1)πt

2
;

c)T = 2π, ω = 1, f(t) =
π2

3
+

∞∑

k=1

4(−1)k

k2
cos kt;

d)T = π, ω = 2, f(t) =
2

π
+

∞∑

k=1

4(−1)

π(4k2 − 1)
cos 2kt;

2
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REÁLNÝ MODEL

4 Kulička na tyči

4.1 Identifikace

4.1.1 Popis systému

Kulička na tyči (Ball-and-beam) je dymnamický systém, navržen pro laboratorńı experi-
menty v laboratoř́ıch automatického ř́ızeńı.
Model B&B - Utia je fyzikálńı systém složený z servomotoru (vnitřńı servosmyčka), me-
chanické převodovky a tyče s kuličkou. Vstupem do soustavy je napět́ı na servomotor
(U1), výstupem je napět́ı sńımače úměrné poloze kuličky. Model je připojen k PC přes
I/O kartu a je možné jej ř́ıdit z prostřed́ı Matlab + RealTime toolbox.
Jednoduchý obrázek modelu:

lT a

Obrázek 1: Kulička na tyči

Význam popisk̊u použitých v obr.1:

• α úhel náklonu tyče

• l délka tyče (85cm).

Velmi d̊uležitou skutečnost ukazuje následuj́ıćı obrázek:
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rT R

fd/2

(a) Kulička ve vod́ıćıch dráteh

gl

R

fr

hg

fx

(b) Kulička na nakloněné rovině (tyči)

Obrázek 2: Schéma kuličky vaĺıćı se po tyči

Význam popisk̊u použitých v obr.2:

• d rozteč vod́ıćıch lǐst (15mm)

• R poloměr kuličky (9.5mm).

• r poloměr po kterém se kulička vaĺı r =
√

R2 − (
d
2

)2
.

• g t́ıhové zrychleńı g = 9.81kg
s2 .

Na předchoźım obrázku (obr.2) je vidět, že kulička se neodvaluje po celém svém poloměru
(R), ale po poloměru (r), který je menš́ı, úměrný rozteči vod́ıćıch drát̊u (d).

4.1.2 Zp̊usob identifikace

Identifikaci modelu kuličky na tyči provedeme jako identifikaci modelu tyče z přechodových
charakteristik a pohybu kuličky po tyči z matematického popisu systému. Změř́ıme přechodovou
charakteristiku v nějakém bodě P0 a z ńı urč́ıme přenos systému. V našem př́ıpadě p̊ujde
o systém druhého řádu ve tvaru

Gt(s) =
Km

(T1s + 1)(T2s + 1)
.

Základńı (blokové) schéma soustavy je:

Motor

Km

K1 Kulička K2

Um
U1

X Ux

Obrázek 3: Blokové schéma soustavy
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a z toho budeme vycházet v daľśıch částech tohoto textu.
Identifikaci pohybu kuličky po tyči provedeme z popisu systému viz. obr.2 a obr.1

4.2 Model pohybu kuličky po nakloněné rovině

Odvozeńı popisu tohoto modelu provedeme pomoćı Lagrangeových rovnic.
Nejprve vyjádř́ıme kinetickou a potenciálńı energii kuličky.
Moment setrvačnosti kuličky:

J =

∫

m

r2dm a dV = S.dx = π(R2 − x2)dx,

z toho plyne

J =

∫

V

ρdV = 2

∫ R

0

(
R2 − x2

)
ρπ

(
R2 − x2

)
dx =

= 2πρ

∫ R

0

(
R4 − 2R2x2 + x4

)
= 2πρ

(
R5 − 2

5
R5 +

1

5
R5

)
=

2

5
mR2,

kde R je poloměr kuličky a m = 4
3
πρR3 a r je poloměr po kterém se kulička vaĺı.

Kinetická energie

Ek =
1

2
mv2 +

1

2
Jω2 =

1

2

(
m +

J

r2

)
v2.

Potenciálńı energie

Ep = mg (l − x) sin α + EP0.

Lagrangeova funkce systému je definována vztahem:

L = Ek − Ep =
1

2

(
m +

J

r2

)
v2 −mg (l − x) sin α + EP0,

jej́ı derivace

δL

δx
= mg sin α

δL

δv
=

(
m +

J

r2

)
v

d

dt

δL

δv
=

(
m +

J

r2

)
ẍ

Výslednou rovnici dostaneme z Lagrangeovy rovnice:

d

dt

δL

δv
− δL

δx
⇒

(
m +

J

r2

)
ẍ = mg sin α ⇒

(
1 +

2

5

R2

r2

)
ẍ = g sin α

Z toho za předpokladu r =
√

R2 − (
d
2

)2
dostaneme rovnici popisuj́ıćı pohyb kuličky po

nakloněné rovině, aniž bychom uvažovali třeńı a valivý odpor:

ẍ =
g(

1 + 2
5

R2

R2−( d
2)

2

) sin α = c sin α = F (α) (25)
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Model systému v okoĺı pracovńıho bodu je nelineárńı, tzn. že má nelineárńı členy
(sin), proto provedeme jeho linearizaci. Jako pracovńı bod zvoĺıme vodorovnou polohu
tyče, tedy α0 = 0. Ještě je třeba ř́ıci, že tyč se nakláńı jen o velmi malé úhly, proto by
měl linearizovaný model platit v celém rozsahu.

δF (α)

δα
= c. cos α|α0

= c. cos . (α0) = cα.

Dále plat́ı:

∆ẍ =
δF (α)

δα
∆α = c∆α.

Protože plat́ı: ẍ0 = 0 a α0 = 0, můžeme psát výslednou rovnici po linearizaci:

ẍ = cα (26)

Přenos vypočtený z rovnice 26 je

Gk(s) =
x(s)

α(s)
=

c

s2
=

4.758

s2
(27)

4.2.1 Převodńı chrakteristiky

Nyńı se zaměř́ıme na převodńı charakteristiky, jednak vstupńıho napět́ı (U1) na úhel
náklonu tyče (α), jednak polohy kuličky (x) na výstupńım napět́ı (Ux). Ty jsou nezbytné
pro správné odvozeńı pracovńıho bodu, který muśı být v lineárńı oblasti. Tyto charak-
terstiky jsou také nepostradatelné pro správné zkonstruováńı modelu systému.

Převodńı charakteristika vstupńı napět́ı U1-úhel α:

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 02 0.3 0.4 0.5
−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

U
1
[V]

α[
ra

d]

Prevodni charakteristika vstupní napeti U
1
− uhel α

Obrázek 4: Převodńı charakteris-
tika U1 → α

U1[V ] α[rad]
−0.5 −0.0689
−0.4 −0.0689
−0.3 −0.0689
−0.2 −0.0642
−0.1 −0.0394

0.0 0.0000
0.1 0.0476
0.2 0.0855
0.3 0.1138
0.4 0.1185
0.5 0.1185

tabulka č.1
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Převodńı charakteristika poloha kuličky x-výstupńı napět́ı Ux

0.01  0.21  0.43 0.63 0.85
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x[m]

U
x[V

]

Prevodni charakteristika poloha kulicky x− výstupní napìtí U
x

Obrázek 5: Převodńı charakteris-
tika x → Ux

Ux[V ] x[m]
−0.24 0.85
0.00 0.43
0.24 0.01
tabulka č.2

Z převodńı charaktristiky U1 → α obr.5vyplývá, že systém se chová lineárně pro
U1 ∈ [−0.2; 0.3]. V tomto intervalu urč́ıme konstantu Kt, což je celkové ześıleńı prvńıch
dvou blok̊u z obr.3, Kt = KmK1.

Kt =
∆α

∆U1

.

Dále z převodńı charkteristiky x → Ux obr.5urč́ıme konstantu K2 jako:

K2 =
∆Ux

∆x
= 0.2354

4.3 Identifikace systému tyče

Identifikaci systému provedeme z přechodové charakteristiky náklonu tyče obr.6. Přechodovou
charakteristiku jsme měřili pro skok vstupńıho napět́ı U1 z 0 na −0.2.
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Přechodová charakteristika tyče:

0  0.25 0.5 0.75
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

t[s]

U
m

[V
]

Prechodová charakteristika tyce 

vypoctena hodnota
namerena hodnota

Obrázek 6: Přechodová charakteristika systému tyče

Mnou zjǐstěný přenos pro tyč z obr.6

Gt(s) =
Um(s)

U1(s)
=

Km

(T1s + 1)(T2s + 1)
=

0.778

(1 + 0.02s)(1 + 0.02s)
=

1980

s2 + 100s + 2500
,

kde konstanta K1 je již zahrnuta v přenosu Gt(s).
Ze zjǐstěných přenos̊u Gt, Gk a konstanty K2 vypočteme celkový přenos soustavy jako
G(s) = Gt(s).Gk(s).K2 a ten je pro zvolený skok:

G(s) =
1980

s2 + 100s + 2500

4.758

s2
0.2345 =

2178

s4 + 100s3 + 2500s2
(28)

4.3.1 Simulace modelu v Simulinku (MATLAB)

Namodelujeme nelinerizovaný i linearizovaný systém v progamu Simulink. Protože pra-
cujeme v rozsahu malých úhl̊u (největš́ı úhel náklonu tyče je cca 6◦ viz. obr.5okoĺı
pracovńıho bodu je dostatečně málé v celém rozsahu měřeńı a výsledné charakteristiky
obou model̊u můžeme kreslit do jednoho grafu.
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Obrázek 7: Nelinearizovaný simulinkový model soustavy

Obrázek 8: Linearizovaný simulinkový model soustavy

Charakteristiky naměřené ze simulinkových model̊u:

0 0.5 1 1.5 2
−0.45

−0.4

−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

t[s]

U
x[V

]

Prechodove charakteristiky ziskane ze simulinkovych schemat 

nelinearizovana 
namerena
linearizovana

Obrázek 9: Charakteristiky soustavy z obou model̊u

Z naměřených charakteristik je vidět co provedla s pr̊uběhem linearizace. Nelineari-
zovaný model se svou charakteristikou přimyká lépe k charakteristice naměřené.
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4.4 Regulátory

Nyńı se budeme zabývat reuglátory a to hlavně regulátory typu PDf, které jsou pro re-
gulaci našeho modelu nejvhodněǰśı, protože nevnášej́ı do systému daľśı integračńı složky.
Daľśı typy regulátor̊u (PIDf ) jsou pro regulaci méně vhodné. Tyto regulátory i přes de-
rivačńı složku zvětšuj́ı astatismus. Je dobré použ́ıvat regulátory s filtrem, který zamezuje
př́ılǐsnému zesilováńı vysokofrekvenčńıch šumů, atd.
Ustálená odchylka bude nulová, protože sama soustava svým astatismem vnáš́ı do regu-
lované soustavy itegračńı složku. Proto navrhovat regulátory typu PI ani I neńı v̊ubec
vhodné.

4.4.1 Emperické metody

Metoda Ziegler-Nichols je metodou, která z ωk a kritického ześıleńı Kk, poč́ıtá všechny
typy regulátor̊u podle empericky daných vztah̊u viz. [3]. Mezńı frekvence ωk je frekvence,
při které se soustava dostává do ustálených kmit̊u, ty najdeme např́ıklad ve frekvenčńı
charakteristice v mı́stě pr̊uchodu argumentu hodnotou ϕ = −180:

Bode Diagram
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Obrázek 10: Frekvenčńı charakteristika soustavy G(s)

Z frekvenčńı charakteristiky je vidět, že neńı možné zjistit ωk, proto touto metodou
neńı v našem př́ıpadě možné navrhnout regulátor.
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4.4.2 Frekvečńı metody

Návrhy frekenčńımi metodami popsanými v [1] je dobře známou a prozkoušenou meto-
dou. Spoč́ıvá v určeńı fázové bezpečnosti PM z frekvenčńı charakteristiky obr.10, u naš́ı
soustavy budeme muset volit pro PDf regulátor PM nižš́ı než obvyklých 45◦. Ze znalosti
PM a ωD potom vypočteme koeficienty jednotlivých regulátor̊u.
Ukažme nyńı výpočet regulátoru typu PDf , kde:

C(s)PDf = kP

kD

kP
s + 1

Tfs + 1
(29)

je přenos regulátoru.
Nejdř́ıve zvoĺıme fázovou bezečnost PM = 40◦. Pak ze vztahu

arg(P (jω)) = −180◦ + PM − 45◦,

a ze zvolené PM vyjde
arg(P (jωD)) = −185◦.

Neznámou frekvenci ωD tedy odečteme na frekvenčńı charakteristice ř́ızeného systému
(obr.10) v mı́stě, kde jeho fáze procháźı −185◦. Pro náš systém je ωD = 2.34. Ze stejného
obrázku (obr.10) odečteme ještě ześıleńı soustavy |P (jωD|dB = −16dB, neboli |P (jωD)| =
10−

16
20 = 0.1585.

Urč́ıme parametry kP a kD ze vztah̊u:

kD =
1

ωD

√
2 |P (jωD)| =

1

2.34
√

2 0.1585
= 1.9065,

a

kP =
1√

2 |P (jωD)| =
1

0.1585
√

2
= 4.4612.

Zbývá už jen dopoč́ıtat Tf . Pro PDf regulátory se voĺı ωf v rozmeźı (5=̇20)ωD. My jsme
zvolili ωf = 5ωD = 11.7. Vypočteme Tf jako Tf = 1

ωf
= 0.0855.

Dosazeńım do 29 dostaneme přenos regulátoru PDf :

C
frek

(s) = 4.4612
0.42s + 1

0.0855s + 1

4.4.3 Metoda GMK-geometrické mı́sto kořen̊u

Tato metoda je metodou z mého hlediska nejjednodušš́ı. V programu Matlab, př́ıkazem si-
sotool, přidáváme kořeny a nuly do soustavy. Podle toho kam přidáme pól/nulu a kolik,
realizujeme regulátory. Přidáńım nuly dostaneme regulátor PD, dvou nul a dvou pól̊u
(z toho jeden v nule)PIDf atd. Po navržeńı regulátoru, za pomoci základńıch znalost́ı a
trouchou zkušenost́ı, nastav́ıme póly/nuly a ześıleńı tak aby výsledný regulátor co nejv́ıce
vyhovoval zadáńı.
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Přidáńım jednoho pólu a jedné nuly jsme vytvořili regulátor PDf , který má, po zvoleńı
vhodných poloh pól̊u a nul, rovnici:

C
GMK

(s) = 1.62
0.77s + 1

0.04s + 1
.

Jak se provád́ı návrh regulátoru v programu Matlab Sisotool ukazuj́ı následuj́ıćı obrázky:
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Obrázek 11: Geometrické mı́sto kořen̊u pro PDf regulátor, zobrazené v Matlab Sisotool

Prvńı obrázek (11(a)) ukazuje jak vypadá regulátor C
GMK

(s) v prostřed́ı Sisotool.

Druhý obrázek (11(b)) ukazuje reakci regulátoru C
GMK

(s) na jednotkový skok. Jsou zde

zobrazeny i některé parametry regulátoru (doba náběhu, překmit).
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5 Závěr

Učebńı pomůcka by v budoucnu měla být součást́ı skripta, které obsáhne nejd̊uležitěǰśı
kapitoly z předmět̊u Systémy a modely a Systémy a ř́ızeńı učených na katedře Řı́d́ıćı
techniky. Učebnice by měla být nápocna student̊um k lepš́ımu pochopeńı prob́ırané látky,
než nab́ıźı nyněǰśı liteatura.
Celý systém nakláněńı tyče s kuličkou byl poněkud nepřesný a se značnou v̊uli. Např.
ramena zajǐst’uj́ıćı pohyb nakloněńı tyče motorkem byla značně volná, to mělo za následek
pohyb tyče při přemist’ováńı kuličky z jednoho kraje na druhý. (po provedeńı nakloněńı,
kulička svým pohybem k druhému kraji tyče ještě zp̊usobila pohyb tyče směrem dolu).
Model byl proto konstruován za zjednodušených podmı́nek. Jakékoliv zpřesňováńı modelu
(např. zaváděńı třeńı kuličky na tyči, valivý odpor kuličky) je zbytečné. V úloze jsme ani
neuvažovali vlastnosti motorku, který přes nějaký mechanizmu uváděl tyč do chodu, i
když by to bylo možné, pomoćı moment̊u motorku a převodńıho mechanizmu, který uvád́ı
tyč do pohybu. Identifikace systému i návrh reglátor̊u pro systém byli značně ovlivněny
stavem zař́ızeńı.
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[4] Tkadlec, J. Diferenciálńı rovnice. Laplaceova transformace, Praha, Vydavatelstv́ı
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