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Anotace

Tato prace volné navazuje na mou bakalarskou praci, ktera rozebirala waveletovou trans-
formaci na prostoru £*(Zy). Zde je detailné zpracovéna teorie waveletii na prostorech
(*(Z) a L*(R). Déle je zde zpracovdna obecnd teorie koster véetné koster waveletovych a

teorie Rieszovych bazi.

V praktické ¢asti se zaobirdm zpétnou rekonstrukei signalu analyzovaného neortonormdalnim
systémem pomoci Duffin-Schaefferova algoritmu jak teoreticky, tak i prakticky. Snazim

se obejit nerealné vypocty a porovnavam praktické vysledky s teoretickymi.

U ctenafe této prace se predpoklada alespon zakladni znalost linearni algebry v roz-

sahu standardniho jednosemestralniho kurzu.

Abstract

This diploma thesis follows my bachelor thesis, which described mathematical principle
of wavelet transform on ¢*(Zy) space. This thesis includes wavelet transform on (*(Z)

and L*(R) spaces with the inclusion of Fourier transform, frames and Rieszs bases.

The thesis starts with a description of basic mathematical concepts which are indispensa-
ble for further exposition. Based on that the wavelet transform is built. Subsequently the

thesis explains frames and their analogy to wavelets.

The objective of this diploma thesis is to implement Duffin-Schaeffer algorithm in matlab

and compare practical results with theoretical solutions.
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Deklarace

Znacka Vysvétlivka

N prostor ptirozenych ¢isel

Ny prostor prirozenych ¢isel véetné 0
/ prostor celych ¢isel

R prostor realnych ¢isel

C prostor komplexnich ¢isel

1 imaginarni jednotka

3(q) imaginarni ¢ast cisla ¢ € C

R(q) realnd cast ¢isla g € C

FT Fourierova transformace

IFT inverzni Fourierova transformace

ONB ortonormalni baze

| konec dukazu
IavA prostor komplexnich sumarizovatelnych posloupnosti:
NZ) = <($n)n€Z POREMES OO>
nez

*(Z) prostor komplexnich posloupnosti sumarizovatelnych s druhou mocninou:

:(2) = <(37n)nez S |zal? < oo>

neL

L'(R)  prostor komplexnich integrovatelnych funkef:
LY(R) = <f(t) R—C| [ |f@)|dt < oo>
L*(R)  prostor komplexnich funkef integrovatelnych s druhou mocninou:

[2(R) = <f(t) R —C _j‘o F(8)[2dt < oo>

vil



Kapitola 1
Uvod

Waveletova transformace slouzi stejné jako Fourierova na analyzu signalu. Zatimco obecné
znama Fourierova transformace analyzuje signél z pohledu frekvence a jeji blizka piibuzna,
okénkova Fourierova transformace, analyzuje signal stejnym zpusobem, pouze se omezuje
na urcité casové okno, waveletova transformace analyzuje signél jak v case, tak i ve frek-
venci. V principu je to tak, ze analyza se provadi na nékolika tirovnich, které maji presné
definovanou (a ruzné urovné ruznou) velikost okna. V rdmci kazdé drovné se toto okno
posouva a signal je po kazdém posunu analyzovan frekvencéné. Z tohoto je ziejmé, ze wa-

veletovd analyza je mnohem dokonalejsi nez Fourierova a jeji vyuziti v praxi stale roste.

1.1 Strucny obsah jednotlivych kapitol

Kapitola [2| : Zakladni pojmy - Kapitola ¢tenaii pfipomene zakladni pojmy z linearni
algebry a seznami ho s operdtory a jejich vlastnostmi. Pti zpracovani této ka-
pitoly jsem cerpal prevazné z (Frazier, 1999), (Rudin, 2003), (Buhagiar, 2006)
a (Hambhalter, 2008).

Kapitola [3] : Fourierova transformace na prostoru (*(Z) - V této kapitole je shr-
nuta FT a IFT na diskrétnim nekonec¢né-rozmérném prostoru. Jsou zde prehledné
uvedeny zakladni vlastnosti této transformace a ¢tenaf se zde seznami s operatory
konvoluce, translace a konjungované reflexe. Pti zpracovani této kapitoly jsem

cerpal prevazné z (Najzar, 2004).



Uvod

Kapitola [4] : Waveletova baze na prostoru (?(Z) - Kapitola struéné ukazuje princip
waveletové analyzy na prostoru ¢2(Z) nejprve na 1. irovni a nésledné na tdrovni
p-té. Z duvodu podobnosti s waveletovou analyzou na prostoru ¢2(Zy) jsou zde
uvedeny i jejich zakladni rozdily. Pti zpracovani této kapitoly jsem cCerpal prevazné
z (Najzar, 2004).

Kapitola [5] : Fourierova transformace na prostoru L?*(R) - Podobné jako v kapitole
se zde zaobirdme FT a IFT, ale na spojitém prostoru. Ctendf se sezndmi s témito
transformacemi nejprve na prostoru L'(R) a nésledné i na prostoru L*(R). Ani zde
nechybi operatory konvoluce, translace a konjungované reflexe. Pti zpracovani této

kapitoly jsem ¢erpal prevazné z (Hamhalter, 2005) a (Frazier, 1999).

Kapitola [6] : Waveletova baze na prostoru L?(R) - Tato kapitola detailné popisuje
waveletovou analyzu na spojitém prostoru. Ctensi se zde seznami s pojmy mul-
tirezoluéni analyza prostoru a nizkofrekvenéni (low-pass) filtr. Déle je zde ukazén
Mallativ algoritmus prevadéjici problematiku analyzy na prostoru L?(R) do pro-
storu £%(Z). Pfi zpracovéni této kapitoly jsem cerpal prevdzné z (Hamhalter, 2005)
a (Frazier, 1999).

Kapitola [7| : Kostry v Hilbertovych prostorech - Toto je stézejni kapitola praktické
casti (kapitola @ Rozebira problematiku analyzy a syntézy pomoci neortogonalni
mnoziny majici urcité vlastnosti (kostry). Pravé kvuli neortogonalité kostry neni
syntéza trividlni, a proto zde jsou detailné ukazany mozné postupy zpétné rekon-
strukce. Jednim z nich je i Duffinuv-Schaefferuv algoritmus. Na konci kapitoly je
zékladni sezndmeni s Rieszovymi bazemi. Pii zpracovéani této kapitoly jsem cerpal

prevazné z (Hambhalter, 2006).

Kapitola |8 : Waveletové kostry - Posledni ryze matematicka kapitola velmi strucné
slucuje dvé ptredchozi kapitoly a ma vyznam pouze pro neortogonalni wavelety.

P1i zpracovéani této kapitoly jsem cerpal prevazné z (Hamhalter, 2006).

Kapitola [9] : Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu - Posledn{ kapitola
této diplomové prace ukazuje, jakym zpusobem je mozné prakticky implementovat
Duffiniv-Schaeffertiv algoritmus. Resim zde prakticky nerealizovatelné problémy,
jako jsou nekone¢né soucty, kostra obsahujici nekonecné mnoho prvkua apod. Déle
ukazuji dosazené vysledky rekonstrukei a jejich chyb, porovnavam je s teoretickymi

predpoklady a zaobirdm se odhadem chyby praktické realizace.



Kapitola 2

Zakladni pojmy

2.1 Linearni prostor, skalarni souc¢in a unitarni

matice

Tato podkapitola poskytuje zakladni prehled o pojmech linearni prostor, skalarni souc¢in
a unitarni matice, které jsou dale v praci pouzivany. Pro podrobnéjsi studium doporucuji

literaturu (Frazier, 1999).

Definice 2.1: Skalarni soucin
Necht V je linedrni (vektorovy) prostor. Zobrazen{ < -,- >: V' xV — C se nazyv4 skaldrn{

soucin, jestlize pro vSechna u,v,w € V a vSechna a € C plati nasledujici podminky:

1. (u,v) = (v, )

2. (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
3. (au,v) = alu, v)

4. (u,u) >0 Yu

5 (u,u) =0 = u =0

Definice 2.2: Necht V je linedrni prostor, na némz je definovan skaldrni soucin. Velikost

(norma) libovolného vektoru u € V' je na ném definovéna vztahem

[ull = v/ (u, w).

Prostor V' pak nazyvame linearni prostor se skalarnim souc¢inem nebo tézZ normo-

vany linearni prostor.



Zakladni poymy

V préci budeme mluvit o prostorech ¢*(Z) a L*(R). Na prostoru ¢*(Z) je skaldrni soucin

definovan
(), (vr)) = > wy pro kazdé (uy), (vi) € (*(Z),

kEZ

tedy podobné, jako na prostoru ¢?(Zy) (viz. (Vana, 2007)). Na prostoru L*(R) je skaldrni

soucin definovan:
(u(t),v(t)) = /Ru(t)@dt pro kazdé u(t),v(t) € L*(R).

V nésledujici vété uvedeme zakladni vlastnosti skaldarniho soucinu.
Véta 2.1: Necht u,v jsou vektory z normovaného linedrniho prostoru V.

1. Kolmost

Vektory u,v nazvéme kolmé, jestlize (u,v) = 0.

2. Pythagorova véta

Pro kazdé dva navzajem kolmé vektory u,v plati

lw+ vl = [lull® + [lo]*

3. Cauchy-Schwarzova nerovnost
Pro vsechny u,v plati

[l - [oll = [{u, )l

Rowvnost zreymeé nastdva pro linedrné zduvislé vektory.

4. Trojuihelnikova nerovnost
Pro vsechny w,v plati

lu+ ol < Jlull + lv]l-

5. Rovnobéznikova nerovnost

Pro vsechny u,v plati

lu+vll* + flu = ol =2 (Jlull® + lv]*) -
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Diukazy jednotlivych bodu véty uvadét nebudeme, zajemce je nalezne napiiklad v (Frazier,
1999) nebo v (Véna, 2007).

Definice 2.3: Necht V je normovany linedrni prostor. Posloupnost (z,),—, € V se

nazyva cauchyovska, jestlize plati

Ve>0 Ing Yn,m>ng : |o,—anl <e.

Poznamka: Pokud mé posloupnost limitu, pak je cauchyovska. Opacné to vsak platit

nemusi!

Definice 2.4: Normovany linedrni prostor se nazyvéd Hilbertiv (dplny) prostor,

jestlize kazdéa cauchyovskd posloupnost v ném mé limitu.

Podivejme se nyni na unitarni matice. Tento pojem je pouzivany v teorii waveletové

analyzy, ale setkame se s nim i v nasledujici kapitole o operatorech.

Definice 2.5: Necht A = [a;;] je m x n matice nad C.
Transpozice matice A je n x m matice A" = [a;;] pro viechna i, j.

Konjugovand transpozice matice A je n x m matice A* = [a;;] pro v8echna i, j.

Definice 2.6: Necht A je nxn matice. Matice A je unitarni, jestlize existuje jeji inverze
a jestlize A™1 = A*,

Poznamka: Pro matice nad R je transpozice totéz co konjugovand transpozice. Tedy

pro redlnou unitdrni matici plati A=! = AT a takové matice se nazyvéa ortogonalni.

Uvedme bez dikazu vétu, kterd shrne vlastnosti unitdrni matice. Dukaz z4djemce nalezne

v (Frazier, 1999) nebo v (Rudin, 2003).
Véta 2.2: Necht A je unitdrni n x n matice nad C. Pak plati
e Sloupce matice A tvori ONB prostoru C™.
e Rddky matice A tvori ONB prostoru C".
e Matice A zachovdvd skaldrni soucin, tj. (Au, Av) = (u,v) pro viechna u,v € C".

e Matice A zachovdvd normu vektoru, tj. ||Aul| = ||u|| pro vsechna u € C".
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2.2 Operatory na Hilbertovych prostorech

Tuto podkapitolu zde uvedeme kvili nezbytnému seznameni se s operatory na Hilber-
tovych prostorech a jejich zakladnimi vlastnostmi. Pro podrobnéjsi studium doporucuji
literaturu (Rudin, 2003).

Definice 2.7: Necht X,Y jsou normované linearni prostory. Pak operdtorem nazvéme

linearni zobrazeni T': X — Y, tj. pro kazdé z,y € X a konstanty «, § € C plati

T(ax + Py) = aTx + BTy.

Ponechme oznaceni z definice a zavedme znaceni a pojmy, které nejsou vseobecné
znamé.
e Obor hodnot operdtoru 7" znac¢ime R(T').

e Operator T nazvéme identicky, jestlize plati x = Tx pro kazdé x € X. Identicky

operator znacime Id.
Tvrzeni: Operator T je prosty pravé tehdy, kdyz ker(T) = {0}.

Dukaz: Predpokladejme, ze operator T je prosty. Pak plati © # o' = Tx # Tx'. Po-
kud tedy = # 0, pak Tz # T(0) = 0, z ¢ehoz ale ihned plyne ker(T') = {0}. Naopak
predpokladejme, ze ker(T) = {0}. Pak z # 2’ = z—a’ # 0, tedy T'(z—2') = Te—T2' # 0,
odkud T'x # Tx', neboli operédtor T je prosty.

|

Definice 2.8: Necht X,Y jsou normované linedrni prostory. Operator T : X — Y
se nazyva spojity v bodé zq € X, jestlize pro kazdou posloupnost prvka {z,} C X,

pro kterou ||z, — xo|| — 0, plati || Tz, — T'zo|| — 0.

Véta 2.3: Operdtor T je spojity v kaZdém bodé x € X prdvé tehdy, kdyZ je spojity

v nekterém bodé xg € X.

Dikaz: Je trividlni, ze pokud je operator spojity ve vsech bodech, je spojity alespon
v jednom bodé. Dokazme jesté opacnou implikaci. Zvolme posloupnost {x,},en € X,
pro kterou pro n — oo plati x,, — y, y € X. Potom ziejmé x, — y + x¢o — xo, odkud
pro n — oo plyne T'(z, —y + x¢) — T(x¢). Z linearity dostavame T'(z,, — y + z9) =
T(x, —y) + T(xg), odkud jiz T(x,, —y) — 0 a proto T(x,) — T(y). Tim jsme dokazali
spojitost operatoru v libovolném bodé y € X.

|
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Definice 2.9: Necht X,Y jsou normované linearni prostory. Operdtor T se nazyva ome-

zeny (ohrani¢eny) na X, jestlize existuje konstanta ¢ > 0 takové, ze plati

ITz|| < cl|z]|, pro kazdé x € X. (2.1)
Véta 2.4: Operdtor T je na X spojity pravé tehdy, kdyz je na X omezeny.
Duikaz: Zavedme e-okoli bodu x nésledovné:

Va(w) ={y e X: lly — x| <e}.

Predpokladejme spojitost operatoru 7T'. Diky vété nam staci vyjit ze spojitosti v bodé
0, v némz plati T'(0) = 0. Jelikoz je operator v bodé 0 spojity, existuje néjaké okoli
V-(0) € X bodu 0, které se zobrazi do okoli bodu V;(7°(0)). Jinymi slovy muzeme Fict,
ze existuje néjaké e > 0 takové, ze jestlize ||z|| < e, pak ||T'(z)|| < 1. Zvolme 2’ € X, 2’ #

ez’
ll="||

. Potom ||z|]| = € a dostdvame

ex’ €
T:U:T(—) = — T
[|2/]] | 2']]

a jelikoz H;_’H je konstanta, tak

0 a polozme x =

3
1]

|1Tz]| = - 1T (=) < 1.

Tedy || T(2")|| < £]]#'|| (omezenost) pro kazdé € X. Opaénym postupem lze z pfedpoklddané
omezenosti operatoru 1" dospét k jeho spojitosti.
|

Definice 2.10: Norma operatoru
Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a necht T': X — Y je spojity operator.

Dle véty 2.4 je T' omezeny. Definujme normu operétoru:

|T|| = inf{c: || Tz| < c|z||, pro kazdé z € X}.

Disledek: Pro operatory T, .S plati

17 +S1 < 71+ 151,
IS < TS|
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Jestlize Y = F (kde F = R nebo C je prostor skalaru), pak operédtor f : X — F se nazyva

funkcional.

Véta 2.5: Rieszova véta
Pro kazdy omezeny funkciondl f na Hilbertové prostoru H existuje jediny prvek y € H
takovy, Ze

f(z) = (x,y), pro vSechna x € H.

Ddle plati
Rieszovu vétu nebudeme dokazovat, zajemce dikaz nalezne v (Rudin, 2003).

Véta 2.6: Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a necht T : X — 'Y je spojity
operdtor. Pak

Tx
I = sup [T = sup 7] = sup S 7]
lal|< lz]=1 |||

[T||

lll

Diikaz: Oznacéme supy,<; [|[T%|| = A, sup, = [|Tz] = B asup,4 = (C a dokazme,
ze plati nerovnost |7 < C < B <A <|T].
Nejprve ukazme, ze A < ||T||. Dle definice normy operdtoru vime, ze [|[Tz| < |7zl

Vezméme takové z € X, ze ||z|| < 1. Potom || Tz| < ||T|| a dosazenim dostdvame

A= sup [|Tz[| < sup ||T] =T

ll=f|<1 =<1

Nerovnost B < A je trivialni a plyne z linearity, zameime se nyni na nerovnost C' < B.
Zvolme x € X,z # 0. Pak jelikoz 2" = 2 spliuje |2']| = 1, plati 122 HT <”x” > H =

| lll

\
|T(2")|| < B (B je supremum mnoziny). Neboli H\F\AC:QICIH < B pro kazdé x # 0. Dosazenim

dostavame
| Tz|]

C =
leo) ||l

< B.

Zbyva dokéazat, ze ||T|| < C. Pro z € X,z # 0 plati HHY;TN‘ < C, odkud ||Tz|| < Clz||. To

je ale pravda i pro = 0 a proto || Tz|| < C||z|| pro kazdé x € X. Podle definice normy

operatoru potom ||T|| < C.
|

Véta 2.7: Adjungovany operator
Necht H, K jsou Hilbertovy prostory a T : H — K je omezeny linedrni operdtor. Pak
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existuje jediny operdtor T : K — H takovy, Ze

(Tz,y) = (x, T"y) pro kazdé x € H,y € K.

Operdtor T nazyvdme adjungovany operator k operdtoru T'.

Dikaz: Zvolme pevné y € K. Pak © — (T'z,y) je spojity funkciondl na H. Dle Rieszovy

vety existuje pravé jedno y* takové, ze

(Tz,y) = (z,y") pro kazdé x € H.
Pak muzeme definovat zobrazeni T : y — Ty = y*. Jelikoz skalarni soucin je linearni,
musi toto zobrazeni byt také linedrni a tedy 7™ je operator. Jesté ukazme jeho jed-
noznacnost. Zvolme T}, Ty tak, ze plati (x,T7y) = (z,T5y) pro kazdé x € H. Potom

ale musi platit

coz je pro kazdé x € H splnéno pouze tehdy, kdyz 17y = T5y.
|

Poznamka: Diky jednoznacnosti adjungovaného operatoru zrejmé plati

Nésledujici vétou se vratme ke konjugované transpozici A* matice A. Tuto vétu véetné

jejitho dukazu muzeme chapat i jako priklad.

Véta 2.8: Necht A je m x n matice nad C. Pak pro kazdé u € C" a kazdé v € C™ plati

(Au,v) = (u, A*v).

Diikaz: Necht u = (u;)j_; a v = (v;)j;. Necht A = [a;;] je m x n a A* = [a};] je n x m.

Pak j-ty prvek soucinu A*v muzeme zapsat (A*v); = > ", ajv; a tedy
n m
o400 = ST = 33— 35—
i= j=1 i=1
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. Sk — FR  — o .
Jelikoz aj; = Qi plati aj; = Qij = aij a muzeme pokracovat

n m n

j=1 i=1 7j=1

Poznamka: Véta ukazuje, pro¢ konjugovanou transpozici matice znac¢ime stejné jako

adjunkci operatoru.

Veéta 2.9: Norma adjungovaného operdatoru T™ je rovna mormé operdtoru T':

171 = 1T

Ditikaz: Necht z,y € X. Normu vektoru muzeme vyjadfit nasledovné:
2]l = sup [{z,y)]
lyll=1

(vektor y muzeme zvolit napiiklad y = el ). Pak plati

||

[T"z|| = sup (T"z,y)| = sup [(z,Ty)| = sup [(Ty,z)| <
lyll=1 lylI=1 lyl=1

< Sup 1Tyl < Sup I ylll]l = T[] pro kazdé = € X,
Yll= Yll=

neboli [|77]| < |IT. Analogicky plati | 7] = [T < 7] a tedy |T*]| = |T]]
[ |

Véta 2.10: Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a necht T je prosty operdtor.
Operdtor T™' : R(T) — X je spojityj prdvé tehdy, kdyz existuje konstanta m > 0 takovd,
ze |Tz|| > m||x| pro kazdé z € X.

Diikaz: Piedpoklddejme nejprve, ze T—! je spojity operdtor. Pak pro kazdé z € X,y =
Txz,y € R(T) muzeme psat || T y|| < ||T7|||ly||. Dosazenim ziskame

lzll = |7~ (T2)|| < 71Tl

10
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odkud
1

171

[Tz > [zl = mllz], kde m = > 0.

1
171

Naopak predpoklddejme nyni, ze plati | Tz| > m||z|| pro kazdé x € X. Potom pro kazdé
y € R(T) existuje x = T~ 'y a dosazenim

Iyl = 17T y)ll = m| Ty,

a proto [T~ y|| < L ||ly|| pro kazdé y € Y, neboli T~ je omezeny, tedy spojity.
|

Poznamka: Pozor, véta neiikd, ze inverzni operator je spojity, ale pouze kdy je

spojity. Tzn. ze, inverze spojitého operatoru nemusi byt spojity operator.

Definice 2.11: Jestlize T = T*, nazyvame operator 7' samoadjungovany. V tomto
pripadé plati
(Tz,y) = (x, Ty) pro kazdé =,y € X.

Jestlize TT* = T*T, nazyvame operator 7" normalni.
Jestlize TT* = T*T = Id, nazyvame operator T unitarni a plati 7! = T*.
Nyni uvedeme zékladni pravidla pro adjunkci.

o (T+R)=T"+ R"

o (al)*=aT*, acC.

o (TH)*=T.

(TR)* = R*T".

Jestlize T je samoadjungovany a mé omezenou inverzi, pak T~! je také samoadjun-

govany.
Tvrzeni: Necht operdtor T: X — Y, kde X,Y jsou Hilbertovy prostory. Pak plati

17T = 7"

11
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Dukaz: Jiz vime, ze |T|| = [|T*]|. Pro z € X plati

|IT2|* = (T2, Tx) = (T"Tw,x) < | 7T ||«

Nalezenim suprema pres vsechna x € X ||z|| = 1, dostaneme

711> < 1T 7)| < |7 IT) = 1T

Odtud jiz plyne dokazovand rovnost.
[

Véta 2.11: Necht Ty, T, jsou operdtory v komplexnim Hilbertové prostoru H a necht
kvadratickd forma Qr operdtoru T je ddna predpisem Qp(x) = (Tx,x) pro kazdé x € H.
Pak Qr, = Qp, prdvé tehdy, kdyz Ty = Th.

Dikaz: Nejprve uvedme polariza¢ni identitu

(Tx,y) = (T(x+y),v+y) —(T(x—y),r—y) + T (x+iy), v +iy) —i{T(x —iy), z —iy),

kterd plati pro kazdy operator T € H. Jejim dusledkem je, ze (Tiz,z) = (Tox,z) (tedy
Qr, = Qr,) pro kazdé = € H plati pouze tehdy, kdyz 17 = Ts.
|

Véta 2.12: Necht T je omezeny linedrni operdtor v komplexnim Hilbertové prostoru H.

Pak operdtor T je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz (Tz,x) € R pro vsechna x € H.

Dikaz: Predpokladejme, ze T je samoadjungovany. Potom pro vSechna x € X plati

0= (Tz,z) — (T"z,z) = (Tz,z) — (x,Tx) = (Tx,x) — (Tx,x) =
= (R(Tx,z) +iS(Tx,x)) — (R(Tx,z) —iS(Tx,x)) = 21Tz, x),

coz plati prave tehdy, kdyz S(Tx,z) = 0, neboli (T'x,z) € R pro vSechna x € X.
Jesté dokdzeme opacnou implikaci. Pokud (T'z,z) € R, pak plati

(x,Tx) = (Tx,z) = (Tx,z) = (x). (2.2)

Odtud a z jednoznaé¢nosti adjungovaného operatoru plyne, ze 7% = T'. V rovnosti ({2.2))
muzeme pokracovat

() = (2, T"z), (2.3)

pak dle véty rovnost nastane pouze v piipadé, ze T* =T. R

12
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Piiklad 2.1: Ukazme, ze diagondlni n x n matice D = diag{(dy,...,d,)} nad R je sa-

moadjungovand (matice zobrazeni je operdtor) na prostoru C", ktery je Hilbertuv.

Nejprve ukazme, ze D je omezeny operator. Pro kazdé x € C" plati

n

2 2012 < 2 12
|Dz||> = (Dz, D) de DAL _mgx(dk)Z\xA .

i=1 =1

Po odmocnéni plati
1Dz < max(|dy )]z,

tedy D je omezeny. Dle véty m otestujeme realnost vyrazu (D, x).
(Dx, x) Zdazxz Zdi|xi|2,
i=1

kde d;, |z;| € R provsechnai = 1,...,n. Operator D je tedy samoadjungovany, coz ovéiime

vypoctem (x, Dx).

(x, Dx) Zm dix; = i@xﬁ Zd |z;|* = (Dx, z).
i=1

Definice 2.12: Omezeny operator T' na Hilbertové prostoru H se nazyva pozitivni,
jestlize

(Tx,x) > 0 pro kazdé = € H.
Piseme T > 0.

Definice 2.13: Usporadani operatoru

Jestlize operatory T, R jsou na H samoadjungované, pak fekneme, ze

T<R<& (Tx,x) < (Rx,x) pro kazdé = € H.

Poznamka: Ziejmé plati
T<R< (R-T) >0,

¢ili muzeme i psat, ze T' < R, jestlize R — T je pozitivni.

13
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Tvrzeni: Necht T, R, (Q jsou samoadjungované operatory na H. Pak plati

T<R =T+Q<R+Q.

Dikaz: Jestlize T < R, plati R — T > 0. Diky linearité muzeme psat

(T+Q)z,2) = (T + Qu,x) = (Tr,7) + (Qz, ) < (Re,z) + (Qr, 1) = (R + Q)r, 7),

odkud plyne dokazovana nerovnost.

Véta 2.13: Necht existuji konstanty A, B tak, Ze plati 0 < A-Id <T < B -1d. Pak T

md omezenou tnverzi a plati

1 1
—Id<T'<=-1Id. 2.4
pld= <7 (2.4)

Dukaz véty je slozity, a proto jej nebudeme uvadét. Zajemci jej naleznou v (Kadison and
Ringrose, 1983).

14



Kapitola 3

Fourierova transformace na prostoru

()

V této kapitole uvedeme zakladni pojmy, oznaceni a vlastnosti FT a jeji inverze IFT
v prostoru £*(Z). Na tomto prostoru je FT velmi podobna FT na prostoru ¢?(Zy), kterd je
podrobné popiséana v (Frazier, 1999) nebo v (Vana, 2007). Nejprve pfipomenime nékteré

pojmy z funkcionalni analyzy.

e Prostor ¢*(Z) je Hilbertuv a separabilni. Reprezentace prvku z € ¢*(Z) je vektor

2 = (2n)nez = (2(N) )nez-

e Prostor (1(Z) je Banachuv a separabilni. {!-norma je zde déna piedpisem

[EFESEDIE

neL

e Prostor L*(—m,7) je prostor funkci lesbegeovsky integrovatelnych s kvadratem

na intervalu (—m, ), kde skalarni souc¢in je dan vztahem

19 =5 [ F@is.

e Prostor L?{—m,7) je Hilbertv a separabilni.

e Zavedme funkei dy, ;:

1 pro k =y,
Op.i = 3.1
d { 0 jinak. (8:1)

15



Fourierova transformace na prostoru (*(Z)

e V zdkladnich pojmech byl definovan skaldrni soucin funkei f,g € L*(I),I C R

vztahem

(f.9) = / FOdr.

Prostor L(I) je Hilbertuv, tedy norma funkce f se spo¢ité

1= VT = /1 ().

Dle tohoto vztahu norma funkce f existuje, pokud je funkce f definovana na celém
intervalu /. Pokud m4 ale funkce f nespojitosti v kone¢né mnoha bodech, integral
se neméni. To v dusledku znamend, ze funkce f nemusi byt nulovd, aby ||f|| = 0.

Zavedme pojem mnoZina miry nula, ktery muzeme chépat nasledovné.

Mnozinu M C R nazvéme mnozina miry nula, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje

posloupnost intervalu I, I, - - - C R tak, ze plati
i=1
> délka(T;) < e.
i=1

Potom funkce f,g € L*(I) ztotozitujeme, jestlize plati f(t) = g(t) pro vsechna
t € I\M (tikdme skoro vsude).

3.1 Fourierova transformace v (*(7Z)

Definice 3.1: Fourierova transformace vektoru z € (*(Z) je funkce z L*(—m,m) defi-
novana predpisem

Bw) = z(n)e™, we (-7, (3.2)

nez
Inverzni Fourierova transformace funkce f € L2(—m, ) je vektor f € (*(Z) definovany
predpisem

. 1 g .
foo = (g.6m) = o [ @) mdo, nez (33)
Zékladni vlastnosti FT na ¢?(Z) shrneme do nasledujici véty.

16



Fourierova transformace na prostoru (*(Z)

Véta 3.1: Zobrazeni ~, resp.” je linedrni, spojité zobrazeni (*(Z) % L*(—m, ), resp.
L*(—m,7) =% (2(Z). Pro vsechny z,w € (*(Z) plati

1. z= (%),
2. Parsevalova rovnost: (z,w) = (Z,0),

3. Plancherelova formule: ||z||* = ||2|*.

3.2 Zakladni operatory v (*(Z) a jejich vlastnosti

Daéle definujme operatory, jez budeme potiebovat pri waveletové analyze.
Definice 3.2: Necht z,w € ¢*(Z). Definujme
1. Konvoluce: (zxw)(m)=>_ ., 2(m—n)w(n), m e Z.
2. Translace: Ry : (*(Z) — (*(Z), Rpz(n)=z2(n—k), ne€Z.
3. Konjugovana reflexe: 3(n) = z(—n), n€Z.
4. Vektor z*: z*(n) = (=1)"z(n), n€Z.
Pro tplnost jesté uvedeme vlastnosti téchto operdtort.
Véta 3.2:
1. Necht z € (*(Z) , w € (X(Z). Pak z xw € (*(Z).
2. Necht v,w € (Y(Z) , z € (*(Z). Pak

(a) (zxw) (w) = 2(w)w(w) skoro vude.
(b) Konvoluce je komutationi: z%w = w * 2.

(c) Konvoluce je asociativni: v * (w*z) = (v w) * 2.
(d) v*xw e (Y(Z).
3. Necht z,w € (*(Z). Pak
(a) Z, z*, Ryz € (*(Z) pro kazdé k € Z.
(6) (2) () = 2(w).

17
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&

(¢) (z+w]=2+
(d) () (w) = Z(w + ).
(¢) (Ry2)'(w) = e™2(w).
(f) (Rjz, Ryw) = (z, Ry_jw), j, k€ Z.
(9) (z, Ryw) = zxw(k), ké€LZL.
(

(h) (z, Ryw) = zxw(k), k€Z.
4. Necht w € (*(Z). Pak plati

(a) Jestlize Ryw = w pro néjaké k € Z, k # 0, pak w = 0.
(b) Jestlize Ryw = Rjw pro néjaké j, k € Z, j # k, pak w = 0.

(c¢) MnoZina {Ropw}, ., je ortonormdlni prdvé tehdy, kdyz

<w, ngw> = 5k,0-

18



Kapitola 4

Waveletova béze na prostoru ¢*(Z)

Waveletovd transformace na prostoru ¢*(Z) je vybudovdna podobné jako na prostoru

(*(Zy) (zdjemce nalezne v (Vdna, 2007)) az na nékteré zdsadni rozdily:

1.

Na prostoru ¢*(Zy) plynula maximalita mnoziny waveletovych filtrii z jeji mohut-
nosti a ortonormdlnosti. V prostoru ¢?(Z) je vsak potieba ortonormalitu i maxima-

litu mnoziny waveletovych filtru dokazat.
Fourierovym obrazem vektoru z € (%(Z) je funkce f € L*(—m, ).

Aby konvoluce analyzovaného vektoru a waveletového filtru z % w byla prvkem
prostoru £*(Z), mus{ byt w € ¢(*(Z), viz bod 1 véty

Rozklad prostoru (*(Z) = W_1 & W _5@®. .. obsahuje nekonecné mnoho direktivnich

s¢itancu.

JelikoZ je prostor £*(Z) nekone¢né dimenziondlni, d4 se v praxi konvoluce vektoru
s waveletovym filtrem zxw spocitat pouze priblizné. Je proto velmi dulezité, aby wa-
veletové filtry mély koneéné mnoho nenulovych slozek (fikdme, ze maji koneény

support).

4.1 Waveletova baze prvni tirovné

Definice 4.1: Necht u,v € ¢*(Z) jsou takové vektory, Ze mnozina B = {Rgu}rez U

{Ropv}rez je ONB v (%(Z). Mnozinu B nazyvame waveletovou bézi{ na prvni tdrovni

pro (*(Z). Vektory u a v se nazyvaji generdtory nebo téz waveletové filtry.
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Waveletovd bdze na prostoru (*(Z)

Definice 4.2: Necht u,v € (1(Z) , z € (*(Z).

1. Pfidruzenou matici A(w) k vektorum u, v definujeme pro w € (—m, ) predpisem

(w)
V2 | awT) d(w+ )

—_
>

—~
&

—
>

2. Downsampling operator D : (*(Z) — (*(Z) definujeme piedpisem

D(z)(n) = z2(2n), z€Z.

3. Upsampling operator U : (*(Z) — (*(Z) definujeme predpisem

z (g), n sudé,

v = { 0, nliché.

V nasledujici vété uvedeme zakladni vlastnosti operatoru D, U a ovéfime jejich platnost.

Véta 4.1:
1. PridruZend matice A(w) je unitdrni pro dané w, jestlize plati

w+m)|? =2,
w

(4.1)

Operdtor D z vekltoru z nejprve vynechd vsechny liché ¢leny a operdtor U na je-
gich puvodni misto dosadi nuly. Dostavame vektor ( ..., z(—2),0,2(0),0,2(2),... ).

Dosazenim za z*(n) = (—1)"z(n) do pravé strany rovnice dostavame

z(n), n sudé,
0, n liché.

= ) (4 (-1)) = {

Rowvnost tedy evidentné plati.
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DoU(z)(n) = z(n). (4.2)
Dikaz analogicky dle bodu 2 ihned vede na rovnost.
4. Operdtor D je zobrazeni na celyj prostor (*(Z), které neni prosté. Naopak operdtor

U nend zobrazeni na celij prostor (*(7), ale je prosté.

Mé&jme vektor z = ( ...,a_3,b_9,a_1,by,a1,ba,as3,... ) € (*(Z), kde liché prvky
znacime a a sudé b. Potom D(z) = (... ,b_9,bo,ba,... ). Evidentné D(z) muze byt
libovolny vektor z prostoru (*(Z). Zobrazeni ale neni prosté, jelikoz obraz nent zdvisly
na lichych koeficientech a (tedy stejny obraz mohou mit rizné vektory). Analogicky
je vektoru z prirazen obrazU(z) = (...,a_3,0,b_2,0,a_1,0,b9,0,ay,0,bs,0,a3,0,...).

Mnozina vsech takovijchto obrazi ale zrejmé nepokrjvd celyj prostor (%(Z).

D(zxu)(k) = (z*ua)(2k) = (2, Roxu). (4.3)

Prond rovnost je zrejmd z definice operdtoru D. Druhd rovnost je jedna z vlastnosti

operdtori translace a konvoluce.

Nyni uz mizeme odvodit nutnou a postacujici podminku ortonormality mnozin { Ropu} oy
a {Rokv} ey

Véta 4.2: Necht u,v € (*(Z). Pak plati
1. Mnozina { Ry}, je ortonormdini pravé tehdy, kdyz
(W) |® + |d(w + m)|* =2 (4.4)
pro skoro vsechna w € (—m, 7).

Dtkaz: V bodé 4 véty jsme zformulovali nutnou a postacujici podminku orto-

normality mnoziny {Roru},, ve tvaru

<U, ngu> = (5]@70.

Upravami dle vztahu 1| dostaneme

(u, Ropu) = (u*)(2k) = D(uxa)(k) = DoU(D(uxu)(k)) =
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Waveletovd bdze na prostoru (*(Z)

— D(U o D(ux)(k)) = D ((“ ) (k) +2(<“ * )") (k) ) — Sro.

Uvédomme si, ze plati Udy o = k0, ¢ili muzeme psat

(wxa)(k) + (ux@))(k) _ o ((U*ﬂ)(k) + ((ux@)") (k)

5 5 ) = Uy, = O,

odkud jiz
(uxa)(k) 4+ ((uxa)*)(k) = 200

Fourierovou transformaci tohoto vztahu dostavame

(ux @) (W) + ((uxa)’) (w) =2

a pomoci identit

o (ux
°(

(u *

obdrzime hledanou podminku

la(w)|? + |a(w + ) ]* = 2.

Jelikoz identity byly odvozeny pomoci vztahu (z % vf(w) = Z(w)v(w), ktery plati
pro skoro viechna w a jelikoz f (w) € L?*(—m,7), plati dokazovand podminka pro skoro
vSechna w € (—m, ).

|

. Mnoziny {Ropu} ey @ {Rokv} ey Jsou navzdjem ortogondlni prdvé tehdy, kdyz

W(w)o(w) + t(w + m)o(w+m) =0 (4.5)
pro skoro vsechna w € (0, 7).

Dikaz: Dukaz je analogicky s predchozim bodem. Vyjdeme z predpokladu

(u, Royv) = 0, pro vsechna k € Z.
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Waveletovd bdze na prostoru (*(7Z)

Stejnymi upravami jako vyse ziskdme
(u*x?) " (w)+ (ux2)*) (w) =0.

Identity maji tentokrat tvar

e ((uxu)*)"(w)=1(w+m)o(w+m).

Zpétnym dosazenim dostavame dokazovanou podminku, ktera z podobného duvodu
jako podminka v bodé 1 plati pro skoro vsechna w € (0, ).
|

Tato véta nam ukazuje waveletovou analyzu na prvni urovni. Dokazali jsme, ze mnozina
{Roru}ycq U{Rokv},y je ortonormalni. Aby ale v prostoru £2(Z) tvorila bazi, musi byt

uplna. Trochu predbéhneme a podivame se na zpétnou rekonstrukci. Upravme vztah

(uxUoD(zx1u)) (w) = <u*%(z*ﬂ—|—(z*a)*)) (w) =
=[5 Grieu) + 5 (2 )" » u)} (@) = 3 AW + 5 2w+ m)a(w)al@ T 7).

Pomoci néj zapisme identitu

(uxUoD(z*xu)) (w)+ (vxUoD(zx0)) (w) =

2w+ ) |U(w)i(w +7) + 0(w)0(w + )| .

/

DN | —

2(w) [la(w) + fo()P] +

~~
=2

DO | —

[e=]

Z této identity pomoci IFT dostaneme rekonstrukéni rovnici

uxUoD(zxu)+v+UoD(z%0) =z (4.6)

Nyni fomulujme a dokazme vétu, kterd zaruci iplnost mnoziny { Ropu}ycp U {Rop¥} s

Véta 4.3: Necht u,v € (*(Z). Pak B = {Roju};y U {Ropv}ycy je ortonormdlnt bdze
v prostoru (*(Z) prdvé tehdy, kdyz pridruZend matice A(w) k témto vektorim je unitdrni

pro skoro vSechna w € (0, ).
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Waveletovd bdze na prostoru (*(Z)

Dikaz: Dle véty jsou si unitdrnost matice A(w) pro skoro vsechna w € (0, 7) a or-
tonormalita mnoziny B ekvivalentni, staci nam tedy dokazat pouze iplnost mnoziny B.
Dikaz tplnosti mnoziny provedeme sporem. Aby mnozina B nebyla tiplnd, musi existovat

vektor z € (2(Z), z # 0, ktery je ortogondlni na mnozinu B. To ale znamen4, Ze
D(zxu)(k) = (z, Rypu) =0, D(z+*0)(k) = (z, Royyv) = 0 pro kazdé k € Z

a po dosazeni do rekonstrukéni rovnice (4.6) vyjde z = 0 coz je spor s jeho nenulovosti.
|

Poznamka: Jelikoz je mnozina B tiplnd a ortonormalni, tvoif v £>(Z) ONB a rovnice
(4.6]) je rovnice perfektni rekonstrukee.

Definice 4.3: Necht je mnozina B = {Ryyu};; U {Rorv},c;, ONB prostoru ¢2(Z). Pak
definujme prostory Vi, W;

Vi = L{Ropu}trez, W1 = L{RayV}rez.

L znaci uzavieny linearni obal.

Poznamka: Jelikoz mnoZina B je ONB, evidentné plati V; & W, = ¢*(Z), neboli prostor

W, je ortogonalnim doplitkem V; v prostoru ¢%(Z).
Definice 4.4: Vektory u,v tvoii waveletovy filtr 1. drovné.

Nésledujici vétou ukazeme, jak pomoci vektoru u sestrojit vektor v.

Véta 4.4: Zvolme vektor u € (*(Z) tak, Ze mnoZina {Ropu}rez je ortonormdlni a se-

strojme vektor v € (1(Z)
v(k) = (=1 (1l —k), kecZ. (4.7)
Pak mnozina B = {Rypu};cq U {Royv}ycy, je ONB v (*(Z).

Diukaz: Dle véty je mnozina B ONB praveé tehdy, kdyz je matice A(w) pro skoro
vSechna w € (0, ) unitarni. Ukazme nejprve, jak vypada Fourieruv obraz sestrojeného

vektoru v.
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VyuZitim rovnosti €™ = —1 a pfepsdnim konjugované reflexe pokrac¢ujeme v tipravé
_ § :ezw(n—l)—i-znwa(n . 1) _ § :ezn(w—i-w)—mra(n . 1) _
neZ neEZ

Udeélame substituci m = n — 1 a vSe nezavislé na m vytkneme pied sumu

_ Z ei(m+1)(w+7r)—i7rﬂ(m) _ eiw Z a(m)eim(w—i—ﬂ),

meEZ meZ
coz je az na e FT konjugované reflexe v éase w + 7. Posledn{ tpravou dostavame

d(w) = e“i(w + ).

Substituci w = w + 7 dostévame

d(w+m) = —e“i(w).

Dosazenim do rovnic (4.4) a (4.5 ovéfime unitdrnost matice A(w)

(W) + [o(w +m)|* = [e“t(w + )" + | — e“a(w)]* = [a(w + )] + [a(w)]* =2,

W(w)o(w) + t(w + m)o(w + ) = t(w)e“u(w + 7) + W(w + m)—ei(w) =
= e “a(w)i(w + ) — e “i(w + 7)i(w) = 0.

Unitarnost je tedy splnéna.
|

Nez se zamétfime na vysSsi trovné waveletové analyzy, vysvétleme 1. iroven prakticky.
Md4me méfeny diskrétni signél z € £2(Z), coz neznamen4 nic jiného, nez Ze signal z prendsi
konecnou energii. Tento signdl analyzujeme waveletovymi filtry w,v, ¢imz dostaneme
vektory dva: z, = D(z*a) a z, = D(z x 0). Tyto vektory jsou vektory koeficienti
rozvoje vektoru z vzhledem k bazim {Ropu}rez a { Roxv}rez (Viz vztah ) Evidentneé
zy € V1 a z, € Wy. Jednd se vlastné o ortogondlni projekci vektoru z do prostoru V;

a W1i. Syntéza pak probiha podle vztahu (4.6)).

4.2 Waveletova baze p-té tirovné
Uved'me vétu, kterd je zédkladem konstrukce waveleti na p-té tirovni.
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Waveletovd bdze na prostoru (*(Z)

- D(z * ) vk U o D(z*0)
U f—» D — » U B »
£ _Z}
+upb—» D Diz xu) » U SR >
w0 D{z*u)
Analyza Syntéza

Obrézek 4.1: Analyza a syntéza vektoru z na prvni trovni

Véta 4.5: Necht g1 € (*(Z), kde -1 € N je takovy vektor, Ze mnozina { Ry 1,911 }rez
je ortonormdlni v (*(Z). Necht u,v € (Y(Z) je waveletovy filtr v prostoru (*(Z) na 1.

irovni a necht
fi= g x U 0), 9= g% U (u).
Pak mnoZina { Ry, fi}rez U { Rargi rez je ortonormdini v (2(Z).

Diikaz: 7 vlastnosti (U(z)) = U(Z) a (z + w) = Z + @ plyne, 7e fy = g1 * U"1(2).

Ortonormalitu ovérime tpravou vztahu
(fis R fy) = fix fi2'%) = [(gia * U1 () * (Gio1 + U1H(0))] (2'K) =
Diky komutativité konvoluce a vlastnosti U(z % w) = U(z) * U(w) muzeme pokracovat

= [9171 * g1 * Ulil(v * 77)} (2lk) = Z (g1-1 % Gi1) (2% —m)- [Ulil (v * 6)} (m).
meZ
Jelikoz ale vektor U'™1 (v * ) (m) m4 nenulovy pouze kazdy 2!~!-ty koeficient, staci psat
S (g1 Gi1) @k — 271 - U (0% 9)] (2 m) =
meEZ
a po aplikaci operatoru U dostavame

=3 (g %) 2712k = m)) - (0% D) (m).

meZ

26



Waveletovd bdze na prostoru (*(Z)

Vime, ze plati
(g1 % Gio1) 2712k — m)) = (-1, Rot—1(2b—m)91—-1) = Om,2k

a tedy
<fl7 Rﬂkfl) =V x* 6(2]5) = <U, RQ}#}).

Analogickd rovnost plati samoziejmé i pro vektor ¢g; a timto dostavame, ze mnoziny

{Ry.fi} a {Rag:} jsou ortonormélni. Muzeme psat

(fi, R f1) = (g1, Raipg1) = Or.0-

Stejné odvodime i vzajemnou ortogonalitu.

(fi, Rogt) = fi+ 31(2'k) = [91—1 % g1 * U o * ﬂ)] (2'k) =

- Z (91 % Gi1) (2 = 27 'm) - [U (v @)] (27 'm).

meZ

Z davodu (gi—1 * gi—1) (21 (2k — m)) = b2k a z ortonormalnosti mnoziny {Roru}, , U

{Ropv} ey, mlzeme psét
(fi, Ryupgi) = (v, Rogu) = 0, pro vSechna k € Z.

Tim je véta kompletné dokazana.
[

Podivejme se nyni, jak zde vypadaji prostory aproximaci a detailu.
Definice 4.5: Necht vektory u,v, g;_1, g1, f; jsou z piedchozi véty. Definujme prostory:

Vo1 = L{Rogi }rez, W_i = L{Ro.fi}rez pro kazdé [ € N.

Véta 4.6: Plati V_l D W_l = V_l+1.

Dukaz: Jiz jsme ukézali, ze mnozina { Ry, fi}kez U {Rangi}rez je ortonormdlni, tedy
nutné plati V_; L W_;. Nyni dokazeme, ze V_; a W_; jsou podmnozinami prostoru V_;,;.
Upravme

Ry fi(n) = filn — 2'k) = [gi_1 * U1 (0)](n — 2'k) =
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Waveletovd bdze na prostoru (*(Z)

= Z gi-1(n —2'k —m)U"(v)(m) =

meZ

a opét z nenulovosti pouze kazdého 2/~!-tého koeficientu vektoru U'™!(v)(m) muzeme
psat
= Zgl,l(n — 2l — 2 H U (v)(27Y) = Z v(J) Rat-1(128) 911 (1)

JET JET
Substituci m = j + 2k dostavame rovnost
Rofi(n) = Z v(m — 2k) Ryi-1,,91-1(n),
mEeZ
coz po zobecnéni pro kazdé k € Z tika, ze prostor W_; C V_;;1. Podobné odvodime
Roigi(n) = Z u(m — 2k)Rai-1,,q1-1(n)
meZ
atedy i V_; C V41, ve vysledku muzeme psat V_; & W_; C V_;.1. Musime ale jesté

dokézat, ze V_j;1 C V_; & W_,. Definujme standardni bazi {e;(m)},ez

e;(m) = d,,; pro kazdé j € Z.

Pak muzeme psat

e;(m) = Z(ej, Ropv) Rogv(m) + Z(ej, Ropu) Ropu(m) pro kazdé m € Z. (4.8)
keZ keZ

Jelikoz plati

(ej, Rogv) = Zej(n)v(n —2k) =v(j — 2k) = 0(2k — j)

nez

a analogicky
(e, Ropv) = u(2k — j),

muzeme dosazenim do (4.8) psat

ej(m) =Y 52k — j)o(m — 2k) + > @(2k — j)u(m — 2k). (4.9)

kEZ keZ

Nyni se jiz podivejme na jadro dukazu. Vztah

Ror1;g1-1 = Z e;(m)Royi-1,,01-1 =

meZ
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Waveletovd bdze na prostoru (*(7Z)

upravime dosazenim vztahu (4.9) na

=) (Z 5(2k — jo(m — 2k) + Y a(2k — ju(m — 2k)> Rot-1pgi_1 =

meZ \k€Z keZ

Rozdélenim sum obdrzime

= 02k —§) > _v(m = 2k)Ry-rpgio1 + > @2k — §) Y u(m — 2k) Ry 1,911 =

keZ (nEZ keZ meEZ P
R;z;fz Rglvkgl
= Z 0(2k — j) Ry fi + Z a(2k — j) Ryegi-
keZ kEZ

Tedy Ry-1;q1-1 € Vo1 ® W_; pro kazdé j € Z. Z toho jiz plyne V_; 1, € V_; @ W_y,
coz jsme chtéli dokéazat.
|

Konecné se dostavame k definici waveletové baze na p-té tirovni.

Definice 4.6: Waveletova baze

Necht p € N a necht fi,..., fp, g, € (*(Z) je takové posloupnost vektort, Ze mnozina

B = {Ro.fi}rez U{Rarfotrez U - . . {Ravk fp ez U { Rovrgp ez
je ONB prostru ¢*(Z). Pak mnozinu B nazveme waveletovou béaz{ prostoru ¢?(Z) na p-té
tirovni, jeji prvky wavelety a vektory f;, g, € (*(Z), i =1,...,p, generdtory této béze.

Véta 4.7: Necht p € N a necht u;,v; € (*(Z) jsou dvojice waveletovijch filtri pro kazdé
I =1,...,p, (pridruzend matice A(w) ke kazdé dvojici je unitdrni pro skoro vSechna

€ (0,7)). Sestrojme posloupnost dvojic {fi, a1}, fi,q1 € (*(Z), | =1,...,p, takto:

f1 = U1, G1=uU
aprol = 2,...,p:
fi = gi-1% UZ_I(UI), g1 = gi—1 * Ul_1<ul)-

Pak fi,g, € (*(Z), 1 =1,...,p, jsou generdtory waveletové bdze v prostoru (*(Z).

Diikaz: Dle definice [L.5]je V_; = L{Ry1g; trez a W_; = L{Rasf; bhez Pro j = 1,....p.
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Waveletovd bdze na prostoru (*(Z)

Nyni jiz z véty jejiho dukazu a z definice waveletové baze dostavame:
Vo, CVpoy C--- C Vo,
W_ eV, =0r7),
WaioeW,a--aW eV, ,=">»2Z7),

coz tvrdi véta.

Poznamka: Uvédomme si, Ze diky nekonecnosti prostoru £?(Z) muzeme psat

W eW_od - W@ =LZ), jeN

To je jeden z rozdili od waveletové analyzy na prostoru (*(Zy), které byly zminény
na zacatku kapitoly. Rozdéleni prostoru dle ditkazu véty se nazyva multirezolucni
analyza (MRA) prostoru a jeji princip je na obrazku

(Z)

W V,

S

W Voo

A\

Obrézek 4.2: MRA prostoru ¢2(Z)
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Poznamka: Standardni oznaceni pro wavelety.

V literatute se pouziva znaceni
w—j,k:R%kfj? So—j,k:Rijgja jzla"'ap> pzl,...,+OO, ke Z.

Vektory u;, g;, resp. ¢_; i se nazyvaji otciv wavelet nebo filtr a generuji prostory V_;.
Vektory vj, fj, resp. ¥_;; se nazyvaji mat€in wavelet nebo jen wavelet a generuji pro-

story W_;.

V zévéru kapitoly shrneme podstatné. V analyze na 1. tirovni jsme cely prostor ¢*(Z)
rozdélili na 2 rovnocenné, navzajem kolmé podprostory V_; a W_;. Pro obecny rozklad
je ale bylo potteba rozlisit, jelikoz pri dalsi analyze jeden z nich délime stejnym zpusobem
na prostory V_o a W_s a takto pokracujeme az do p-té drovné. Zvolili jsme (viz. véta
4.6)), ze delit se bude vzdy podprostor V_; a podle toho jsme jej nazvali prostor aproxi-
mact. Prostor W_; jsme nazvali prostor detailii. Rekonstrukce probihd zpétné rekurzivni
aplikaci rovnice perfektni rekonstrukce (4.6)).

Cely princip waveletové analyzy muzeme naznacit i nasledovné. Analyzovany (nekoneény)
vektor (z (*(Z)) rozlozime na aproximaci 1. tirovné (ortogondlni projekce do prostoru
aproximaci V_;) a detaily 1. drovné (ortogondlni projekce do prostoru detaila W_y).
Nésledné vezmeme pouze aproximaci 1. irovné a rozlozime ji na aproximaci a detaily
2. urovné. Opét se jednd o ortogonalni projekci, nyni ale na prostory V_o, a W_,. Takto
pokracujeme az do p-té urovné. Zpétna rekonstrukce je pouze rekurzivni vypocet analy-

zovaného vektoru z aproximace a detailt nejnizsi drovné, které mame k dispozici.
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Analyza

Obrazek 4.3: Obecna analyza vektoru z € £2(Z)

c
v

EST o

S EERE

Syntéza

=R

Obrézek 4.4: Obecnd rekonstrukce vektoru z € £2(Z)
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Kapitola 5

Fourierova transformace na prostoru
[*(R)

5.1 Fourierova transformace na prostoru L!(R)

Definice 5.1: FT na prostoru L'(R).

Fourierovu transformaci funkce f € L'(R) oznacme f a definujme ji predpisem
flw) = / ft)e ™tdt, weR.
R

Inverzn{ Fourierovu transformaci funkce g € L'(R) ozna¢me § a definujme ji predpisem

1
o

g(t) /g(w)ei“’tdw, teR.
R

Definice 5.2: Necht f € L'(R). Reknéme, ze bod = € R je Lebesgueovym bodem této

funkce, jestlize plati
+h

lim |f(z —y) — flz)|dy = 0.

Vlastnosti: Jestlize f € L*(R), pak plati

1. Skoro vsechny body v R jsou Lebesgueovymi body funkce f (az na mnozinu miry

nula).

2. Kazdy bod spojitosti funkce f je jejim Lebesgueovym bodem.
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Fourierova transformace na prostoru L*(R)

Poznamka: Dalsi vlastnosti F'T a IFT plati pouze pro Lebesgueovy body funkce.
Pro zduraznéni této skutecnosti budeme fikat, ze plati skoro v§ude. Muzeme tedy zavést
implikaci

plati v Lebesgueové bodé = plati skoro vsude.

Véta 5.1: Véta o IFT.
Necht f, f € L*(R). Pak v kazdém Lebesqueové bodé funkce f plati

1 ~ .
o / )

Véta 5.2: Véta o jednoznacnosti FT.
Necht f,g € L'(R) a f = g skoro vsude. Pak plati f = g skoro vsude.

Ditkaz: Véta je dasledkem véty predchozi. Jelikoz f = g, tak f —§ = (f — g) = 0.
Ale potom plati 0 = 0 = ((f—9g) )= f—g, neboli f =g.
_

V nasledujici vété shrime zékladni vlastnosti F'T.

Véta 5.3: Necht f,g € L'(R), necht f,g gsou jim prislusné Fourierovy obrazy a necht

a,a, 3 € R. Symbolem ~ znac¢me prislusnost funkce a jejiho Fourierova obrazu. Pak plati:
1. Jestlize f.g, f,§ € L'(R), pak f.g, f,§ € L*(R).

2. Linearita:

af +Bg~af + B9.
3. Posun v case:
4. Zména meéritka:

5. Posun ve frekvenci:
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Fourierova transformace na prostoru L*(R)

. Komplexné sdruzeny obraz:

. Plancherelova formule:

Ifl = V2= /1,

z niz plyne rovnost

(f.9) =2n(f,9).

. Obraz derivace:
Necht f™ € LY(R), n € Ng. Pak Fourieriiv obraz derivace je:

(F™) (t) = (iw)" f(w).

Lema 1: Riemannovo-Lebesgueovo lema
Je-li f € L*(R), pak f je spojitd a plati

lim f(w) = 0.

W—00

5.2 Zakladni operatory a jejich vlastnosti

Podivejme se na jiz znamé operatory konvoluce, translace a konjugované reflexe.

Definice 5.3:

1. Konvoluce.

Necht f,g € L'(R) jsou takové funkce, ze [, |f(z —y)g(y)dy| < +oo pro skoro
vsechna € R. Mnozinu vsech takovych z oznacme K. Definujme konvoluci funkei

f, g predpisem

Jo fl@—y)g(y)dy, proz €K,
0, pro ostatni hodnoty .

(f xg)(x) = {
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2. Translace.

Pro y € R definujme operator translace R, : R — C, R, f(x) = f(z —y).

3. Konjugovana reflexe.

Konjugovanou reflexi funkce f znacéime f a je déna predpisem

Zakladni vlastnosti téchto operatorti na spojitych prostorech shrneme do véty.
Véta 5.4:
1. Ezistuji f,g € L*(R) tak, Ze f x g ¢ L*(R).

2. Konvoluce funkci f,g: R — C je komutationi

fxg=gxf.

3. Necht g,h € L'(R) a f € L'(R) U L*(R), pak

frlgxh)=(fxg)*h.

4. Neeristuje 6 € L*(R) tak, Ze pro kazdé f € L*(R) plati §  f = f.
5. Necht f,g € L*(R), z,y € R. Pak

<Rmf7Ryg> = <f7Ry—xg>7
(f,Ryg) = f=*3(y).

5.3 Fourierova transformace na prostoru L*(R)

Definujme FT na prostoru L?(R). Ozna¢me C¥(R) mnozinu vsech komplexnich dife-
rencovatelnych funkei (tzn. funkce f € C¥ mé vsechny derivace) s koneénym nosic¢em.
Pro prostory L'(R), L*(R) a C¥(R) plati C¥(R) C L'(R), C¥(R) C L*(R). Pak muzeme

formulovat vétu:
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Véta 5.5: Necht f € CX(R). Pak plati

1.
fe L' (R)NL*R).
2 1
1fll2=(f. f)2 = N 1f1]2-
Dukaz:

1. Jelikoz f(t) € C¥(R) C L' (R), paki f"(t) € C¥(R) C L*(R) a plati
() ) = (w3 fw).

Dle Riemannova-Lebesgueova lematu platf lim,,_100 w?f(w) = 0. Z toho vyplyva,

7e musi existovat konstanta ¢ > 0 takova, Ze |wf(w)| < ¢, tudiz |f(w)| < 5.

OOA OOC
/1|f(w)\dw§/1 Edw<oo

a ponévadz je funkce f(w) omezend na intervalu (—1,1), je (f)(¢) € L*(R). Déle
dle bodu 1 véty [5.3|jelikoz f(¢), f(w) € L*(R), pak f(w) € L2(R) a dikaz je hotov.

Potom ale

2. Vyjdeme z vlastnosti f(—t) ~ f(w). Polozme h(t) = f(t) % f(—t). Mizeme psat

0= [ F&G=0d

Pro obraz funkce h(t) plati

a podle véty [5.1] o IFT obdrzime identitu

1 A )
/ f(s)f(s—t)d =5 / |f(w)]?e™tdt v kazdém bodé spojitosti.
T Jr

Konkrétné pro ¢t = 0 dostaneme
1 .
2d ——/ 2dt
[1rekds =5 [ 1

37



Fourierova transformace na prostoru L*(R)

odkud )
2 _ L2
1£115 ZWWNm

coz jsme chtéli dokazat.
|
Véta 5.6: Véta o aproximaci.

1. Pro kazdou funkci f € L*(R) a kaZdé € > 0 existuje funkce g € C¥ takovd, Ze

If =gl <e.

2. Pro kaZdou funkci f € LY(R) a kaZdé € > 0 existuje funkce g € C¥ takovd, Ze

If =gl <e

Dle véty o aproximaci existuje posloupnost {g,}nen takovd, ze g, € C¥, g, € L'(R)

aze g, konverguje k f € L*(R) v prostoru L?(R). Pak muzeme formulovat vétu.

Véta 5.7: Necht f € L*(R) a necht {f, }nen je takovd posloupnost, Ze f, € C¥ a fn €
LY(R) pro kazdé n a f, — f v prostoru L*(R). Pak

1. Posloupnost {fn}neN konverguje k néjakému F v prostoru L*(R).

2. Necht {gy}nen je jind posloupnost takovd, Ze g, € C¥ a g, € L'(R) pro kazdé
n a g, — f v prostoru L*(R). Dle ¢dsti 1 konverguje {gn}nen k néjaké funkei
G e L2(R). Pak G = F.

3. Necht f € L*(R) N L2(R) a nechf F je dle ¢dsti 1. Pak F = f.
Dikaz:

1. Jelikoz f,(t) € C¥ c LYR) a f, € L*(R) pro kazdé n, pak dle véty plati
fo € L2(R) pro kazdé n. Déle jelikoz posloupnost {f,} konverguje v L2(R), je
v tomto prostoru cauchyovskd a dle véty [5.5 plati

||fn — fm|| = V27| fn — fmll pro kazdé m,n € N.

Proto posloupnost { fn}neN je také cauchyovskd v L*(R) a jelikoz prostor L*(R) je

Hilbertitv, existuje v ném néjaké F € L2(R) takové, ze f, — F.
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2. Dle trojuhelnikové nerovnosti muzeme psat

IF =Gl < |1F = full + 1 fa = gull + |6n — G| pro kazdé n € N,

kam muzeme dosadit dle véty

||fn - gn” =V 27r||fn - gn” <v 27T(an - f” + Hf - gnH) pro kazdé n € N.

Limitou pro n — oo dostdvame ||F' — G|| = 0, neboli F' = G.

3. Ditkaz posledni ¢asti véty je prilis slozity, a proto jej zde nebudeme uvadeét. Zajemce

jej nalezne véetné dukazu predeslych bodu v (Frazier, 1999).

Definice 5.4: Necht f € L*(R). Sestrojme posloupnost { f,, }nen € CF(R) tak, ze f, —
f. Definujme Fourierovu transformaci funkce f

N

f=lim f,.

n—oo

kde f, = (fn), pro vsechna n € N. Analogicky definujme i inverzni Fourierovu transfor-

maci jako limitu posloupnosti { f,, }nen.

Poznamka: Véta iikd, ze v L*(R) existuje limita posloupnosti {f,tnen (bod 1)

a 7e tato limita je nezavisld na vybéru posloupnosti {f, }nen (bod 2). Tudiz f je defi-

novana jednozna¢né. Navic v pifpade, ze f € L'(R) N L*(R) ndm véta zarucuje, ze f
dle definice je stejnd jako dle definice (bod 3).

Nyni muzeme k vlastnostem operatoru konvoluce, translace a konjungované reflexe pridat

vlastnosti:
1. Necht g € LY(R) a f € L} (R) U L*(R). Pak

(f*g) = fg.

2. Nechf f € L'(R) U L2(R). Pak

pro skoro vsechna w € R.
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Kapitola 6

Waveletova béze na prostoru L?(R)

6.1 MRA prostoru L*(R)

Multirezolu¢ni analyza (MRA) prostoru je zdkladni princip waveletové analyzy. MRA
na prostoru ¢2(Z) je naznacena v dukazu véty 1.7, V prostoru L*(R) je zkonstruovéna

podobné, ale pro tplnost uvedme, jak vypada.

Definice 6.1: Posloupnost uzavienych podprostort {V;};ez C L*(R) tvoi{ multirozklad
(MRA) prostoru L?*(R), pokud jsou splnény nésledujici podminky:

1. Monoténnost:

Posloupnost prostoru {V;};ez je neklesajici, tj.

V; C Vjy1  pro vsechna j € Z.

2. Existence skalové funkce:
Existuje skdlovd funkce ¢ € V takovd, ze posloupnost { R }rez je ONB v prostoru
Vo, kde Ry, je (stejné jako v kapitole [3)) operdtor translace, tedy plati

Rio(t) = ¢(t — k) pro vsechna k € Z,t € R.

Takovou funkei ¢ nazyvame téz otcovsky wavelet.

Poznamka: Uvédomme si, ze potom kazdou funkci f € V, muzeme zapsat ve tvaru

F= 2k Rip . 2 = (2(k) € L(R),

kEZ

kde z je posloupnost koeficientu funkce f vuci bazi { Rx¢}rez.
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3. Dilatace:
Pro kazdé j € Z plati
ft)eVo & f(21) eV

4. Prunik:

v = {0}
jEZ
5. Hustota:
UV =r®).
€T
Analogicky s MRA prostoru ¢*(Z) definujme i prostory W;.

Definice 6.2: Necht posloupnost podprostortu {V;};ez tvoirf MRA prostoru L*(R). Pak

posloupnost podprostort {W;},ez je definovana tak, ze

V; @ W; = Vji1 , pro vsechna j € Z.

Poznamka: To znamend, ze kazda funkce f;1(t) € Vj41 1ze jednoznacéné vyjadrit jako
soucet funkei f;(t) € V; a g;(t) € W;, kde f;(t), g;(t) jsou ortogonalni projekce funkce
fi+1(t) do piislusnych prostort. Evidentné plati V; L W; a kvili monoténnosti MRA
plati také W, L Wy, pro kazdé j # k, j, k € Z.

Definovali jsme, ze pokud posloupnost {V;};ez tvori MRA prostoru L*(R), pak existuje
skalovaci funkce ¢ takova, ze mnozina funkei { Ry }rez je ONB v prostoru Vj. Pozdéji se
ukaze, ze pokud existuje funkce ¢ € Vj, pak existuje funkce ¢ € W, takovd, ze mnozina

{Ry}kez tvori ONB v prostoru Wy. Funkci ¢ nazvéme matersky wavelet.

Definice 6.3: Necht mnozina {t; 1}, ez,

Dik(t) = 23 (2t — k),
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Waveletovd bdze na prostoru L*(R)

je pro n¢jaké 1 € L*(R) ONB prostoru L*(R). Pak tuto mnozinu nazyvdme waveletova

béze prostoru L*(R). Podobné definujme mnozinu {¢; s}, rez

pin(t) =22 (27t — k),

kterd ale netvori ONB prostoru L?(R).

Poznamka: Pokud ale pro dané j (troveil, level) vezmeme mnozinu {¢; s } ez, tvoii tato

mnozina ONB prostoru V;.

Poznamka: Parametry funkci ¢;,;, zahrnuji posun i zménu méfitka. Faktor 2% je

v definici kvuli zachovani normy:

lsat)l? = [

27 Vi 205594 27, 2
= [ 5 le@it=p 2= [ juopa = [wo

2% (2t — k)rdt = /R2j (27t — k)|* dt =

Timto muzeme povazovat vyklad multirozkladu prostoru L?(R) za ukonéeny a podivejme

se podrobnéji na konstrukci waveletové baze.

6.2 Konstrukce waveletové baze

Konstrukce waveletové baze na prostoru L?(R) je v prevazné mife zaloZena na Planche-
lerové formuli, ktera tikd, ze pokud jsou funkce f(t), g(t) kolmé, pak jsou kolmé i jejich
obrazy f(w),§(w). To ndm umozni budovat waveletovou teorii na L2(R) ve frekvenéni
oblasti.

Piedpokladejme, ze posloupnost {V;}ez tvoif MRA prostoru L*(R) a tedy existuje

skalovaci funkce ¢. Zabyvejme se nyni, jak z otcovského waveletu ¢ ziskat matersky

wavelet 1.
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Waveletovd bdze na prostoru L*(R)

6.2.1 Nizkofrekvencéni (low-pass) filtr a jeho vlastnosti

Vezméme skalovaci funkci ¢ € Vy C Vi. Jelikoz vime, ze ONB prostoru V; je mnozina

{@1.k }rez, muzeme ¢ rozepsat podle baze ¢ x

¥ = Z(% OLE)PLE = Zuk%,k, (6.1)

kEZ keZ

kde (ug)kez = ({, ¥1%))kez se nazyva Skdlovaci posloupnost. Plati

P = 2% (27t — k>‘j:1 = \/54,0(215 — k).

Fourierovou transformaci prevedeme do frekvenéni oblasti

(p(2t — R)" () = ™ (p(21) () = 53 (2)

a muzeme psat

. " 1 g~ (W
P(w) = (Z w20 (2t — k:)) (w) = 7 Zuke ) <§> : (6.2)

k€EZ keZ

Definice 6.4: Nizkofrekvenéni filtr (low-pass filter)
Necht ¢ € Vi C Vi a necht mnozina {p14}rez je ONB prostoru Vi. Pak definujme

nizkofrekvenéni (low-pass) filtr

1 L
mo(w) = 7 Zuke = Euk( ), (6.3)

keZ
kde (ug)rez = ((¢, 014) kez € (Z).

Poznamka: Filtr mg(w) je z prostoru L?*(—m, ). Diky exponencidlni funkci ve vztahu
je funkce mg(w) definovana pro vSechna w € R a je 2m-periodickd. Slou¢enim téchto

faktti muzeme psat i mo(w) € L*(0, 27).

Vztah (6.2) muzeme piepsat do tvaru

R Wy . (W

o) =mo(5) (%) (6.4)

Vztah (6.4) se nazyvé skdlovaci identita.

[\]

Abychom mohli ukdzat vlastnosti nizkofrekvenéniho filtru, uvedme nejprve dulezitou

vétu o ortogonalité posloupnosti (g(t — kA))kez, g € L*(R).

43



Waveletovd bdze na prostoru L*(R)

Véta 6.1: Necht g € L*(R) a A > 0. Posloupnost posunii (g(t—kA))rez je ortonormdini
pravé tehdy, kdyz plati identita

Pw)=Y_

lEZ

9 2
g (w + KW l) ’ = A pro skoro vsechna w € R.

, . . . . , . 2
Poznamka: Funkce P(w) je periodickd s periodou & .

Dikaz: Nejprve predpokladejme, ze plati identita P(w) = A a dokazme ortonormalitu
posloupnosti (g(t — kA))rez. Aby posloupnost (g(t — kA))rez byla ortonormélni, musi
platit

(g(t), 9(t — BA)) = dos. (6.5)

Rozepsanim skaldrniho sou¢inu dostavame
(9(0).9(¢ ~ k) = [ g(e)gfi = FA)it =

a diky Plancherelové formuli pfepiSeme do frekvencéni oblasti

1 —_— 1

- ~ —ikAw dw = — p Y ikAwd —
5 [ 9wt eglw)dw = o Rg(w)g(w)e w
1 A ‘ 1 +DZF .
= o [lareas= - > [T e =
R ez VX
J
R

Provedeme substituci w = w + == 2” {

27

1 (2 2 \|*
ikAw o ~ ikAw
Z/ < +—l) e dw—%/o Zg(w—kxl) e dw.
lez lez.
Dosad'me identitu P(w) = A. Pro k = 0 dostdvdme
2w
1 a A 21
t),g9(t —kA)) = — Adw=—— =1
(09t = k) = 5= [ Ado = 2
a pro k # 0 dostavame
(g(t), g(t — kA)) = / VTR S LN
I 27 Jo ‘ W_QWzk:A ee Y
1 kAw] A L komi
— ikAw — T _1) = ().
k271 [e } (¢ )

0 k21 \lf"
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Tim je dokdzdna prvni implikace. Postup ale lze i otoCit a ukazat, ze vztah (6.5)) plati
pouze tehdy, kdyz P(w) = A.
|

Disledek: Pro specidlni piipad A =1 je posloupnost (g(t — k))rez ortonormalni prave
tehdy, kdyz

Z | (w + 2x1)|> = 1 pro skoro véechna w € R.
leZ

Podivejme se nyni na vlastnosti filtru. Posloupnost (vox)kez = (¢(t — k))rez je ONB
prostoru Vg. Tzn., Ze dle véty [6.1] plati

Z ¢ (w + 2km)|* = 1 pro skoro viechna w € R. (6.6)
keZ
Rozepsanim dle skalovaci identity

D 1@ (w+ 2km)F =)

keZ

2

2 w
. ’mo <§ +l€7’l’>

@ (% +k7r>

a rozdélenim sumy na souc¢ty sudych a lichych ¢lenu
2 w
_ 5 (Y 2% )
> +§:&(2-+w+ m
keZ keZ

Vyuzitim platnosti na skoro vsech frekvencich a periodicity funkce mg(w) dostavame

2 2 2

% (g + 2k7r>

w

-lmo (g +7T+2k7r)

w |2 w 2
mo <§>‘ —i—‘mo <§ +7T)’ = 1 pro skoro vSsechna w € R

a z divodu platnosti na skoro vSech frekvencich muzeme psat

[mo (@)[* + |mo (w +7)|” = 1 (6.7)

opét pro skoro vSechna w € R.

Dosadime-li za mg(w) dle vztahu (6.3)), dostaneme identitu

|i(w)]? + |i(w + 7)|* = 2 pro skoro vsechna w € R,

2 2

(w) Ww+m)| =1,

i

Sl
Sl

neboli
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Waveletovd bdze na prostoru L*(R)

coz dle véty 4.2| znamend, Ze mnozina { Ropu} ez je ortonormdln{ v ¢%(Z). Potom dle véty
muzeme spocitat takovou funkci v = (v, )rez € (*(Z)

(k) = (1) u(l - k),
ze mnozina { Roxu}trez U { Ropvtrez tvoiri ONB prostoru V. Analogicky s (6.1) a (6.2)

muzeme psat

Y= kP, (6.8)

kEZ
N 1 Lw w
W) =— v(k)e 2o (= ). 6.9
#e) = 5 v ¢ (3) (6.9)
Nyni muzeme definovat filtr
1 .
mi(w) = —= > wv(k)e ™, (6.10)
V2 keZ

kde dle (6.8) (vi)rez = ((¥, ¥1.4))kez. Déle dle (6.9) plati identita

h(w) = my (g)so(g) (6.11)

podle niz a podle ortogonality mnoziny (¢(t — k))kez plati

|my (w)|2—|— |y (u}—i—7r)|2 =1 (6.12)

pro skoro v8echna w € R. Z identit (6.7, (6.12) a z kolmosti funkei u,v (tedy i filtra

mo, my) plyne, ze matice

A= | Mm@ m(w) (6.13)
mo(w+ ) my(w+ )

je unitarni pro skoro vSechna w € R.

Jesté se podivejme na vztah mezi filtry mg a my. Do vztahu (6.10]) pro filtr m; dosadme
dle vztahu 4.7

1 —tkw __ i . kflu—_efikw —
ml(w)zﬁ év(k)e =% é( D (1 — k)

VyuZitim platnosti —1 = e~ a substituci k — 1 = —m, k = —m + 1 upravujeme ddle

1 e 1 e
=—-— e’”e“’u(k—l):——ZeZ(‘“”)u(k—l):
P> v

keZ 2 kEZ
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_% Z 6im(w+7r)€—iwe\—/z’zﬂ(_m — e iw\/_ Z

zm (wtm)

— e \/_Z

meZ mGZ

6 im(w+T) — ¢ —iw E 6 im(w+m)

-~

mo(w+)

Odtud jiz plyne hledany vztah

mi(w) = e “mg(w + ).

Nyn{ se vratme ke skalovaci identité (6.4). Podle ni plati
(5) =ma(3)2(3)
ATV AVIASVIA
To muzeme ale dosadit do (6.4) a dostavame

= (3)m(3)5(2)

Takto muzeme rekurzivné pokracovat, az pro néjaké n € N obdrzime

) () (4)

()¢5

(6.14)

Predpokladejme konvergenci tohoto nekonec¢ného soucinu. Potom pro n — oo dostavame

¢<w>:¢<0)_1°jmo ().

kde zéroven pozadujeme, aby ¢ bylo spojité v 0. Trividlni feseni této rovnice je ¢(0) = 0,

které ale implikuje ¢(w) = 0 pro kazdé w € R. Netrividlni feSeni tedy musi spliovat

¢(0) # 0. Pozdéji uvidime, ze aby mnozina {1;x};rez byla ortonormalni, musi byt

|£(0)| = 1. Piedpoklddejme tedy, ze ¢(0) = 1 a potom

Podobnym postupem obdrzime
A AV AN CATRCAR
@ =m(5)e(5)=m(5)m(T)e(
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=my (= )mo(— ) - mo|=— — ro néjake n .
15 0\ 0\ 9n 2 on p J

Opét predpokladame konvergenci nekonecného soucinu a ¢(0) = 1. Dostavame

G =m () IIm (2). (6.16)

6.2.2 Waveletové filtry

V ptedchozi podkapitole jsme naznacili, jak se waveletové filtry na jednotlivych drovnich
daji sestrojit. V této kapitole ukazeme, jak vypadda obecny tvar waveletovych filtru na pro-
storech V;, W;, j € Z.

Podivejme se nejprve na prostor V.

Véta 6.2: Necht f € Vo C L*(R). Pak vidy existuje néjakd 2m-periodickd funkce d(w) €
L*(0,27) takovd, Ze plati

f(w) = d(w)p(w).

Dikaz: ONB prostoru Vj je mnozina {ygx trez a funkei f € V) tedy muzeme rozepsat
F£) =Y dre(t — k).
keZ
Pomoci FT prevedeme do frekvencni oblasti

flw)y =Y die ™ p(w) = (Z dke“““’> p(w) = dw)p(w).

keZ keZ

N

d(w)

Potom d(w) je ziejmé 2m-periodickd funkce a jelikoz to je F'T posloupnosti (dg)rez € (%(Z)
v bodé —w, je z prostoru L?(0, 27).
[

Disledek: Pro normy dle Plancherelovy formule plati

~ (12
ld(@)? = [[de||” =27 > 1dil? = 27 111
keZ
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Potom pro kazdé f,g € Vj a jim odpovidajici ds(w), d,(w) € L*(0,2m) plati

1

(f.9) =5

(di(w),dg(w)) = flg e de(w)ldy(w).

Skalovanim se z prostoru Vg dostaneme do prostoru V_;. Zvolme funkci g(t) € V.
Skalovanim ziskdme funkei f(t) = g (4), pak f(t) € V_1. Ve frekvenéni oblasti muzeme
psat

F(w) = 25(2w) = 2d(2)$(2).

Pouzitim skélovaci identity dostavame

p(2w)

Zformulujme tedy tvrzeni, které jiz nebudeme dokazovat.

Tvrzeni: Nechf f € V_;. Pak existuje néjakd 27r-periodicka funkce u(w) € L?{(0,2n)

takova, ze plati

A

f(w) = p2w)mo(w)@(w). (6.17)

Dalsim skalovanim dostévame podobny vysledek a tvrzeni muzeme pomoci ([6.15)) zobec-

nit.

Tvrzeni: Necht f € V,. Pak existuje ngjakd 2m-periodickd funkce p(w) € L*(0,2m)

takova, ze plati

Poznamka: Ke vztahu jsme dospéli rekurzivnim dosazenim skédlovaci identity do vztahu

[6.17, predpokladem konvergence tim vzniklého nekoneéného soucinu a predpokladem
p(0) = 1.

Véta 6.3: Necht v(w) € L*(0,27) je néjakd 2m-periodickd funkce. Jestlize
flw) = e mo(w + m)v(2w)p(w),
pak f e W_y.
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Poznamka: Podle (6.14]) muzeme psat

f(w) = mi(w)r(2w)p(w).

Diukaz: Oznacme d(w) = e"“my(w + m)v(2w). Plat{ identita

d(w)mo(w) + d(w + m)my(w + 7) = 0, (6.18)

nebot dosazenim za d(w) dostdvdme

e “mo(w + m)v(2w)mo(w) + ¢ "“ ™ mo(w + 2m)v(2(w + 7))mo(w + 1) =

—e—tw

a diky 2m-periodi¢nosti funkei v(w) a mo(w) upravime

= e “mo(w + m)v(2w)mo(w) — e “mo(w)v(2w)me(w + ) = 0.

Zvolme g € V_q, tedy g(w) = u(2w)mo(w)p(w), kde u(w) € L?(0,2n) je libovolnd 27-
periodickd funkce. Jelikoz V_1 1 W_4, je i gL f a potfebujeme ovérit, ze (f, g) = 0. Déle

~

jelikoz f(w) = d(w)$(w), stacl ovérit, ze plati (d(w), u(2w)my(w)) = 0.
() n2mo(w)) = [ Al —

Rozdélime integral na ruzné intervaly

2

= /07r d(w)p(2w)mo(w)dw —I—/ d(w)p(2w)mo(w)dw =

a druhy integral upravime substituci w =w + 7

= /07r d(w)p(2w)mo(w)dw + d(w + T)p(2w + 27) Mme(w + 7) | dw =
p(2w)

Dosazenim identity (6.18) dostaneme hledany vysledek

- /0 ey [d(w)mo (@)duw + d(w + mm} dw = 0.

- /
'

0
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Skélovanim se z prostoru W_; dostaneme do prostoru W;. Zvolme funkci g(t) € W_;.

Skalovanim ziskdme funkci f(t) = g(2t), pak f(t) € Wy. Ve frekvenéni oblasti mtizeme

jr=10(2) = i (5w oo (3)

psat

Konstantu 1 zahriime do funkce v(w) a zformulujme tvrzeni.

Tvrzeni: Nechf f € Wj. Pak existuje néjaka 2m-periodickd funkce v(w) € L?(0,2n)

takova, ze plati

Poznamka: Podle (6.14) muzeme psat

A w (W

flw)=my (§> v(w)g (§> : (6.19)
Dalsim skalovanim a dle (6.15) muzeme opét zobecnit.

Tvrzeni: Necht f € W,. Pak existuje néjakd 27-periodickd funkce v(w) € L*(0,2n)

takova, ze plati

o0

f(W)=m1<2]i1>u<%> I mo (%)

J=p+1

Poznamka: Ke vztahu jsme dospéli rekurzivnim dosazenim skalovaci identity do vztahu

6.19, predpokladem konvergence tim vzniklého nekonecného soucinu a predpokladem
©(0) = 1.
Nyni jiz vime, jak vypadad Fourieruv obraz funkce f € W, a dostavame se k sestrojeni

materského waveletu z waveletu otcovského.

Véta 6.4: Funkce i € Wy je matersky wavelet pravé tehdy, kdyz |v(w)| = 1 pro skoro
vsechna w € R.

Dikaz: Predpokladejme, ze funkce i € Wy je matefsky wavelet a dokazme, ze |v(w)| = 1
pro skoro vSechna w € R. Matefsky wavelet tvoii ortonormalni posloupnost ((t —k))kez,
coz dle véty znamenad, ze y ., ‘zﬂ (w+ l{;27r)‘2 = 1. Do této podminky dosadime
obecny predpis @/Az(w) pro ¥ € Wj.

Z ‘zﬂ(w—l—kZW)r = Z ‘mo (g +k7r+7r>
kEZ

kEZ

2 2

(w4 2km))? - ’(ﬁ (g + kﬂ')
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2

g@(% +/<:7r> =

:|V(w)|2~2)mo (g +]€7T+7T>‘2' =

keZ

Rozdélime sumu na sudéa a licha k

2

2
. ’cﬁ (g +2l7r) +

2 2

+ 3 |mo (5 + @+ Dma)| - |e (5 + @+ )
l€Z

Vyuzijeme 2m-periodi¢nosti filtru mg(w) a jelikoz posloupnost (p(t — k))rez je orto-

normdlni, muzeme vyuzit véty

= @) [|mo (5 +7)[ 2o |e (5 +ar)| +
leZ
1

Dle vlastnosti (6.12)) nizkofrekvenéniho filtru

bt o )+ ()]

Odtud dostavame
) (w + k2)

2

kEZ

coz jsme chtéli dokazat. Postup lze otocit a ukazat, ze plati i opacnd implikace, tj. ze pokud
|v(w)| = 1, pak posloupnost (¢(t — k))kez je ortonormélni.
|

Dle této véty tedy umime zkonstruovat mateisky wavelet z otcovského.
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6.3 Mallattav algoritmus

Pro waveletovou analyzu potfebujeme, obecné vzato, celé mnoziny {¢; i }jrez, {¥jx}jrez-
Na rozdil od ptredchoziho vykladu provadi Mallatuv algoritmus waveletovou analyzu
v casové oblasti. Jeho vyhodou je pfedevsim potteba znalosti pouze zakladniho otcovského

a matetského waveletu, z néhoz cela analyza probiha rekurzivneé.

6.3.1 Analyticka c¢ast

Pripomenme, ze pro (t) € V; plati
p(t) = Z hip1 k() = \/52 hio(2t — k),
keZ keZ

kde hy € (*(Z) a {p1.1(t) }rez je ONB v prostoru V;. Spocitejme si, jak vypada o, (t).

Pin() =28 @2t —k) =25V2 hup(2(2t — k) —m) =
o mez
gO(t) pro t—QJt—k’

_ ol#t Zzhm(p(QjJrlt — 2k +m)) =25 3 hap(27 - ).
me

1 IEZ
Dostavame vyjadieni ¢ na j-té irovni pomoci ¢ na (j + 1)-n{ trovni
Dk = E hi—ok@jt1,,
lez

coz je zobecnéna Skalovaci identita v ¢asové oblasti. To samé muzeme udélat s materskym

waveletem.
¢ - Z hl—m<_1)m_1 Pim = Z ImP1m
MmEZ meZ
am
a potom

Vik = Y GI-okPiii

IEZ

Na zdkladé téchto identit spocitejme waveletové koeficienty. Méjme f € L*(R). Oznacéme
c; = (¢jr)rez = ({f, ©jr))kez vektor koeficienti vuci bazi prostoru V; a d; = (d;jx)kez =

((f, k) )kez vektor koeficienti viéi bézi prostoru W;. Pak plati

(f,058) = <f7z hz-2k90j+1,z> = (. 0j0),

IeZ l€Z
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neboli

Cik = E hi—akcjy1-

lez
Podobné to plati i pro mateisky wavelet
djr = Z 91—2kCj41,
lez
a vyuzitim operatoru D z kapitoly [3] muzeme dale upravovat
Cjk = Z BZk—le—&-l,l = (Cj41 % il)(%) = D(cjt1 * il)(k)-
lez.

Taktéz pro d; ;. Analytickou ¢ast Mallatova algoritmu tedy muzeme zapsat

¢; = D(cjur * h)(k),

d; = D(cj % §)(k). (620

Uvédomme si, ze waveletové koeficienty na jednotlivych trovnich jsou vysledkem wave-
letové analyzy. Proto jsou tyto vztahy velmi dulezité. Popisuji totiz rekurzivni vypocet
waveletovych koeficienti bez nutnosti vypocétu vSech waveletovych filtriu. Staci pouze
znat zédkladni waveletové filtry (véetné jejich posunu), diky nimz spocitdme koeficienty

(hm)mGZ a (gm>m€Z'

Obrézek 6.1: Mallativ algoritmus - analyza

6.3.2 Rekonstrukéni ¢ast

Vezmeéme si ¢y, € V. Jelikoz Vi = Vy @ W)y, musi platit

Pk =Y _ o+ > Bty (6.21)

€L leZ
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Cier [

du I

Obrézek 6.2: Mallativ algoritmus - syntéza

pro néjaké nenulové vektory (ay)iez, (81)iez. Pro koeficienty plati

= (P1k, Po1) = <s01,k, > iLQl—m@l,m> = <<P1,k, > hm—21§01,m> = hi—or = hy—o

meZ MEZ

a analogicky

B = gk—21-

Dosazenim do (6.21)) dostdvame

P1E = Z Py 2100, + Z re—2%0,1,

leZ leZ

coz Skalovanim ptejde na identitu

Gitik = Y hh-apji+ Y gr-athis

lEZ leZ

Skalarnim souc¢inem s f obdrzime vztah pro rekonstrukeci koeficienti

Cit1k = g hi—21¢51 + E i—21dj-

leZ lEZ

Vyuzitim operatoru U (,upsampling®)

> ciuhnea =Y _U(ej)(Dhi—y = (U(e)(1) x h) (k)

lEZ leZ

a tedy

¢k = (Ule) (D) x h) (k) + (U(d;) (1) * g) (k). (6.22)

Poznamka: Sloucenim ((6.20) a (6.22) dostavame rovnici perfektni rekonstrukce (4.6)),

pouze aplikovanou na waveletové koeficienty.
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Poznamka: Uvédomme si, ze waveletové koeficienty jsou vektory z prostoru ¢2(Z) a tedy
Mallattiv algoritmus pfevadi problematiku waveletové analyzy ze spojitého prostoru L?(RR)
do jednoduseji implementovatelného prostoru ¢?(Z). Pravé kvili tomu je tento algoritmus

velmi dulezity a pouzivany.
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Kapitola 7

Kostry v Hilbertovych prostorech

a Rieszova baze

7.1 Kostry v Hilbertovych prostorech

Oznacme H separabilni Hilbertuv prostor a A/ spo¢etnou indexovou mnozinu (JN] < co).

Pak muzeme definovat kostru (frame) a jeji zékladni vlastnosti.

Definice 7.1: Posloupnost vektoru (¢n)nen, @n # 0 se nazyvé kostra prostoru H,
jestlize existuji kladné konstanty A, B : 0 < A < B < oo takové, ze plati

AIFIP <D 0P < Bl fII? . pro kazdé f € H. (7.1)
neN

Zavedme znaceni ® = (i, )nen. Pak fikdme, ze ® je (A, B) — kostra. Pokud A = B,

nazyva se tésna kostra (tight frame). Pro tésnou kostru evidentné plati

1 .
£ = % S 1l . pro kanaé 1 € .
neN

Tvrzeni: Je-li ® C H kostra, tvoii uplny systém, neboli

L{d} = H,

kde £ znac¢i uzavieny linearni obal.
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Dikaz: Kdyby ® nebyl uplny systém, pak existuje nenulové f € H takové, ze

(f,on) =0, pro kazdé n € N.

Dosazenim do vztahu (7.1 dostdvéame
0<AIfIE =3 gl = Y0 =0,
neN neN

coz je evidentné spor.

Tvrzeni: Kazdy uplny systém vektort {¢,}N_,, v, # 0, v koneéné dimenzionalnim pro-

storu H tvori kostru.

Ditkaz: Vezméme posloupnost vektortu {¢,}Y_, tvoiici kostru prostoru H a zavedme

spojitou funkci F

N
F(f) =Y 1, 0a)l,
n=1
kterd na mnoziné {F'(f) : ||f]| = 1} nabyvd minimalni hodnoty A a maximalni hodnoty

B. Evidentné tedy plati 0 < A < B < o0.

Predpoklddejme, ze A =0 = 25:1 [(f, on)|?. Jelikoz || f|| = 1, neboli f # 0, bude A =0
splnéno pouze v piipadé, ze ¢, = 0, coz je ale spor s definici [7.1] Tudiz A # 0 a plati
dokazované tvrzeni 0 < A < B < o0.

Poznamka: Mnozinu {F(f)} jsme sice volili pro || f|| = 1, uvédomme si ale, ze tvrzeni
plati obecné pro kazdé f € H. Nami nalezené konstanty A, B pak staci pouze délit

normou || f||.

|
Véta 7.1: Tésnd 1-kostra sloZend z jednotkovijch vektoru je ONB.

Dukaz: Pro tésnou 1-kostru plati A = B = 1. Po dosazeni do vztahu (7.1)) pro f = o,

dostavame

lomll® =D 1{em en)l> = leml® + D em en)l,

neN nenN

n#m
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odkud zfejmé

(Oms©n) =0, pro kazdé n € N, n # m.

Tim je ukazana ortogonalita tésné 1-kostry, normalita je zajisténa jednotkovymi veli-
kostmi vektoru.

Priklad 7.1: Méjme mnozinu ¢ = {[1, 0], [_71 , */75} , [_71 , %ﬂ } Ukazme, ze mnozina
tvoif kostru prostoru C2. Zvolme obecny prvek x € C?, x = [11, 2] a dosadme

2 2
1 V3

= |z1* + —m1+7x2 + o T 2 =
1 3 3 3 3

=t fot+2 Jai=gat+ fot= Jl

Mnozina @ je kostra (dokonce tésnd) a evidentné tvoii tplny systém. Jeji konstanty

A=B= % # 1 potvrzuji, ze prvky mnoziny ® nejsou kolmé.

+%]

[1LO] X

Obrazek 7.1: Mnozina & - piiklad
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Nyni se podivejme na dva zédkladni operatory, pomoci nichz spo¢itame rozvoj funkce podle

dané kostry.

Definice 7.2: Necht H je separabilni Hilbertuv prostor a ¢(N),N' C R je prostor
komplexnich posloupnosti sumarizovatelnych s druhou mocninou. Pak zobrazeni Ts :
H — (*(N) dané predpisem

Tof = (<f> Spn>)n6/\/'

se nazyva operator koeficienti.

Véta 7.2: Ty je omezeny operdtor s omezenou inverzi na svém oboru hodnot R(Tg).

R(Ts) je uzavieny podprostor v (2(N'). Ddle plati

VA< |Te|| < VB, (7.2)

1 1
— < |T <€ —=.
\/E — H ] || — \/Z
Pro kaZdou posloupnost ¢ = (¢,) € (*(N) Tada Y.,y Cotpn konverguje v H a adjunkce
Ty : (*(N) — H je ddna vztahem

(7.3)

Tsc = Z Cn'Pn.-

neN

Dikaz:
1. Nejprve dokazeme omezenost operatoru Tg a jeho inverze. Definice piimo tiké
AllfI* < T fII* < BIIfI* pro kazdé f € H. (7.4)
Odtud plyne

| Tsf|| < VB| f| pro kazdé f € H,

neboli

ITsll < VB.

Analogicky odvodime

ITu] > VA.
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Vztah ((7.4]) si muzeme rozepsat do dvou nerovnosti

1
AFIP < ITaf 1P = AP < 5 I Ta fIP,
1
BIFIP 2 1 TefIF = /1P = 5 1T/
Jelikoz operdtor Ty je invertibilni, muzeme psat
1 2 2 —1 o 1 2
= T f 7 < [IfI7 = ITe" (Te HIIF < 7 1T fll
B A
a substituci Te f = g dostavame
1 _ 1
S lall < 175l < ol

odkud jiz plyne omezenost inverze operatoru (nerovnost ([7.3))).

. Déle dokézeme, ze obor hodnot R(Ts) je uzavieny podprostor. Definujme posloup-
nost (Tsf,), fo € H, takovou, ze (T f,) — F € (*(Z). Pak plati

| To fo = Tofmll = VAl fr = full

Tedy posloupnost (f,) je cauchyovské a konverguje k f,, ™= f. Vzhledem ke spo-
jitosti operatoru Tp muzeme psat

coz znamend, ze limita F' posloupnosti Ty f,, patii do oboru hodnot R(T3) a tedy

ze R(Ts) je uzavieny podprostor.

. Dokézeme konvergenci fady ), _\ o, v Hilbertové prostoru H pro (cp)nen €
*(N), ¢, # 0. Zvolme kone¢nou podmnozinu N7 C N tak, ze

Zne/\/” Cn¥Pn

f= .
I enr enenl

Tedy || f|| = 1. Pak muzeme psat

Z CnfPn || = (Z cnson,f> =

neN’ neN’

<

Z cn(on, f)

neN’
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s(ZW) -(Zuf,m?) < <Z|cn|2) Bi -||f|| =
neN’ neN’ neN’

(s

A jelikoz posloupnost (3 |c,|?) je cauchyovskd, je cauchyovska i posloupnost ¢astecnych

2 <B ( f: |!an2> -

n=N-+1

souctt (3N, ¢,on)n, nebotf pro N < M méme

M N M
Z Cn¥n — Z Cn¥n Z Cn¥n
n=1 n=1

n=N+41

2

. Odvod'me nynf tvar adjungovaného operatoru Tj. Pfipomenime, Ze obecné pro néj

plati
(Tyf,c) = (f,Tsc) pro kazdé f € H,c € (*(N),

kde A C R. Upravami dostaneme

(Tof,c) = {({f,en)€) =D (fron)en =D (frcapn) = (£, Y catpn),

neN neN neN

tedy Tgc =, CnPn, €OZ jsme chtéli dokazat.

Definice 7.3: Necht H je separabilni Hilbertuv prostor a ® = (p,)nen je (4, B) —

kostra. Pak zobrazeni Sp : H —% H dané pfedpisem

Se = T3 Ty,

neboli

S@f = Z<f7 Spn>90n

neN

se nazyvéd operator kostry (frame operator).

Poznamka: Je-li & ONB, pak Sg je identita. Obecné ne, jelikoz ¢, nemusi byt orto-

gonalni vektory.
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Priklad 7.2: Skutecnost, Zze Se obecné neni identita, ukazeme nasledovné. Zvolme ONB
®" = (¢! )nen a udélejme z ni neortonormalni vynasobenim konstantou a € R, o # 0.

Pak muzeme psat ¢, = ay!, a plati

D (fren)en =D (fragh)ag, =a® > (f.dh) e, =a’f # f.

neN neN neN

Zvolme f = (f1, f2) a ukazme to samé i na mnoziné ® z pifkladu (7.1)).

neN

1 V3 1 V3 1 V3 1 V3
= f1(1,0) + —§f1+7f2] (—§,7> + —§f1—7f2] (—5,—7> =
1 1 V3 1 V3
:<f1—§<—§f1+7f2—§f—7f2>,
? (——f1+£fz+ f1+—f2)>

= <f1 —%(—fl),g <\/§f2>> = <§ f17§f2) # (f1. f2).

Veéta 7.3: Ss je pozitivni omezeny operdtor na s omezenou inverzi. Plati ndsledujici
odhady:

A-Id< Sy < B-1d,

Id < Szt - Id.

1 1
B A

Dukaz:

1. Plati
<S<I>f: f> = Z<f: C,Dn Spna Z ’ fa 9071 HT‘I’fH2

neN neN

Z toho a z definice kostry plyne prvni nerovnost a dle véty plati i odhad

operatoru Sg L
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2. Jeste zbyva dokazat, ze operator Sg je na. Dukaz provedeme sporem. Kdyby operétor

nebyl na, existovalo by takové g # 0, ze ¢ L R(Ss). Potom by ale platilo

0=1(Ss9,9) = (TaTsg,9) = (Teg, Teg) = ||Tag||* > Alg||* # 0,

coz je evidentni spor.

Definice 7.4: Mnozina ® = (Pn)nen definovand predpisem

9’571 = Silﬁon

je dudlni kostra (dual frame) ke kostie ® = (,,)nen

Poznamka: Operator koeficientu a operator dualni kostry pak maji tvar

T%f = <<f> @n))neNa T(%C = Z Cn&n,
neN

Saf =D {f%n)@n.

neN

Véta 7.4: Dualni kostra

o je (% , %) — kostra. Ddle plati

Dudlni kostra k dudlni kostre je kostra puvodni, tj. ® = P.
Dikaz:

1. Jelikoz Sz je pozitivn{ (a tedy samoadjungovany) operdtor, pro kazdé f € H plati
Tsf = ({f, @a))n = ({f, 85 a))n = ({(Sg " f, u))n = Ta (S5 f) = TS5 .
Muzeme tedy psat

IT5f112 = 17655 fllepy = (T6Ss" f. TSz few) =
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= (Se' [ TaToSs ' fu = (S5 f. )u
. . /1 1 . /
a dle véty Je tedy @ (E . ) — kostra, coz znamena

1 2 2 1 2
_ < T~ < — .
B||f|| < |75 1] _A||f||

2. V bodé 1) jsme odvodili

T =TeSy' + H =5 Te(H).

Plati tedy

Ti = Sg'Ty.

Pokud polozime ¢ = Tg f, pak upravami dostavame:

Tic =Sy TeTof = Sg'Sef = f =Ty 'c.

Na druhou stranu je-li cLT4(H), pak pro vsechna f € H je
(Tye. f) = (e, T3f) = (c. TS5 f) = 0,

a proto T(%c =0.
3. Nakonec dokazeme, ze g = O.
Cn =530 = (T5T5) ' Gu = (TaS5") (TaS5 ") "G =
= (Sp T3TwSs") " Pn = (S SeSy") " @n = SoPn = SaSz n = en,
¢imz je dukaz hotov.

Véta 7.5: Rozvoj podle kostry
Nechf ® a ® jsou navzajem dudlni kostry. Pak plati

= Z(fa On)Pn = Z<f7 Pn)Pr-

neN neN
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Dukaz: Dle véty plati Ty 'c = T%c pro kazdé ¢ € Te(H). Vyuzitim toho muzeme
psat
[ =Ty ' Tof = TeTof = Ta((fy0n) = ([, n)Pn.

neN

Vzhledem k dualité méame i druhou rovnost.

Pted dalsim postupem interpretujme dosud napsanou teorii. Funkce f reprezentuje analy-
zovanou funkei (napf. zméteny signal) a vektory ¢, jsou funkce, jimiz analyzujeme (napft.
wavelety). Operator Ty nam z funkce f udéld vektor koeficientu piislusici vektorum ¢,.
Operator Ty z téchto koeficientu a vSech vektoru ¢, udéla ,linearni kombinaci“ (kazdy
vektor s jemu prislusnym koeficientem). Celd tato operace je shrnutd v operatoru Se.
Samotna analyza funkce f probihd pravé nad koeficienty ziskanymi operatorem Tg.
Ve vysledku muzeme nékteré koeficienty ponechat (dulezité vlastnosti f) a nékteré muzeme
anulovat (potlaceni rusivych slozek v f). Pro dalsi ¢innost ale potiebujeme z koefici-
entu zpétné zrekonstruovat analyzovanou funkci. To muzeme provést dle véty ale zde
potiebujeme znat i dualni kostru &), kterou z puvodni kostry spocitame pomoci operatoru

Sy Jenze ten zatim nezndme a pravé jeho vypoctem se budeme nadéle zabyvat.

Uvedeme vétu, kterou nebudeme dokazovat, ¢tendi nalezne dukaz v (Rudin, 2003).

Véta 7.6: Necht R je operdtor na Hilbertové prostoru H takovy, Ze ||R|| < 1. Pak Id—R

je operdtor majici omezenou inverzi (Id — R)™Y, pro kterou plati

(Id— R)™ = iR”.
n=0

Poznamka: Vsimnéme si, Ze vztah je analogicky se sou¢tem nekonecné geometrické rady

s koeficientem mensim nez 1. Tady ale fada konverguje v operatorové norme.

Pokusme se nynf najit vhodné vyjadeni operatoru Sg' ve tvaru (Id — R)™' (viz véta

)
Sol = (Id— R)™ = [Id — (Id — Ss)]".
Potfebujeme, aby ||R|| < 1, proto vztah upravime

Syt =q[ld— (Id — qSs)] ",
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kde ¢ € R, ¢ # 0 je konstanta, ktera spliuje ||R|| < 1. Operator R je tedy
R=1d—qSs.

Poznamka: Jelikoz operator Sg je omezeny (tedy samoadjungovany), je operator R také

omezeny a tedy také samoadjungovany.

Zvolme napriklad

a ukazme, Ze splituje podminku || R|| < 1. Operédtory Sz’ a R maji tvar

B 2 25 1"
= Id— (Id— .
Sa B+A{d (d B+A>] ’ (7.5)
2
R:Id—Bi‘I’A. (7.6)

Jelikoz plati
A-Id < Sy < B-Id,

plati pro odhady operatoru R

24 B-— A
Id = I
B+ A d B+ A d,

9B B-A
B+Ald:_B+Ald’

R<Id-—

R>1Id—

cili A A
—B;InggB_

Id.
B+ A B+ A d

Pro jeho normu tedy plati

B+ A

|IR| < < 1.

Disledek: Rozvoj qul v fadu
Je-li @ (A, B) — kostra, pak aplikaci véty

2
B+ A

28s
B+ A

S5t > R*, kde R=1Id-
k=0
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v operatorové norme.

Takto jsme dospéli k operdtoru Sg', ktery je vyjddien pomoci jiz zndmych operdtort
a konstant. Pti technické aplikaci vSak narazime na problém nekonec¢ného souctu. Je tedy
nutné operator Sz ', pifpadné kostru ($,) aproximovat a odhadnout chybu vzniklou touto

. ’ V] . . - ’
aproximaci. Zaved me si nejprve znaceni.

Definice 7.5: Aproximaci (N + 1)-nfho #adu rekonstrukce funkce f oznac¢me f(V+1)
a definujme ji
9 N
V) = —= N "RFSef. .7
d B+ A kz:% »f (7.7)

Aproximaci (N + 1)-niho fadu kostry @, oznacme @%N) a definujme jf

N
2
FWN) — k
o =5 Z::R Pn. (7.8)

Poznamka: Aproximace vzesly z operdtoru Sg', ve kterém jsme sumu aproximovali

castecnym souctem
N
2
Sfl (N) — Rk
(%) B+ A %

Dosazenim do

FN = (SeH Y Sef), @)™ = (551 0,

jiz. dostavame definované vztahy. Aproximaci (N + 1)-ntho fddu rekonstrukce funkce

muzeme upravit

(N+1) _ 2 - k _ - _
f —B+AZRS¢f— Do (Fenden | =

k=0 neN

A > {fren) ZR’“%—Z (f,om@).

neN neN

Tim je zaroven ukézan divod oznaceni Lpn u (N + 1)-ni aproximace. Také plati

2
lim fO) = lim ——— Y "RFSef = .

N—oo Noco B+ A

Aproximaci 1. fadu dosdhneme trivialnimi dpravami vztahu

2 2
f—<[d—B+ASq>+B+ASq>)f_(R—|— S(b)f_Rf—i_B—i-A

B+ A Sal,
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odkud vyuzitim omezenosti operatoru R dostdvame

1) —
f B+AZf,<pn

neN
a chybu
f- 9 =Ry,
B—-A
17 = £ < 55 17

Poznamka: Uvézime-li rozvoj 1. aproximace (N = 0) () dle véty , pak

2
B—l—AZ“f’gp” n_z<f790n>B—_'_14§0n,

neN neN

f(l)

odkud
2
500) —

coz presné odpovidé definici [7.5]

Pro aproximaci duélni kostry (/N + 1)-ntho fadu plati

~(N) —

2 oo
BT 2 Ren=

k=N+1

Nl Z Rl =B, — RS5 0n = (1d = R*)G,

odkud

SETL - 357(1]\[) = RNJrlSZn'

A v upravach pokracujeme

2 2
Id — RNt S5 e, = RFp, — RN R, =
P = ( )Sg e B+AZ o B+AZ o

= BiA (ZRk RN“ZR’“) n B2A <1d+ZRk ZR’”N“)% =

k=0 k=1 k=0

N-1

2 2 2 2
— " RkJrl Rk+1 "= N R Rk "
BrA” T EYaA <Z ;V e BT AT ErA Z 14
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Ve vysledku dostavame

o) = RN 7.9
n B + A 9071 + SOn ) ( )
coz je rekurzivni vypocet dualni kostry, ktery startujeme z definovaného
2
50 —
T BT

Jesté nas zajima odhad chyby (f — fOV*Y) obecné aproximace f(N+Y| tedy odhad jeji

normy.
|f = fO) = Hf = (fren)@ V| = sup <f - > A son>¢$f“,g> =
neN llgll=1 neN
= y Fn Nn - ~7(1N) ) = y ¥n RN+1 Nn; =
o (S & AT )| = (G e es)
= HSIHJP <RN+1 > (S, son)%,g>| = ”81”1191 (BN f, )|
gll=1 neN gi=

Vime, ze plati [|[AB|| < ||A|| - || B|| a jelikoz ||g|] = 1, muzeme psat

B_A N—+1
sup [(RYf, )] < IRIM- AN Nlgll = ( ) | fII-
lgll=1 € ) B+4

Pro prehled shrnme do jedné nerovnosti:

B_A N+1
=< (555) - (7.10)

Poznamka: Predchozi vysledek iika, ze s kazdou dalsi aproximaci se nam chyba odhadu

< B2A Jo4t (o1is B—A
zmens{ 77 -krat (jelikoz 5755 < 1).

Tentyz vysledek (1. aproximace, N = 0) pro chybu odhadu jsme jiz dostali vyse. Riké
nam, ze ¢im tésnejsi kostra @ je (¢im mensi je |B — A|), tim mensi pocet iteraci rekur-
zivniho vypoctu potfebujeme pro vypocet postacujici aproximace. Navic definujeme-li si
maximalni velikost chyby aproximace, umime timto vztahem spocitat, do jaké hloubky

je potieba iterovat.

Plati

N N-1

2 2 2

FONHD — = E RFSof = —— ([d—i—R E Rk> Sef = Saf + Rf™) =
B+Ak:0 B+4 k=0 B+A4
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a po dosazeni za operétor R dle vztahu ([7.6])

7 2 ende

neN neN

Vysledkem je rekurzivni vztah

FOHD = — (™, on)] on, (7.11)
N
ktery startujeme z
2
1) — S,
I =gras

Poznamka: Rekurzi mizeme startovat jiz z aproximace ,nultého* fadu f(© = 0, ktera

po prvni iteraci da prave fO) =3 + 511 9a/f. To je z pohledu praktické aplikace vyhodnéjsi.

Vztah 1' nam ukazuje, jak rekurzivné spocitat dualni frame @LN). Aproximace funkce

fE =) (e @

neN

obsahuje nekone¢ny soucet stejné jako rekurzivni vztah (7.11)).

Véta 7.7: Duffintiv - Schaefferiiv rekonstrukéni algoritmus
Necht @ je (A, B)—kostra. Predpoklddejme, Ze Ty f = ({f, on))nen je ddno. Plati rekurze

2
0) _ 1
f 0 ) f B—l—AS(I)f,
2
(K) — 9 p(K=1) _ p(K=2) _ (K=1) _ p(K=2)y [ >9 12
JU 2R R Sy (fD - fR) K2 (1)
Ddle plati
B—-A
(K (K—1) 1
I - 0 < (5 ) <1 = £, 713

Dukaz:

1. Z definice operatoru R je ziejmé, ze operator S komutuje s operatrem R a tedy

komutuje i s operdtorem R¥. Pfipomeiime, Ze

FO = 3T F 0,

neN

71



Kostry v Hilbertovijch prostorech a Rieszova bdze

a proto diky komutativité S¢ a R

K-1
2 2
(K) = e K-1 — k
f G Sef+ Rf+ -+ R B+AS¢§RJ‘°.
Dosazenim do pravé strany (7.12) mame
QD _ pUc) L2 g (U gy

A

B+
KZ S@[ 2 S¢RK_2f]:(>x<).

4 K-2
_ k
- B+AS@§R B+ A

Hranatou zavorku si upravime

2 K-2p 2 K-2 _
o SR f_(B+ASq, [d+[d)R f =

Dosadime zpét a upravime

S@(RK_lf . RK_2f) —

k K—-2
() = B+AS<I’ZRf+ AS‘DR I+ 5y

S¢Zka &

5 K-3
_ k K—2 K—1
= (E Rf+R*“f+R f) B+A

B+A4 k=0

Diikaz samotny se vztahuje pouze pro K > 3 (kvuli sumé), ale vysledek je korektni
ipro K =2.

. Dokazme odhad ([7.13)), nejprve si ale indukei ukazeme, ze
RNf=f—f". (7.14)

Pro K = 0 rovnost ziejmé plati. Pfedpoklddejme tedy, ze plati pro (K —1) a ovéime
platnost pro K. Upravme levou stranu rovnice ([7.14)).

2
B+ A

RKf: (Id— Sq;) RKflf — RKflf_ S(DRKflf:

B+ A

a dle vztahu (7.14]) pro (K — 1)

= [ fR - S RET,

B+ A
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Upravou pravé strany rovnice 1) dostaneme

IR T )y sq,(KZZRMRK-l)f:
B+ A —

2
B+ A

= f— SR - T SRR

dostavame stejny vyraz. Vztah ((7.14) tedy plati a dostavame se k dukazu nerovnosti

(17.13).
) | gy 2 gl
I = 7990 = | = 50 - oy sur | =
T N T

B—-A _
< (F53) =1,

coz jsme chtéli dokazat.

Poznamka: Rekurzivnim pouzitim vztahu (7.13) dostavame

B—-A B-A B—-A
-0 < (5 ) 1 - < (55 ) (5 ) W= £l < e

To vede na jiz znamy vztah ((7.10)).

7.2 Rieszova baze

V této podkapitole z duvodu slozitosti pouze naznac¢ime problematiku Rieszovych bazi.
Nebudeme uvéadét zadné dikazy, zdjemce je nalezne v (Kolzow, 1994). Nejprve se podivejme

na optimalitu kostry.

Véta 7.8: Optimalita dualni kostry
Necht ® = () nen je kostra v Hilbertové prostoru H. Necht f € H md rozvoj

f = Z CnPn,

neN
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kde ¢ = (¢)nen € C*(Z), pak

D el =Y UL B+ D I Ba) — el

neN neN neN

Véta 7.9: Vynechdnim jednoho élenu z kostry vznikne bud kostra nebo neiplny systém.

Na zakladé predchozi véty muzeme definovat presnou kostru.

Definice 7.6: Kostra ® se nazyvd exaktni (pfesnd, minimadlni), jestlize pro kazdé
no € N neni ®\{¢,,} kostra.

Tvrzeni: Je-li & presnd kostra, pak kostry &, ® tvoif biortogonalni systém, tj.

<§0m; §5n> = 5n,m pro kazdé m,n € N

Definice 7.7: Rieszova baze
Uplny systém (¢,,) v Hilbertové prostoru H se nazyvé (A, B)-Rieszova baze, existuji-li
konstanty 0 < A < B takové, ze pro kazdé ¢ = (c,)nen € (*(Z) je

> Capn

neN

2

Alle|* < < Blle]*.

Poznamka: Definice Rieszovy baze implicitné vyzaduje konvergenci fady Y .\ Cn@n-
Véta 7.10: ® = (¢, )nen je Rieszova bdze pravé tehdy, kdyz ® je presnd kostra.
Potom je-li f =3 _\ caon, pak ¢, jsou jednoznacné dany (biortogonalita) a plati

cn = (f,Pn) = (Sg " f 0n).
Odtud pak

lell® =D leal® = > 1Sz foea)l* < BIISH I < 5 D s

neN neN

Vynésobenim konstantou A*/B a dosazenim za f =Y _\ ¢y, dostdvame

> capn

neN

Y HCH2
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Kapitola 8
Waveletové kostry

Pojem kostra jiz zndme z predchozi kapitoly. Waveletova kostra (wavelet frame) je kostra,

kde funkce 1(t) je waveletovy filtr a nebudeme rozlisovat, jestli otcuv nebo matéin.

Nejprve zobecnéme systém waveletovych filtru. Zavedeme posun o b (b € R) a zménu
métitka a-krat (a € RT) funkece ()

1 t—>b 1 t b
P (t) = 0 ( ) = —1 (— - —) : (8.1)
Vlal a Vi \a a
Udélejme substituci a = a(;j, b= agjbok, ag € RY, by € R, j, k € Z, a po dosazeni do 1'

dostavame

Poznamka: Dle kapitoly [6] (waveletova baze na prostoru L*(R)) tvoif waveletové filtry
ortonormalni systém. V obecném piipadé vSsak mnozina filtri ortonormalni byt nemusi
a potom analyzu i syntézu provadime tak, jak je popsano v kapitole E] (kostry na Hil-
bertovych prostorech). Stejné postupujeme i v piipadé, kdy waveletové filtry netvoii

ortonormalni mnozinu. Klasickym ptredstavitelem takového filtru je mexicky klobouk.

Poznamka: V klasickém pojeti waveletovych filtru je mnozina U = {1;;};rez tésna

waveletova kostra a Rieszuv wavelet (¥ tvoii Rieszovu bazi).

V této kapitole se budeme zabyvat hlavné vypoctem dudlni waveletové kostry, kterd je

nezbytna pro rekonstrukei.
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Waveletové kostry

Definice 8.1: Funkce zz € L*(R) je dudlni wavelet k v pro ag, by, jestlize plati

—~—

<?Z> ao,bo  Taobo
ik Jik

Véta 8.1: Konstrukce dualni kostry

ao,bo

Necht U = {wj i } je waveletovd kostra pro ag, by a Sff,o’bo je gt odpovidagici operdtor
: JkEL
kostry. Pak

Poznamka: Vypocet dualni kostry (viz kapitola [7]) neni jednoduchd zélezitost. Dle této

aobo

véty nam bude stacit spocitat ¢5%.° pro potiebna k a zbytek kostry dopocitdme skalovdnim.

Diikaz: Pro j € Z definujme operator Dj* : L*(R) — L*(R) : f(t) — aéf (adt).

Ukazme, ze D“"wao’bo( t), j,k € Z, definuje dudlni kostru. Pro j = 0 je platnost véty
ziejma. Podivejme se na piipad j # 0. Z definice [7.4] dudlni kostry plati

—_—~—

—1
ao,bo __ ao,bo aobo __ ao,bo ao ,/,60,b0
wgnte = (saet) g = (s ) Doy,

Pokud bychom ptedpokladali, ze véta plati, platilo by

L ) I (82)

Ale aby vztah (8.2) platil (tedy i dokazovand véta), je potieba ukézat, Ze operatory
D} a (Sgo’b0> komutuji. Bude ale stacit, kdyz ukdzeme komutativitu operatora Dj°

a,bo
a Sy .

Zvolme f € L*(R). Plati

S DR (1) = Sl f (alt) = 3 (ad £ () i 0) v (0) =

- %:Z { / )WTO()dt} Ui () ’ZZ { /R ol f (ajt) a 5 (ait — kbo)dt] Yo (t) =

V integralu provedeme substituci v = a)t : t = ag”u, dt = ay’du a dostaneme

— {/R aé f(u)aé Y(abag’u — kbo)aojdu] wg%’bo (t) =
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=2 { f(w)ay” Yla7u— kb@du] v =
R
LZpétnou“ substituci u = t dostavame
a ,b ag,b
= 3 (FOR®) v =
1,kEZ
Zménime métitko ¢ = i 4 j celé rovnice
a 7b a,b ag,b ag ,/,080,b
= 3 (FO w0 ) ko = 3 (£, (0) D (1) =
ik€Z ik€Z
a pred sumu vytkneme na i nezavisly operdtor D}
a ag,b ag,b ag,b
= D 37 (F0. 657 (1)) (1) = DPSE™ f(u).
ikE€Z
Tim jsme dokazali komutativitu operdtori D a Sfff’bo, tedy 1 vétu.

Uvedme vétu, kterd ndm ukéZe odhady konstant A, B pro vypocet dudlni waveletové
kostry. Jeji dikaz je slozity a proto jej nebudeme uvadét. Zajemce jej nalezne v (Kélzow,
1994).

Véta 8.2: Nutnad podminka pro (A, B)-kostru.
Je-li ¢ (A, B)-waveletovd kostra pro ag, by, pak

oo |7, 2
A<2—7T/ [P (w)| v < B,
0

~ bo In(ap) |w|
2 O ()
AL ——— / " dw < B.
bO ln(@0> —00 ’w’
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Kapitola 9

Implementace

Duflinova-Schaefferova algoritmu

Duffinuv-Schaefferuv algoritmus (dédle jen D-S algoritmus) je popsén a dokdzan v kapitole
[7, véta[7.7] Jednd se o rekurzivni algoritmus, ktery z rozvoje funkce f vuéi kostte ® zpétné
zrekonstruuje puvodni rozkladanou funkci. Z praktického hlediska jsou zde ale problémy

s nekonecnymi soucty nebo s nekonecné pocetnou kostrou.

9.1 Prakticka omezeni

Samotny D-S algoritmus predpokladd jiz provedeny rozklad funkce f vuci kostie . Ta-
kovy rozklad je ale prakticky nerealizovatelny, protoze kostra obsahuje nekonecné mnoho
prvki. Zabyvejme se tedy nejprve vhodnymi omezenimi pro tvorbu kostry. Jelikoz se
zabyvame wavelety, ukazeme celou implementaci na waveletové kostfe tvorenou wavele-
tovymi filtry zvanymi ,mexicky klobouk“. Mexicky klobouk (obrazek |9.1] vlevo) je wave-
letovy filtr, ktery neni ortogonalni, a proto s nim nelze délat klasicka waveletova analyza.

Obecny predpis je dan parametrem o, pro nase ucely ale sta¢i normalizovany tvar (o = 1)

2 1 t2
t)y=—=71(1-1*)e =.
Defini¢ni obor funkce ¢(t) je celé R, a proto budeme muset nejprve omezit samotny
mexicky klobouk. To lze udélat naptiklad tak, ze zvolime néjaké malé € > 0 a pokud je

hodnota ¢(t) < ¢, tak ji vynulujeme. Tuto metodu pouzijeme napiiklad i pti pozadavku

co nejlepstho zachovani normy signalu. My vyuzijeme symetrického tvaru funkce. Lze
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ukdzat, ze funkce ¢(t) protind osu ¢t v bodech +o (v nasem piipadé t = +1). Ponechme
funkci (t) nenulovou pouze na intervalu (—bo, +50) (obrazek vpravo). Takto jsme

doséhli dobré aproximace puvodni funkee, jelikoz ¢(+50) < 107* = ¢.

Mexicky klobouk Mexicky klobouk - amezeni

Obrazek 9.1: Mexicky klobouk a jeho omezeni

Tim jsme omezili waveletovy filtr a podivejme se na omezeni celé kostry. V kapitole

jsme zobecnili systém waveletovych filtru

S (1) = ag p(adt — bok),

kde ag € Rt by € R, j,k € Z. Tento systém je neortogondlni a muzeme jej povazovat
za kostru. Konstanty ag, by jsou déany pro cely systém, omezeni se tedy bude tykat para-
metru 7, k.

Parametr k zpusobuje posun funkce. Jelikoz ma nyni funkce o(t) konecny nosic a jelikoz
ho vSechny zmérené funkce v praxi maji také, je prirozené volit parametr k tak, aby funk-
cemi go?j’kbo (t) byl pokryt pouze definiéni obor mérené funkce f. Situace je znézornéna
na obrazku 0.2

Poznamka: Obrazek 9.2] nezobrazuje celou kostru. Zobrazuje sice vSechny uvazované

posuny, ale pouze jedné tirovné (parametr j). Pro ndzornost obrazku je jako definiéni

obor mérené funkce zvolen pouze interval (—3, 3). Dale je vidét, ze do kostry nejdou vzdy
aobo

celé funkce 7Y (t), ale pouze ty jejich ¢ésti, které se prekryvaji s definiénim oborem
funkce f.
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omezeni k

Obrazek 9.2: Omezeni parametru k

Omezeni parametru j (méfitko funkce 30;“};’0 (t)) jiz tak snadné neni. Uvédomme si totiz,

Ze tento parametr urcuje frekvenéni spektrum funkce go?f}gbo (t). S rostoucim j se funkce
szuzuje’ (vysoké frekvence) a roste jeji maximum, se snizujicim se j naopak jeji maximum
klesa a funkce se ,rozsituje® (nizké frekvence). Velmi tedy zélezi na typu méfené funkce.
Méjme napiiklad pozvolné se ménici signal, na némz je nabaleny Sum. Volbou malych j
pro tvorbu kostry ® dostaneme po rekonstrukci aproximaci puvodniho signdlu. Naopak
volbou velkych j po rekonstrukci obdrzime aproximaci Sumu. VsSechny tyto poznatky
budou déle v préci nazorné ukazany v grafech.

Oba parametry, j i k, mohou byt déle omezeny i z divodi hardwareovych. Reknéme,
ze kazda funkce gp?f}gbo (t) je ddna polohou svého maxima a velikosti nosice. Pak diky
konstantnimu posunu by je v definicnim oboru funkce f stéle stejny pocet maxim funkei
gojokbo (t). Ale do kostry davame i takové funkce cp?%’o (t), jejichz nosi¢ se s definicnim
oborem funkce f alespon ¢astecné prekryva. A jelikoz pii kazdém zmenseni parametru j

se nosic¢ funkce gp?(}cbo (t) zdvojnasobi, pocet funkei v kostte narusta exponencidlné. Toto se

ale projevi az v momenté, kdy nosi¢ funkce gp?"}f“ (t) je vétsi nez dvojnasobek zakladniho
posunu. Do té doby se vné defini¢cniho oboru funkce f nachazi nejvyse jedna funkce
go?f}fo (t) a ta se ihned prvnim posunem dostane do néj.

Na konci kapitoly o praktickych omezenich pripomernime, ze samotny D-S algoritmus slouzi

pro vypocet aproximace K-tého fadu, coz samo o sobé jiz néjaké omezeni zahrnuje.
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9.2 Dausledky omezeni

V této casti se podivejme, jak se ndm diky omezenim zjednodusi celkova implementace.

Jiz jsme fekli, Ze analyzovand funkce f mé konecny nosi¢ a vSechny prvky ¢z, 7 €
N1 C Z,k € Ny C Z kostry ® také, dokonce stejny jako mé f. Jelikoz i pocet prvku
v kostte je diky parametrum j, k omezen, muzeme kostru prepsat do matice, oznacme
ji M. Predpoklddejme, ze definicni obor funkce f je (=N, N) a funkce je vzorkovand
frekvenci fyz = 1/Tyz. Tim se dostavame do diskrétniho prostoru a vsechny délky
jsou vyjadfovany prirozenymi ¢isly v jednotkach Ty ;. Pak nosi¢ funkce f m&a délku
L = (2N/Tyz + 1). Déle predpokladejme, ze pocet prvku v kostte ¥ je P € N a znacme
je pp,p=1,..., P. Matice M je potom

M =[p1 92 ... 0p],

kde ¢,,p = 1,..., P jsou sloupcové vektory (navzorkované funkce) délky L. Matici M

muzeme detailné rozepsat

e1(1) 2l) - wp(1)
M — 901F2) 902.(2) QDP'(Q)
| p1(L) @oL) - @p(L) |
Vykreslenim matice M dostdvdme obrazek (ptipad j = —1,0,1). Kazdy fez rov-

nobézny s casovou osou t je jeden z vektoru. Na obrazku je dobfe patrny jejich tvar i
vzadjemné posuny. V piiloze [A] je na obrazku ukazano jiné znazornéni kostry.

V D-S algoritmu figuruje operétor kostry Sg. Podivejme se nyni, jak ho implementovat.
Plati S¢ = T3Ts, odvodme si tedy nejprve operdtor Ty. Jelikoz se v nasem pifpadé
jedna o jeho aproximaci, ozna¢me ho 7§ (podobnym zpusobem budeme znacit i ostatni
aproximované operatory). Operator T¢ je definovan jako posloupnost skaldrnich soucini
((fyep))p=1...p = (@p)p=1....p. Skaldrni soucin dvou vektoru je ale pouze jejich maticové

nasobeni, tedy operdtor Tg je nasobeni matici M zprava:

e1(1) @2(1) - ep(1)
YV A SR IS G [ PR
| ei(L) @) - pp(l) |
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120

40 &0

funkece kostry

Obrazek 9.3: Vektory v kostie

Déle (Tg)" (T4f) = 2521 ¢ppp- To muzeme prepsat

P

((ng,i)* (Tgf))izl,...,L = Z qp(@p,i)izl,,..,L

p=1

a jelikoz soucet posloupnosti 1ze zapsat jako posloupnost souctu, muzeme psat

((T&i,i)* (Tcﬁf))i:le = (Z %9%,1)

i=1,...,L
Soucet 25:1 qppp,i je skalarni soucin vektoru Tg f a vektoru i-tych prvku vektoru ¢,. To

ale znamend, Ze operator (T%)" muZeme zapsat jako ndsobeni vektoru matici M7 zprava.
Tedy

o) @) el
T @ =lo g e arl - | P02 el
_‘PP(l) er(2) - <pp(L)_

a jelikoz T¢f = f - M, tak operator kostry lze implementovat jako maticové nasobeni

8 = (T (13f) = £ M- M".
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Dale se v D-S algoritmu vyskytuji i konstanty A, B, které je pro implementaci potieba
znat. Na konci kapitoly [§| ve véte [8.2] je uvedena nutnd podminka pro waveletovou kostru.
Existuji i jiné odhady konstant A, B, ale jejich odvozeni je nad rdmec matematiky uvedené
v této praci, a proto jsme je neuvadéli. My vSak muzeme vyuzit toho, ze operator Ty je

matice. Pro tento operdtor dle teorie muzeme psat

AFIP < ITE A1 < BILFIP.

A protoze plati i
ITafI < NTSINA,

muzeme psat
IT5 A1 < T3 1*1F11%

To znamenad, ze konstantu B muzeme odhadnout jako druhou mocninu normy operatoru
T¢ (normy matice M). Podobnym postupem dostavame odhad konstanty A jako pFevracenou
hodnotu druhé mocniny normy inverzniho operatoru k operatoru 7g. Matematicky zapsano,
odhady konstant A, B jsou

1

B=|M|*, A= .
(R

Poznamka: Jelikoz operator T§ je prosty, existuje jeho inverze a k matici M tedy také
musi existovat inverze M~!. PonévadZ ale matice M obecné neni ¢tvercovd, musime ji
na ¢tvercovou doplnit nulami.

Bez detailniho vykladu poznamenejme, Ze lze pouzit i pseudoinverzi matice.

Normu matice lze spocitat nékolika zpusoby. V teorii ale pouzivame Euklidovskou normu

funkce (vektoru) f a ji odpovidd spektralni norma matice M. Ta je definovana
[ M| = maz~/A(MTM),

kde A(MT M) je vlastni ¢islo matice (MTM). Tim mdme pro samotnou implementaci vie

potiebné a zbyva jen ovérit vysledky.
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Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu

9.3 Dosazené vysledky a jejich zhodnoceni

Testovani implementovaného D-S algoritmu jsem provadél na ¢tyfech typech funkci, viz
obrdzek [9.4 Funkce jsem nazval Gaussova funkce, pila, skoky a ndhodnd prochézka. Tyto
funkce jsem volil kvuli zfejmé vyrazné odlisnosti jejich frekvencnich spekter. Zatimco
Gaussova funkce obsahuje prevazné nizké kmitocty, pila kvuli nespojité derivaci obsa-
huje i frekvence vyssi. Déle skokovita funkce, kterda ma dobie vizualné oddélené ¢asti
s vysokymi a nizkymi frekvencemi a nakonec nahodnda prochézka jako zastupce obecné

funkce. Déle uvedme, Ze vsechny zde ukézané vysledky jsou pro funkci f zméfenou na in-

Gaussova funkce pila
04 : 1000

1] SNSRI b N
EDD_ , ............................. 4
1] SSSRT AR R v ]

0 ...............................

‘n=
[m]
=

a0

nahadna prachazka
80 .

T RUPRSI o ;
Mo fo ¥ LT AP

V1| SRS Y, S o ]

: 20 i
A0 0 50 A0 0 50

Obrazek 9.4: Testovaci funkce

tervalu (—50,50) vzorkovaném periodou Ty z = 0.05 a pro konstanty ag = 2,by = 1
(dyadicky pripad). Na zakladé tohoto bylo empiricky vyzkouseno, Ze interval parametru
J € 7Z staci volit mezi —6 a +6. Pro +6 je mexicky klobouk jiz prilis uzky a pro —6
je zase prilis Siroky a nenachézi jiz pii rekonstrukci témér zadné uplatnéni. I pres to
vsak plati, ze ¢im vice prvku kostra ® obsahuje, tim méné iteraci sta¢i na spocitani
aproximace s pozadovanou chybou. Pfipomenme ale také, ze s volbou vétsiho rozsahu
parametru j exponencidlné roste pamétova narocnost algoritmu. UkaZme si nejprve re-

konstrukci Gaussovy funkce. Interval j = —5,..., 4, pocet iteraci K = 500. Na obrazku
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Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu

funkce a jeji zpetna rekonstrukce

0.4 ; ; ; ; ; ; ; ' '

: : : : : : : ariginal
a3 .......... .......... , ........ .......... RN aprnximace
02 :

== ; 5 ; 5 i i i i i
E|1 ......... .......... .......... ......... .......... .......... ......... R, .......... .........
D ............
01 1 1 1 1 1 1 ; 1 1
a0 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 a0
n
10 chyba aproximace histograrn chyby
4 - 2000 T T
A _ ................... - 1=00F--------- ............................. 4
. _ .
)
= :
:“?’ i} l‘ § 1000 R  EEEERTE ]
=1 :
=
: = :
B | | R R N 1) R el
50 D 50 -4 2 2 1
f chyba T
Obrazek 9.5: Rekonstrukce Gaussovy funkce
postupna rekurze
0.5 T T T T T T ; . .
ariginalni funkce
D=-rekonstrukce
0.4 ——— —1]

-50 -40 -30 -20 -10 u} 10 20 30 40 50

Obrézek 9.6: Ukéazka zpresiovani aproximace D-S algoritmem

vidime, ze aproximace témér dokonale prekryva origindlni funkci. Graf chyby i jeji
histogram nam to pouze potvrzuji. Nejvétsi chyby jsou na krajich definicniho oboru
Gaussovy funkcee, jelikoz tam je skok z nulové hodnoty na nenulovou. Na dalsim obrézku
je ukazan prubéh rekurzivniho D-S algoritmu a zptesnovani vysledku. Velmi podobné
vysledky dostdvame i pro ostatni funkce (obrazky , a . U nahodné prochazky

jiz je ale rozptyl chyby vétsi. Nahodna prochazka je totiz jako zaSumény signal a nu-
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Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu

funkce a jeji zpetna rekonstrukce

1000 T T T ! T T
ariginal
: : ; : : : : aproximace
5DD ........ .......... ........ ......... .......... .......... _ ......... ............................
. : - :
1] o PR U PR .....................................................
500 | | | | | ] | | ]
-50 -40 an 20 -10 0 10 20 30 40 a0
n
chyba aproximace histograrm chyby
2 T 2000 T
1 ....................................... - “]SDD L
e
=
G
50 b ’ = 1000
(=)
=
o
AW om0
-2 L 0
-A0 0 50 -2
n chyba
Obrazek 9.7: Rekonstrukce funkce pila
funkce a jeji zpetna rekonstrukce
15 T T T I T T I T T
] Y. A A WAM Ao
Wiy i . e
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xl: D e e —
= | S T original
Ak N ¥ VORI ¥ - YYVUREDYY I aproximace
15 1 i 1 i I I i I 1
-50 -40 -30 -20 -10 ] 10 20 30 40 50
n

histogram chyby
2000 T T T
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1000 ¢

cetnost chyby

500

0 ' '
-2 -1 0 1 2
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Obrazek 9.8: Rekonstrukce skokové funkce
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funkce a jeji zpetna rekonstrukce

&0 ! ! ! ; ; ; ! ; !
40 ariginal i . TRUTUR
aproximace : : :
30 [EEEEEEREREE EEERREO o . ...... .......
><l: 2D ......... - i ........ i W . HUUUUURE. LIUUNRETI. T A
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.
10 1 ] 1 ] ] ] 1 ] 1
-50 -40 -30 =20 -10 0 10 20 30 40 50
n
chyba aproximace histograrn chyby
200 T T
150
=
=
=
= 100F
2
g
50

Obrazek 9.9: Rekonstrukce ndhodné prochazky

lova chyba by znamenala, ze presné kopirujeme Sum, ¢ehoz ale s konecnou (omezenou)

kostrou nikdy nejsme schopni dosahnout. Jiz u omezeni parametru j jsme tikali, ze jeho

funkce a jeji zpetna rekonstrukce

a0 T T T T T T T T T
iginal : : : : 1 : :
A0 Ungln? ................................................................
aproximace
BD N R [NNCREY | - || PR R A L I R T
><l: 20 - Y- g R
10
OF % -l D
10 i i i i i i i i i
-a0 -40 -30 -20 -10 u} 10 20 30 40
n
chyba aproximace histogram chyby
: 250 T T
200
)
=
= 180
o
w
£ 100
m
o

a0

Obrézek 9.10: Pouze malé frekvence, j = —4,—-3,—-2,—1,0
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Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu

volba zalezi na typu méfené funkce. Obsahuje-li funkce vysoké frekvence, volime radéji
vetsi hodnoty j a naopak. Nahodna prochazka je velmi vhodna funkce pro znazornéni
této problematiky. Na obrazku jsou k rekonstrukei pouzity pouze malé parametry j
a aproximace sleduje trend signalu, ale ne jeji Sum. Naproti tomu na obrazku jsou
k rekonstrukci pouzity pouze velké parametry j a rekonstrukce kopiruje velmi dobie Sum,
nikoli vsak samotnou hodnotu signalu. Ta je vidét v chybé aproximace.

Bohuzel nic neni idedlni a ani tak nase aproximace. Mohou nastat (a nastévaji) i pripady,
kdy aproximace nekonverguje, ale bud ,kmitd“ mezi dvéma aproximacemi, které jsou
od originalni funkce velmi odlisné (obrazek , nebo dokonce i diverguje.

funkce a jeji zpetna rekonstrukce
[=n] T T T T T T
original :
aproximace

40

20

chyba aproximace histogram chyby
. 400 .

300 -

200 -

cetnost chyby

o
o

-50 u] 50 -40 -20 u] 20 40
n chyba

Obrazek 9.11: Pouze velké frekvence, j =0,1,2,3,4

9.3.1 Norma chyby aproximace a jeji odhad

Zabyvejme se nyni jesté normou chyby aproximace. Diive jsme ukézali, Ze chyba aproxi-

mace klesa alespon geometricky s poc¢tem iteraci:

B 4\
- (555)

B+ A

Tento odhad sice plati pro D-S algoritmus, ale ne pro ten, ktery jsme implemento-

vali, nybrz pro teoreticky. Ten totiz stdle pocita s puvodnim operatorem kostry Ss,
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postupna rekurze

BD ! , , ; ! : . . .
: : : : : : ariginalni funkce
: : i : : : DS-rekonstrukce
AD_, ........ ....... . R ......... ......... ......... _\ ......... EEEEEEE —
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b ......... TR L R At . F oo ey B i
BOf - L S b ERTRRN. SR N SRR L 4
a0 i i i i : i i i i
-50 -40 -30 -20 -10 o 10 20 30 40 50

Obrazek 9.12: Mozna nestabilita D-S algoritmu

ktery ale pracuje s nekonecné pocetnou kostrou. Tabulka [9.1] ukazuje teoretické hodnoty

konstant A, B pro jednotlivé hodnoty by, ag = 2.

bo A B | 24
0.25 | 13.091 | 14.183 | 0.0400
0.50 | 6.546 | 7.092 | 0.0400
0.75 | 3.223 | 3.596 | 0.0547

1.50 | 0.325 | 4.221 | 0.8570

Tabulka 9.1: Tabulka teoretickych hodnot A, B

V nasem ptipadé, kdy misto operatoru mame matice, dostavame odhady konstant A, B
naprosto odlisné a pro vztah nepouzitelné. Dostavame totiz B fadové jednotky az desitky
a A fadove 1072°, coz po dosazeni do zlomku vyjde 1 a z exponencidlni funkce je funkce
konstantni, ktera navic nefika nic jiného, nez ze norma chyby nebude horsi nez norma
mérené funkce (coz je ale ziejmé).

Zkusme se nyni drzet myslenky, Zze norma chyby s rostoucim poctem iteraci klesa alespon
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Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu

geometricky a hledejme zaklad W oné funkce. Polozme

lF = FE 0 < )i

upravme

| = e\ ™
W e “— 0
- ( 7

a vykresleme graf (obrézek9.13]) této funkce (pro ruzné testovaci funkce a ruzné volby pa-

rametru j vychdzi tvar stejny, na konkrétni hodnoty nehledme). I pies to, ze pro obrazek

norma chyby / narma ariginalu

oal- .......... .......... .......... ........... ........... ........... ........... ......... a

1] TR .......... ........... ........... .......... .......... .......... ........... .......... -

Dab .......... .......... .......... p

o2H-- ........... ........... ........... .......... .......... .......... .......... ........... ......... o

norma chyby / narma originalu

u] a00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
pocet kroku

konstanta Yv

nog .. g .......... .......... .......... .......... ........... ........... .......... ......... a

konstanta W

opaslf - ........... .......... D ........... ........... ORI ......... _

0.97

1 1 1 I i 1 1
1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
pocet kroku

Obrazek 9.13: Pomér norem chyby aproximace a origindlu f a odpovidajici konstanta W

bylo pouzito K = 5000 iteracnich kroku, vypoc¢itana hodnota W s poctem iteraci stale
roste a nakonec konverguje v hodnoté W = 1, coz jiz bylo zminéno. Takto tedy norma

chyby odhadnout nejde.

Muzeme udélat maly zaver, ze praktickd omezeni znemozni jednoduse odhadnout normu
chyby aproximace. V tom nas podporuje fakt, ze pro ruzné zvoleny rozsah parametru
J jsou i ruzné chyby aproximaci (viz. obrdzky a 9.11). Déle na to ma vliv i volba

konstant ag, by, které svymi hodnotami urcuji pocet prvku v kostte.

Poznamka: Vsechny vyse uvedené vysledky jsou pocitany pomoci konstant A, B, které byly

ziskany pomoci spektralni normy matice M. V tabulce[9.1]jsme uvedli teoretické hodnoty
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konstant A, B. Ukazme proto pro srovnani jesté rekonstrukei funkce ndhodna prochazka
a jeji ¢astecné rekonstrukee (Sum a trend) pomoci téchto teoretickych hodnot. Na vysledcich

je patrné, ze aproximace jsou presnéjsi, coz potvrzuji i prubéhy a histogramy chyb.

funkce a jeji zpetna rekonstrukce

B0 T T T T T T T T T
original : : :
an b aproximace .......... ......... Ll ................ ......... ......
><l: 20 & EEEEEESEEEEE " TR LR R PR SRR R TR SEEL R
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o0 i 1 | i | i | | i
-50 -40 -30 -20 -10 n] 10 20 30 40 50
n
chyba aproximace histogram chyby
4 i 300 T
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£~ N B
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2 : :
S oo0f----i g e
= : :
4 . o
-50 n] 50 -4 -2 n] 2 4

n chyba

Obrazek 9.14: Rekonstrukce ndhodné prochazky - teoretické A, B

funkce a jeji zpetna rekonstrukce

a0
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Obréazek 9.15: Pouze malé frekvence, j = —4, —3, -2, —1,0 - teoretické A, B

91



Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu

funkce a jeji zpetna rekonstrukce
B0 T T T T T T T
ariginal : : :
A0 H aproximace
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o gl
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Obrazek 9.16: Pouze velké frekvence, j =0, 1,2, 3,4 - teoretické A, B
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Kapitola 10
Zaveér

Zavérem bych rad vystihnul cile této prace.

Tato diplomova prace je napsana tak, aby srozumitelné vysvétlila problematiku wave-
letové analyzy na nekonecnych prostorech a analyzu i syntézu funkei pomoci (ne nutné
konecéné) neortonormdlni mnoziny. Muze byt doporucena ke studiu lidem, ktefi se ma-
tematikou nezaobiraji na védecké urovni, ale kterym matematika slouzi predevsim jako
jazyk techniku - praktiku. Pravé z duvodu srozumitelnosti jsem se v této praci snazil
ukazat co nejvice dukazu a vypoctu, aby ¢tenar nemél sebemensi pochyby o platnosti

a funkénosti této teorie.

Hlavnim cilem praktické c¢asti byla predevsim implementace Duffinova-Schaefferova al-

goritmu a ukazka dosazenych vysledku véetné jejich zhodnoceni.
Nezbytnou soucasti této prace bylo i studium matematiky nad ramec vyucovanych predmeétu

a v neposledni fadé i psani rigorézniho matematického textu tak, aby mohl dale slouzit

ke studiu.
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priloha A

Ukazka konecné waveletové kostry

0.0s ; i . -0.05
4 ; 24

Obrézek A.1: Celd kostra, j = —3,—-2,—-1,0,1,2



priloha B

Zdrojovy kéd pro MATLAB

close all;

clc;

%% VYGENEROVANI BAZE

% vzorkovaci perioda

Ts = 0.05;

N = 50;

t = -N:Ts:N; % cas

ao = 2; % zakladni meritko
bo = 1;

% presne hodnoty konstant A,B
BO = [0.25 13.091 14.183;
0.5 6.546 7.092;
0.75 3.223 3.596;
1.5 0.325 4.221]; Y%zakladni posuny

q=2;

bo = BO(q,1);
= B0(q,2);

B = B0(q,3);

% meze meritka (parametr j)
Pmin = -5; % minimalni j

Pmax = 4; % maximalni j

% vygenerovani kostry do pole PSI
PSI = zeros(Pmax-Pmin+1,2%fix ((N+5*%ao” (-Pmin))/bo)+1,2*N/Ts+1);
for j = Pmin:1:Pmax
meritko = ao~(-j);
for posun = -fix((N+5*meritko)/bo):1:fix((N+5*meritko)/bo)
PSI(-Pmin+1+j,fix ((N+5*meritko) /bo)+1+posun,:) = Ts*mexicanHat (t,meritko,posunxbo);
end

end

IT



Zdrojovy kod pro MATLAB

% % vykresleni kostry
% col = [’b’,’g’];

% for j = Pmin:1:Pmax

% figure (-Pmin+1+j)

% for i = 1:(2*%fix((N+b5*ao~(-j))/bo)+1)

% D = PSI(-Pmin+1+j,i,:);

% plot(t,D(:),col(mod(i,2)+1),’LineWidth’,1);
% hold on;

% end

% grid on;

% title(strcat(’j=’,num2str(j)));

% end

% % vykresleni kostry do jednoho grafu
hocol = [’b’,°g’];
% figure();

% for j = Pmin:1:Pmax

% subplot(3,2,4+j)

% for i = 1:(2*fix((N+5%ao~(-j))/bo)+1)

% D = PSI(-Pmin+1+j,i,:);

% plot(t,D(:),col(mod(i,2)+1), ’LineWidth’,1);
% hold on;

% end

% grid on;

% title(strcat(’j=’,num2str(j)));

% end

% preusporadani kostry z pole PSI do matice M
for j = Pmin:1:Pmax
if j==Pmin
vyber = PSI(-Pmin+1+j,1:(2xfix(N+5%ao~(-j))/bo+1),:);
baze = zeros(2xfix(N+5%ao~(-j))/bo+1,2*N/Ts+1);
for i = 1:(2xfix(N+5%ao”~(-j))/bo+1)
baze(i,:) = vyber(1,i,:);
end
BB = baze;
else
vyber = PSI(-Pmin+1+j,1:(2xfix(N+5%ao~(-j))/bo+1),:);
baze = zeros(2*fix(N+5xao~(-j))/bo+1,2xN/Ts+1);
for i = 1:(2%fix(N+5%ao~(-j))/bo+1)
baze(i,:) = vyber(1,i,:);
end
BB = [BB;bazel;
end

end baze = BB’;

% VYPOCET KONSTANT A,B - spektralni norma matice
% Q = baze;
% pQ = pinv(Q);

% spektralni norma - vlastni cisla

% B = max(eig(Q’*Q));
% A = 1/max(eig(pQ’*pQ));

I1I



Zdrojovy kod pro MATLAB

% spektralni norma - singularni cisla
% Sb = svd(Q);

% BB = (max(Sb))~2;

% Sa = svd(pQ);

% AA = (min(Sa))~2;

% Euklidova norma
% B = sum(sum(Q.*Q));
% A = 1/sum(sum(pQ.*pQ)) ;

%% DUFFIN SCHAEFFER
L = N/Ts*2+1;

% testovaci funkce
% Gaussovo rozdeleni

% £ = (10/(sqrt(2*pi)*N/4)*exp(-(t(:)."2)/(2%x(N/4)"2)))’;

% pila
% £ = [0:1:N/Ts,N/Ts-1:-1:0];

% skoky

% £ = [ones(1,(L-1)/5),-ones(1,(L-1)/5) ,ones(1,(L-1)/5),-ones(1, (L-1)/5),ones(1, (L-1)/5+1)]1;

% nahodna prochazka
f = zeros(1,L);
f(1) = randn(1,1);
for i = 2:L
f(i) = £(i-1)+randn(1,1);

end

% operator S = TT*
Sf = chngbase(f,baze,baze);

% pocet iteraci
K = 500; % >=3 kvuli Duffin-Schaefferovi

% Duffin - Schaeffer: rekonstrukcni algoritmus
F = zeros(K,length(f)); F(2,:) = 2/(A+B)*chngbase(f,baze,baze);
for k = 3:1:K

F(k,:) = 2*F(k-1,:) - F(k-2,:) - 2/(A+B)*chngbase(F(k-1,:)-F(k-2,:) ,baze,baze);

end
ds = F(end,:);

% chyba vysledku
pomer = (B-A)/(B+A);

g = f-ds;

Nf = norm(f,2);

Nds = norm(ds,2);
Ng = norm(g,2);
Nfaprx = pomer K*Nf;

IV



Zdrojovy kod pro MATLAB

% vykresleni vysledku

close all;

% aproximace vs. original

figure(1);

subplot(2,1,1)

plot(t(1l:end),f(1l:end),’r’, ’LineWidth’,2);
hold on;

plot(t(1l:end),ds(1:end),’b’, ’LineWidth’,2);
grid on;

xlabel(’n’);

ylabel(’x_n’);

title(’funkce a jeji zpetna rekonstrukce’);

legend(’original’,’aproximace’) ;

% chyba aproximace
subplot(2,2,3)
plot(t(1l:end),g);
grid on;
xlabel(’n’);
ylabel (*f-ds’);

title(’chyba aproximace’);

% histogram chyby

subplot(2,2,4);

[Nhist,Xhist] = hist(g);

TT = max(abs(min(Xhist)),abs(max(Xhist)));
tt = -TT:TT/10:TT;

hist(g,tt);

grid on;

xlabel(’chyba’) ;

ylabel(’cetnost chyby’);

title(’histogram chyby’);

% iteracni postup algoritmu

figure(2)

plot(t(1l:end),f(1l:end),’r’,’LineWidth’,2);

hold on;

for i = 1:K
plot(t(l:end),F(i,:),’b’);

end

grid on;

hold off;

xlabel(’n’);

ylabel(’x_n’);

title(’postupna rekurze’);

legend(’originalni funkce’,’DS-rekonstrukce’)
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% norma chyby v kazdem kroku a konstanta W
figure(3)
subplot(2,1,1);
G = zeros(1,K);
for i = 3:K

G(i) = norm(f-F(i,:),2)/Nf;
end
plot(3:K,G(3:end),’g’, ’LineWidth’,2);
grid on;
xlabel (’pocet kroku’);
ylabel(’norma chyby / norma originalu’);
title(’norma chyby / norma originalu’);
subplot(2,1,2); D = zeros(1,K);
for i = 3:K

D(i) = GG~ (1/1);
end
plot(D,’.k’) grid on;
axis([0 K floor(100*min(D(1,3:end)))/100 1])
xlabel (’pocet kroku’);
ylabel (*konstanta W’);
title(’konstanta W’);

% 3D graf kostry
% figure();

% [X,Y] = meshgrid(l:size(baze,2),1:size(baze,1));

% surf(X,Y,baze);

VI
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