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Waveletové báze
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Anotace

Tato práce volně navazuje na mou bakalářskou práci, která rozeb́ırala waveletovou trans-

formaci na prostoru `2(ZN). Zde je detailně zpracována teorie wavelet̊u na prostorech

`2(Z) a L2(R). Dále je zde zpracována obecná teorie koster včetně koster waveletových a

teorie Rieszových báźı.

V praktické části se zaob́ırám zpětnou rekonstrukćı signálu analyzovaného neortonormálńım

systémem pomoćı Duffin-Schaefferova algoritmu jak teoreticky, tak i prakticky. Snaž́ım

se obej́ıt nereálné výpočty a porovnávám praktické výsledky s teoretickými.

U čtenáře této práce se předpokládá alespoň základńı znalost lineárńı algebry v roz-

sahu standardńıho jednosemestrálńıho kurzu.

Abstract

This diploma thesis follows my bachelor thesis, which described mathematical principle

of wavelet transform on `2(ZN) space. This thesis includes wavelet transform on `2(Z)

and L2(R) spaces with the inclusion of Fourier transform, frames and Rieszs bases.

The thesis starts with a description of basic mathematical concepts which are indispensa-

ble for further exposition. Based on that the wavelet transform is built. Subsequently the

thesis explains frames and their analogy to wavelets.

The objective of this diploma thesis is to implement Duffin-Schaeffer algorithm in matlab

and compare practical results with theoretical solutions.

iii



Obsah

Seznam obrázk̊u vi
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9.8 Rekonstrukce skokové funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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9.10 Pouze malé frekvence, j = −4,−3,−2,−1, 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Deklarace

Značka Vysvětlivka

N prostor přirozených č́ısel

N0 prostor přirozených č́ısel včetně 0

Z prostor celých č́ısel

R prostor reálných č́ısel

C prostor komplexńıch č́ısel

i imaginárńı jednotka

=(q) imaginárńı část č́ısla q ∈ C
<(q) reálná část č́ısla q ∈ C
FT Fourierova transformace

IFT inverzńı Fourierova transformace

ONB ortonormálńı báze

� konec d̊ukazu

`1(Z) prostor komplexńıch sumarizovatelných posloupnost́ı:

`1(Z) =

〈
(xn)n∈Z

∣∣∣∣∣ ∑n∈Z
|xn| <∞

〉
`2(Z) prostor komplexńıch posloupnost́ı sumarizovatelných s druhou mocninou:

`2(Z) =

〈
(xn)n∈Z

∣∣∣∣∣ ∑n∈Z
|xn|2 <∞

〉
L1(R) prostor komplexńıch integrovatelných funkćı:

L1(R) =

〈
f(t) : R→ C

∣∣∣∣∣ ∞∫
−∞
|f(t)| dt <∞

〉
L2(R) prostor komplexńıch funkćı integrovatelných s druhou mocninou:

L2(R) =

〈
f(t) : R→ C

∣∣∣∣∣ ∞∫
−∞
|f(t)|2 dt <∞

〉
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Kapitola 1

Úvod

Waveletová transformace slouž́ı stejně jako Fourierova na analýzu signálu. Zat́ımco obecně

známá Fourierova transformace analyzuje signál z pohledu frekvence a jej́ı bĺızká př́ıbuzná,

okénková Fourierova transformace, analyzuje signál stejným zp̊usobem, pouze se omezuje

na určité časové okno, waveletová transformace analyzuje signál jak v čase, tak i ve frek-

venci. V principu je to tak, že analýza se provád́ı na několika úrovńıch, které maj́ı přesně

definovanou (a r̊uzné úrovně r̊uznou) velikost okna. V rámci každé úrovně se toto okno

posouvá a signál je po každém posunu analyzován frekvenčně. Z tohoto je zřejmé, že wa-

veletová analýza je mnohem dokonaleǰśı než Fourierova a jej́ı využit́ı v praxi stále roste.

1.1 Stručný obsah jednotlivých kapitol

Kapitola 2 : Základńı pojmy - Kapitola čtenáři připomene základńı pojmy z lineárńı

algebry a seznámı́ ho s operátory a jejich vlastnostmi. Při zpracováńı této ka-

pitoly jsem čerpal převážně z (Frazier, 1999), (Rudin, 2003), (Buhagiar, 2006)

a (Hamhalter, 2008).

Kapitola 3 : Fourierova transformace na prostoru `2(Z) - V této kapitole je shr-

nuta FT a IFT na diskrétńım nekonečně-rozměrném prostoru. Jsou zde přehledně

uvedeny základńı vlastnosti této transformace a čtenář se zde seznámı́ s operátory

konvoluce, translace a konjungované reflexe. Při zpracováńı této kapitoly jsem

čerpal převážně z (Najzar, 2004).

1



Úvod

Kapitola 4 : Waveletová báze na prostoru `2(Z) - Kapitola stručně ukazuje princip

waveletové analýzy na prostoru `2(Z) nejprve na 1. úrovni a následně na úrovni

p-té. Z d̊uvodu podobnosti s waveletovou analýzou na prostoru `2(ZN) jsou zde

uvedeny i jejich základńı rozd́ıly. Při zpracováńı této kapitoly jsem čerpal převážně

z (Najzar, 2004).

Kapitola 5 : Fourierova transformace na prostoru L2(R) - Podobně jako v kapitole

3 se zde zaob́ıráme FT a IFT, ale na spojitém prostoru. Čtenář se seznámı́ s těmito

transformacemi nejprve na prostoru L1(R) a následně i na prostoru L2(R). Ani zde

nechyb́ı operátory konvoluce, translace a konjungované reflexe. Při zpracováńı této

kapitoly jsem čerpal převážně z (Hamhalter, 2005) a (Frazier, 1999).

Kapitola 6 : Waveletová báze na prostoru L2(R) - Tato kapitola detailně popisuje

waveletovou analýzu na spojitém prostoru. Čtenář se zde seznámı́ s pojmy mul-

tirezolučńı analýza prostoru a ńızkofrekvenčńı (low-pass) filtr. Dále je zde ukázán

Mallat̊uv algoritmus převáděj́ıćı problematiku analýzy na prostoru L2(R) do pro-

storu `2(Z). Při zpracováńı této kapitoly jsem čerpal převážně z (Hamhalter, 2005)

a (Frazier, 1999).

Kapitola 7 : Kostry v Hilbertových prostorech - Toto je stěžejńı kapitola praktické

části (kapitola 9). Rozeb́ırá problematiku analýzy a syntézy pomoćı neortogonálńı

množiny maj́ıćı určité vlastnosti (kostry). Právě kv̊uli neortogonalitě kostry neńı

syntéza triviálńı, a proto zde jsou detailně ukázány možné postupy zpětné rekon-

strukce. Jedńım z nich je i Duffin̊uv-Schaeffer̊uv algoritmus. Na konci kapitoly je

základńı seznámeńı s Rieszovými bázemi. Při zpracováńı této kapitoly jsem čerpal

převážně z (Hamhalter, 2006).

Kapitola 8 : Waveletové kostry - Posledńı ryze matematická kapitola velmi stručně

slučuje dvě předchoźı kapitoly a má význam pouze pro neortogonálńı wavelety.

Při zpracováńı této kapitoly jsem čerpal převážně z (Hamhalter, 2006).

Kapitola 9 : Implementace Duffinova-Schaefferova algoritmu - Posledńı kapitola

této diplomové práce ukazuje, jakým zp̊usobem je možné prakticky implementovat

Duffin̊uv-Schaeffer̊uv algoritmus. Řeš́ım zde prakticky nerealizovatelné problémy,

jako jsou nekonečné součty, kostra obsahuj́ıćı nekonečně mnoho prvk̊u apod. Dále

ukazuji dosažené výsledky rekonstrukćı a jejich chyb, porovnávám je s teoretickými

předpoklady a zaob́ırám se odhadem chyby praktické realizace.
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Kapitola 2

Základńı pojmy

2.1 Lineárńı prostor, skalárńı součin a unitárńı

matice

Tato podkapitola poskytuje základńı přehled o pojmech lineárńı prostor, skalárńı součin

a unitárńı matice, které jsou dále v práci použ́ıvány. Pro podrobněǰśı studium doporučuji

literaturu (Frazier, 1999).

Definice 2.1: Skalárńı součin

Necht’ V je lineárńı (vektorový) prostor. Zobrazeńı < ·, · >: V ×V → C se nazývá skalárńı

součin, jestliže pro všechna u, v, w ∈ V a všechna α ∈ C plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

1. 〈u, v〉 = 〈v, u〉

2. 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉

3. 〈αu, v〉 = α〈u, v〉

4. 〈u, u〉 ≥ 0 ∀u

5. 〈u, u〉 = 0 ⇒ u = 0

Definice 2.2: Necht’ V je lineárńı prostor, na němž je definován skalárńı součin. Velikost

(norma) libovolného vektoru u ∈ V je na něm definována vztahem

‖u‖ =
√
〈u, u〉.

Prostor V pak nazýváme lineárńı prostor se skalárńım součinem nebo též normo-

vaný lineárńı prostor.

3



Základńı pojmy

V práci budeme mluvit o prostorech `2(Z) a L2(R). Na prostoru `2(Z) je skalárńı součin

definován

〈(uk), (vk)〉 =
∑
k∈Z

ukvk pro každé (uk), (vk) ∈ `2(Z),

tedy podobně, jako na prostoru `2(ZN) (viz. (Váňa, 2007)). Na prostoru L2(R) je skalárńı

součin definován:

〈u(t), v(t)〉 =

∫
R
u(t)v(t)dt pro každé u(t), v(t) ∈ L2(R).

V následuj́ıćı větě uvedeme základńı vlastnosti skalárńıho součinu.

Věta 2.1: Necht’ u, v jsou vektory z normovaného lineárńıho prostoru V .

1. Kolmost

Vektory u, v nazvěme kolmé, jestlǐze 〈u, v〉 = 0.

2. Pythagorova věta

Pro každé dva navzájem kolmé vektory u, v plat́ı

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

3. Cauchy-Schwarzova nerovnost

Pro všechny u, v plat́ı

‖u‖ · ‖v‖ ≥ |〈u, v〉|.

Rovnost zřejmě nastává pro lineárně závislé vektory.

4. Trojúhelńıková nerovnost

Pro všechny u, v plat́ı

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

5. Rovnoběžńıková nerovnost

Pro všechny u, v plat́ı

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
.
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Základńı pojmy

Důkazy jednotlivých bod̊u věty uvádět nebudeme, zájemce je nalezne např́ıklad v (Frazier,

1999) nebo v (Váňa, 2007).

Definice 2.3: Necht’ V je normovaný lineárńı prostor. Posloupnost (xn)∞n=1 ⊆ V se

nazývá cauchyovská, jestliže plat́ı

∀ε > 0 ∃n0 ∀n,m ≥ n0 : ‖xn − xm‖ < ε.

Poznámka: Pokud má posloupnost limitu, pak je cauchyovská. Opačně to však platit

nemuśı!

Definice 2.4: Normovaný lineárńı prostor se nazývá Hilbert̊uv (úplný) prostor,

jestliže každá cauchyovská posloupnost v něm má limitu.

Pod́ıvejme se nyńı na unitárńı matice. Tento pojem je použ́ıvaný v teorii waveletové

analýzy, ale setkáme se s ńım i v následuj́ıćı kapitole o operátorech.

Definice 2.5: Necht’ A = [aij] je m× n matice nad C.

Transpozice matice A je n×m matice AT = [aji] pro všechna i, j.

Konjugovaná transpozice matice A je n×m matice A∗ = [aji] pro všechna i, j.

Definice 2.6: Necht’ A je n×n matice. Matice A je unitárńı, jestliže existuje jej́ı inverze

a jestliže A−1 = A∗.

Poznámka: Pro matice nad R je transpozice totéž co konjugovaná transpozice. Tedy

pro reálnou unitárńı matici plat́ı A−1 = AT a taková matice se nazývá ortogonálńı.

Uved’me bez d̊ukazu větu, která shrne vlastnosti unitárńı matice. Důkaz zájemce nalezne

v (Frazier, 1999) nebo v (Rudin, 2003).

Věta 2.2: Necht’ A je unitárńı n× n matice nad C. Pak plat́ı

• Sloupce matice A tvoř́ı ONB prostoru Cn.

• Řádky matice A tvoř́ı ONB prostoru Cn.

• Matice A zachovává skalárńı součin, tj. 〈Au,Av〉 = 〈u, v〉 pro všechna u, v ∈ Cn.

• Matice A zachovává normu vektoru, tj. ‖Au‖ = ‖u‖ pro všechna u ∈ Cn.
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Základńı pojmy

2.2 Operátory na Hilbertových prostorech

Tuto podkapitolu zde uvedeme kv̊uli nezbytnému seznámeńı se s operátory na Hilber-

tových prostorech a jejich základńımi vlastnostmi. Pro podrobněǰśı studium doporučuji

literaturu (Rudin, 2003).

Definice 2.7: Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory. Pak operátorem nazvěme

lineárńı zobrazeńı T : X → Y , tj. pro každé x, y ∈ X a konstanty α, β ∈ C plat́ı

T (αx+ βy) = αTx+ βTy.

Ponechme označeńı z definice 2.7 a zaved’me značeńı a pojmy, které nejsou všeobecně

známé.

• Obor hodnot operátoru T znač́ıme R(T ).

• Operátor T nazvěme identický, jestliže plat́ı x = Tx pro každé x ∈ X. Identický

operátor znač́ıme Id.

Tvrzeńı: Operátor T je prostý právě tehdy, když ker(T ) = {0}.

Důkaz: Předpokládejme, že operátor T je prostý. Pak plat́ı x 6= x′ ⇒ Tx 6= Tx′. Po-

kud tedy x 6= 0, pak Tx 6= T (0) = 0, z čehož ale ihned plyne ker(T ) = {0}. Naopak

předpokládejme, že ker(T ) = {0}. Pak x 6= x′ ⇒ x−x′ 6= 0, tedy T (x−x′) = Tx−Tx′ 6= 0,

odkud Tx 6= Tx′, neboli operátor T je prostý.

�

Definice 2.8: Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory. Operátor T : X → Y

se nazývá spojitý v bodě x0 ∈ X, jestliže pro každou posloupnost prvk̊u {xn} ⊂ X,

pro kterou ‖xn − x0‖ → 0, plat́ı ‖Txn − Tx0‖ → 0.

Věta 2.3: Operátor T je spojitý v každém bodě x ∈ X právě tehdy, když je spojitý

v některém bodě x0 ∈ X.

Důkaz: Je triviálńı, že pokud je operátor spojitý ve všech bodech, je spojitý alespoň

v jednom bodě. Dokažme ještě opačnou implikaci. Zvolme posloupnost {xn}n∈N ∈ X,

pro kterou pro n → ∞ plat́ı xn → y, y ∈ X. Potom zřejmě xn − y + x0 → x0, odkud

pro n → ∞ plyne T (xn − y + x0) → T (x0). Z linearity dostáváme T (xn − y + x0) =

T (xn − y) + T (x0), odkud již T (xn − y) → 0 a proto T (xn) → T (y). T́ım jsme dokázali

spojitost operátoru v libovolném bodě y ∈ X.

�
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Definice 2.9: Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory. Operátor T se nazývá ome-

zený (ohraničený) na X, jestliže existuje konstanta c ≥ 0 taková, že plat́ı

‖Tx‖ ≤ c‖x‖, pro každé x ∈ X. (2.1)

Věta 2.4: Operátor T je na X spojitý právě tehdy, když je na X omezený.

Důkaz: Zaved’me ε-okoĺı bodu x následovně:

Vε(x) = {y ∈ X : ‖y − x‖ ≤ ε}.

Předpokládejme spojitost operátoru T . Dı́ky větě 2.3 nám stač́ı vyj́ıt ze spojitosti v bodě

0, v němž plat́ı T (0) = 0. Jelikož je operátor v bodě 0 spojitý, existuje nějaké okoĺı

Vε(0) ⊆ X bodu 0, které se zobraźı do okoĺı bodu V1(T (0)). Jinými slovy můžeme ř́ıct,

že existuje nějaké ε > 0 takové, že jestliže ‖x‖ ≤ ε, pak ‖T (x)‖ < 1. Zvolme x′ ∈ X, x′ 6=
0 a položme x = εx′

‖x′‖ . Potom ‖x‖ = ε a dostáváme

Tx = T

(
εx′

‖x′‖

)
=

ε

‖x′‖
T (x′)

a jelikož ε
‖x′‖ je konstanta, tak

‖Tx‖ =
ε

‖x′‖
‖T (x′)‖ < 1.

Tedy ‖T (x′)‖ < 1
ε
‖x′‖ (omezenost) pro každé x ∈ X. Opačným postupem lze z předpokládané

omezenosti operátoru T dospět k jeho spojitosti.

�

Definice 2.10: Norma operátoru

Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory a necht’ T : X → Y je spojitý operátor.

Dle věty 2.4 je T omezený. Definujme normu operátoru:

‖T‖ = inf{c : ‖Tx‖ ≤ c‖x‖, pro každé x ∈ X}.

Důsledek: Pro operátory T, S plat́ı

‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖,
‖TS‖ ≤ ‖T‖‖S‖.

7
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Jestliže Y = F (kde F = R nebo C je prostor skalár̊u), pak operátor f : X → F se nazývá

funkcionál.

Věta 2.5: Rieszova věta

Pro každý omezený funkcionál f na Hilbertově prostoru H existuje jediný prvek y ∈ H
takový, že

f(x) = 〈x, y〉, pro všechna x ∈ H.

Dále plat́ı ‖y‖ = ‖f‖.

Rieszovu větu nebudeme dokazovat, zájemce d̊ukaz nalezne v (Rudin, 2003).

Věta 2.6: Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory a necht’ T : X → Y je spojitý

operátor. Pak

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖ = sup
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

.

Důkaz: Označme sup‖x‖≤1 ‖Tx‖ = A, sup‖x‖=1 ‖Tx‖ = B a supx 6=0
‖Tx‖
‖x‖ = C a dokažme,

že plat́ı nerovnost ‖T‖ ≤ C ≤ B ≤ A ≤ ‖T‖.
Nejprve ukažme, že A ≤ ‖T‖. Dle definice normy operátoru v́ıme, že ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖.
Vezměme takové x ∈ X, že ‖x‖ ≤ 1. Potom ‖Tx‖ ≤ ‖T‖ a dosazeńım dostáváme

A = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖T‖ = ‖T‖.

Nerovnost B ≤ A je triviálńı a plyne z linearity, zameřme se nyńı na nerovnost C ≤ B.

Zvolme x ∈ X, x 6= 0. Pak jelikož x′ = x
‖x‖ splňuje ‖x′‖ = 1, plat́ı ‖Tx‖‖x‖ =

∥∥∥T ( x
‖x‖

)∥∥∥ =

‖T (x′)‖ ≤ B (B je supremum množiny). Neboli ‖Tx‖‖x‖ ≤ B pro každé x 6= 0. Dosazeńım

dostáváme

C = sup
‖x 6=0‖

‖Tx‖
‖x‖

≤ B.

Zbývá dokázat, že ‖T‖ ≤ C. Pro x ∈ X, x 6= 0 plat́ı ‖Tx‖‖x‖ ≤ C, odkud ‖Tx‖ ≤ C‖x‖. To

je ale pravda i pro x = 0 a proto ‖Tx‖ ≤ C‖x‖ pro každé x ∈ X. Podle definice normy

operátoru potom ‖T‖ ≤ C.

�

Věta 2.7: Adjungovaný operátor

Necht’ H,K jsou Hilbertovy prostory a T : H → K je omezený lineárńı operátor. Pak

8
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existuje jediný operátor T ∗ : K → H takový, že

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 pro každé x ∈ H, y ∈ K.

Operátor T ∗ nazýváme adjungovaný operátor k operátoru T .

Důkaz: Zvolme pevné y ∈ K. Pak x→ 〈Tx, y〉 je spojitý funkcionál na H. Dle Rieszovy

věty existuje právě jedno y∗ takové, že

〈Tx, y〉 = 〈x, y∗〉 pro každé x ∈ H.

Pak můžeme definovat zobrazeńı T ∗ : y → T ∗y = y∗. Jelikož skalárńı součin je lineárńı,

muśı toto zobrazeńı být také lineárńı a tedy T ∗ je operátor. Ještě ukažme jeho jed-

noznačnost. Zvolme T ∗1 , T
∗
2 tak, že plat́ı 〈x, T ∗1 y〉 = 〈x, T ∗2 y〉 pro každé x ∈ H. Potom

ale muśı platit

0 = 〈x, T ∗1 y〉 − 〈x, T ∗2 y〉 = 〈x, (T ∗1 − T ∗2 )y〉,

což je pro každé x ∈ H splněno pouze tehdy, když T ∗1 y = T ∗2 y.

�

Poznámka: Dı́ky jednoznačnosti adjungovaného operátoru zřejmě plat́ı

T = (T ∗)∗ = T ∗∗.

Následuj́ıćı větou se vrat’me ke konjugované transpozici A∗ matice A. Tuto větu včetně

jej́ıho d̊ukazu můžeme chápat i jako př́ıklad.

Věta 2.8: Necht’ A je m× n matice nad C. Pak pro každé u ∈ Cn a každé v ∈ Cm plat́ı

〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉.

Důkaz: Necht’ u = (ui)
n
i=1 a v = (vi)

m
i=1. Necht’ A = [aij] je m× n a A∗ = [a∗ij] je n×m.

Pak j-tý prvek součinu A∗v můžeme zapsat (A∗v)j =
∑m

i=1 a
∗
jivi a tedy

〈u,A∗v〉 =
n∑
j=1

uj(A∗v)j =
n∑
j=1

uj

m∑
i=1

a∗jivi =
n∑
j=1

m∑
i=1

a∗jiujvi =

9
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Jelikož a∗ji = aij, plat́ı a∗ji = aij = aij a můžeme pokračovat

=
n∑
j=1

m∑
i=1

aijujvi =
n∑
j=1

(Au)ivi = 〈Au, v〉.

�

Poznámka: Věta ukazuje, proč konjugovanou transpozici matice znač́ıme stejně jako

adjunkci operátoru.

Věta 2.9: Norma adjungovaného operátoru T ∗ je rovna normě operátoru T :

‖T ∗‖ = ‖T‖.

Důkaz: Necht’ x, y ∈ X. Normu vektoru můžeme vyjádřit následovně:

‖x‖ = sup
‖y‖=1

|〈x, y〉|

(vektor y můžeme zvolit např́ıklad y = x
‖x‖ ). Pak plat́ı

‖T ∗x‖ = sup
‖y‖=1

|〈T ∗x, y〉| = sup
‖y‖=1

|〈x, Ty〉| = sup
‖y‖=1

|〈Ty, x〉| ≤

≤ sup
‖y‖=1

‖Ty‖‖x‖ ≤ sup
‖y‖=1

‖T‖‖y‖‖x‖ = ‖T‖‖x‖ pro každé x ∈ X,

neboli ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. Analogicky plat́ı ‖T‖ = ‖T ∗∗‖ ≤ ‖T ∗‖ a tedy ‖T ∗‖ = ‖T‖.
�

Věta 2.10: Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory a necht’ T je prostý operátor.

Operátor T−1 : R(T )→ X je spojitý právě tehdy, když existuje konstanta m > 0 taková,

že ‖Tx‖ ≥ m‖x‖ pro každé x ∈ X.

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že T−1 je spojitý operátor. Pak pro každé x ∈ X, y =

Tx, y ∈ R(T ) můžeme psát ‖T−1y‖ ≤ ‖T−1‖‖y‖. Dosazeńım źıskáme

‖x‖ = ‖T−1(Tx)‖ ≤ ‖T−1‖‖Tx‖,

10
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odkud

‖Tx‖ ≥ 1

‖T−1‖
‖x‖ = m‖x‖, kde m =

1

‖T−1‖
> 0.

Naopak předpokládejme nyńı, že plat́ı ‖Tx‖ ≥ m‖x‖ pro každé x ∈ X. Potom pro každé

y ∈ R(T ) existuje x = T−1y a dosazeńım

‖y‖ = ‖T (T−1y)‖ ≥ m‖T−1y‖,

a proto ‖T−1y‖ ≤ 1
m
‖y‖ pro každé y ∈ Y , neboli T−1 je omezený, tedy spojitý.

�

Poznámka: Pozor, věta 2.10 neř́ıká, že inverzńı operátor je spojitý, ale pouze kdy je

spojitý. Tzn. že, inverze spojitého operátoru nemuśı být spojitý operátor.

Definice 2.11: Jestliže T = T ∗, nazýváme operátor T samoadjungovaný. V tomto

př́ıpadě plat́ı

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 pro každé x, y ∈ X.

Jestliže TT ∗ = T ∗T , nazýváme operátor T normálńı.

Jestliže TT ∗ = T ∗T = Id, nazýváme operátor T unitárńı a plat́ı T−1 = T ∗.

Nyńı uvedeme základńı pravidla pro adjunkci.

• (T +R)∗ = T ∗ +R∗.

• (αT )∗ = αT ∗, α ∈ C.

• (T ∗)∗ = T .

• (TR)∗ = R∗T ∗.

• Jestliže T je samoadjungovaný a má omezenou inverzi, pak T−1 je také samoadjun-

govaný.

Tvrzeńı: Necht’ operátor T : X → Y , kde X, Y jsou Hilbertovy prostory. Pak plat́ı

‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

11
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Důkaz: Již v́ıme, že ‖T‖ = ‖T ∗‖. Pro x ∈ X plat́ı

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 ≤ ‖T ∗T‖‖x‖2.

Nalezeńım suprema přes všechna x ∈ X, ‖x‖ = 1, dostaneme

‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2.

Odtud již plyne dokazovaná rovnost.

�

Věta 2.11: Necht’ T1, T2 jsou operátory v komplexńım Hilbertově prostoru H a necht’

kvadratická forma QT operátoru T je dána předpisem QT (x) = 〈Tx, x〉 pro každé x ∈ H.

Pak QT1 = QT2 právě tehdy, když T1 = T2.

Důkaz: Nejprve uved’me polarizačńı identitu

〈Tx, y〉 = 〈T (x+ y), x+ y〉− 〈T (x− y), x− y〉+ i〈T (x+ iy), x+ iy〉− i〈T (x− iy), x− iy〉,

která plat́ı pro každý operátor T ∈ H. Jej́ım d̊usledkem je, že 〈T1x, x〉 = 〈T2x, x〉 (tedy

QT1 = QT2) pro každé x ∈ H plat́ı pouze tehdy, když T1 = T2.

�

Věta 2.12: Necht’ T je omezený lineárńı operátor v komplexńım Hilbertově prostoru H.

Pak operátor T je samoadjungovaný právě tehdy, když 〈Tx, x〉 ∈ R pro všechna x ∈ H.

Důkaz: Předpokládejme, že T je samoadjungovaný. Potom pro všechna x ∈ X plat́ı

0 = 〈Tx, x〉 − 〈T ∗x, x〉 = 〈Tx, x〉 − 〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉 − 〈Tx, x〉 =

= (<〈Tx, x〉+ i=〈Tx, x〉)− (<〈Tx, x〉 − i=〈Tx, x〉) = 2i=〈Tx, x〉,

což plat́ı právě tehdy, když =〈Tx, x〉 = 0, neboli 〈Tx, x〉 ∈ R pro všechna x ∈ X.

Ještě dokážeme opačnou implikaci. Pokud 〈Tx, x〉 ∈ R, pak plat́ı

〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉 = 〈Tx, x〉 = (∗). (2.2)

Odtud a z jednoznačnosti adjungovaného operátoru plyne, že T ∗ = T . V rovnosti (2.2)

můžeme pokračovat

(∗) = 〈x, T ∗x〉, (2.3)

pak dle věty 2.11 rovnost nastane pouze v př́ıpadě, že T ∗ = T . �
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Př́ıklad 2.1: Ukažme, že diagonálńı n × n matice D = diag{(d1, . . . , dn)} nad R je sa-

moadjungovaná (matice zobrazeńı je operátor) na prostoru Cn, který je Hilbert̊uv.

Nejprve ukažme, že D je omezený operátor. Pro každé x ∈ Cn plat́ı

‖Dx‖2 = 〈Dx,Dx〉 =
n∑
i=1

dixidixi =
n∑
i=1

d2
i |xi|2 ≤ max

k
(d2
k)

n∑
i=1

|xi|2.

Po odmocněńı plat́ı

‖Dx‖ ≤ max
k

(|dk|)‖x‖,

tedy D je omezený. Dle věty 2.12 otestujeme reálnost výrazu 〈Dx, x〉.

〈Dx, x〉 =
n∑
i=1

dixixi =
n∑
i=1

di|xi|2,

kde di, |xi| ∈ R pro všechna i = 1, . . . , n. OperátorD je tedy samoadjungovaný, což ověř́ıme

výpočtem 〈x,Dx〉.

〈x,Dx〉 =
n∑
i=1

xidixi =
n∑
i=1

di|xi|2 =
n∑
i=1

di|xi|2 = 〈Dx, x〉.

Definice 2.12: Omezený operátor T na Hilbertově prostoru H se nazývá pozitivńı,

jestliže

〈Tx, x〉 ≥ 0 pro každé x ∈ H.

Ṕı̌seme T ≥ 0.

Definice 2.13: Uspořádáńı operátor̊u

Jestliže operátory T,R jsou na H samoadjungované, pak řekneme, že

T ≤ R⇔ 〈Tx, x〉 ≤ 〈Rx, x〉 pro každé x ∈ H.

Poznámka: Zřejmě plat́ı

T ≤ R⇔ 〈R− T 〉 ≥ 0,

čili můžeme i psát, že T ≤ R, jestliže R− T je pozitivńı.

13
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Tvrzeńı: Necht’ T,R,Q jsou samoadjungované operátory na H. Pak plat́ı

T ≤ R ⇒ T +Q ≤ R +Q.

Důkaz: Jestliže T ≤ R, plat́ı R− T ≥ 0. Dı́ky linearitě můžeme psát

〈(T +Q)x, x〉 = 〈Tx+Qx, x〉 = 〈Tx, x〉+ 〈Qx, x〉 ≤ 〈Rx, x〉+ 〈Qx, x〉 = 〈(R +Q)x, x〉,

odkud plyne dokazovaná nerovnost.

�

Věta 2.13: Necht’ existuj́ı konstanty A,B tak, že plat́ı 0 < A · Id ≤ T ≤ B · Id. Pak T

má omezenou inverzi a plat́ı

1

B
Id ≤ T−1 ≤ 1

A
Id. (2.4)

Důkaz věty je složitý, a proto jej nebudeme uvádět. Zájemci jej naleznou v (Kadison and

Ringrose, 1983).
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Kapitola 3

Fourierova transformace na prostoru

`2(Z)

V této kapitole uvedeme základńı pojmy, označeńı a vlastnosti FT a jej́ı inverze IFT

v prostoru `2(Z). Na tomto prostoru je FT velmi podobná FT na prostoru `2(ZN), která je

podrobně popisána v (Frazier, 1999) nebo v (Váňa, 2007). Nejprve připomeňme některé

pojmy z funkcionálńı analýzy.

• Prostor `2(Z) je Hilbert̊uv a separabilńı. Reprezentace prvku z ∈ `2(Z) je vektor

z = (zn)n∈Z = (z(n))n∈Z.

• Prostor `1(Z) je Banach̊uv a separabilńı. `1-norma je zde dána předpisem

‖z‖1 =
∑
n∈Z

|z(n)|.

• Prostor L2〈−π, π〉 je prostor funkćı lesbegeovsky integrovatelných s kvadrátem

na intervalu 〈−π, π〉, kde skalárńı součin je dán vztahem

〈f, g〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(ω)g(ω)dω.

• Prostor L2〈−π, π〉 je Hilbert̊uv a separabilńı.

• Zaved’me funkci δk,j:

δk,j =

{
1 pro k = j,

0 jinak.
(3.1)
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• V základńıch pojmech byl definován skalárńı součin funkćı f, g ∈ L2(I), I ⊆ R
vztahem

〈f, g〉 =

∫
I

f(t)g(t)dt.

Prostor L2(I) je Hilbert̊uv, tedy norma funkce f se spoč́ıtá

‖f‖ =
√
〈f, f〉 =

√∫
I

|f(t)|2dt.

Dle tohoto vztahu norma funkce f existuje, pokud je funkce f definována na celém

intervalu I. Pokud má ale funkce f nespojitosti v konečně mnoha bodech, integrál

se neměńı. To v d̊usledku znamená, že funkce f nemuśı být nulová, aby ‖f‖ = 0.

Zaved’me pojem množina mı́ry nula, který můžeme chápat následovně.

Množinu M ⊆ R nazvěme množina mı́ry nula, jestliže pro každé ε > 0 existuje

posloupnost interval̊u I1, I2, · · · ⊂ R tak, že plat́ı

M ⊆
∞⋃
i=1

Ii,

∞∑
i=1

délka(Ii) < ε.

Potom funkce f, g ∈ L2(I) ztotožňujeme, jestliže plat́ı f(t) = g(t) pro všechna

t ∈ I\M (ř́ıkáme skoro všude).

3.1 Fourierova transformace v `2(Z)

Definice 3.1: Fourierova transformace vektoru z ∈ `2(Z) je funkce z L2〈−π, π〉 defi-

nována předpisem

ẑ(ω) =
∑
n∈Z

z(n)eint, ω ∈ 〈−π, π〉. (3.2)

Inverzńı Fourierova transformace funkce f ∈ L2〈−π, π〉 je vektor f̌ ∈ `2(Z) definovaný

předpisem

f̌(n) = 〈f, einω〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(ω)e−inωdω, n ∈ Z. (3.3)

Základńı vlastnosti FT na `2(Z) shrneme do následuj́ıćı věty.
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Věta 3.1: Zobrazeńı ˆ , resp. ˇ je lineárńı, spojité zobrazeńı `2(Z)
na−→ L2〈−π, π〉, resp.

L2〈−π, π〉 na−→ `2(Z). Pro všechny z, w ∈ `2(Z) plat́ı

1. z = (ẑ)̌,

2. Parsevalova rovnost: 〈z, w〉 = 〈ẑ, ŵ〉,

3. Plancherelova formule: ‖z‖2 = ‖ẑ‖2.

3.2 Základńı operátory v `2(Z) a jejich vlastnosti

Dále definujme operátory, jež budeme potřebovat při waveletové analýze.

Definice 3.2: Necht’ z, w ∈ `2(Z). Definujme

1. Konvoluce: (z ∗ w)(m) =
∑

n∈Z z(m− n)w(n), m ∈ Z.

2. Translace: Rk : `2(Z)→ `2(Z), Rkz(n) = z(n− k), n ∈ Z.

3. Konjugovaná reflexe: z̃(n) = z(−n), n ∈ Z.

4. Vektor z∗: z∗(n) = (−1)nz(n), n ∈ Z.

Pro úplnost ještě uvedeme vlastnosti těchto operátor̊u.

Věta 3.2:

1. Necht’ z ∈ `2(Z) , w ∈ `1(Z). Pak z ∗ w ∈ `2(Z).

2. Necht’ v, w ∈ `1(Z) , z ∈ `2(Z). Pak

(a) (z ∗ w)̂ (ω) = ẑ(ω)ŵ(ω) skoro všude.

(b) Konvoluce je komutativńı: z ∗ w = w ∗ z.

(c) Konvoluce je asociativńı: v ∗ (w ∗ z) = (v ∗ w) ∗ z.

(d) v ∗ w ∈ `1(Z).

3. Necht’ z, w ∈ `2(Z). Pak

(a) z̃, z∗, Rkz ∈ `2(Z) pro každé k ∈ Z.

(b) (z̃)̂ (ω) = ẑ(ω).

17



Fourierova transformace na prostoru `2(Z)

(c) (z + w)̃ = z̃ + w̃.

(d) (z∗)̂ (ω) = z̃(ω + π).

(e) (Rkz)̂ (ω) = eikωẑ(ω).

(f) 〈Rjz, Rkw〉 = 〈z, Rk−jw〉, j, k ∈ Z.

(g) 〈z,Rkw〉 = z ∗ w̃(k), k ∈ Z.

(h) 〈z,Rkw̃〉 = z ∗ w(k), k ∈ Z.

4. Necht’ w ∈ `2(Z). Pak plat́ı

(a) Jestlǐze Rkw = w pro nějaké k ∈ Z, k 6= 0, pak w = 0.

(b) Jestlǐze Rkw = Rjw pro nějaké j, k ∈ Z, j 6= k, pak w = 0.

(c) Množina {R2kw}k∈Z je ortonormálńı právě tehdy, když

〈w,R2kw〉 = δk,0.
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Kapitola 4

Waveletová báze na prostoru `2(Z)

Waveletová transformace na prostoru `2(Z) je vybudována podobně jako na prostoru

`2(ZN) (zájemce nalezne v (Váňa, 2007)) až na některé zásadńı rozd́ıly:

1. Na prostoru `2(ZN) plynula maximalita množiny waveletových filtr̊u z jej́ı mohut-

nosti a ortonormálnosti. V prostoru `2(Z) je však potřeba ortonormalitu i maxima-

litu množiny waveletových filtr̊u dokázat.

2. Fourierovým obrazem vektoru z ∈ `2(Z) je funkce f ∈ L2〈−π, π〉.

3. Aby konvoluce analyzovaného vektoru a waveletového filtru z ∗ w byla prvkem

prostoru `2(Z), muśı být w ∈ `1(Z), viz bod 1 věty 3.2.

4. Rozklad prostoru `2(Z) = W−1⊕W−2⊕ . . . obsahuje nekonečně mnoho direktivńıch

sč́ıtanc̊u.

5. Jelikož je prostor `2(Z) nekonečně dimenzionálńı, dá se v praxi konvoluce vektoru

s waveletovým filtrem z∗w spoč́ıtat pouze přibližně. Je proto velmi d̊uležité, aby wa-

veletové filtry měly konečně mnoho nenulových složek (ř́ıkáme, že maj́ı konečný

support).

4.1 Waveletová báze prvńı úrovně

Definice 4.1: Necht’ u, v ∈ `1(Z) jsou takové vektory, že množina B = {R2ku}k∈Z ∪
{R2kv}k∈Z je ONB v `2(Z). Množinu B nazýváme waveletovou báźı na prvńı úrovni

pro `2(Z). Vektory u a v se nazývaj́ı generátory nebo též waveletové filtry.
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Definice 4.2: Necht’ u, v ∈ `1(Z) , z ∈ `2(Z).

1. Přidruženou matici A(ω) k vektor̊um u, v definujeme pro ω ∈ 〈−π, π〉 předpisem

A(ω) =
1√
2

[
û(ω) v̂(ω)

û(ω + π) v̂(ω + π)

]
.

2. Downsampling operátor D : `2(Z)→ `2(Z) definujeme předpisem

D(z)(n) = z(2n), z ∈ Z.

3. Upsampling operátor U : `2(Z)→ `2(Z) definujeme předpisem

U(z)(n) =

{
z
(
n
2

)
, n sudé,

0, n liché.

V následuj́ıćı větě uvedeme základńı vlastnosti operátor̊u D,U a ověř́ıme jejich platnost.

Věta 4.1:

1. Přidružená matice A(ω) je unitárńı pro dané ω, jestlǐze plat́ı

|û(ω)|2 + |û(ω + π)|2 = 2,

|v̂(ω)|2 + |v̂(ω + π)|2 = 2,

û(ω)v̂(ω) + û(ω + π)v̂(ω + π) = 0.

2.

U ◦D(z)(n) =
z(n) + z∗(n)

2
. (4.1)

Operátor D z vektoru z nejprve vynechá všechny liché členy a operátor U na je-

jich p̊uvodńı mı́sto dosad́ı nuly. Dostáváme vektor ( . . . , z(−2), 0, z(0), 0, z(2), . . . ).

Dosazeńım za z∗(n) = (−1)nz(n) do pravé strany rovnice dostáváme

z(n) + z∗(n)

2
=

1

2
z(n) (1 + (−1)n) =

{
z(n), n sudé,

0, n liché.

Rovnost (4.1) tedy evidentně plat́ı.
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Waveletová báze na prostoru `2(Z)

3.

D ◦ U(z)(n) = z(n). (4.2)

D̊ukaz analogicky dle bodu 2 ihned vede na rovnost.

4. Operátor D je zobrazeńı na celý prostor `2(Z), které neńı prosté. Naopak operátor

U neńı zobrazeńı na celý prostor `2(Z), ale je prosté.

Mějme vektor z = ( . . . , a−3, b−2, a−1, b0, a1, b2, a3, . . . ) ∈ `2(Z), kde liché prvky

znač́ıme a a sudé b. Potom D(z) = ( . . . , b−2, b0, b2, . . . ). Evidentně D(z) m̊uže být

libovolný vektor z prostoru `2(Z). Zobrazeńı ale neńı prosté, jelikož obraz neńı závislý

na lichých koeficientech a (tedy stejný obraz mohou mı́t r̊uzné vektory). Analogicky

je vektoru z přiřazen obraz U(z) = ( . . . , a−3, 0, b−2, 0, a−1, 0, b0, 0, a1, 0, b2, 0, a3, 0, . . . ).

Množina všech takovýchto obraz̊u ale zřejmě nepokrývá celý prostor `2(Z).

5.

D(z ∗ ũ)(k) = (z ∗ ũ)(2k) = 〈z, R2ku〉. (4.3)

Prvńı rovnost je zřejmá z definice operátoru D. Druhá rovnost je jedna z vlastnost́ı

operátor̊u translace a konvoluce.

Nyńı už můžeme odvodit nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku ortonormality množin {R2ku}k∈Z

a {R2kv}k∈Z.

Věta 4.2: Necht’ u, v ∈ `1(Z). Pak plat́ı

1. Množina {R2ku}k∈Z je ortonormálńı právě tehdy, když

|û(ω)|2 + |û(ω + π)|2 = 2 (4.4)

pro skoro všechna ω ∈ 〈−π, π〉.

Důkaz: V bodě 4 věty 3.2 jsme zformulovali nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku orto-

normality množiny {R2ku}k∈Z ve tvaru

〈u,R2ku〉 = δk,0.

Úpravami dle vztahu (4.3) dostaneme

〈u,R2ku〉 = (u ∗ ũ)(2k) = D(u ∗ ũ)(k) = D ◦ U(D(u ∗ ũ)(k)) =
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= D(U ◦D(u ∗ ũ)(k)) = D

(
(u ∗ ũ)(k) + ((u ∗ ũ)∗)(k)

2

)
= δk,0.

Uvědomme si, že plat́ı Uδk,0 = δk,0, čili můžeme psát

(u ∗ ũ)(k) + ((u ∗ ũ)∗)(k)

2
= U ◦D

(
(u ∗ ũ)(k) + ((u ∗ ũ)∗)(k)

2

)
= Uδk,0 = δk,0,

odkud již

(u ∗ ũ)(k) + ((u ∗ ũ)∗)(k) = 2δk,0.

Fourierovou transformaćı tohoto vztahu dostáváme

(u ∗ ũ) (̂ω) + ((u ∗ ũ)∗) (̂ω) = 2

a pomoćı identit

• (u ∗ ũ) (̂ω) = û(ω)ˆ̃u(ω) = û(ω)û(ω) = |û(ω)|2,

• ((u ∗ ũ)∗) (̂ω) = (u ∗ ũ) (̂ω + π) = û(ω + π)ˆ̃u(ω + π) =

= û(ω + π)û(ω + π) = |û(ω + π)|2,

obdrž́ıme hledanou podmı́nku

|û(ω)|2 + |û(ω + π)|2 = 2.

Jelikož identity byly odvozeny pomoćı vztahu (z ∗ v)̂(ω) = ẑ(ω)v̂(ω), který plat́ı

pro skoro všechna ω a jelikož f̂(ω) ∈ L2〈−π, π〉, plat́ı dokazovaná podmı́nka pro skoro

všechna ω ∈ 〈−π, π〉.
�

2. Množiny {R2ku}k∈Z a {R2kv}k∈Z jsou navzájem ortogonálńı právě tehdy, když

û(ω)v̂(ω) + û(ω + π)v̂(ω + π) = 0 (4.5)

pro skoro všechna ω ∈ 〈0, π〉.

Důkaz: Důkaz je analogický s předchoźım bodem. Vyjdeme z předpokladu

〈u,R2kv〉 = 0, pro všechna k ∈ Z.
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Stejnými úpravami jako výše źıskáme

(u ∗ ṽ) (̂ω) + ((u ∗ ṽ)∗) (̂ω) = 0.

Identity maj́ı tentokrát tvar

• (u ∗ ṽ) (̂ω) = û(ω)v̂(ω),

• ((u ∗ ũ)∗) (̂ω) = û(ω + π)v̂(ω + π).

Zpětným dosazeńım dostáváme dokazovanou podmı́nku, která z podobného d̊uvodu

jako podmı́nka v bodě 1 plat́ı pro skoro všechna ω ∈ 〈0, π〉.
�

Tato věta nám ukazuje waveletovou analýzu na prvńı úrovni. Dokázali jsme, že množina

{R2ku}k∈Z ∪ {R2kv}k∈Z je ortonormálńı. Aby ale v prostoru `2(Z) tvořila bázi, muśı být

úplná. Trochu předběhneme a pod́ıváme se na zpětnou rekonstrukci. Upravme vztah

(u ∗ U ◦D(z ∗ ũ))̂ (ω) =

(
u ∗ 1

2

(
z ∗ ũ+ (z ∗ ũ)∗

))∧
(ω) =

=

[
1

2

(
z ∗ ũ ∗ u

)
+

1

2

(
(z ∗ ũ)∗ ∗ u

)]∧
(ω) =

1

2
ẑ(ω)|û(ω)|2 +

1

2
ẑ(ω + π)û(ω)û(ω + π).

Pomoćı něj zapǐsme identitu

(u ∗ U ◦D(z ∗ ũ))̂ (ω) + (v ∗ U ◦D(z ∗ ṽ))̂ (ω) =

=
1

2
ẑ(ω)

[
|û(ω)|2 + |v̂(ω)|2

]︸ ︷︷ ︸
=2

+
1

2
ẑ(ω + π)

[
û(ω)û(ω + π) + v̂(ω)v̂(ω + π)

]
︸ ︷︷ ︸

=0

.

Z této identity pomoćı IFT dostaneme rekonstrukčńı rovnici

u ∗ U ◦D(z ∗ ũ) + v ∗ U ◦D(z ∗ ṽ) = z. (4.6)

Nyńı fomulujme a dokažme větu, která zaruč́ı úplnost množiny {R2ku}k∈Z ∪ {R2kv}k∈Z.

Věta 4.3: Necht’ u, v ∈ `2(Z). Pak B = {R2ku}k∈Z ∪ {R2kv}k∈Z je ortonormálńı báze

v prostoru `2(Z) právě tehdy, když přidružená matice A(ω) k těmto vektor̊um je unitárńı

pro skoro všechna ω ∈ 〈0, π〉.
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Důkaz: Dle věty 4.2 jsou si unitárnost matice A(ω) pro skoro všechna ω ∈ 〈0, π〉 a or-

tonormalita množiny B ekvivalentńı, stač́ı nám tedy dokázat pouze úplnost množiny B.

Důkaz úplnosti množiny provedeme sporem. Aby množina B nebyla úplná, muśı existovat

vektor z ∈ `2(Z), z 6= 0, který je ortogonálńı na množinu B. To ale znamená, že

D(z ∗ ũ)(k) = 〈z, R2ku〉 = 0, D(z ∗ ṽ)(k) = 〈z,R2kv〉 = 0 pro každé k ∈ Z

a po dosazeńı do rekonstrukčńı rovnice (4.6) vyjde z = 0 což je spor s jeho nenulovost́ı.

�

Poznámka: Jelikož je množina B úplná a ortonormálńı, tvoř́ı v `2(Z) ONB a rovnice

(4.6) je rovnice perfektńı rekonstrukce.

Definice 4.3: Necht’ je množina B = {R2ku}k∈Z ∪ {R2kv}k∈Z ONB prostoru `2(Z). Pak

definujme prostory V1,W1

V1 = L{R2ku}k∈Z, W1 = L{R2kv}k∈Z.

L znač́ı uzavřený lineárńı obal.

Poznámka: Jelikož množina B je ONB, evidentně plat́ı V1⊕W1 = `2(Z), neboli prostor

W1 je ortogonálńım doplňkem V1 v prostoru `2(Z).

Definice 4.4: Vektory u, v tvoř́ı waveletový filtr 1. úrovně.

Následuj́ıćı větou ukážeme, jak pomoćı vektoru u sestrojit vektor v.

Věta 4.4: Zvolme vektor u ∈ `1(Z) tak, že množina {R2ku}k∈Z je ortonormálńı a se-

strojme vektor v ∈ `1(Z)

v(k) = (−1)k−1u(1− k), k ∈ Z. (4.7)

Pak množina B = {R2ku}k∈Z ∪ {R2kv}k∈Z je ONB v `2(Z).

Důkaz: Dle věty 4.3 je množina B ONB právě tehdy, když je matice A(ω) pro skoro

všechna ω ∈ 〈0, π〉 unitárńı. Ukažme nejprve, jak vypadá Fourier̊uv obraz sestrojeného

vektoru v.

v̂(ω) =
∑
n∈Z

v(n)einω =
∑
n∈Z

(−1)n−1u(1− n)einω =
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Využit́ım rovnosti eiπ = −1 a přepsáńım konjugované reflexe pokračujeme v úpravě

=
∑
n∈Z

eiπ(n−1)+inωũ(n− 1) =
∑
n∈Z

ein(ω+π)−iπũ(n− 1) =

Uděláme substituci m = n− 1 a vše nezávislé na m vytkneme před sumu

=
∑
m∈Z

ei(m+1)(ω+π)−iπũ(m) = eiω
∑
m∈Z

ũ(m)eim(ω+π),

což je až na eiω FT konjugované reflexe v čase ω + π. Posledńı úpravou dostáváme

v̂(ω) = eiωû(ω + π).

Substitućı ω = ω + π dostáváme

v̂(ω + π) = −eiωû(ω).

Dosazeńım do rovnic (4.4) a (4.5) ověř́ıme unitárnost matice A(ω)

|v̂(ω)|2 + |v̂(ω + π)|2 = |eiωû(ω + π)|2 + | − eiωû(ω)|2 = |û(ω + π)|2 + |û(ω)|2 = 2,

û(ω)v̂(ω) + û(ω + π)v̂(ω + π) = û(ω)eiωû(ω + π) + û(ω + π)−eiωû(ω) =

= e−iωû(ω)û(ω + π)− e−iωû(ω + π)û(ω) = 0.

Unitárnost je tedy splněna.

�

Než se zaměř́ıme na vyšš́ı úrovně waveletové analýzy, vysvětleme 1. úroveň prakticky.

Máme měřený diskrétńı signál z ∈ `2(Z), což neznamená nic jiného, než že signál z přenáš́ı

konečnou energii. Tento signál analyzujeme waveletovými filtry u, v, č́ımž dostaneme

vektory dva: zu = D(z ∗ ũ) a zv = D(z ∗ ṽ). Tyto vektory jsou vektory koeficient̊u

rozvoje vektoru z vzhledem k báźım {R2ku}k∈Z a {R2kv}k∈Z (viz vztah (4.3)). Evidentně

zu ∈ V1 a zv ∈ W1. Jedná se vlastně o ortogonálńı projekci vektoru z do prostor̊u V1

a W1. Syntéza pak prob́ıhá podle vztahu (4.6).

4.2 Waveletová báze p-té úrovně

Uved’me větu, která je základem konstrukce wavelet̊u na p-té úrovni.
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Obrázek 4.1: Analýza a syntéza vektoru z na prvńı úrovni

Věta 4.5: Necht’ gl−1 ∈ `2(Z), kde l−1 ∈ N je takový vektor, že množina {R2l−1kgl−1}k∈Z

je ortonormálńı v `2(Z). Necht’ u, v ∈ `1(Z) je waveletový filtr v prostoru `2(Z) na 1.

úrovni a necht’

fl = gl−1 ∗ U l−1(v), gl = gl−1 ∗ U l−1(u).

Pak množina {R2lkfl}k∈Z ∪ {R2lkgl}k∈Z je ortonormálńı v `2(Z).

Důkaz: Z vlastnost́ı (U(z))̃ = U(z̃) a (z + w)̃ = z̃ + w̃ plyne, že f̃l = g̃l−1 ∗ U l−1(ṽ).

Ortonormalitu ověř́ıme úpravou vztahu

〈fl, R2lkfl〉 = fl ∗ f̃l(2lk) =
[(
gl−1 ∗ U l−1(v)

)
∗
(
g̃l−1 ∗ U l−1(ṽ)

)]
(2lk) =

Dı́ky komutativitě konvoluce a vlastnosti U(z ∗ w) = U(z) ∗ U(w) můžeme pokračovat

=
[
gl−1 ∗ g̃l−1 ∗ U l−1(v ∗ ṽ)

]
(2lk) =

∑
m∈Z

(gl−1 ∗ g̃l−1) (2lk −m) ·
[
U l−1 (v ∗ ṽ)

]
(m).

Jelikož ale vektor U l−1 (v ∗ ṽ) (m) má nenulový pouze každý 2l−1-tý koeficient, stač́ı psát∑
m∈Z

(gl−1 ∗ g̃l−1) (2lk − 2l−1m) ·
[
U l−1 (v ∗ ṽ)

]
(2l−1m) =

a po aplikaci operátoru U dostáváme

=
∑
m∈Z

(gl−1 ∗ g̃l−1) (2l−1(2k −m)) · (v ∗ ṽ) (m).
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Vı́me, že plat́ı

(gl−1 ∗ g̃l−1) (2l−1(2k −m)) = 〈gl−1, R2l−1(2k−m)gl−1〉 = δm,2k

a tedy

〈fl, R2lkfl〉 = v ∗ ṽ(2k) = 〈v,R2kv〉.

Analogická rovnost plat́ı samozřejmě i pro vektor gl a t́ımto dostáváme, že množiny

{R2lkfl} a {R2lkgl} jsou ortonormálńı. Můžeme psát

〈fl, R2lkfl〉 = 〈gl, R2lkgl〉 = δk,0.

Stejně odvod́ıme i vzájemnou ortogonalitu.

〈fl, R2lkgl〉 = fl ∗ g̃l(2lk) =
[
gl−1 ∗ g̃l−1 ∗ U l−1(v ∗ ũ)

]
(2lk) =

=
∑
m∈Z

(gl−1 ∗ g̃l−1) (2lk − 2l−1m) ·
[
U l−1 (v ∗ ũ)

]
(2l−1m).

Z d̊uvodu (gl−1 ∗ g̃l−1) (2l−1(2k −m)) = δm,2k a z ortonormálnosti množiny {R2ku}k∈Z ∪
{R2kv}k∈Z můžeme psát

〈fl, R2lkgl〉 = 〈v,R2ku〉 = 0, pro všechna k ∈ Z.

T́ım je věta kompletně dokázána.

�

Pod́ıvejme se nyńı, jak zde vypadaj́ı prostory aproximaćı a detail̊u.

Definice 4.5: Necht’ vektory u, v, gl−1, gl, fl jsou z předchoźı věty. Definujme prostory:

V−l = L{R2lkgl}k∈Z, W−l = L{R2lkfl}k∈Z pro každé l ∈ N.

Věta 4.6: Plat́ı V−l ⊕W−l = V−l+1.

Důkaz: Již jsme ukázali, že množina {R2lkfl}k∈Z ∪ {R2lkgl}k∈Z je ortonormálńı, tedy

nutně plat́ı V−l⊥W−l. Nyńı dokážeme, že V−l a W−l jsou podmnožinami prostoru V−l+1.

Upravme

R2lkfl(n) = fl(n− 2lk) = [gl−1 ∗ U l−1(v)](n− 2lk) =
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=
∑
m∈Z

gl−1(n− 2lk −m)U l−1(v)(m) =

a opět z nenulovosti pouze každého 2l−1-tého koeficientu vektoru U l−1(v)(m) můžeme

psát

=
∑
j∈Z

gl−1(n− 2lk − 2l−1j)U l−1(v)(2l−1j) =
∑
j∈Z

v(j)R2l−1(j+2k)gl−1(n).

Substitućı m = j + 2k dostáváme rovnost

R2lkfl(n) =
∑
m∈Z

v(m− 2k)R2l−1mgl−1(n),

což po zobecněńı pro každé k ∈ Z ř́ıká, že prostor W−l ⊂ V−l+1. Podobně odvod́ıme

R2lkgl(n) =
∑
m∈Z

u(m− 2k)R2l−1mgl−1(n)

a tedy i V−l ⊂ V−l+1, ve výsledku můžeme psát V−l ⊕ W−l ⊆ V−l+1. Muśıme ale ještě

dokázat, že V−l+1 ⊆ V−l ⊕W−l. Definujme standardńı bázi {ej(m)}j∈Z

ej(m) = δm,j pro každé j ∈ Z.

Pak můžeme psát

ej(m) =
∑
k∈Z

〈ej, R2kv〉R2kv(m) +
∑
k∈Z

〈ej, R2ku〉R2ku(m) pro každé m ∈ Z. (4.8)

Jelikož plat́ı

〈ej, R2kv〉 =
∑
n∈Z

ej(n)v(n− 2k) = v(j − 2k) = ṽ(2k − j)

a analogicky

〈ej, R2kv〉 = ũ(2k − j),

můžeme dosazeńım do (4.8) psát

ej(m) =
∑
k∈Z

ṽ(2k − j)v(m− 2k) +
∑
k∈Z

ũ(2k − j)u(m− 2k). (4.9)

Nyńı se již pod́ıvejme na jádro d̊ukazu. Vztah

R2l−1jgl−1 =
∑
m∈Z

ej(m)R2l−1mgl−1 =
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uprav́ıme dosazeńım vztahu (4.9) na

=
∑
m∈Z

(∑
k∈Z

ṽ(2k − j)v(m− 2k) +
∑
k∈Z

ũ(2k − j)u(m− 2k)

)
R2l−1mgl−1 =

Rozděleńım sum obdrž́ıme

=
∑
k∈Z

ṽ(2k − j)
∑
m∈Z

v(m− 2k)R2l−1mgl−1︸ ︷︷ ︸
R

2lk
fl

+
∑
k∈Z

ũ(2k − j)
∑
m∈Z

u(m− 2k)R2l−1mgl−1︸ ︷︷ ︸
R

2lk
gl

=

=
∑
k∈Z

ṽ(2k − j)R2lkfl +
∑
k∈Z

ũ(2k − j)R2lkgl.

Tedy R2l−1jgl−1 ∈ V−1 ⊕ W−l pro každé j ∈ Z. Z toho již plyne V−l+1 ⊆ V−1 ⊕ W−l,

což jsme chtěli dokázat.

�

Konečně se dostáváme k definici waveletové báze na p-té úrovni.

Definice 4.6: Waveletová báze

Necht’ p ∈ N a necht’ f1, . . . , fp, gp ∈ `2(Z) je taková posloupnost vektor̊u, že množina

B = {R2kf1}k∈Z ∪ {R4kf2}k∈Z ∪ . . . {R2pkfp}k∈Z ∪ {R2pkgp}k∈Z

je ONB prostru `2(Z). Pak množinu B nazveme waveletovou báźı prostoru `2(Z) na p-té

úrovni, jej́ı prvky wavelety a vektory fi, gp ∈ `2(Z), i = 1, . . . , p, generátory této báze.

Věta 4.7: Necht’ p ∈ N a necht’ ul, vl ∈ `2(Z) jsou dvojice waveletových filtr̊u pro každé

l = 1, . . . , p, (přidružená matice A(ω) ke každé dvojici je unitárńı pro skoro všechna

ω ∈ 〈0, π〉). Sestrojme posloupnost dvojic {fl, gl}, fl, gl ∈ `2(Z), l = 1, . . . , p, takto:

f1 = v1, g1 = u1

a pro l = 2, . . . , p :

fl = gl−1 ∗ U l−1(vl), gl = gl−1 ∗ U l−1(ul).

Pak fl, gp ∈ `2(Z), l = 1, . . . , p, jsou generátory waveletové báze v prostoru `2(Z).

Důkaz: Dle definice 4.5 je V−j = L{R2jkgj}k∈Z a W−j = L{R2jkfj}k∈Z pro j = 1, . . . , p.
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Nyńı již z věty 4.6, jej́ıho d̊ukazu a z definice waveletové báze dostáváme:

V−p ⊂ Vp−1 ⊂ · · · ⊂ V−1,

W−p ⊕ V−p = V−p+1,

· · ·
W−1 ⊕ V−1 = `2(Z),

W−1 ⊕W−2 ⊕ · · · ⊕W−p ⊕ V−p = `2(Z),

což tvrd́ı věta.

�

Poznámka: Uvědomme si, že d́ıky nekonečnosti prostoru `2(Z) můžeme psát

W−1 ⊕W−2 ⊕ · · · ⊕W−j ⊕ · · · = `2(Z), j ∈ N.

To je jeden z rozd́ıl̊u od waveletové analýzy na prostoru `2(ZN), které byly zmı́něny

na začátku kapitoly. Rozděleńı prostoru dle d̊ukazu věty 4.7 se nazývá multirezolučńı

analýza (MRA) prostoru a jej́ı princip je na obrázku 4.2.

Obrázek 4.2: MRA prostoru `2(Z)
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Poznámka: Standardńı označeńı pro wavelety.

V literatuře se použ́ıvá značeńı

ψ−j,k = R2jkfj, ϕ−j,k = R2jkgj, j = 1, . . . , p, p = 1, . . . ,+∞, k ∈ Z.

Vektory uj, gj, resp. ϕ−j,k se nazývaj́ı otc̊uv wavelet nebo filtr a generuj́ı prostory V−j.

Vektory vj, fj, resp. ψ−j,k se nazývaj́ı matčin wavelet nebo jen wavelet a generuj́ı pro-

story W−j.

V závěru kapitoly shrneme podstatné. V analýze na 1. úrovni jsme celý prostor `2(Z)

rozdělili na 2 rovnocenné, navzájem kolmé podprostory V−1 a W−1. Pro obecný rozklad

je ale bylo potřeba rozlǐsit, jelikož při daľśı analýze jeden z nich děĺıme stejným zp̊usobem

na prostory V−2 a W−2 a takto pokračujeme až do p-té úrovně. Zvolili jsme (viz. věta

4.6), že dělit se bude vždy podprostor V−j a podle toho jsme jej nazvali prostor aproxi-

maćı. Prostor W−j jsme nazvali prostor detail̊u. Rekonstrukce prob́ıhá zpětně rekurzivńı

aplikaćı rovnice perfektńı rekonstrukce (4.6).

Celý princip waveletové analýzy můžeme naznačit i následovně. Analyzovaný (nekonečný)

vektor (z `2(Z)) rozlož́ıme na aproximaci 1. úrovně (ortogonálńı projekce do prostoru

aproximaćı V−1) a detaily 1. úrovně (ortogonálńı projekce do prostoru detail̊u W−1).

Následně vezmeme pouze aproximaci 1. úrovně a rozlož́ıme j́ı na aproximaci a detaily

2. úrovně. Opět se jedná o ortogonálńı projekci, nyńı ale na prostory V−2 a W−2. Takto

pokračujeme až do p-té úrovně. Zpětná rekonstrukce je pouze rekurzivńı výpočet analy-

zovaného vektoru z aproximace a detail̊u nejnižš́ı úrovně, které máme k dispozici.
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Obrázek 4.3: Obecná analýza vektoru z ∈ `2(Z)

Obrázek 4.4: Obecná rekonstrukce vektoru z ∈ `2(Z)
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Kapitola 5

Fourierova transformace na prostoru

L2(R)

5.1 Fourierova transformace na prostoru L1(R)

Definice 5.1: FT na prostoru L1(R).

Fourierovu transformaci funkce f ∈ L1(R) označme f̂ a definujme j́ı předpisem

f̂(ω) =

∫
R
f(t)e−iωtdt, ω ∈ R.

Inverzńı Fourierovu transformaci funkce g ∈ L1(R) označme ǧ a definujme j́ı předpisem

ǧ(t) =
1

2π

∫
R
g(ω)eiωtdω, t ∈ R.

Definice 5.2: Necht’ f ∈ L1(R). Řekněme, že bod x ∈ R je Lebesgueovým bodem této

funkce, jestliže plat́ı

lim
h→0+

∫ +h

−h
|f(x− y)− f(x)|dy = 0.

Vlastnosti: Jestliže f ∈ L1(R), pak plat́ı

1. Skoro všechny body v R jsou Lebesgueovými body funkce f (až na množinu mı́ry

nula).

2. Každý bod spojitosti funkce f je jej́ım Lebesgueovým bodem.
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Poznámka: Daľśı vlastnosti FT a IFT plat́ı pouze pro Lebesgueovy body funkce.

Pro zd̊urazněńı této skutečnosti budeme ř́ıkat, že plat́ı skoro všude. Můžeme tedy zavést

implikaci

plat́ı v Lebesgueově bodě ⇒ plat́ı skoro všude.

Věta 5.1: Věta o IFT.

Necht’ f, f̂ ∈ L1(R). Pak v každém Lebesgueově bodě funkce f plat́ı

1

2π

∫
R
f̂(ω)eiωtdt = f(t).

Věta 5.2: Věta o jednoznačnosti FT.

Necht’ f, g ∈ L1(R) a f̂ = ĝ skoro všude. Pak plat́ı f = g skoro všude.

Důkaz: Věta je d̊usledkem věty předchoźı. Jelikož f̂ = ĝ, tak f̂ − ĝ = (f − g)̂ = 0.

Ale potom plat́ı 0 = 0̌ = ((f − g)̂ )̌ = f − g, neboli f = g.

�

V následuj́ıćı větě shrňme základńı vlastnosti FT.

Věta 5.3: Necht’ f, g ∈ L1(R), necht’ f̂ , ĝ jsou jim př́ıslušné Fourierovy obrazy a necht’

a, α, β ∈ R. Symbolem ' značme př́ıslušnost funkce a jej́ıho Fourierova obrazu. Pak plat́ı:

1. Jestlǐze f, g, f̂ , ĝ ∈ L1(R), pak f, g, f̂ , ĝ ∈ L2(R).

2. Linearita:

αf + βg ' αf̂ + βĝ.

3. Posun v čase:

f(t− a) ' e−iωaf̂(ω).

4. Změna měř́ıtka:

f(at) ' 1

|a|
f̂
(ω
a

)
, a 6= 0.

5. Posun ve frekvenci:

eiatf(t) ' f̂(ω − a).
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6. Komplexně sdružený obraz:

f(−t) ' f̂(ω).

7. Plancherelova formule:

‖f̂‖ =
√

2π‖f‖,

z ńı̌z plyne rovnost

〈f̂ , ĝ〉 = 2π〈f, g〉.

8. Obraz derivace:

Necht’ f (n) ∈ L1(R), n ∈ N0. Pak Fourier̊uv obraz derivace je:(
f (n)

)̂
(t) ' (iω)nf̂(ω).

Lema 1: Riemannovo-Lebesgueovo lema

Je-li f ∈ L1(R), pak f̂ je spojitá a plat́ı

lim
ω→∞

f̂(ω) = 0.

5.2 Základńı operátory a jejich vlastnosti

Pod́ıvejme se na již známé operátory konvoluce, translace a konjugované reflexe.

Definice 5.3:

1. Konvoluce.

Necht’ f, g ∈ L1(R) jsou takové funkce, že
∫

R |f(x − y)g(y)dy| < +∞ pro skoro

všechna x ∈ R. Množinu všech takových x označme K. Definujme konvoluci funkćı

f, g předpisem

(f ∗ g)(x) =

{ ∫
R f(x− y)g(y)dy, pro x ∈ K,

0, pro ostatńı hodnoty x.
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2. Translace.

Pro y ∈ R definujme operátor translace Ry : R→ C, Ryf(x) = f(x− y).

3. Konjugovaná reflexe.

Konjugovanou reflexi funkce f znač́ıme f̃ a je dána předpisem

f̃(x) = f(−x).

Základńı vlastnosti těchto operátor̊u na spojitých prostorech shrneme do věty.

Věta 5.4:

1. Existuj́ı f, g ∈ L2(R) tak, že f ∗ g /∈ L2(R).

2. Konvoluce funkćı f, g : R→ C je komutativńı

f ∗ g = g ∗ f.

3. Necht’ g, h ∈ L1(R) a f ∈ L1(R) ∪ L2(R), pak

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

4. Neexistuje δ ∈ L2(R) tak, že pro každé f ∈ L2(R) plat́ı δ ∗ f = f .

5. Necht’ f, g ∈ L2(R), x, y ∈ R. Pak

〈Rxf,Ryg〉 = 〈f,Ry−xg〉,
〈f,Ryg〉 = f ∗ g̃(y).

5.3 Fourierova transformace na prostoru L2(R)

Definujme FT na prostoru L2(R). Označme C∞C (R) množinu všech komplexńıch dife-

rencovatelných funkćı (tzn. funkce f ∈ C∞C má všechny derivace) s konečným nosičem.

Pro prostory L1(R), L2(R) a C∞C (R) plat́ı C∞C (R) ⊂ L1(R), C∞C (R) ⊂ L2(R). Pak můžeme

formulovat větu:
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Věta 5.5: Necht’ f ∈ C∞C (R). Pak plat́ı

1.

f̂ ∈ L1(R) ∩ L2(R).

2.

‖f‖2 = 〈f, f〉
1
2 =

1√
2π
‖f̂‖2.

Důkaz:

1. Jelikož f(t) ∈ C∞C (R) ⊂ L1(R), pak i f
′′
(t) ∈ C∞C (R) ⊂ L1(R) a plat́ı(

f
′′
)∧

(t) = (iω)2f̂(ω).

Dle Riemannova-Lebesgueova lematu plat́ı limω→±∞ ω
2f̂(ω) = 0. Z toho vyplývá,

že muśı existovat konstanta c > 0 taková, že |ω2f̂(ω)| < c, tud́ıž |f̂(ω)| ≤ c
ω2 .

Potom ale ∫ ∞
1

|f̂(ω)|dω ≤
∫ ∞

1

c

ω2
dω <∞

a poněvadž je funkce f̂(ω) omezená na intervalu 〈−1, 1), je (f
′′
)∧(t) ∈ L1(R). Dále

dle bodu 1 věty 5.3 jelikož f(t), f̂(ω) ∈ L1(R), pak f̂(ω) ∈ L2(R) a d̊ukaz je hotov.

2. Vyjdeme z vlastnosti f(−t) ' f̂(ω). Položme h(t) = f(t) ∗ f̃(−t). Můžeme psát

h(t) =

∫
R
f(s)f(s− t)ds.

Pro obraz funkce h(t) plat́ı

ĥ(t) = f̂(ω) · f̂(ω) = |f̂(ω)|2

a podle věty 5.1 o IFT obdrž́ıme identitu∫
R
f(s)f(s− t)ds =

1

2π

∫
R
|f̂(ω)|2eiωtdt v každém bodě spojitosti.

Konkrétně pro t = 0 dostaneme∫
R
|f(s)|2ds =

1

2π

∫
R
|f̂(ω)|2dt,

37



Fourierova transformace na prostoru L2(R)

odkud

‖f‖2
2 =

1

2π
‖f̂‖2

2,

což jsme chtěli dokázat.

�

Věta 5.6: Věta o aproximaci.

1. Pro každou funkci f ∈ L2(R) a každé ε > 0 existuje funkce g ∈ C∞C taková, že

‖f − g‖ < ε.

2. Pro každou funkci f ∈ L1(R) a každé ε > 0 existuje funkce g ∈ C∞C taková, že

‖f − g‖1 < ε.

Dle věty o aproximaci existuje posloupnost {gn}n∈N taková, že gn ∈ C∞C , ĝn ∈ L1(R)

a že gn konverguje k f ∈ L2(R) v prostoru L2(R). Pak můžeme formulovat větu.

Věta 5.7: Necht’ f ∈ L2(R) a necht’ {fn}n∈N je taková posloupnost, že fn ∈ C∞C a f̂n ∈
L1(R) pro každé n a fn → f v prostoru L2(R). Pak

1. Posloupnost {f̂n}n∈N konverguje k nějakému F v prostoru L2(R).

2. Necht’ {gn}n∈N je jiná posloupnost taková, že gn ∈ C∞C a ĝn ∈ L1(R) pro každé

n a gn → f v prostoru L2(R). Dle části 1 konverguje {gn}n∈N k nějaké funkci

G ∈ L2(R). Pak G = F .

3. Necht’ f ∈ L1(R) ∩ L2(R) a necht’ F je dle části 1. Pak F = f̂ .

Důkaz:

1. Jelikož fn(t) ∈ C∞C ⊂ L1(R) a f̂n ∈ L1(R) pro každé n, pak dle věty 5.3 plat́ı

f̂n ∈ L2(R) pro každé n. Dále jelikož posloupnost {fn} konverguje v L2(R), je

v tomto prostoru cauchyovská a dle věty 5.5 plat́ı

‖f̂n − f̂m‖ =
√

2π‖fn − fm‖ pro každé m,n ∈ N.

Proto posloupnost {f̂n}n∈N je také cauchyovská v L2(R) a jelikož prostor L2(R) je

Hilbert̊uv, existuje v něm nějaké F ∈ L2(R) takové, že f̂n → F .
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2. Dle trojúhelńıkové nerovnosti můžeme psát

‖F −G‖ ≤ ‖F − f̂n‖+ ‖f̂n − ĝn‖+ ‖ĝn −G‖ pro každé n ∈ N,

kam můžeme dosadit dle věty 5.5

‖f̂n − ĝn‖ =
√

2π‖fn − gn‖ ≤
√

2π(‖fn − f‖+ ‖f − gn‖) pro každé n ∈ N.

Limitou pro n→∞ dostáváme ‖F −G‖ = 0, neboli F = G.

3. Důkaz posledńı části věty je př́ılǐs složitý, a proto jej zde nebudeme uvádět. Zájemce

jej nalezne včetně d̊ukaz̊u předešlých bod̊u v (Frazier, 1999).

�

Definice 5.4: Necht’ f ∈ L2(R). Sestrojme posloupnost {fn}n∈N ∈ C∞C (R) tak, že fn →
f . Definujme Fourierovu transformaci funkce f

f̂ = lim
n→∞

f̂n,

kde f̂n = (fn)̂ , pro všechna n ∈ N. Analogicky definujme i inverzńı Fourierovu transfor-

maci jako limitu posloupnosti {f̌n}n∈N.

Poznámka: Věta 5.7 ř́ıká, že v L2(R) existuje limita posloupnosti {f̂n}n∈N (bod 1)

a že tato limita je nezávislá na výběru posloupnosti {fn}n∈N (bod 2). Tud́ıž f̂ je defi-

nována jednoznačně. Nav́ıc v př́ıpadě, že f ∈ L1(R)∩L2(R) nám věta 5.7 zaručuje, že f̂

dle definice 5.4 je stejná jako dle definice 5.1 (bod 3).

Nyńı můžeme k vlastnostem operátor̊u konvoluce, translace a konjungované reflexe přidat

vlastnosti:

1. Necht’ g ∈ L1(R) a f ∈ L1(R) ∪ L2(R). Pak

(f ∗ g)̂ = f̂ ĝ.

2. Necht’ f ∈ L1(R) ∪ L2(R). Pak

(f̃)ˆ(ω) = f̂(ω)

pro skoro všechna ω ∈ R.
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Kapitola 6

Waveletová báze na prostoru L2(R)

6.1 MRA prostoru L2(R)

Multirezolučńı analýza (MRA) prostoru je základńı princip waveletové analýzy. MRA

na prostoru `2(Z) je naznačena v d̊ukazu věty 4.7. V prostoru L2(R) je zkonstruována

podobně, ale pro úplnost uved’me, jak vypadá.

Definice 6.1: Posloupnost uzavřených podprostor̊u {Vj}j∈Z ⊂ L2(R) tvoř́ı multirozklad

(MRA) prostoru L2(R), pokud jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. Monotónnost:

Posloupnost prostor̊u {Vj}j∈Z je neklesaj́ıćı, tj.

Vj ⊂ Vj+1 pro všechna j ∈ Z.

2. Existence škálové funkce:

Existuje škálová funkce ϕ ∈ V0 taková, že posloupnost {Rkϕ}k∈Z je ONB v prostoru

V0, kde Rk je (stejně jako v kapitole 3) operátor translace, tedy plat́ı

Rkϕ(t) = ϕ(t− k) pro všechna k ∈ Z, t ∈ R.

Takovou funkci ϕ nazýváme též otcovský wavelet.

Poznámka: Uvědomme si, že potom každou funkci f ∈ V0 můžeme zapsat ve tvaru

f =
∑
k∈Z

z(k)Rkϕ , z = (z(k)) ∈ `2(R),

kde z je posloupnost koeficient̊u funkce f v̊uči bázi {Rkϕ}k∈Z.
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3. Dilatace:

Pro každé j ∈ Z plat́ı

f(t) ∈ V0 ⇔ f(2jt) ∈ Vj.

4. Pr̊unik:

⋂
j∈Z

Vj = {0}.

5. Hustota:

⋃
j∈Z

Vj = L2(R).

Analogicky s MRA prostoru `2(Z) definujme i prostory Wj.

Definice 6.2: Necht’ posloupnost podprostor̊u {Vj}j∈Z tvoř́ı MRA prostoru L2(R). Pak

posloupnost podprostor̊u {Wj}j∈Z je definována tak, že

Vj ⊕Wj = Vj+1 , pro všechna j ∈ Z.

Poznámka: To znamená, že každá funkce fj+1(t) ∈ Vj+1 lze jednoznačně vyjádřit jako

součet funkćı fj(t) ∈ Vj a gj(t) ∈ Wj, kde fj(t), gj(t) jsou ortogonálńı projekce funkce

fj+1(t) do př́ıslušných prostor̊u. Evidentně plat́ı Vj ⊥ Wj a kv̊uli monotónnosti MRA

plat́ı také Wj ⊥ Wk pro každé j 6= k, j, k ∈ Z.

Definovali jsme, že pokud posloupnost {Vj}j∈Z tvoř́ı MRA prostoru L2(R), pak existuje

škálovaćı funkce ϕ taková, že množina funkćı {Rkϕ}k∈Z je ONB v prostoru V0. Později se

ukáže, že pokud existuje funkce ϕ ∈ V0, pak existuje funkce ψ ∈ W0 taková, že množina

{Rkψ}k∈Z tvoř́ı ONB v prostoru W0. Funkci ψ nazvěme mateřský wavelet.

Definice 6.3: Necht’ množina {ψj,k}j,k∈Z,

ψj,k(t) = 2
j
2 ψ(2jt− k),
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je pro nějaké ψ ∈ L2(R) ONB prostoru L2(R). Pak tuto množinu nazýváme waveletová

báze prostoru L2(R). Podobně definujme množinu {ϕj,k}j,k∈Z

ϕj,k(t) = 2
j
2 ϕ(2jt− k),

která ale netvoř́ı ONB prostoru L2(R).

Poznámka: Pokud ale pro dané j (úroveň, level) vezmeme množinu {ϕj,k}k∈Z, tvoř́ı tato

množina ONB prostoru Vj.

Poznámka: Parametry funkćı ϕj,k, ψj,k zahrnuj́ı posun i změnu měř́ıtka. Faktor 2
j
2 je

v definici kv̊uli zachováńı normy:

‖ψj,k(t)‖2 =

∫
R

∣∣∣2 j
2 ψ(2jt− k)

∣∣∣2 dt =

∫
R

2j
∣∣ψ(2jt− k)

∣∣2 dt =

=

∫
R

2j

2j
∣∣ψ(2jt− k)

∣∣2 2jdt =

∫
R
|ψ(t)|2dt = ‖ψ(t)‖2.

T́ımto můžeme považovat výklad multirozkladu prostoru L2(R) za ukončený a pod́ıvejme

se podrobněji na konstrukci waveletové báze.

6.2 Konstrukce waveletové báze

Konstrukce waveletové báze na prostoru L2(R) je v převážné mı́̌re založena na Planche-

lerově formuli, která ř́ıká, že pokud jsou funkce f(t), g(t) kolmé, pak jsou kolmé i jejich

obrazy f̂(ω), ĝ(ω). To nám umožńı budovat waveletovou teorii na L2(R) ve frekvenčńı

oblasti.

Předpokládejme, že posloupnost {Vj}j∈Z tvoř́ı MRA prostoru L2(R) a tedy existuje

škálovaćı funkce ϕ. Zabývejme se nyńı, jak z otcovského waveletu ϕ źıskat mateřský

wavelet ψ.
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6.2.1 Nı́zkofrekvenčńı (low-pass) filtr a jeho vlastnosti

Vezměme škálovaćı funkci ϕ ∈ V0 ⊂ V1. Jelikož v́ıme, že ONB prostoru V1 je množina

{ϕ1,k}k∈Z, můžeme ϕ rozepsat podle báze ϕ1,k

ϕ =
∑
k∈Z

〈ϕ, ϕ1,k〉ϕ1,k =
∑
k∈Z

ukϕ1,k, (6.1)

kde (uk)k∈Z = (〈ϕ, ϕ1,k〉)k∈Z se nazývá škálovaćı posloupnost. Plat́ı

ϕ1,k = 2
j
2 ϕ(2jt− k)

∣∣
j=1

=
√

2ϕ(2t− k).

Fourierovou transformaćı převedeme do frekvenčńı oblasti

(ϕ(2t− k))̂ (ω) = e−ikω (ϕ(2t))̂ (ω) =
1

2
e−ik

ω
2 ϕ̂
(ω

2

)
a můžeme psát

ϕ̂(ω) =

(∑
k∈Z

uk
√

2ϕ(2t− k)

)∧
(ω) =

1√
2

∑
k∈Z

uke
−ik ω

2 ϕ̂
(ω

2

)
. (6.2)

Definice 6.4: Nı́zkofrekvenčńı filtr (low-pass filter)

Necht’ ϕ ∈ V0 ⊂ V1 a necht’ množina {ϕ1,k}k∈Z je ONB prostoru V1. Pak definujme

ńızkofrekvenčńı (low-pass) filtr

m0(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

uke
−ikω =

1√
2
ûk(−ω), (6.3)

kde (uk)k∈Z = (〈ϕ, ϕ1,k〉)k∈Z ∈ `2(Z).

Poznámka: Filtr m0(ω) je z prostoru L2〈−π, π〉. Dı́ky exponenciálńı funkci ve vztahu

6.3 je funkce m0(ω) definována pro všechna ω ∈ R a je 2π-periodická. Sloučeńım těchto

fakt̊u můžeme psát i m0(ω) ∈ L2〈0, 2π〉.

Vztah (6.2) můžeme přepsat do tvaru

ϕ̂(ω) = m0

(ω
2

)
ϕ̂
(ω

2

)
. (6.4)

Vztah (6.4) se nazývá škálovaćı identita.

Abychom mohli ukázat vlastnosti ńızkofrekvenčńıho filtru, uved’me nejprve d̊uležitou

větu o ortogonalitě posloupnosti (g(t− k∆))k∈Z, g ∈ L2(R).
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Waveletová báze na prostoru L2(R)

Věta 6.1: Necht’ g ∈ L2(R) a ∆ > 0. Posloupnost posun̊u (g(t−k∆))k∈Z je ortonormálńı

právě tehdy, když plat́ı identita

P (ω) =
∑
l∈Z

∣∣∣∣ĝ(ω +
2π

∆
l

)∣∣∣∣2 = ∆ pro skoro všechna ω ∈ R.

Poznámka: Funkce P (ω) je periodická s periodou 2π
∆

.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že plat́ı identita P (ω) = ∆ a dokažme ortonormalitu

posloupnosti (g(t − k∆))k∈Z. Aby posloupnost (g(t − k∆))k∈Z byla ortonormálńı, muśı

platit

〈g(t), g(t− k∆)〉 = δ0,k. (6.5)

Rozepsáńım skalárńıho součinu dostáváme

〈g(t), g(t− k∆)〉 =

∫
R
g(t)g(t− k∆)dt =

a d́ıky Plancherelově formuli přeṕı̌seme do frekvenčńı oblasti

=
1

2π

∫
R
ĝ(ω)e−ik∆ωĝ(ω)dω =

1

2π

∫
R
ĝ(ω)ĝ(ω)eik∆ωdω =

=
1

2π

∫
R
|ĝ(ω)|2eik∆ωdω =

1

2π

∑
l∈Z

∫ (l+1) 2π
∆

l 2π
∆︸ ︷︷ ︸∫
R

|ĝ(ω)|2eik∆ωdω =

Provedeme substituci ω = ω + 2π
∆
l

=
1

2π

∑
l∈Z

∫ 2π
∆

0

∣∣∣∣ĝ(ω +
2π

∆
l

)∣∣∣∣2 eik∆ωdω =
1

2π

∫ 2π
∆

0

∑
l∈Z

∣∣∣∣ĝ(ω +
2π

∆
l

)∣∣∣∣2 eik∆ωdω.

Dosad’me identitu P (ω) = ∆. Pro k = 0 dostáváme

〈g(t), g(t− k∆)〉 =
1

2π

∫ 2π
∆

0

∆dω =
∆

2π

2π

∆
= 1

a pro k 6= 0 dostáváme

〈g(t), g(t− k∆)〉 =
1

2π

∫ 2π
∆

0

∆eik∆ωdω =
∆

2π

1

ik∆

∫ 2π
∆

0

ik∆eik∆ωdω =

=
1

k2πi

[
eik∆ω

] 2π
∆

0
=

1

k2πi
(ek2πi︸︷︷︸

1

−1) = 0.
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T́ım je dokázána prvńı implikace. Postup ale lze i otočit a ukázat, že vztah (6.5) plat́ı

pouze tehdy, když P (ω) = ∆.

�

Důsledek: Pro speciálńı př́ıpad ∆ = 1 je posloupnost (g(t− k))k∈Z ortonormálńı právě

tehdy, když ∑
l∈Z

|ĝ (ω + 2πl)|2 = 1 pro skoro všechna ω ∈ R.

Pod́ıvejme se nyńı na vlastnosti filtru. Posloupnost (ϕ0,k)k∈Z = (ϕ(t − k))k∈Z je ONB

prostoru V0. Tzn., že dle věty 6.1 plat́ı∑
k∈Z

|ϕ̂ (ω + 2kπ)|2 = 1 pro skoro všechna ω ∈ R. (6.6)

Rozepsáńım dle škálovaćı identity∑
k∈Z

|ϕ̂ (ω + 2kπ)|2 =
∑
k∈Z

∣∣∣ϕ̂(ω
2

+ kπ
)∣∣∣2 · ∣∣∣m0

(ω
2

+ kπ
)∣∣∣2 =

a rozděleńım sumy na součty sudých a lichých člen̊u

=
∑
k∈Z

∣∣∣ϕ̂(ω
2

+ 2kπ
)∣∣∣2·∣∣∣m0

(ω
2

+ 2kπ
)∣∣∣2+

∑
k∈Z

∣∣∣ϕ̂(ω
2

+ π + 2kπ
)∣∣∣2·∣∣∣m0

(ω
2

+ π + 2kπ
)∣∣∣2 .

Využit́ım platnosti (6.6) na skoro všech frekvenćıch a periodicity funkce m0(ω) dostáváme∣∣∣m0

(ω
2

)∣∣∣2 +
∣∣∣m0

(ω
2

+ π
)∣∣∣2 = 1 pro skoro všechna ω ∈ R

a z d̊uvodu platnosti na skoro všech frekvenćıch můžeme psát

|m0 (ω)|2 + |m0 (ω + π)|2 = 1 (6.7)

opět pro skoro všechna ω ∈ R.

Dosad́ıme-li za m0(ω) dle vztahu (6.3), dostaneme identitu∣∣∣∣ 1√
2
û(ω)

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ 1√
2
û(ω + π)

∣∣∣∣2 = 1,

neboli

|û(ω)|2 + |û(ω + π)|2 = 2 pro skoro všechna ω ∈ R,
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což dle věty 4.2 znamená, že množina {R2ku}k∈Z je ortonormálńı v `2(Z). Potom dle věty

4.4 můžeme spoč́ıtat takovou funkci v = (vk)k∈Z ∈ `2(Z)

v(k) = (−1)k−1u(1− k),

že množina {R2ku}k∈Z ∪ {R2kv}k∈Z tvoř́ı ONB prostoru V0. Analogicky s (6.1) a (6.2)

můžeme psát

ψ =
∑
k∈Z

vkϕ1,k, (6.8)

ψ̂(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

v(k)e−ik
ω
2 ϕ̂
(ω

2

)
. (6.9)

Nyńı můžeme definovat filtr

m1(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

v(k)e−ikω, (6.10)

kde dle (6.8) (vk)k∈Z = (〈ψ, ϕ1,k〉)k∈Z. Dále dle (6.9) plat́ı identita

ψ̂(ω) = m1

(ω
2

)
ϕ̂
(ω

2

)
, (6.11)

podle ńıž a podle ortogonality množiny (ψ(t− k))k∈Z plat́ı

|m1 (ω)|2 + |m1 (ω + π)|2 = 1 (6.12)

pro skoro všechna ω ∈ R. Z identit (6.7), (6.12) a z kolmosti funkćı u, v (tedy i filtr̊u

m0,m1) plyne, že matice

A =

[
m0(ω) m1(ω)

m0(ω + π) m1(ω + π)

]
(6.13)

je unitárńı pro skoro všechna ω ∈ R.

Ještě se pod́ıvejme na vztah mezi filtry m0 a m1. Do vztahu (6.10) pro filtr m1 dosad’me

dle vztahu 4.7.

m1(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

v(k)e−ikω =
1√
2

∑
k∈Z

(−1)k−1u(1− k)e−ikω =

Využit́ım platnosti −1 = e−iπ a substitućı k − 1 = −m, k = −m+ 1 upravujeme dále

= − 1√
2

∑
k∈Z

e−ikπe−ikωũ(k − 1) = − 1√
2

∑
k∈Z

e−ik(ω+π)ũ(k − 1) =
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= − 1√
2

∑
m∈Z

eim(ω+π)e−iω e−iπ︸︷︷︸
−1

ũ(−m) = e−iω
1√
2

∑
m∈Z

ũ(−m)eim(ω+π) =

= e−iω
1√
2

∑
m∈Z

u(m)e−im(ω+π) = e−iω
1√
2

∑
m∈Z

u(m)e−im(ω+π)

︸ ︷︷ ︸
m0(ω+π)

.

Odtud již plyne hledaný vztah

m1(ω) = e−iωm0(ω + π). (6.14)

Nyńı se vrat’me ke škálovaćı identitě (6.4). Podle ńı plat́ı

ϕ̂
(ω

2

)
= m0

(ω
4

)
ϕ̂
(ω

4

)
.

To můžeme ale dosadit do (6.4) a dostáváme

ϕ̂ (ω) = m0

(ω
2

)
m0

(ω
4

)
ϕ̂
(ω

4

)
.

Takto můžeme rekurzivně pokračovat, až pro nějaké n ∈ N obdrž́ıme

ϕ̂ (ω) = m0

(ω
2

)
m0

(ω
4

)
· · ·m0

( ω
2n

)
ϕ̂
( ω

2n

)
.

Předpokládejme konvergenci tohoto nekonečného součinu. Potom pro n→∞ dostáváme

ϕ̂ (ω) = ϕ̂(0)
∞∏
j=1

m0

( ω
2j

)
,

kde zároveň požadujeme, aby ϕ̂ bylo spojité v 0. Triviálńı řešeńı této rovnice je ϕ̂(0) = 0,

které ale implikuje ϕ̂(ω) = 0 pro každé ω ∈ R. Netriviálńı řešeńı tedy muśı splňovat

ϕ̂(0) 6= 0. Později uvid́ıme, že aby množina {ψj,k}j,k∈Z byla ortonormálńı, muśı být

|ϕ̂(0)| = 1. Předpokládejme tedy, že ϕ̂(0) = 1 a potom

ϕ̂ (ω) =
∞∏
j=1

m0

( ω
2j

)
. (6.15)

Podobným postupem obdrž́ıme

ψ̂ (ω) = m1

(ω
2

)
ϕ̂
(ω

2

)
= m1

(ω
2

)
m0

(ω
4

)
ϕ̂
(ω

4

)
=
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= m1

(ω
2

)
m0

(ω
4

)
· · ·m0

( ω
2n

)
ϕ̂
( ω

2n

)
pro nějaké n ∈ N.

Opět předpokládáme konvergenci nekonečného součinu a ϕ̂(0) = 1. Dostáváme

ψ̂ (ω) = m1

(ω
2

) ∞∏
j=2

m0

( ω
2j

)
. (6.16)

6.2.2 Waveletové filtry

V předchoźı podkapitole jsme naznačili, jak se waveletové filtry na jednotlivých úrovńıch

daj́ı sestrojit. V této kapitole ukážeme, jak vypadá obecný tvar waveletových filtr̊u na pro-

storech Vj,Wj, j ∈ Z.

Pod́ıvejme se nejprve na prostor V0.

Věta 6.2: Necht’ f ∈ V0 ⊂ L2(R). Pak vždy existuje nějaká 2π-periodická funkce d(ω) ∈
L2〈0, 2π〉 taková, že plat́ı

f̂(ω) = d(ω)ϕ̂(ω).

Důkaz: ONB prostoru V0 je množina {ϕ0,k}k∈Z a funkci f ∈ V0 tedy můžeme rozepsat

f(t) =
∑
k∈Z

dkϕ(t− k).

Pomoćı FT převedeme do frekvenčńı oblasti

f̂(ω) =
∑
k∈Z

dke
−ikωϕ̂(ω) =

(∑
k∈Z

dke
−ikω

)
︸ ︷︷ ︸

d(ω)

ϕ̂(ω) = d(ω)ϕ̂(ω).

Potom d(ω) je zřejmě 2π-periodická funkce a jelikož to je FT posloupnosti (dk)k∈Z ∈ `2(Z)

v bodě −ω, je z prostoru L2〈0, 2π〉.
�

Důsledek: Pro normy dle Plancherelovy formule plat́ı

‖d(ω)‖2 =
∥∥∥d̂k∥∥∥2

= 2π
∑
k∈Z

|dk|2 = 2π‖f‖2.
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Potom pro každé f, g ∈ V0 a jim odpov́ıdaj́ıćı df (ω), dg(ω) ∈ L2〈0, 2π〉 plat́ı

〈f, g〉 =
1

2π
〈df (ω), dg(ω)〉 ⇒ f⊥g ⇔ df (ω)⊥dg(ω).

Škálováńım se z prostoru V0 dostaneme do prostoru V−1. Zvolme funkci g(t) ∈ V0.

Škálováńım źıskáme funkci f(t) = g
(
t
2

)
, pak f(t) ∈ V−1. Ve frekvenčńı oblasti můžeme

psát

f̂(ω) = 2ĝ(2ω) = 2d(2ω)ϕ̂(2ω).

Použit́ım škálovaćı identity dostáváme

f̂(ω) = 2d(2ω)︸ ︷︷ ︸
µ(2ω)

m0(ω)ϕ̂(ω).

Zformulujme tedy tvrzeńı, které již nebudeme dokazovat.

Tvrzeńı: Necht’ f ∈ V−1. Pak existuje nějaká 2π-periodická funkce µ(ω) ∈ L2〈0, 2π〉
taková, že plat́ı

f̂(ω) = µ(2ω)m0(ω)ϕ̂(ω). (6.17)

Daľśım škálováńım dostáváme podobný výsledek a tvrzeńı můžeme pomoćı (6.15) zobec-

nit.

Tvrzeńı: Necht’ f ∈ Vp. Pak existuje nějaká 2π-periodická funkce µ(ω) ∈ L2〈0, 2π〉
taková, že plat́ı

f̂(ω) = µ
( ω

2p

) ∞∏
j=p+1

m0

( ω
2j

)
.

Poznámka: Ke vztahu jsme dospěli rekurzivńım dosazeńım škálovaćı identity do vztahu

6.17, předpokladem konvergence t́ım vzniklého nekonečného součinu a předpokladem

ϕ(0) = 1.

Věta 6.3: Necht’ ν(ω) ∈ L2〈0, 2π〉 je nějaká 2π-periodická funkce. Jestlǐze

f̂(ω) = e−iωm0(ω + π)ν(2ω)ϕ̂(ω),

pak f ∈ W−1.
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Poznámka: Podle (6.14) můžeme psát

f̂(ω) = m1(ω)ν(2ω)ϕ̂(ω).

Důkaz: Označme d(ω) = e−iωm0(ω + π)ν(2ω). Plat́ı identita

d(ω)m0(ω) + d(ω + π)m0(ω + π) = 0, (6.18)

nebot’ dosazeńım za d(ω) dostáváme

e−iωm0(ω + π)ν(2ω)m0(ω) + e−i(ω+π)︸ ︷︷ ︸
−e−iω

m0(ω + 2π)ν(2(ω + π))m0(ω + π) =

a d́ıky 2π-periodičnosti funkćı ν(ω) a m0(ω) uprav́ıme

= e−iωm0(ω + π)ν(2ω)m0(ω)− e−iωm0(ω)ν(2ω)m0(ω + π) = 0.

Zvolme g ∈ V−1, tedy ĝ(ω) = µ(2ω)m0(ω)ϕ̂(ω), kde µ(ω) ∈ L2〈0, 2π〉 je libovolná 2π-

periodická funkce. Jelikož V−1⊥W−1, je i g⊥f a potřebujeme ověřit, že 〈f, g〉 = 0. Dále

jelikož f̂(ω) = d(ω)ϕ̂(ω), stač́ı ověřit, že plat́ı 〈d(ω), µ(2ω)m0(ω)〉 = 0.

〈d(ω), µ(2ω)m0(ω)〉 =

∫ 2π

0

d(ω)µ(2ω)m0(ω)dω =

Rozděĺıme integrál na r̊uzné intervaly

=

∫ π

0

d(ω)µ(2ω)m0(ω)dω +

∫ 2π

π

d(ω)µ(2ω)m0(ω)dω =

a druhý integrál uprav́ıme substitućı ω = ω + π

=

∫ π

0

d(ω)µ(2ω)m0(ω)dω + d(ω + π)µ(2ω + 2π)︸ ︷︷ ︸
µ(2ω)

m0(ω + π)

 dω =

Dosazeńım identity (6.18) dostaneme hledaný výsledek

=

∫ π

0

µ(2ω)
[
d(ω)m0(ω)dω + d(ω + π)m0(ω + π)

]
︸ ︷︷ ︸

0

dω = 0.

�
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Škálováńım se z prostoru W−1 dostaneme do prostoru W0. Zvolme funkci g(t) ∈ W−1.

Škálováńım źıskáme funkci f(t) = g(2t), pak f(t) ∈ W0. Ve frekvenčńı oblasti můžeme

psát

f̂(ω) =
1

2
ĝ
(ω

2

)
=

1

2
e−i

ω
2 m0

(ω
2

+ π
)
ν(ω)ϕ̂

(ω
2

)
.

Konstantu 1
2

zahrňme do funkce ν(ω) a zformulujme tvrzeńı.

Tvrzeńı: Necht’ f ∈ W0. Pak existuje nějaká 2π-periodická funkce ν(ω) ∈ L2〈0, 2π〉
taková, že plat́ı

f̂(ω) = e−i
ω
2 m0

(ω
2

+ π
)
ν(ω)ϕ̂

(ω
2

)
.

Poznámka: Podle (6.14) můžeme psát

f̂(ω) = m1

(ω
2

)
ν(ω)ϕ̂

(ω
2

)
. (6.19)

Daľśım škálováńım a dle (6.15) můžeme opět zobecnit.

Tvrzeńı: Necht’ f ∈ Wp. Pak existuje nějaká 2π-periodická funkce ν(ω) ∈ L2〈0, 2π〉
taková, že plat́ı

f̂(ω) = m1

( ω

2p+1

)
ν
( ω

2p

) ∞∏
j=p+1

m0

( ω

2j+1

)
.

Poznámka: Ke vztahu jsme dospěli rekurzivńım dosazeńım škálovaćı identity do vztahu

6.19, předpokladem konvergence t́ım vzniklého nekonečného součinu a předpokladem

ϕ(0) = 1.

Nyńı již v́ıme, jak vypadá Fourier̊uv obraz funkce f ∈ W0 a dostáváme se k sestrojeńı

mateřského waveletu z waveletu otcovského.

Věta 6.4: Funkce ψ ∈ W0 je mateřský wavelet právě tehdy, když |ν(ω)| = 1 pro skoro

všechna ω ∈ R.

Důkaz: Předpokládejme, že funkce ψ ∈ W0 je mateřský wavelet a dokažme, že |ν(ω)| = 1

pro skoro všechna ω ∈ R. Mateřský wavelet tvoř́ı ortonormálńı posloupnost (ψ(t−k))k∈Z,

což dle věty 6.1 znamená, že
∑

k∈Z

∣∣∣ψ̂ (ω + k2π)
∣∣∣2 = 1. Do této podmı́nky dosad́ıme

obecný předpis ψ̂(ω) pro ψ ∈ W0.∑
k∈Z

∣∣∣ψ̂ (ω + k2π)
∣∣∣2 =

∑
k∈Z

∣∣∣m0

(ω
2

+ kπ + π
)∣∣∣2 · |ν(ω + 2kπ)|2 ·

∣∣∣ϕ̂(ω
2

+ kπ
)∣∣∣2 =
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= |ν(ω)|2 ·
∑
k∈Z

∣∣∣m0

(ω
2

+ kπ + π
)∣∣∣2 · ∣∣∣ϕ̂(ω

2
+ kπ

)∣∣∣2 =

Rozděĺıme sumu na sudá a lichá k

= |ν(ω)|2 ·

[∑
l∈Z

∣∣∣m0

(ω
2

+ 2lπ + π
)∣∣∣2 · ∣∣∣ϕ̂(ω

2
+ 2lπ

)∣∣∣2 +

+
∑
l∈Z

∣∣∣m0

(ω
2

+ (2l + 1)π + π
)∣∣∣2 · ∣∣∣ϕ̂(ω

2
+ (2l + 1)π

)∣∣∣2] =

Využijeme 2π-periodičnosti filtru m0(ω) a jelikož posloupnost (ϕ(t − k))k∈Z je orto-

normálńı, můžeme využ́ıt věty 6.1

= |ν(ω)|2 ·

∣∣∣m0

(ω
2

+ π
)∣∣∣2∑

l∈Z

·
∣∣∣ϕ̂(ω

2
+ 2lπ

)∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
1

+

+
∣∣∣m0

(ω
2

)∣∣∣2∑
l∈Z

·
∣∣∣ϕ̂(ω

2
+ (2l + 1)π

)∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
1

 =

Dle vlastnosti (6.12) ńızkofrekvenčńıho filtru

= |ν(ω)|2 ·
[∣∣∣m0

(ω
2

+ π
)∣∣∣2 +

∣∣∣m0

(ω
2

)∣∣∣2]︸ ︷︷ ︸
1

.

Odtud dostáváme ∑
k∈Z

∣∣∣ψ̂ (ω + k2π)
∣∣∣2 = |ν(ω)|2 = 1,

což jsme chtěli dokázat. Postup lze otočit a ukázat, že plat́ı i opačná implikace, tj. že pokud

|ν(ω)| = 1, pak posloupnost (ψ(t− k))k∈Z je ortonormálńı.

�

Dle této věty tedy umı́me zkonstruovat mateřský wavelet z otcovského.
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6.3 Mallat̊uv algoritmus

Pro waveletovou analýzu potřebujeme, obecně vzato, celé množiny {ϕj,k}j,k∈Z, {ψj,k}j,k∈Z.

Na rozd́ıl od předchoźıho výkladu provád́ı Mallat̊uv algoritmus waveletovou analýzu

v časové oblasti. Jeho výhodou je předevš́ım potřeba znalosti pouze základńıho otcovského

a mateřského waveletu, z něhož celá analýza prob́ıhá rekurzivně.

6.3.1 Analytická část

Připomeňme, že pro ϕ(t) ∈ V0 plat́ı

ϕ(t) =
∑
k∈Z

hkϕ1,k(t) =
√

2
∑
k∈Z

hkϕ(2t− k),

kde hk ∈ `2(Z) a {ϕ1,k(t)}k∈Z je ONB v prostoru V1. Spoč́ıtejme si, jak vypadá ϕj,k(t).

ϕj,k(t) = 2
j
2 ϕ(2jt− k)︸ ︷︷ ︸
ϕ(t) pro t=2jt−k

= 2
j
2

√
2
∑
m∈Z

hmϕ(2(2jt− k)−m) =

= 2
j+1

2

∑
m∈Z

hmϕ(2j+1t− (2k +m︸ ︷︷ ︸
l

)) = 2
j+1

2

∑
l∈Z

hl−2kϕ(2j+1t− l).

Dostáváme vyjádřeńı ϕ na j-té úrovni pomoćı ϕ na (j + 1)-ńı úrovni

ϕj,k =
∑
l∈Z

hl−2kϕj+1,l,

což je zobecněná škálovaćı identita v časové oblasti. To samé můžeme udělat s mateřským

waveletem.

ψ =
∑
m∈Z

h1−m(−1)m−1︸ ︷︷ ︸
gm

ϕ1,m =
∑
m∈Z

gmϕ1,m

a potom

ψj,k =
∑
l∈Z

gl−2kϕj+1,l.

Na základě těchto identit spoč́ıtejme waveletové koeficienty. Mějme f ∈ L2(R). Označme

cj = (cj,k)k∈Z = (〈f, ϕj,k〉)k∈Z vektor koeficient̊u v̊uči bázi prostoru Vj a dj = (dj,k)k∈Z =

(〈f, ψj,k〉)k∈Z vektor koeficient̊u v̊uči bázi prostoru Wj. Pak plat́ı

〈f, ϕj,k〉 =

〈
f,
∑
l∈Z

hl−2kϕj+1,l

〉
=
∑
l∈Z

hl−2k〈f, ϕj+1,l〉,
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neboli

cj,k =
∑
l∈Z

hl−2kcj+1,l.

Podobně to plat́ı i pro mateřský wavelet

dj,k =
∑
l∈Z

gl−2kcj+1,l

a využit́ım operátoru D z kapitoly 3 můžeme dále upravovat

cj,k =
∑
l∈Z

h̃2k−lcj+1,l = (cj+1 ∗ h̃)(2k) = D(cj+1 ∗ h̃)(k).

Taktéž pro dj,k. Analytickou část Mallatova algoritmu tedy můžeme zapsat

cj = D(cj+1 ∗ h̃)(k),

dj = D(cj+1 ∗ g̃)(k).
. (6.20)

Uvědomme si, že waveletové koeficienty na jednotlivých úrovńıch jsou výsledkem wave-

letové analýzy. Proto jsou tyto vztahy velmi d̊uležité. Popisuj́ı totiž rekurzivńı výpočet

waveletových koeficient̊u bez nutnosti výpočtu všech waveletových filtr̊u. Stač́ı pouze

znát základńı waveletové filtry (včetně jejich posun̊u), d́ıky nimž spoč́ıtáme koeficienty

(hm)m∈Z a (gm)m∈Z.

Obrázek 6.1: Mallat̊uv algoritmus - analýza

6.3.2 Rekonstrukčńı část

Vezměme si ϕ1,k ∈ V1. Jelikož V1 = V0 ⊕W0, muśı platit

ϕ1,k =
∑
l∈Z

αlϕ0,l +
∑
l∈Z

βlψ0,l (6.21)
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Obrázek 6.2: Mallat̊uv algoritmus - syntéza

pro nějaké nenulové vektory (αl)l∈Z, (βl)l∈Z. Pro koeficienty plat́ı

αl = 〈ϕ1,k, ϕ0,l〉 =

〈
ϕ1,k,

∑
m∈Z

h̃2l−mϕ1,m

〉
=

〈
ϕ1,k,

∑
m∈Z

hm−2lϕ1,m

〉
= hk−2l = hk−2l

a analogicky

βl = gk−2l.

Dosazeńım do (6.21) dostáváme

ϕ1,k =
∑
l∈Z

hk−2lϕ0,l +
∑
l∈Z

gk−2lψ0,l,

což škálováńım přejde na identitu

ϕj+1,k =
∑
l∈Z

hk−2lϕj,l +
∑
l∈Z

gk−2lψj,l.

Skalárńım součinem s f obdrž́ıme vztah pro rekonstrukci koeficient̊u

cj+1,k =
∑
l∈Z

hk−2lcj,l +
∑
l∈Z

gk−2ldj,l.

Využit́ım operátoru U (
”
upsampling“)∑

l∈Z

cj,lhk−2l =
∑
l∈Z

U(cj,l)(l)hk−l = (U(cj)(l) ∗ h) (k)

a tedy

cj+1,k = (U(cj)(l) ∗ h) (k) + (U(dj)(l) ∗ g) (k). (6.22)

Poznámka: Sloučeńım (6.20) a (6.22) dostáváme rovnici perfektńı rekonstrukce (4.6),

pouze aplikovanou na waveletové koeficienty.
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Poznámka: Uvědomme si, že waveletové koeficienty jsou vektory z prostoru `2(Z) a tedy

Mallat̊uv algoritmus převád́ı problematiku waveletové analýzy ze spojitého prostoru L2(R)

do jednodušeji implementovatelného prostoru `2(Z). Právě kv̊uli tomu je tento algoritmus

velmi d̊uležitý a použ́ıvaný.
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Kapitola 7

Kostry v Hilbertových prostorech

a Rieszova báze

7.1 Kostry v Hilbertových prostorech

Označme H separabilńı Hilbert̊uv prostor a N spočetnou indexovou množinu (|N | <∞).

Pak můžeme definovat kostru (frame) a jej́ı základńı vlastnosti.

Definice 7.1: Posloupnost vektor̊u (ϕn)n∈N , ϕn 6= 0 se nazývá kostra prostoru H,

jestliže existuj́ı kladné konstanty A,B : 0 < A ≤ B <∞ takové, že plat́ı

A‖f‖2 ≤
∑
n∈N

|〈f, ϕn〉|2 ≤ B‖f‖2 , pro každé f ∈ H. (7.1)

Zaved’me značeńı Φ = (ϕn)n∈N . Pak ř́ıkáme, že Φ je (A,B) − kostra. Pokud A = B,

nazývá se těsná kostra (tight frame). Pro těsnou kostru evidentně plat́ı

‖f‖2 =
1

A

∑
n∈N

|〈f, ϕn〉|2 , pro každé f ∈ H.

Tvrzeńı: Je-li Φ ⊂ H kostra, tvoř́ı úplný systém, neboli

L{Φ} = H,

kde L znač́ı uzavřený lineárńı obal.
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Důkaz: Kdyby Φ nebyl úplný systém, pak existuje nenulové f ∈ H takové, že

〈f, ϕn〉 = 0, pro každé n ∈ N .

Dosazeńım do vztahu (7.1) dostáváme

0 < A‖f‖2 =
∑
n∈N

|〈f, ϕn〉|2 =
∑
n∈N

0 = 0,

což je evidentně spor.

�

Tvrzeńı: Každý úplný systém vektor̊u {ϕn}Nn=1, ϕn 6= 0, v konečně dimenzionálńım pro-

storu H tvoř́ı kostru.

Důkaz: Vezměme posloupnost vektor̊u {ϕn}Nn=1 tvoř́ıćı kostru prostoru H a zaved’me

spojitou funkci F

F (f) =
N∑
n=1

|〈f, ϕn〉|2,

která na množině {F (f) : ‖f‖ = 1} nabývá minimálńı hodnoty A a maximálńı hodnoty

B. Evidentně tedy plat́ı 0 ≤ A ≤ B <∞.

Předpokládejme, že A = 0 =
∑N

n=1 |〈f, ϕn〉|2. Jelikož ‖f‖ = 1, neboli f 6= 0, bude A = 0

splněno pouze v př́ıpadě, že ϕn = 0, což je ale spor s definićı 7.1. Tud́ıž A 6= 0 a plat́ı

dokazované tvrzeńı 0 < A ≤ B <∞.

Poznámka: Množinu {F (f)} jsme sice volili pro ‖f‖ = 1, uvědomme si ale, že tvrzeńı

plat́ı obecně pro každé f ∈ H. Námi nalezené konstanty A,B pak stač́ı pouze dělit

normou ‖f‖.

�

Věta 7.1: Těsná 1-kostra složená z jednotkových vektor̊u je ONB.

Důkaz: Pro těsnou 1-kostru plat́ı A = B = 1. Po dosazeńı do vztahu (7.1) pro f = ϕm

dostáváme

‖ϕm‖2 =
∑
n∈N

|〈ϕm, ϕn〉|2 = ‖ϕm‖2 +
∑
n ∈ N
n 6= m

|〈ϕm, ϕn〉|2,
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odkud zřejmě

〈ϕm, ϕn〉 = 0 , pro každé n ∈ N , n 6= m.

T́ım je ukázána ortogonalita těsné 1-kostry, normalita je zajǐstěna jednotkovými veli-

kostmi vektor̊u.

�

Př́ıklad 7.1: Mějme množinu Φ =
{

[1, 0] ,
[
−1
2
,
√

3
2

]
,
[
−1
2
, −
√

3
2

]}
. Ukažme, že množina

tvoř́ı kostru prostoru C2. Zvolme obecný prvek x ∈ C2, x = [x1, x2] a dosad’me

3∑
n=1

|〈x, ϕn〉|2 = |x1|2 +

∣∣∣∣∣∣
(
−1

2

)
x1 +

(√
3

2

)
x2

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
(
−1

2

)
x1 −

(√
3

2

)
x2

∣∣∣∣∣∣
2

=

= |x1|2 +

∣∣∣∣∣−1

2
x1 +

√
3

2
x2

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣−1

2
x1 −

√
3

2
x2

∣∣∣∣∣
2

=

= x2
1 + 2 · 1

4
x2

1 + 2 · 3

4
x2

2 =
3

2
x2

1 +
3

2
x2

2 =
3

2
‖x‖2.

Množina Φ je kostra (dokonce těsná) a evidentně tvoř́ı úplný systém. Jej́ı konstanty

A = B = 3
2
6= 1 potvrzuj́ı, že prvky množiny Φ nejsou kolmé.

Obrázek 7.1: Množina Φ - př́ıklad 7.1
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Nyńı se pod́ıvejme na dva základńı operátory, pomoćı nichž spoč́ıtáme rozvoj funkce podle

dané kostry.

Definice 7.2: Necht’ H je separabilńı Hilbert̊uv prostor a `2(N ),N ⊆ R je prostor

komplexńıch posloupnost́ı sumarizovatelných s druhou mocninou. Pak zobrazeńı TΦ :

H −→ `2(N ) dané předpisem

TΦf = (〈f, ϕn〉)n∈N

se nazývá operátor koeficient̊u.

Věta 7.2: TΦ je omezený operátor s omezenou inverźı na svém oboru hodnot R(TΦ).

R(TΦ) je uzavřený podprostor v `2(N ). Dále plat́ı

√
A ≤ ‖TΦ‖ ≤

√
B, (7.2)

1√
B
≤ ‖T−1

Φ ‖ ≤
1√
A
. (7.3)

Pro každou posloupnost c = (cn) ∈ `2(N ) řada
∑

n∈N cnϕn konverguje v H a adjunkce

T ∗Φ : `2(N ) −→ H je dána vztahem

T ∗Φc =
∑
n∈N

cnϕn.

Důkaz:

1. Nejprve dokážeme omezenost operátoru TΦ a jeho inverze. Definice 7.1 př́ımo ř́ıká

A‖f‖2 ≤ ‖TΦf‖2 ≤ B‖f‖2 pro každé f ∈ H. (7.4)

Odtud plyne

‖TΦf‖ ≤
√
B‖f‖ pro každé f ∈ H,

neboli

‖TΦ‖ ≤
√
B.

Analogicky odvod́ıme

‖TΦ‖ ≥
√
A.
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Vztah (7.4) si můžeme rozepsat do dvou nerovnost́ı

A‖f‖2 ≤ ‖TΦf‖2 ⇒ ‖f‖2 ≤ 1

A
‖TΦf‖2,

B‖f‖2 ≥ ‖TΦf‖2 ⇒ ‖f‖2 ≥ 1

B
‖TΦf‖2.

Jelikož operátor TΦ je invertibilńı, můžeme psát

1

B
‖TΦf‖2 ≤ ‖f‖2 = ‖T−1

Φ (TΦf)‖2 ≤ 1

A
‖TΦf‖2

a substitućı TΦf = g dostáváme

1

B
‖g‖2 ≤ ‖T−1

Φ g‖2 ≤ 1

A
‖g‖2,

odkud již plyne omezenost inverze operátoru (nerovnost (7.3)).

2. Dále dokážeme, že obor hodnot R(TΦ) je uzavřený podprostor. Definujme posloup-

nost (TΦfn), fn ∈ H, takovou, že (TΦfn)
n→∞−→ F ∈ `2(Z). Pak plat́ı

‖TΦfn − TΦfm‖ ≥
√
A‖fn − fm‖.

Tedy posloupnost (fn) je cauchyovská a konverguje k fn
n→∞−→ f . Vzhledem ke spo-

jitosti operátoru TΦ můžeme psát

F = lim
n→∞

(TΦfn) = TΦ( lim
n→∞

fn) = TΦf,

což znamená, že limita F posloupnosti TΦfn patř́ı do oboru hodnot R(TΦ) a tedy

že R(TΦ) je uzavřený podprostor.

3. Dokážeme konvergenci řady
∑

n∈N cnϕn v Hilbertově prostoru H pro (cn)n∈N ∈
`2(N ), cn 6= 0. Zvolme konečnou podmnožinu N ′ ⊂ N tak, že

f =

∑
n∈N ′ cnϕn∥∥∑
n∈N ′ cnϕn

∥∥ .
Tedy ‖f‖ = 1. Pak můžeme psát∥∥∥∥∥∑

n∈N ′
cnϕn

∥∥∥∥∥ =

(∑
n∈N ′

cnϕn, f

)
=

∣∣∣∣∣∑
n∈N ′

cn(ϕn, f)

∣∣∣∣∣ ≤
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≤

(∑
n∈N ′
|cn|2

) 1
2

·

(∑
n∈N ′
|(f, ϕn)|2

) 1
2

≤

(∑
n∈N ′
|cn|2

) 1
2

·B
1
2 · ‖f‖ =

= B
1
2 ·

(∑
n∈N ′
|cn|2

) 1
2

.

A jelikož posloupnost (
∑
|cn|2) je cauchyovská, je cauchyovská i posloupnost částečných

součt̊u (
∑N

n=1 cnϕn)N , nebot’ pro N ≤M máme∥∥∥∥∥
M∑
n=1

cnϕn −
N∑
n=1

cnϕn

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
M∑

n=N+1

cnϕn

∥∥∥∥∥
2

≤ B ·

(
M∑

n=N+1

‖cn‖2

)
.

4. Odvod’me nyńı tvar adjungovaného operátoru T ∗Φ. Připomeňme, že obecně pro něj

plat́ı

〈TΦf, c〉 = 〈f, T ∗Φc〉 pro každé f ∈ H, c ∈ `2(N ),

kde N ⊂ R. Úpravami dostaneme

〈TΦf, c〉 = 〈〈f, ϕn〉, c〉 =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉cn =
∑
n∈N

〈f, cnϕn〉 = 〈f,
∑
n∈N

cnϕn〉,

tedy T ∗Φc =
∑

n∈N cnϕn, což jsme chtěli dokázat.

�

Definice 7.3: Necht’ H je separabilńı Hilbert̊uv prostor a Φ = (ϕn)n∈N je (A,B) −
kostra. Pak zobrazeńı SΦ : H

na−→ H dané předpisem

SΦ = T ∗ΦTΦ,

neboli

SΦf =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕn

se nazývá operátor kostry (frame operator).

Poznámka: Je-li Φ ONB, pak SΦ je identita. Obecně ne, jelikož ϕn nemuśı být orto-

gonálńı vektory.
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Př́ıklad 7.2: Skutečnost, že SΦ obecně neńı identita, ukážeme následovně. Zvolme ONB

Φ′ = (ϕ′n)n∈N a udělejme z ńı neortonormálńı vynásobeńım konstantou α ∈ R, α 6= 0.

Pak můžeme psát ϕn = αϕ′n a plat́ı∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕn =
∑
n∈N

〈f, αϕ′n〉αϕ′n = α2
∑
n∈N

〈f, ϕ′n〉ϕ′n = α2f 6= f.

Zvolme f = (f1, f2) a ukažme to samé i na množině Φ z př́ıkladu (7.1).

SΦf =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕn =

= f1(1, 0) +

[
−1

2
f1 +

√
3

2
f2

](
−1

2
,

√
3

2

)
+

[
−1

2
f1 −

√
3

2
f2

](
−1

2
,−
√

3

2

)
=

=

(
f1 −

1

2

(
−1

2
f1 +

√
3

2
f2 −

1

2
f1 −

√
3

2
f2

)
,

√
3

2

(
−1

2
f1 +

√
3

2
f2 +

1

2
f1 +

√
3

2
f2

))
=

=

(
f1 −

1

2
(−f1),

√
3

2

(√
3f2

))
=

(
3

2
f1,

3

2
f2

)
6= (f1, f2).

Věta 7.3: SΦ je pozitivńı omezený operátor na s omezenou inverźı. Plat́ı následuj́ıćı

odhady:

A · Id ≤ SΦ ≤ B · Id,

1

B
· Id ≤ S−1

Φ ≤
1

A
· Id.

Důkaz:

1. Plat́ı

〈SΦf, f〉 =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉〈ϕn, f〉 =
∑
n∈N

|〈f, ϕn〉|2 = ‖TΦf‖2.

Z toho a z definice kostry plyne prvńı nerovnost a dle věty 2.13 plat́ı i odhad

operátoru S−1
Φ .
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2. Ještě zbývá dokázat, že operátor SΦ je na. Důkaz provedeme sporem. Kdyby operátor

nebyl na, existovalo by takové g 6= 0, že g ⊥ R(SΦ). Potom by ale platilo

0 = 〈SΦg, g〉 = 〈T ∗ΦTΦg, g〉 = 〈TΦg, TΦg〉 = ‖TΦg‖2 ≥ A‖g‖2 6= 0,

což je evidentńı spor.

�

Definice 7.4: Množina Φ̃ = (ϕ̃n)n∈N definovaná předpisem

ϕ̃n = S−1
Φ ϕn

je duálńı kostra (dual frame) ke kostře Φ = (ϕn)n∈N .

Poznámka: Operátor koeficient̊u a operátor duálńı kostry pak maj́ı tvar

TΦ̃f = (〈f, ϕ̃n〉)n∈N , T ∗
Φ̃
c =

∑
n∈N

cnϕ̃n,

SΦ̃f =
∑
n∈N

〈f, ϕ̃n〉ϕ̃n.

Věta 7.4: Duálńı kostra

Φ̃ je
(

1
B
, 1
A

)
− kostra. Dále plat́ı

T ∗
Φ̃
c =

{
T−1

Φ c c ∈ TΦ(H)

0 c ∈ TΦ(H)⊥
.

Duálńı kostra k duálńı kostře je kostra p̊uvodńı, tj.
˜̃
Φ = Φ.

Důkaz:

1. Jelikož S−1
Φ je pozitivńı (a tedy samoadjungovaný) operátor, pro každé f ∈ H plat́ı

TΦ̃f = (〈f, ϕ̃n〉)n = (〈f, S−1
Φ ϕn〉)n = (〈S−1

Φ f, ϕn〉)n = TΦ〈S−1
Φ f〉 = TΦS

−1
Φ f.

Můžeme tedy psát

‖TΦ̃f‖
2 = ‖TΦS

−1
Φ f‖2

`2(N ) = 〈TΦS
−1
Φ f, TΦS

−1
Φ f〉`2(N ) =
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= 〈S−1
Φ f, T ∗ΦTΦS

−1
Φ f〉H = 〈S−1

Φ f, f〉H

a dle věty 7.3 je tedy Φ̃
(

1
B
, 1
A

)
− kostra, což znamená

1

B
‖f‖2 ≤ ‖TΦ̃f‖

2 ≤ 1

A
‖f‖2.

2. V bodě 1) jsme odvodili

TΦ̃ = TΦS
−1
Φ : H

na−→ TΦ(H).

Plat́ı tedy

T ∗
Φ̃

= S−1
Φ T ∗Φ.

Pokud polož́ıme c = TΦf , pak úpravami dostáváme:

T ∗
Φ̃
c = S−1

Φ T ∗ΦTΦf = S−1
Φ SΦf = f = T−1

Φ c.

Na druhou stranu je-li c⊥TΦ(H), pak pro všechna f ∈ H je

〈T ∗
Φ̃
c, f〉 = 〈c, TΦ̃f〉 = 〈c, TΦS

−1
Φ f〉 = 0,

a proto T ∗
Φ̃
c = 0.

3. Nakonec dokážeme, že
˜̃
Φ = Φ.

˜̃ϕn = S−1

Φ̃
ϕ̃n = (T ∗

Φ̃
TΦ̃)−1ϕ̃n = ((TΦS

−1
Φ )∗(TΦS

−1
Φ ))−1ϕ̃n =

= (S−1
Φ T ∗ΦTΦS

−1
Φ )−1ϕ̃n = (S−1

Φ SΦS
−1
Φ )−1ϕ̃n = SΦϕ̃n = SΦS

−1
Φ ϕn = ϕn,

č́ımž je d̊ukaz hotov.

�

Věta 7.5: Rozvoj podle kostry

Necht’ Φ a Φ̃ jsou navzájem duálńı kostry. Pak plat́ı

f =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃n =
∑
n∈N

〈f, ϕ̃n〉ϕn.
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Důkaz: Dle věty 7.4 plat́ı T−1
Φ c = T ∗

Φ̃
c pro každé c ∈ TΦ(H). Využit́ım toho můžeme

psát

f = T−1
Φ TΦf = T ∗

Φ̃
TΦf = T ∗

Φ̃
(〈f, ϕn〉) =

∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃n.

Vzhledem k dualitě máme i druhou rovnost.

�

Před daľśım postupem interpretujme dosud napsanou teorii. Funkce f reprezentuje analy-

zovanou funkci (např. změřený signál) a vektory ϕn jsou funkce, jimiž analyzujeme (např.

wavelety). Operátor TΦ nám z funkce f udělá vektor koeficient̊u př́ısluš́ıćı vektor̊um ϕn.

Operátor T ∗Φ z těchto koeficient̊u a všech vektor̊u ϕn udělá
”
lineárńı kombinaci“ (každý

vektor s jemu př́ıslušným koeficientem). Celá tato operace je shrnutá v operátoru SΦ.

Samotná analýza funkce f prob́ıhá právě nad koeficienty źıskanými operátorem TΦ.

Ve výsledku můžeme některé koeficienty ponechat (d̊uležité vlastnosti f) a některé můžeme

anulovat (potlačeńı rušivých složek v f). Pro daľśı činnost ale potřebujeme z koefici-

ent̊u zpětně zrekonstruovat analyzovanou funkci. To můžeme provést dle věty 7.5, ale zde

potřebujeme znát i duálńı kostru Φ̃, kterou z p̊uvodńı kostry spoč́ıtáme pomoćı operátoru

S−1
Φ . Jenže ten zat́ım neznáme a právě jeho výpočtem se budeme nadále zabývat.

Uvedeme větu, kterou nebudeme dokazovat, čtenář nalezne d̊ukaz v (Rudin, 2003).

Věta 7.6: Necht’ R je operátor na Hilbertově prostoru H takový, že ‖R‖ < 1. Pak Id−R
je operátor maj́ıćı omezenou inverzi (Id−R)−1, pro kterou plat́ı

(Id−R)−1 =
∞∑
n=0

Rn.

Poznámka: Všimněme si, že vztah je analogický se součtem nekonečné geometrické řady

s koeficientem menš́ım než 1. Tady ale řada konverguje v operátorové normě.

Pokusme se nyńı naj́ıt vhodné vyjádřeńı operátoru S−1
Φ ve tvaru (Id − R)−1 (viz věta

7.6).

S−1
Φ = (Id−R)−1 = [Id− (Id− SΦ)]−1.

Potřebujeme, aby ‖R‖ < 1, proto vztah uprav́ıme

S−1
Φ = q [Id− (Id− qSΦ)]−1 ,
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kde q ∈ R, q 6= 0 je konstanta, která splňuje ‖R‖ < 1. Operátor R je tedy

R = Id− qSΦ.

Poznámka: Jelikož operátor SΦ je omezený (tedy samoadjungovaný), je operátor R také

omezený a tedy také samoadjungovaný.

Zvolme např́ıklad

q =
2

B + A

a ukažme, že splňuje podmı́nku ‖R‖ < 1. Operátory S−1
Φ a R maj́ı tvar

S−1
Φ =

2

B + A

[
Id−

(
Id− 2SΦ

B + A

)]−1

, (7.5)

R = Id− 2SΦ

B + A
. (7.6)

Jelikož plat́ı

A · Id ≤ SΦ ≤ B · Id,

plat́ı pro odhady operátoru R

R ≤ Id− 2A

B + A
Id =

B − A
B + A

Id,

R ≥ Id− 2B

B + A
Id = −B − A

B + A
Id,

čili

−B − A
B + A

Id ≤ R ≤ B − A
B + A

Id.

Pro jeho normu tedy plat́ı

‖R‖ ≤ B − A
B + A

< 1.

Důsledek: Rozvoj S−1
Φ v řadu

Je-li Φ (A,B)− kostra, pak aplikaćı věty 7.6

S−1
Φ =

2

B + A

∞∑
k=0

Rk , kde R = Id− 2SΦ

B + A
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v operátorové normě.

Takto jsme dospěli k operátoru S−1
Φ , který je vyjádřen pomoćı již známých operátor̊u

a konstant. Při technické aplikaci však naraźıme na problém nekonečného součtu. Je tedy

nutné operátor S−1
Φ , př́ıpadně kostru (ϕ̃n) aproximovat a odhadnout chybu vzniklou touto

aproximaćı. Zaved’me si nejprve značeńı.

Definice 7.5: Aproximaci (N + 1)-ńıho řádu rekonstrukce funkce f označme f (N+1)

a definujme j́ı

f (N+1) =
2

B + A

N∑
k=0

RkSΦf. (7.7)

Aproximaci (N + 1)-ńıho řádu kostry ϕ̃n označme ϕ̃
(N)
n a definujme j́ı

ϕ̃(N)
n =

2

B + A

N∑
k=0

Rkϕn. (7.8)

Poznámka: Aproximace vzešly z operátoru S−1
Φ , ve kterém jsme sumu aproximovali

částečným součtem (
S−1

Φ

)(N)
=

2

B + A

N∑
k=0

Rk.

Dosazeńım do

f (N) =
(
S−1

Φ

)(N)
(SΦf), (ϕ̃n)(N) =

(
S−1

Φ

)(N)
ϕn

již dostáváme definované vztahy. Aproximaci (N + 1)-ńıho řádu rekonstrukce funkce

můžeme upravit

f (N+1) =
2

B + A

N∑
k=0

RkSΦf =
2

B + A

N∑
k=0

Rk

(∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕn

)
=

=
2

B + A

∑
n∈N

〈f, ϕn〉
N∑
k=0

Rkϕn =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃(N)
n .

T́ım je zároveň ukázán d̊uvod označeńı ϕ̃
(N)
n u (N + 1)-ńı aproximace. Také plat́ı

lim
N→∞

f (N+1) = lim
N→∞

2

B + A

N∑
k=0

RkSΦf = f.

Aproximaci 1. řádu dosáhneme triviálńımi úpravami vztahu

f =

(
Id− 2

B + A
SΦ +

2

B + A
SΦ

)
f =

(
R +

2

B + A
SΦ

)
f = Rf +

2

B + A
SΦf,
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odkud využit́ım omezenosti operátoru R dostáváme

f (1) =
2

B + A

∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕn

a chybu

f − f (1) = Rf,

‖f − f (1)‖ ≤ B − A
B + A

‖f‖.

Poznámka: Uváž́ıme-li rozvoj 1. aproximace (N = 0) f (1) dle věty 7.5, pak

f (1) =
2

B + A

∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕn =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉
2

B + A
ϕn,

odkud

ϕ̃(0)
n =

2

B + A
ϕn,

což přesně odpov́ıdá definici 7.5.

Pro aproximaci duálńı kostry (N + 1)-ńıho řádu plat́ı

ϕ̃(N)
n =

2

B + A

N∑
k=0

Rkϕn = ϕ̃n −
2

B + A

∞∑
k=N+1

Rkϕn =

= ϕ̃n −
2

B + A
RN+1

∞∑
k=0

Rkϕn = ϕ̃n −RN+1S−1
Φ ϕn = (Id−RN+1)ϕ̃n,

odkud

ϕ̃n − ϕ̃(N)
n = RN+1ϕ̃n.

A v úpravách pokračujeme

ϕ̃(N)
n = (Id−RN+1)S−1

Φ ϕn =
2

B + A

∞∑
k=0

Rkϕn −RN+1 2

B + A

∞∑
k=0

Rkϕn =

=
2

B + A

(
∞∑
k=0

Rk −RN+1

∞∑
k=0

Rk

)
ϕn =

2

B + A

(
Id+

∞∑
k=1

Rk −
∞∑
k=0

Rk+N+1

)
ϕn =

=
2

B + A
ϕn +

2

B + A

(
∞∑
k=0

Rk+1 −
∞∑
k=N

Rk+1

)
ϕn =

2

B + A
ϕn +

2

B + A
R

N−1∑
k=0

Rkϕn
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Ve výsledku dostáváme

ϕ̃(N)
n =

2

B + A
ϕn +Rϕ̃(N−1)

n , (7.9)

což je rekurzivńı výpočet duálńı kostry, který startujeme z definovaného

ϕ̃(0)
n =

2

B + A
ϕn.

Ještě nás zaj́ımá odhad chyby (f − f (N+1)) obecné aproximace f (N+1), tedy odhad jej́ı

normy.∥∥f − f (N+1)
∥∥ =

∥∥∥∥∥f −∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃(N)
n

∥∥∥∥∥ = sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣
〈
f −

∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃(N)
n , g

〉∣∣∣∣∣ =

= sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣∣∣
〈∑
n∈N

〈f, ϕn〉
(
ϕ̃n − ϕ̃(N)

n

)︸ ︷︷ ︸
RN+1ϕ̃n

, g

〉∣∣∣∣∣∣∣ = sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣
〈∑
n∈N

〈f, ϕn〉RN+1ϕ̃n, g

〉∣∣∣∣∣ =

= sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣
〈
RN+1

∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃n, g

〉∣∣∣∣∣ = sup
‖g‖=1

∣∣〈RN+1f, g
〉∣∣ .

Vı́me, že plat́ı ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ a jelikož ‖g‖ = 1, můžeme psát

sup
‖g‖=1

∣∣〈RN+1f, g
〉∣∣ ≤ ‖R‖N+1 · ‖f‖ · ‖g‖ =

(
B − A
B + A

)N+1

· ‖f‖.

Pro přehled shrňme do jedné nerovnosti:∥∥f − f (N+1)
∥∥ ≤ (B − A

B + A

)N+1

· ‖f‖. (7.10)

Poznámka: Předchoźı výsledek ř́ıká, že s každou daľśı aproximaćı se nám chyba odhadu

zmenš́ı B−A
B+A

-krát (jelikož B−A
B+A

< 1).

Tentýž výsledek (1. aproximace, N = 0) pro chybu odhadu jsme již dostali výše. Ř́ıká

nám, že č́ım těsněǰśı kostra Φ je (č́ım menš́ı je |B − A|), t́ım menš́ı počet iteraćı rekur-

zivńıho výpočtu potřebujeme pro výpočet postačuj́ıćı aproximace. Nav́ıc definujeme-li si

maximálńı velikost chyby aproximace, umı́me t́ımto vztahem spoč́ıtat, do jaké hloubky

je potřeba iterovat.

Plat́ı

f (N+1) =
2

B + A

N∑
k=0

RkSΦf =
2

B + A

(
Id+R

N−1∑
k=0

Rk

)
SΦf =

2

B + A
SΦf +Rf (N) =
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a po dosazeńı za operátor R dle vztahu (7.6)

=
2

B + A

∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕn + f (N) − 2

B + A

∑
n∈N

〈f (N), ϕn〉ϕn.

Výsledkem je rekurzivńı vztah

f (N+1) = f (N) +
2

B + A

∑
n∈N

[
〈f, ϕn〉 − 〈f (N), ϕn〉

]
ϕn, (7.11)

který startujeme z

f (1) =
2

B + A
SΦf.

Poznámka: Rekurzi můžeme startovat již z aproximace
”
nultého“ řádu f (0) = 0, která

po prvńı iteraci dá právě f (1) = 2
B+A

SΦf . To je z pohledu praktické aplikace výhodněǰśı.

Vztah (7.9) nám ukazuje, jak rekurzivně spoč́ıtat duálńı frame ϕ̃
(N)
n . Aproximace funkce

f (N+1) =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃(N)
n

obsahuje nekonečný součet stejně jako rekurzivńı vztah (7.11).

Věta 7.7: Duffin̊uv - Schaeffer̊uv rekonstrukčńı algoritmus

Necht’ Φ je (A,B)−kostra. Předpokládejme, že TΦf = (〈f, ϕn〉)n∈N je dáno. Plat́ı rekurze

f (0) = 0 , f (1) =
2

B + A
SΦf,

f (K) = 2f (K−1) − f (K−2) − 2

B + A
SΦ

(
f (K−1) − f (K−2)

)
, K ≥ 2. (7.12)

Dále plat́ı ∥∥f − f (K)
∥∥ ≤ (B − A

B + A

)
· ‖f − f (K−1)‖. (7.13)

Důkaz:

1. Z definice operátoru R je zřejmé, že operátor SΦ komutuje s operátrem R a tedy

komutuje i s operátorem RK . Připomeňme, že

f (N+1) =
∑
n∈N

〈f, ϕn〉ϕ̃(N)
n ,
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a proto d́ıky komutativitě SΦ a R

f (K) =
2

B + A
SΦ(f +Rf + · · ·+RK−1f) =

2

B + A
SΦ

K−1∑
k=0

Rkf.

Dosazeńım do pravé strany (7.12) máme

2f (K−1) − f (K−2) − 2

B + A
SΦ

(
f (K−1) − f (K−2)

)
=

=
4

B + A
SΦ

K−2∑
k=0

Rkf − 2

B + A
SΦ

K−3∑
k=0

Rkf − 2

B + A
SΦ

[
2

B + A
SΦR

K−2f

]
= (∗).

Hranatou závorku si uprav́ıme

2

B + A
SΦR

K−2f =

(
2

B + A
SΦ − Id+ Id

)
RK−2f =

= (−R + Id)RK−2f = −RK−1f +RK−2f.

Dosad́ıme zpět a uprav́ıme

(∗) =
2

B + A
SΦ

K−3∑
k=0

Rkf +
4

B + A
SΦR

K−2f +
2

B + A
SΦ(RK−1f −RK−2f) =

=
2

B + A
SΦ

(
K−3∑
k=0

Rkf +RK−2f +RK−1f

)
=

2

B + A
SΦ

K−1∑
k=0

Rkf = f (K).

Důkaz samotný se vztahuje pouze pro K ≥ 3 (kv̊uli sumě), ale výsledek je korektńı

i pro K = 2.

2. Dokažme odhad (7.13), nejprve si ale indukćı ukážeme, že

RKf = f − f (K). (7.14)

Pro K = 0 rovnost zřejmě plat́ı. Předpokládejme tedy, že plat́ı pro (K−1) a ověřme

platnost pro K. Upravme levou stranu rovnice (7.14).

RKf =

(
Id− 2

B + A
SΦ

)
RK−1f = RK−1f − 2

B + A
SΦR

K−1f =

a dle vztahu (7.14) pro (K − 1)

= f − f (K−1) − 2

B + A
SΦR

K−1f.
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Úpravou pravé strany rovnice (7.14) dostaneme

f − f (K) = f − 2

B + A
SΦ

K−1∑
k=0

Rkf = f − 2

B + A
SΦ

(
K−2∑
k=0

Rk +RK−1

)
f =

= f − f (K−1) − 2

B + A
SΦR

K−1f

dostáváme stejný výraz. Vztah (7.14) tedy plat́ı a dostáváme se k d̊ukazu nerovnosti

(7.13). ∥∥f − f (K)
∥∥ =

∥∥∥∥f − f (K−1) − 2

B + A
SΦR

K−1f

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥f − f (K−1) − 2

B + A
SΦ

(
f − f (K−1)

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(Id− 2

B + A
SΦ

)(
f − f (K−1)

)∥∥∥∥ ≤
≤
(
B − A
B + A

)
·
∥∥f − f (K−1)

∥∥ ,
což jsme chtěli dokázat.

�

Poznámka: Rekurzivńım použit́ım vztahu (7.13) dostáváme

∥∥f − f (K)
∥∥ ≤ (B − A

B + A

)
· ‖f − f (K−1)‖ ≤

(
B − A
B + A

)
·
(
B − A
B + A

)
· ‖f − f (K−2)‖ ≤ . . . .

To vede na již známý vztah (7.10).

7.2 Rieszova báze

V této podkapitole z d̊uvodu složitosti pouze naznač́ıme problematiku Rieszových báźı.

Nebudeme uvádět žádné d̊ukazy, zájemce je nalezne v (Kölzow, 1994). Nejprve se pod́ıvejme

na optimalitu kostry.

Věta 7.8: Optimalita duálńı kostry

Necht’ Φ = (ϕn)n∈N je kostra v Hilbertově prostoru H. Necht’ f ∈ H má rozvoj

f =
∑
n∈N

cnϕn,
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kde c = (cn)n∈N ∈ `2(Z), pak∑
n∈N

|cn|2 =
∑
n∈N

|〈f, ϕ̃n〉|2 +
∑
n∈N

|〈f, ϕ̃n〉 − cn|2.

Věta 7.9: Vynecháńım jednoho členu z kostry vznikne bud’ kostra nebo neúplný systém.

Na základě předchoźı věty můžeme definovat přesnou kostru.

Definice 7.6: Kostra Φ se nazývá exaktńı (přesná, minimálńı), jestliže pro každé

n0 ∈ N neńı Φ\{ϕn0} kostra.

Tvrzeńı: Je-li Φ přesná kostra, pak kostry Φ, Φ̃ tvoř́ı biortogonálńı systém, tj.

〈ϕm, ϕ̃n〉 = δn,m pro každé m,n ∈ N .

Definice 7.7: Rieszova báze

Úplný systém (ϕn) v Hilbertově prostoru H se nazývá (A,B)-Rieszova báze, existuj́ı-li

konstanty 0 < A ≤ B takové, že pro každé c = (cn)n∈N ∈ `2(Z) je

A‖c‖2 ≤

∥∥∥∥∥∑
n∈N

cnϕn

∥∥∥∥∥
2

≤ B‖c‖2.

Poznámka: Definice Rieszovy báze implicitně vyžaduje konvergenci řady
∑

n∈N cnϕn.

Věta 7.10: Φ = (ϕn)n∈N je Rieszova báze právě tehdy, když Φ je přesná kostra.

Potom je-li f =
∑

n∈N cnϕn, pak cn jsou jednoznačně dány (biortogonalita) a plat́ı

cn = 〈f, ϕ̃n〉 = 〈S−1
Φ f, ϕn〉.

Odtud pak

‖c‖2 =
∑
n∈N

|cn|2 =
∑
n∈N

|〈S−1
Φ f, ϕn〉|2 ≤ B‖S−1

Φ f‖2 ≤ B

A2
‖f‖2.

Vynásobeńım konstantou A2/B a dosazeńım za f =
∑

n∈N cnϕn dostáváme

A2

B
‖c‖2 ≤

∥∥∥∥∥∑
n∈N

cnϕn

∥∥∥∥∥ .
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Kapitola 8

Waveletové kostry

Pojem kostra již známe z předchoźı kapitoly. Waveletová kostra (wavelet frame) je kostra,

kde funkce ψ(t) je waveletový filtr a nebudeme rozlǐsovat, jestli otc̊uv nebo matčin.

Nejprve zobecněme systém waveletových filtr̊u. Zavedeme posun o b (b ∈ R) a změnu

měř́ıtka a-krát (a ∈ R+) funkce ψ(t)

ψa,b(t) =
1√
|a|

ψ

(
t− b
a

)
=

1√
|a|

ψ

(
t

a
− b

a

)
. (8.1)

Udělejme substituci a = a−j0 , b = a−j0 b0k, a0 ∈ R+, b0 ∈ R, j, k ∈ Z, a po dosazeńı do (8.1)

dostáváme

ψa0,b0
j,k (t) = a

j
2
0 ψ(aj0t− b0k).

Poznámka: Dle kapitoly 6 (waveletová báze na prostoru L2(R)) tvoř́ı waveletové filtry

ortonormálńı systém. V obecném př́ıpadě však množina filtr̊u ortonormálńı být nemuśı

a potom analýzu i syntézu provád́ıme tak, jak je popsáno v kapitole 7 (kostry na Hil-

bertových prostorech). Stejně postupujeme i v př́ıpadě, kdy waveletové filtry netvoř́ı

ortonormálńı množinu. Klasickým představitelem takového filtru je mexický klobouk.

Poznámka: V klasickém pojet́ı waveletových filtr̊u je množina Ψ = {ψj,k}j,k∈Z těsná

waveletová kostra a Riesz̊uv wavelet (Ψ tvoř́ı Rieszovu bázi).

V této kapitole se budeme zabývat hlavně výpočtem duálńı waveletové kostry, která je

nezbytná pro rekonstrukci.
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Definice 8.1: Funkce ψ̃ ∈ L2(R) je duálńı wavelet k ψ pro a0, b0, jestliže plat́ı(
ψ̃
)a0,b0

j,k
= ψ̃a0,b0

j,k .

Věta 8.1: Konstrukce duálńı kostry

Necht’ Ψ =
{
ψa0,b0
j,k

}
j,k∈Z

je waveletová kostra pro a0, b0 a Sa0,b0
Φ je j́ı odpov́ıdaj́ıćı operátor

kostry. Pak

ψ̃a0,b0
j,k (t) = a

j
2
0 ψ̃

aob0
0,k

(
aj0t
)
.

Poznámka: Výpočet duálńı kostry (viz kapitola 7) neńı jednoduchá záležitost. Dle této

věty nám bude stačit spoč́ıtat ψ̃aob00,k pro potřebná k a zbytek kostry dopoč́ıtáme škálováńım.

Důkaz: Pro j ∈ Z definujme operátor Da0
j : L2(R) → L2(R) : f(t) → a

j
2
0 f
(
aj0t
)
.

Ukažme, že Da0
j ψ̃

a0,b0
0,k (t), j, k ∈ Z, definuje duálńı kostru. Pro j = 0 je platnost věty

zřejmá. Pod́ıvejme se na př́ıpad j 6= 0. Z definice 7.4 duálńı kostry plat́ı

ψ̃a0,b0
j,k =

(
Sa0,b0

Φ

)−1

ψa0,b0
j,k =

(
Sa0,b0

Φ

)−1

Da0
j ψ

a0,b0
0,k .

Pokud bychom předpokládali, že věta plat́ı, platilo by

ψ̃a0,b0
j,k = Da0

j ψ̃
a0,b0
0,k = Da0

j

(
Sa0,b0

Φ

)−1

ψa0,b0
0,k . (8.2)

Ale aby vztah (8.2) platil (tedy i dokazovaná věta), je potřeba ukázat, že operátory

Da0
j a

(
Sa0,b0

Φ

)−1

komutuj́ı. Bude ale stačit, když ukážeme komutativitu operátor̊u Da0
j

a Sa0,b0
Φ .

Zvolme f ∈ L2(R). Plat́ı

Sa0,b0
Φ Da0

j f(t) = Sa0,b0
Φ a

j
2
0 f
(
aj0t
)

=
∑
i,k∈Z

〈
a
j
2
0 f
(
aj0t
)
, ψa0,b0

i,k (t)
〉
ψa0,b0
i,k (t) =

=
∑
i,k∈Z

[∫
R
a
j
2
0 f
(
aj0t
)
ψa0,b0
i,k (t)dt

]
ψa0,b0
i,k (t) =

∑
i,k∈Z

[∫
R
a
j
2
0 f
(
aj0t
)
a
i
2
0 ψ(ai0t− kb0)dt

]
ψa0,b0
i,k (t) =

V integrálu provedeme substituci u = aj0t : t = a−j0 u, dt = a−j0 du a dostaneme

=
∑
i,k∈Z

[∫
R
a
j
2
0 f(u)a

i
2
0 ψ(ai0a

−j
0 u− kb0)a−j0 du

]
ψa0,b0
i,k (t) =
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=
∑
i,k∈Z

[∫
R
f(u)a

i−j
2

0 ψ(ai−j0 u− kb0)du

]
ψa0,b0
i,k (t) =

”
Zpětnou“ substitućı u = t dostáváme

=
∑
i,k∈Z

〈
f(t), ψa0,b0

i−j,k(t)
〉
ψa0,b0
i,k (t) =

Změńıme měř́ıtko i = i+ j celé rovnice

=
∑
i,k∈Z

〈
f(t), ψa0,b0

i,k (t)
〉
ψa0,b0
i+j,k(t) =

∑
i,k∈Z

〈
f(t), ψa0,b0

i,k (t)
〉
Da0
j ψ

a0,b0
i,k (t) =

a před sumu vytkneme na i nezávislý operátor Da0
j

= Da0
j

∑
i,k∈Z

〈
f(t), ψa0,b0

i,k (t)
〉
ψa0,b0
i,k (t) = Da0

j S
a0,b0
Φ f(u).

T́ım jsme dokázali komutativitu operátor̊u Da0
j a Sa0,b0

Φ , tedy i větu.

�

Uved’me větu, která nám ukáže odhady konstant A,B pro výpočet duálńı waveletové

kostry. Jej́ı d̊ukaz je složitý a proto jej nebudeme uvádět. Zájemce jej nalezne v (Kölzow,

1994).

Věta 8.2: Nutná podmı́nka pro (A,B)-kostru.

Je-li ψ (A,B)-waveletová kostra pro a0, b0, pak

A ≤ 2π

b0 ln(a0)

∫ ∞
0

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω ≤ B,

A ≤ 2π

b0 ln(a0)

∫ 0

−∞

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω ≤ B.
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Kapitola 9

Implementace

Duffinova-Schaefferova algoritmu

Duffin̊uv-Schaeffer̊uv algoritmus (dále jen D-S algoritmus) je popsán a dokázán v kapitole

7, věta 7.7. Jedná se o rekurzivńı algoritmus, který z rozvoje funkce f v̊uči kostře Φ zpětně

zrekonstruuje p̊uvodńı rozkládanou funkci. Z praktického hlediska jsou zde ale problémy

s nekonečnými součty nebo s nekonečně početnou kostrou.

9.1 Praktická omezeńı

Samotný D-S algoritmus předpokládá již provedený rozklad funkce f v̊uči kostře Φ. Ta-

kový rozklad je ale prakticky nerealizovatelný, protože kostra obsahuje nekonečně mnoho

prvk̊u. Zabývejme se tedy nejprve vhodnými omezeńımi pro tvorbu kostry. Jelikož se

zabýváme wavelety, ukážeme celou implementaci na waveletové kostře tvořenou wavele-

tovými filtry zvanými
”
mexický klobouk“. Mexický klobouk (obrázek 9.1 vlevo) je wave-

letový filtr, který neńı ortogonálńı, a proto s ńım nelze dělat klasická waveletová analýza.

Obecný předpis je dán parametrem σ, pro naše účely ale stač́ı normalizovaný tvar (σ = 1)

ϕ(t) =
2√
3
π−

1
4

(
1− t2

)
e−

t2

2 .

Definičńı obor funkce ϕ(t) je celé R, a proto budeme muset nejprve omezit samotný

mexický klobouk. To lze udělat např́ıklad tak, že zvoĺıme nějaké malé ε > 0 a pokud je

hodnota ϕ(t) < ε, tak j́ı vynulujeme. Tuto metodu použijeme např́ıklad i při požadavku

co nejlepš́ıho zachováńı normy signálu. My využijeme symetrického tvaru funkce. Lze
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ukázat, že funkce ϕ(t) prot́ıná osu t v bodech ±σ (v našem př́ıpadě t = ±1). Ponechme

funkci ϕ(t) nenulovou pouze na intervalu 〈−5σ,+5σ〉 (obrázek 9.1 vpravo). Takto jsme

dosáhli dobré aproximace p̊uvodńı funkce, jelikož ϕ(±5σ) < 10−4 = ε.

Obrázek 9.1: Mexický klobouk a jeho omezeńı

T́ım jsme omezili waveletový filtr a pod́ıvejme se na omezeńı celé kostry. V kapitole 8

jsme zobecnili systém waveletových filtr̊u

ϕa0b0
j,k (t) = a

j
2
0 ϕ(aj0t− b0k),

kde a0 ∈ R+, b0 ∈ R, j, k ∈ Z. Tento systém je neortogonálńı a můžeme jej považovat

za kostru. Konstanty a0, b0 jsou dány pro celý systém, omezeńı se tedy bude týkat para-

metr̊u j, k.

Parametr k zp̊usobuje posun funkce. Jelikož má nyńı funkce ϕ(t) konečný nosič a jelikož

ho všechny změřené funkce v praxi maj́ı také, je přirozené volit parametr k tak, aby funk-

cemi ϕa0b0
j,k (t) byl pokryt pouze definičńı obor měřené funkce f . Situace je znázorněna

na obrázku 9.2.

Poznámka: Obrázek 9.2 nezobrazuje celou kostru. Zobrazuje sice všechny uvažované

posuny, ale pouze jedné úrovně (parametr j). Pro názornost obrázku je jako definičńı

obor měřené funkce zvolen pouze interval 〈−3, 3〉. Dále je vidět, že do kostry nejdou vždy

celé funkce ϕa0b0
j,k (t), ale pouze ty jejich části, které se překrývaj́ı s definičńım oborem

funkce f .
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Obrázek 9.2: Omezeńı parametru k

Omezeńı parametru j (měř́ıtko funkce ϕa0b0
j,k (t)) již tak snadné neńı. Uvědomme si totiž,

že tento parametr určuje frekvenčńı spektrum funkce ϕa0b0
j,k (t). S rostoućım j se funkce

”
zužuje“ (vysoké frekvence) a roste jej́ı maximum, se snižuj́ıćım se j naopak jej́ı maximum

klesá a funkce se
”
rozšǐruje“ (ńızké frekvence). Velmi tedy zálež́ı na typu měřené funkce.

Mějme např́ıklad pozvolně se měńıćı signál, na němž je nabalený šum. Volbou malých j

pro tvorbu kostry Φ dostaneme po rekonstrukci aproximaci p̊uvodńıho signálu. Naopak

volbou velkých j po rekonstrukci obdrž́ıme aproximaci šumu. Všechny tyto poznatky

budou dále v práci názorně ukázány v grafech.

Oba parametry, j i k, mohou být dále omezeny i z d̊uvod̊u hardwareových. Řekněme,

že každá funkce ϕa0b0
j,k (t) je dána polohou svého maxima a velikost́ı nosiče. Pak d́ıky

konstantńımu posunu b0 je v definičńım oboru funkce f stále stejný počet maxim funkćı

ϕa0b0
j,k (t). Ale do kostry dáváme i takové funkce ϕa0b0

j,k (t), jejichž nosič se s definičńım

oborem funkce f alespoň částečně překrývá. A jelikož při každém zmenšeńı parametru j

se nosič funkce ϕa0b0
j,k (t) zdvojnásob́ı, počet funkćı v kostře nar̊ustá exponenciálně. Toto se

ale projev́ı až v momentě, kdy nosič funkce ϕa0b0
j,k (t) je větš́ı než dvojnásobek základńıho

posunu. Do té doby se vně definičńıho oboru funkce f nacháźı nejvýše jedna funkce

ϕa0b0
j,k (t) a ta se ihned prvńım posunem dostane do něj.

Na konci kapitoly o praktických omezeńıch připomeňme, že samotný D-S algoritmus slouž́ı

pro výpočet aproximace K-tého řádu, což samo o sobě již nějaké omezeńı zahrnuje.
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9.2 Důsledky omezeńı

V této části se pod́ıvejme, jak se nám d́ıky omezeńım zjednoduš́ı celková implementace.

Již jsme řekli, že analyzovaná funkce f má konečný nosič a všechny prvky ϕj,k, j ∈
N1 ⊂ Z, k ∈ N2 ⊂ Z kostry Φ také, dokonce stejný jako má f . Jelikož i počet prvk̊u

v kostře je d́ıky parametr̊um j, k omezen, můžeme kostru přepsat do matice, označme

j́ı M . Předpokládejme, že definičńı obor funkce f je 〈−N,N〉 a funkce je vzorkovaná

frekvenćı fV Z = 1/TV Z . T́ım se dostáváme do diskrétńıho prostoru a všechny délky

jsou vyjadřovány přirozenými č́ısly v jednotkách TV Z . Pak nosič funkce f má délku

L = (2N/TV Z + 1). Dále předpokládejme, že počet prvk̊u v kostře Ψ je P ∈ N a značme

je ϕp, p = 1, . . . , P . Matice M je potom

M = [ϕ1 ϕ2 . . . ϕP ] ,

kde ϕp, p = 1, . . . , P jsou sloupcové vektory (navzorkované funkce) délky L. Matici M

můžeme detailně rozepsat

M =


ϕ1(1) ϕ2(1) · · · ϕP (1)

ϕ1(2) ϕ2(2) · · · ϕP (2)
...

...
. . .

...

ϕ1(L) ϕ2(L) · · · ϕP (L)

 .

Vykresleńım matice M dostáváme obrázek 9.3 (př́ıpad j = −1, 0, 1). Každý řez rov-

noběžný s časovou osou t je jeden z vektor̊u. Na obrázku je dobře patrný jejich tvar i

vzájemné posuny. V př́ıloze A je na obrázku A.1 ukázáno jiné znázorněńı kostry.

V D-S algoritmu figuruje operátor kostry SΦ. Pod́ıvejme se nyńı, jak ho implementovat.

Plat́ı SΦ = T ∗ΦTΦ, odvod’me si tedy nejprve operátor TΦ. Jelikož se v našem př́ıpadě

jedná o jeho aproximaci, označme ho T aΦ (podobným zp̊usobem budeme značit i ostatńı

aproximované operátory). Operátor T aΦ je definován jako posloupnost skalárńıch součin̊u

(〈f, ϕp〉)p=1,...,P = (qp)p=1,...,P . Skalárńı součin dvou vektor̊u je ale pouze jejich maticové

násobeńı, tedy operátor T aΦ je násobeńı matićı M zprava:

T aΦf = f ·M = [f1 f2 · · · fL] ·


ϕ1(1) ϕ2(1) · · · ϕP (1)

ϕ1(2) ϕ2(2) · · · ϕP (2)
...

...
. . .

...

ϕ1(L) ϕ2(L) · · · ϕP (L)

 = [q1 q2 · · · qP ] .
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Obrázek 9.3: Vektory v kostře

Dále (T aΦ)∗ (T aΦf) =
∑P

p=1 qpϕp. To můžeme přepsat

((
T aΦ,i
)∗

(T aΦf)
)
i=1,...,L

=
P∑
p=1

qp(ϕp,i)i=1,...,L

a jelikož součet posloupnost́ı lze zapsat jako posloupnost součt̊u, můžeme psát

((
T aΦ,i
)∗

(T aΦf)
)
i=1,...,L

=

(
P∑
p=1

qpϕp,i

)
i=1,...,L

.

Součet
∑P

p=1 qpϕp,i je skalárńı součin vektoru T aΦf a vektoru i-tých prvk̊u vektor̊u ϕp. To

ale znamená, že operátor (T aΦ)∗ můžeme zapsat jako násobeńı vektoru matićı MT zprava.

Tedy

(T aΦ)∗ (T aΦf) = [q1 q2 · · · qP ] ·


ϕ1(1) ϕ1(2) · · · ϕ1(L)

ϕ2(1) ϕ2(2) · · · ϕ2(L)
...

...
. . .

...

ϕP (1) ϕP (2) · · · ϕP (L)


a jelikož T aΦf = f ·M , tak operátor kostry lze implementovat jako maticové násobeńı

SaΦf = (T aΦ)∗ (T aΦf) = f ·M ·MT .
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Dále se v D-S algoritmu vyskytuj́ı i konstanty A,B, které je pro implementaci potřeba

znát. Na konci kapitoly 8 ve větě 8.2 je uvedena nutná podmı́nka pro waveletovou kostru.

Existuj́ı i jiné odhady konstant A,B, ale jejich odvozeńı je nad rámec matematiky uvedené

v této práci, a proto jsme je neuváděli. My však můžeme využ́ıt toho, že operátor T aΦ je

matice. Pro tento operátor dle teorie můžeme psát

A‖f‖2 ≤ ‖T aΦf‖2 ≤ B‖f‖2.

A protože plat́ı i

‖T aΦf‖ ≤ ‖T aΦ‖‖f‖,

můžeme psát

‖T aΦf‖2 ≤ ‖T aΦ‖2‖f‖2.

To znamená, že konstantu B můžeme odhadnout jako druhou mocninu normy operátoru

T aΦ (normy maticeM). Podobným postupem dostáváme odhad konstantyA jako převrácenou

hodnotu druhé mocniny normy inverzńıho operátoru k operátoru T aΦ. Matematicky zapsáno,

odhady konstant A,B jsou

B = ‖M‖2, A =
1

‖M−1‖2
.

Poznámka: Jelikož operátor T aΦ je prostý, existuje jeho inverze a k matici M tedy také

muśı existovat inverze M−1. Poněvadž ale matice M obecně neńı čtvercová, muśıme j́ı

na čtvercovou doplnit nulami.

Bez detailńıho výkladu poznamenejme, že lze použ́ıt i pseudoinverzi matice.

Normu matice lze spoč́ıtat několika zp̊usoby. V teorii ale použ́ıváme Euklidovskou normu

funkce (vektoru) f a j́ı odpov́ıdá spektrálńı norma matice M . Ta je definována

‖M‖ = max
√
λ(MTM),

kde λ(MTM) je vlastńı č́ıslo matice (MTM). T́ım máme pro samotnou implementaci vše

potřebné a zbývá jen ověřit výsledky.
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9.3 Dosažené výsledky a jejich zhodnoceńı

Testováńı implementovaného D-S algoritmu jsem prováděl na čtyřech typech funkćı, viz

obrázek 9.4. Funkce jsem nazval Gaussova funkce, pila, skoky a náhodná procházka. Tyto

funkce jsem volil kv̊uli zřejmé výrazné odlǐsnosti jejich frekvenčńıch spekter. Zat́ımco

Gaussova funkce obsahuje převážně ńızké kmitočty, pila kv̊uli nespojité derivaci obsa-

huje i frekvence vyšš́ı. Dále skokovitá funkce, která má dobře vizuálně oddělené části

s vysokými a ńızkými frekvencemi a nakonec náhodná procházka jako zástupce obecné

funkce. Dále uved’me, že všechny zde ukázané výsledky jsou pro funkci f změřenou na in-

Obrázek 9.4: Testovaćı funkce

tervalu 〈−50, 50〉 vzorkovaném periodou TV Z = 0.05 a pro konstanty a0 = 2, b0 = 1

(dyadický př́ıpad). Na základě tohoto bylo empiricky vyzkoušeno, že interval parametr̊u

j ∈ Z stač́ı volit mezi −6 a +6. Pro +6 je mexický klobouk již př́ılǐs úzký a pro −6

je zase př́ılǐs široký a nenacháźı již při rekonstrukci téměř žádné uplatněńı. I přes to

však plat́ı, že č́ım v́ıce prvk̊u kostra Φ obsahuje, t́ım méně iteraćı stač́ı na spoč́ıtáńı

aproximace s požadovanou chybou. Připomeňme ale také, že s volbou větš́ıho rozsahu

parametru j exponenciálně roste pamět’ová náročnost algoritmu. Ukažme si nejprve re-

konstrukci Gaussovy funkce. Interval j = −5, . . . , 4, počet iteraćı K = 500. Na obrázku
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Obrázek 9.5: Rekonstrukce Gaussovy funkce

Obrázek 9.6: Ukázka zpřesňováńı aproximace D-S algoritmem

9.5 vid́ıme, že aproximace téměř dokonale překrývá originálńı funkci. Graf chyby i jej́ı

histogram nám to pouze potvrzuj́ı. Největš́ı chyby jsou na kraj́ıch definičńıho oboru

Gaussovy funkce, jelikož tam je skok z nulové hodnoty na nenulovou. Na daľśım obrázku

9.6 je ukázán pr̊uběh rekurzivńıho D-S algoritmu a zpřesňováńı výsledku. Velmi podobné

výsledky dostáváme i pro ostatńı funkce (obrázky 9.7, 9.8 a 9.9). U náhodné procházky

již je ale rozptyl chyby větš́ı. Náhodná procházka je totiž jako zašuměný signál a nu-
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Obrázek 9.7: Rekonstrukce funkce pila

Obrázek 9.8: Rekonstrukce skokové funkce
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Obrázek 9.9: Rekonstrukce náhodné procházky

lová chyba by znamenala, že přesně koṕırujeme šum, čehož ale s konečnou (omezenou)

kostrou nikdy nejsme schopni dosáhnout. Již u omezeńı parametru j jsme ř́ıkali, že jeho

Obrázek 9.10: Pouze malé frekvence, j = −4,−3,−2,−1, 0
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volba zálež́ı na typu měřené funkce. Obsahuje-li funkce vysoké frekvence, voĺıme raději

větš́ı hodnoty j a naopak. Náhodná procházka je velmi vhodná funkce pro znázorněńı

této problematiky. Na obrázku 9.10 jsou k rekonstrukci použity pouze malé parametry j

a aproximace sleduje trend signálu, ale ne jej́ı šum. Naproti tomu na obrázku 9.11 jsou

k rekonstrukci použity pouze velké parametry j a rekonstrukce koṕıruje velmi dobře šum,

nikoli však samotnou hodnotu signálu. Ta je vidět v chybě aproximace.

Bohužel nic neńı ideálńı a ani tak naše aproximace. Mohou nastat (a nastávaj́ı) i př́ıpady,

kdy aproximace nekonverguje, ale bud’
”
kmitá“ mezi dvěma aproximacemi, které jsou

od originálńı funkce velmi odlǐsné (obrázek 9.12), nebo dokonce i diverguje.

Obrázek 9.11: Pouze velké frekvence, j = 0, 1, 2, 3, 4

9.3.1 Norma chyby aproximace a jej́ı odhad

Zabývejme se nyńı ještě normou chyby aproximace. Dř́ıve jsme ukázali, že chyba aproxi-

mace klesá alespoň geometricky s počtem iteraćı:

∥∥f − f (N+1)
∥∥ ≤ (B − A

B + A

)N+1

· ‖f‖.

Tento odhad sice plat́ı pro D-S algoritmus, ale ne pro ten, který jsme implemento-

vali, nýbrž pro teoretický. Ten totiž stále poč́ıtá s p̊uvodńım operátorem kostry SΦ,
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Obrázek 9.12: Možná nestabilita D-S algoritmu

který ale pracuje s nekonečně početnou kostrou. Tabulka 9.1 ukazuje teoretické hodnoty

konstant A,B pro jednotlivé hodnoty b0, a0 = 2.

b0 A B B−A
B+A

0.25 13.091 14.183 0.0400

0.50 6.546 7.092 0.0400

0.75 3.223 3.596 0.0547

1.50 0.325 4.221 0.8570

Tabulka 9.1: Tabulka teoretických hodnot A, B

V našem př́ıpadě, kdy mı́sto operátor̊u máme matice, dostáváme odhady konstant A,B

naprosto odlǐsné a pro vztah nepoužitelné. Dostáváme totiž B řádově jednotky až deśıtky

a A řádově 10−20, což po dosazeńı do zlomku vyjde 1 a z exponenciálńı funkce je funkce

konstantńı, která nav́ıc neř́ıká nic jiného, než že norma chyby nebude horš́ı než norma

měřené funkce (což je ale zřejmé).

Zkusme se nyńı držet myšlenky, že norma chyby s rostoućım počtem iteraćı klesá alespoň
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geometricky a hledejme základ W oné funkce. Položme∥∥f − f (N+1)
∥∥ ≤ (W )N+1 · ‖f‖,

upravme

W ≥

(∥∥f − f (N+1)
∥∥

‖f‖

) 1
N+1

a vykresleme graf (obrázek 9.13) této funkce (pro r̊uzné testovaćı funkce a r̊uzné volby pa-

rametru j vycháźı tvar stejný, na konkrétńı hodnoty nehled’me). I přes to, že pro obrázek

Obrázek 9.13: Poměr norem chyby aproximace a originálu f a odpov́ıdaj́ıćı konstanta W

bylo použito K = 5000 iteračńıch krok̊u, vypoč́ıtaná hodnota W s počtem iteraćı stále

roste a nakonec konverguje v hodnotě W = 1, což již bylo zmı́něno. Takto tedy norma

chyby odhadnout nejde.

Můžeme udělat malý závěr, že praktická omezeńı znemožńı jednoduše odhadnout normu

chyby aproximace. V tom nás podporuje fakt, že pro r̊uzně zvolený rozsah parametru

j jsou i r̊uzné chyby aproximaćı (viz. obrázky 9.10 a 9.11). Dále na to má vliv i volba

konstant a0, b0, které svými hodnotami určuj́ı počet prvk̊u v kostře.

Poznámka: Všechny výše uvedené výsledky jsou poč́ıtány pomoćı konstantA,B, které byly

źıskány pomoćı spektrálńı normy matice M . V tabulce 9.1 jsme uvedli teoretické hodnoty
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konstant A,B. Ukažme proto pro srovnáńı ještě rekonstrukci funkce náhodná procházka

a jej́ı částečné rekonstrukce (šum a trend) pomoćı těchto teoretických hodnot. Na výsledćıch

je patrné, že aproximace jsou přesněǰśı, což potvrzuj́ı i pr̊uběhy a histogramy chyb.

Obrázek 9.14: Rekonstrukce náhodné procházky - teoretické A, B

Obrázek 9.15: Pouze malé frekvence, j = −4,−3,−2,−1, 0 - teoretické A, B
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Obrázek 9.16: Pouze velké frekvence, j = 0, 1, 2, 3, 4 - teoretické A, B

92



Kapitola 10

Závěr

Závěrem bych rád vystihnul ćıle této práce.

Tato diplomová práce je napsána tak, aby srozumitelně vysvětlila problematiku wave-

letové analýzy na nekonečných prostorech a analýzu i syntézu funkćı pomoćı (ne nutně

konečné) neortonormálńı množiny. Může být doporučena ke studiu lidem, kteř́ı se ma-

tematikou nezaob́ıraj́ı na vědecké úrovni, ale kterým matematika slouž́ı předevš́ım jako

jazyk technik̊u - praktik̊u. Právě z d̊uvodu srozumitelnosti jsem se v této práci snažil

ukázat co nejv́ıce d̊ukaz̊u a výpočt̊u, aby čtenář neměl sebemenš́ı pochyby o platnosti

a funkčnosti této teorie.

Hlavńım ćılem praktické části byla předevš́ım implementace Duffinova-Schaefferova al-

goritmu a ukázka dosažených výsledk̊u včetně jejich zhodnoceńı.

Nezbytnou součást́ı této práce bylo i studium matematiky nad rámec vyučovaných předmět̊u

a v neposledńı řadě i psańı rigorózńıho matematického textu tak, aby mohl dále sloužit

ke studiu.

93



Literatura

Buhagiar, D. (2006), Functional Analysis I, lecture notes, University of Malta.

Frazier, M. W. (1999), An introduction to wavelets through linear algebra, Springer-Verlag

New York, Inc., New York.
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př́ıloha A

Ukázka konečné waveletové kostry

Obrázek A.1: Celá kostra, j = −3,−2,−1, 0, 1, 2

I



př́ıloha B

Zdrojový kód pro MATLAB

close all;

clc;

%% VYGENEROVANI BAZE

% vzorkovaci perioda

Ts = 0.05;

N = 50;

t = -N:Ts:N; % cas

ao = 2; % zakladni meritko

bo = 1;

% presne hodnoty konstant A,B

B0 = [0.25 13.091 14.183;

0.5 6.546 7.092;

0.75 3.223 3.596;

1.5 0.325 4.221]; %zakladni posuny

q=2;

bo = B0(q,1);

A = B0(q,2);

B = B0(q,3);

% meze meritka (parametr j)

Pmin = -5; % minimalni j

Pmax = 4; % maximalni j

% vygenerovani kostry do pole PSI

PSI = zeros(Pmax-Pmin+1,2*fix((N+5*ao^(-Pmin))/bo)+1,2*N/Ts+1);

for j = Pmin:1:Pmax

meritko = ao^(-j);

for posun = -fix((N+5*meritko)/bo):1:fix((N+5*meritko)/bo)

PSI(-Pmin+1+j,fix((N+5*meritko)/bo)+1+posun,:) = Ts*mexicanHat(t,meritko,posun*bo);

end

end

II



Zdrojový kód pro MATLAB

% % vykresleni kostry

% col = [’b’,’g’];

% for j = Pmin:1:Pmax

% figure(-Pmin+1+j)

% for i = 1:(2*fix((N+5*ao^(-j))/bo)+1)

% D = PSI(-Pmin+1+j,i,:);

% plot(t,D(:),col(mod(i,2)+1),’LineWidth’,1);

% hold on;

% end

% grid on;

% title(strcat(’j=’,num2str(j)));

% end

% % vykresleni kostry do jednoho grafu

% col = [’b’,’g’];

% figure();

% for j = Pmin:1:Pmax

% subplot(3,2,4+j)

% for i = 1:(2*fix((N+5*ao^(-j))/bo)+1)

% D = PSI(-Pmin+1+j,i,:);

% plot(t,D(:),col(mod(i,2)+1),’LineWidth’,1);

% hold on;

% end

% grid on;

% title(strcat(’j=’,num2str(j)));

% end

% preusporadani kostry z pole PSI do matice M

for j = Pmin:1:Pmax

if j==Pmin

vyber = PSI(-Pmin+1+j,1:(2*fix(N+5*ao^(-j))/bo+1),:);

baze = zeros(2*fix(N+5*ao^(-j))/bo+1,2*N/Ts+1);

for i = 1:(2*fix(N+5*ao^(-j))/bo+1)

baze(i,:) = vyber(1,i,:);

end

BB = baze;

else

vyber = PSI(-Pmin+1+j,1:(2*fix(N+5*ao^(-j))/bo+1),:);

baze = zeros(2*fix(N+5*ao^(-j))/bo+1,2*N/Ts+1);

for i = 1:(2*fix(N+5*ao^(-j))/bo+1)

baze(i,:) = vyber(1,i,:);

end

BB = [BB;baze];

end

end baze = BB’;

% VYPOCET KONSTANT A,B - spektralni norma matice

% Q = baze;

% pQ = pinv(Q);

% spektralni norma - vlastni cisla

% B = max(eig(Q’*Q));

% A = 1/max(eig(pQ’*pQ));
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% spektralni norma - singularni cisla

% Sb = svd(Q);

% BB = (max(Sb))^2;

% Sa = svd(pQ);

% AA = (min(Sa))^2;

% Euklidova norma

% B = sum(sum(Q.*Q));

% A = 1/sum(sum(pQ.*pQ));

%% DUFFIN SCHAEFFER

L = N/Ts*2+1;

% testovaci funkce

% Gaussovo rozdeleni

% f = (10/(sqrt(2*pi)*N/4)*exp(-(t(:).^2)/(2*(N/4)^2)))’;

% pila

% f = [0:1:N/Ts,N/Ts-1:-1:0];

% skoky

% f = [ones(1,(L-1)/5),-ones(1,(L-1)/5),ones(1,(L-1)/5),-ones(1,(L-1)/5),ones(1,(L-1)/5+1)];

% nahodna prochazka

f = zeros(1,L);

f(1) = randn(1,1);

for i = 2:L

f(i) = f(i-1)+randn(1,1);

end

% operator S = TT*

Sf = chngbase(f,baze,baze);

% pocet iteraci

K = 500; % >=3 kvuli Duffin-Schaefferovi

% Duffin - Schaeffer: rekonstrukcni algoritmus

F = zeros(K,length(f)); F(2,:) = 2/(A+B)*chngbase(f,baze,baze);

for k = 3:1:K

F(k,:) = 2*F(k-1,:) - F(k-2,:) - 2/(A+B)*chngbase(F(k-1,:)-F(k-2,:),baze,baze);

end

ds = F(end,:);

% chyba vysledku

pomer = (B-A)/(B+A);

g = f-ds;

Nf = norm(f,2);

Nds = norm(ds,2);

Ng = norm(g,2);

Nfaprx = pomer^K*Nf;
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% vykresleni vysledku

close all;

% aproximace vs. original

figure(1);

subplot(2,1,1)

plot(t(1:end),f(1:end),’r’,’LineWidth’,2);

hold on;

plot(t(1:end),ds(1:end),’b’,’LineWidth’,2);

grid on;

xlabel(’n’);

ylabel(’x_n’);

title(’funkce a jeji zpetna rekonstrukce’);

legend(’original’,’aproximace’);

% chyba aproximace

subplot(2,2,3)

plot(t(1:end),g);

grid on;

xlabel(’n’);

ylabel(’f-ds’);

title(’chyba aproximace’);

% histogram chyby

subplot(2,2,4);

[Nhist,Xhist] = hist(g);

TT = max(abs(min(Xhist)),abs(max(Xhist)));

tt = -TT:TT/10:TT;

hist(g,tt);

grid on;

xlabel(’chyba’);

ylabel(’cetnost chyby’);

title(’histogram chyby’);

% iteracni postup algoritmu

figure(2)

plot(t(1:end),f(1:end),’r’,’LineWidth’,2);

hold on;

for i = 1:K

plot(t(1:end),F(i,:),’b’);

end

grid on;

hold off;

xlabel(’n’);

ylabel(’x_n’);

title(’postupna rekurze’);

legend(’originalni funkce’,’DS-rekonstrukce’)
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% norma chyby v kazdem kroku a konstanta W

figure(3)

subplot(2,1,1);

G = zeros(1,K);

for i = 3:K

G(i) = norm(f-F(i,:),2)/Nf;

end

plot(3:K,G(3:end),’g’,’LineWidth’,2);

grid on;

xlabel(’pocet kroku’);

ylabel(’norma chyby / norma originalu’);

title(’norma chyby / norma originalu’);

subplot(2,1,2); D = zeros(1,K);

for i = 3:K

D(i) = G(i)^(1/i);

end

plot(D,’.k’) grid on;

axis([0 K floor(100*min(D(1,3:end)))/100 1])

xlabel(’pocet kroku’);

ylabel(’konstanta W’);

title(’konstanta W’);

% 3D graf kostry

% figure();

% [X,Y] = meshgrid(1:size(baze,2),1:size(baze,1));

% surf(X,Y,baze);

VI
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