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Abstrakt

Tato préce se sklada ze tii ¢asti. V prvni ¢asti je popis identifikace a regulace systému
DR300-AMIRA, coz je rychlostni servomechanizmus. Dalsi dvé casti, které se tykaji
Z-transformace a diskretizace jsou koncipovany jako soucdst studijniho materialu pro
predméty Systémy a modely a Systémy a fizeni. Tyto ¢ésti obsahuji zakladni teoretické

informace a také fesené a neresené priklady.

1l



Abstract

This work is composed of three parts. In the first part there is a description of an
identification and regulation of the system called DR300-AMIRA, which is a speed ser-
vomechanism. Another two parts, which are concerned with Z-transformation and digi-
tization, are created as a study material for subjects Systems and models and Systems

and controlling. These parts contain basic theory and solved and unsolved examples.
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Kapitola 1
Uvod

V této praci je popsana identifikace a regulace otacek servomechanizmu DR300-AMIRA,
coz je rychlostni servomechanismus, ktery tvori dva identické motory s pevné spojenou
hrideli. Systém déle obsahuje tachodynamo pro méfeni otacek motoru a IRC senzor pro
meéieni thlu natoceni hridele.

Ukolem identifikace je vytvorit matematicky popis tohoto systému, k ¢emuz je mozné
pouzit rovnice popisujici chovani stejnosmérného motoru s cizim buzenim. Také je tieba
vytvorit vhodny model, ktery bude systém dobfe aproximovat, coz lze provést pomoci
prechodové charakteristiky vstupniho a vystupniho signélu. Déle je treba urcit, v jaké
oblasti je odezva na vstupni signdl linearni, kdy je nelinearni a kdy pfi zméné vstupniho
signalu nedochézi k zadné zmeéné vystupniho signalu. Dilezité je také zjistit frekvenéni
charakteristiku, coz obnasi zmérit odezvu systému na vstupni harmonicky signdl s ruznymi
frekvencemi. Zajima nas zesileni a fazovy posun vystupniho signalu.

Vysledky identifikace mohou byt dale pouzity pro fizeni otacek servomechanizmu
v pracovnim bodé, ktery lezi v linearni oblasti urcené identifikaci. K navrhu regulatoru je
vyuzit zjistény aproximaéni model. Metod navrhu regulatoru je celd fada, v této préci jsou
regulatory navrzeny frekvenéni metodou a metodou geometrickych mist kotenu. Vysledky
fizeni systému odhali, zda jsou vysledky identifikace spravné. Obecné je fizeni tim lepsi,
¢im rychlejsi je odezva vystupniho signalu na vstupni signal, ¢im mensi je ustalena od-
chylka a prekmit. Dalsim dulezitym parametrem je velikost akéniho zasahu, coz je signél
vstupujici do regulovaného systému.

V dalsi ¢asti této préace jsou kapitoly Z-transformace a Diskretizace, které jsou kon-
cipovany jako studijni materidl pro predméty Systémy a modely a Systémy a TFizeni.

Zékladem automatizace je éislicové fizent, které je realizovéno pocitacem. Ridici signa-

ly maji diskrétni charakter, coz znamena, ze nabyvaji nenulovych hodnot pouze v urcitych
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casovych okamzicich. Stejné tak signal nesouci informaci o fizeném systému je pocitacem
vyhodnocovén jen v uréitych ¢asovych okamzicich. Rizené systémy vsak mohou mit spo-
jity charakter. Je tedy nutné na vstup a vystup takového systému pripojit zafizeni,
ktera diskrétni vstupni signdl pfevedou na spojity, a vystupni spojity signal prevedou
na diskrétni. Z vnéjsku se pak spojity systém bude chovat jako diskrétni a bude tedy
mozné pouzit ¢islicové fizeni. V teorii fizeni slouzi k popisu systému tzv. stavové popisy.
Prevod stavovych popisu pro spojité systémy na stavové popisy pro diskrétni systémy se
nazyva diskretizace. Matematicky aparat, ktery se pouziva k popisu diskrétnich systému

jsou diferen¢ni rovnice a Z-transformace.



Kapitola 2

Identifikace systému DR300-AMIRA

Systém DR300-AMIRA (viz obr. 2.1) je rychlostni servomechanismus, ktery tvoii dva

identické motory s pevné spojenou hiideli (neuvazujeme pruznost spojky), tachodynamo
pro méreni otacek w a IRC senzor pro

méreni ihlu natoceni hiidele ¢. Prvni mo-
tor (vlevo) je pouzivan jako generator (mu-
zeme jej vyuzit napiiklad pro simulaci pro-
ménného zatézovactho momentu). Druhy
motor (vpravo) slouzi pro fizeni otacek

motoru w, respektive 1ihlu natoceni hiidele

motoru . Motor je fizen zesilovacem, kte-
ry pracuje jako proudovy regulator (proud
i muzeme mérit) se dvéma ruznymi ¢aso- .
Obrazek 2.1: Servomechanismus DR300-AMIRA
vymi konstantami (dle nastaveni TIME1
nebo TIME2 podle navodu (Fuka, J. et al., (http://dce.felk.cvut.cz/sari/))). Zesilovac
je ovladan vstupnim napétim u. VSechny veli¢iny jsou ve strojovych jednotkach.

V této kapitole je popsan postup identifikace servomechanizmu DR300-AMIRA s na-
stavenim TIMEIL, coz zahrnuje nalezeni modelu systému, urceni statickych pievodnich
charakteristik (mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami) a frekvenénich charakteristik.

Ziskany model bude v dalsi kapitole 3 vyuzit k fizeni servomechanizmu.
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2.1 Teoreticky model systému
Pti identifikaci jsou uvazovany signaly

e napéti motoru u (vstupni signdl),

e proud motoru ¢ (vystupni signal),

e otacky motoru w (vystupni signdl),

e poloha hiidele motoru ¢ (vystupni signél).

Rovnice popisujici chovani stejnosmérného motoru s cizim buzenim muzeme zapsat

ve tvaru
di(t) .
L e —Ri(t) — kew(t) + u(t), (2.1)
dw(t) :
J i = kni(t) —bw(t) —m,(t), (2.2)
de(t)
I OF (2.3)

kde ¢ [A] je proud motoru, w [s7!] jsou otacky motoru, ¢ [rad] je thel natoceni hifdele
motoru, u [V] je vstupni napéti motoru (narozdil od serva AMIRA, které je fizeno prou-
dem), m, [Nm]| je vnéjsi zatézovaci moment (druhy nezdvisly vstup v nasem piipadé
reprezentovany napiiklad generdtorem), R [(2] je elektricky odpor motoru, L [H] je in-
dukénost motoru, J [kgm?s™!] je moment setrvacnosti motoru, b [kgm?s7!| je konstanta
tren{ motoru, k. [sV™!] je elektrickd konstanta motoru a k,, [kgm?s™?] je mechanicka
konstanta motoru.

Pro stavovy popis ve tvaru

zvolime ke vstupnimu vektoru

a vystupnimu vektoru
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stavovy vektor

Stavovy popis ziskdme z rovnic popisujicich chovani stejnosmérného motoru s cizim bu-

zenim (2.1) az (2.3) jako

N
e(t)= |t L 0olz@®)+ |0 —3|ud
0 1 0 0 O

1 00
y@&)=10 1 0| x()+ [0 0] u(?t).
0 01

Ptenosovou matici systému vypocteme podle vztahu
G(s)=C(sI — A)'B,

Matice C je jednotkova, proto ji muzeme pii nasobeni zanedbat. Vypoéteme nejprve

s 00 —& ko s+ &k
_ km b — km b
0 0 s 0 1 0 0 -1 s
Nyni muzeme vypocitat inverzni matici
1
I-A)"' = dj(sI — A
(S ) det(SI—A)a J(S )7

st (o2 5):

a adjungované matice

adj (S[ - A) = skT’” 52
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Upravou vztahu

1 52—}—5% —sk—e % 0
G(S) = skTm 52+s% 0 1
s + 82(% + % ) + S(bR—DkLmke ) kTm s+ & 52-‘1-5(% +% >+(bR+kakE ) 0 OJ

ziskame vysledny vztah pro prenosovou matici

| 1 (s*+s%) she
G(s) = km 1 (2 R
R R T N I
L 7 T

Nemiizeme sice &fselné dopoéitat pienosovou matici dosazenim konstant, nebot jejich
hodnoty nezname, je vSsak mozné zjistit rad prenosu pro vstupni napéti a vystupni otacky;,
coz nam poskytne zakladni predstavu pro dalsi hledani aproximacniho modelu systému.

Ze vztahu
kde Y (s) a U(s) jsou Laplaceovy obrazy signalu y(t) a u(t), ktery lze v nasem pripadé

[ Ul(s) ] |
Mz<5)

vyplyva, ze muzeme pro otacky ocekavat prenos druhého radu bez astatizmu.

zapsat jako
I(s) Gu(s) Ghals)
Q(s)| = [Gals) Gaf
D(s) G31(s) Gas(s)

Va)
~—

2.2 Statické prevodni charakteristiky v — i a u — w

Tato cast slouzi ke zjisténi, v jakém rozsahu je mozné ménit vstupni napéti, aby systém
pracoval v linearni oblasti. Déle zjistime rozsah vstupniho napéti, pro které se motor
neto¢i (tzv. pasmo necitlivosti) a rozsah vstupniho napéti, pro které se jiz nezvysuji

otacky motoru (tzv. pasmo saturace).
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-0.5

0.5 -0.5 0.5

0 0
ul-] ul-]

(a) napéti-proud u — i (b) napéti-otacky v — w

Obrazek 2.2: Grafy statickych pfevodnich charakteristik

Z prevodni charakteristiky napéti-proud na obr. 2.2(b) vyplyva, ze prevod je linedrni
v rozsahu vstupniho napéti u € (—0,3;0,3). Mimo tento interval je jiz padsmo saturace.

Ptevodni charakteristika napéti-otacky vykazuje pasmo necitlivosti v intervalu vstup-
nitho napéti v € (—0,12;0,12). Saturacni oblast je pro napéti |u| > 0, 3, kdy jiz nedochézi
k rustu otacek motoru. Mezi témito dvéma oblastmi je charakteristika linearni. Z grafu
je také vidét hystereze pfevodu pro linedrni oblast, kterd mé tloustku ptiblizné 0,03.

Tyto zmétené charakteristiky slouzi k ur¢eni vhodného pracovniho bodu, ve kterém
bude provedena identifikace linedrniho dynamického systému. Pracovni oblast zvolime
podle obr. 2.2(b) pro vstupni napéti v rozsahu v = 0,21 az 0,25. Tato oblast bude také

pouzita pro fizeni servomechanizmu v kapitole 3.

2.3 Identifikace dynamického systému z prechodové

charakteristiky

Zméiime prechodovou charakteristiku zkoumaného systému, z ni odecteme zesileni a
casové konstanty. Z toho jiz uréime prenos modelu a pro zjisténi spravnosti modelu po-
rovname pievodni charakteristiku modelu s namérenou charakteristikou systému. Tento
postup je popsdn napt. v (FENCLOVA, M. et al., 1993).

Prechodova charakteristika otacek servomechanizmu na obr. 2.3 byla zméfena pro

skok vstupniho napéti z v = 0,21 na v = 0,25 v case t = 6s. Je vidét, ze zesileni systému
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je k = 5. Pomoci piimky, kterd je tecnou prechodové charakteristiky v jejim inflexnim
bodé byly urcéeny konstanty T, = 0,04 a T,, = 0,8. Jejich pomeér 7, = T,/T,, = 0,069.
Z toho vyplyva, ze hledany prenos mé tvar

k
(Tys+1)(Tes+ 1)
Z tabulky v (FENCLOVA, M. et al., 1993) na str. 56 byla pro 7, = 0,069 odectena hodnota
75 = 0,1. Z rovnic v (FENCLOVA, M. et al., 1993) na str. 56

T, t
— 2 T 4Ty
=g = ase

G(s) =

kde t; = 0,9s je ¢as pii 72 % ustalené hodnoty charakteristiky, byly urceny casové kon-

stanty 77 = 0,651s a Ty = 0,0651 s prenosu G(s). Prenos modelu zkoumaného systému

je tedy
G(s) = > (2.4
*) = 10,6515 + 1)(0,0651s + 1) '
0.55
0.5
D
73 0.45
0.4
0.350x — i i
>o€«<—> 7 8 9 10
t[s]

Obrazek 2.3: Zméfena prechodova charakteristika systému

Nyni je mozno porovnat prechodovou charakteristiku modelu s namérenou prechodo-

vou charakteristikou systému, coz je provedeno na obr. 2.4. Pro lepsi kontrolu spravnosti
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modelu je na vstupu v case t = 6 skok z 0,21 do 0,25 a v ¢ase t = 12 s skok zpét na hod-
notu 0,21. Hodnoty jsou posunuty tak, aby bylo na poc¢atku prechodovych charakteristik
w(t) =0.

= servomechanizmus

== model

02
0.5
0.1

0.05

6 8 10 12 14 16 18
t[s]

Obrazek 2.4: Porovnani pfechodovych charakteristik systému a jeho mo-
delu

Z obr. 2.4 je vidét, ze navrzeny model (2.4) je velmi dobrou aproximaci identifiko-

vaného systému.

2.4 Meéreni frekvenéni charakteristiky

Zde bude provedeno méteni frekvencni charakteristiky, k ¢emuz bude pouzito buzeni

systému sinusovym signalem

u(t) = Uy + Uy sin(wt + o).
Na vystupu budou méteny otacky motoru

w(t) = Qo+ Ly sin(wt + o).

Ve zvoleném frekvenénim rozsahu tedy bude pro jednotlivé frekvence vstupniho signalu
odecitana amplituda vystupniho signélu €2, a jeho fazovy posuv «,,[rad]. Pak bude mozno
urcit amplitudovou frekvencéni charakteristiku podle vztahu

Q
AldB] = 2010g10U—m

m
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a fazovou frekvencni charakteristiku danou vztahem

180

= (v — ).

o[°]
Frekvenéni charakteristika byla zméfena pro frekvence w = {0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 1; 2;5;
10; 20} rad/s. Parametry vstupniho signédlu byly Uy = 0,22, U,,, = 0,05. Na obr. 2.5 je pro
nazornost vstupni a vystupni signal servomechanizmu pro w = 5rad/s. U obou signalu

je odectena stejnosmérna slozka.

0.08 x T T x x

0.06

0.04

0.02

y(t)
o

-0.02

-0.04

-0.06 = vystup w[-]

= yStup u[-]

_0.08 | | | | 1
12 12.5 13 13.5 14 14.5 15

t[s]

Obréazek 2.5: Prubéh vstupniho napéti u s frekvenci 5rad/s a vystupnich

otacek w

Z obr. 2.5 je vidét, ze pti frekvenci vstupniho napéti w = 5rad/s maji vystupni otdcky
jiz relativné velky fazovy posuv.

Frekvencni charakteristiky redlného systému a jeho modelu jsou na obr. 2.6 a obr. 2.7.
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201

-20+

-40+

Zesileni[dB]

—-60F

—— model
= servomechanizmus

-100
10

Obrézek 2.6: Frekvenéni amplitudové charakteristiky servomechanizmu

10

jeho modelu

10

flrad/s]

10" 10°

-60+

-80+

Faze[°]

-1001-

-120

-1401

-1601-

-180

—— model
= servomechanizmus

10

10"

10°

flrad/s]

10" 10°

10°

Obrézek 2.7: Frekvenéni fazové charakteristiky servomechanizmu a jeho

modelu

11

Charakteristiky na obr. 2.6 a obr. 2.7 opét potvrzuji spravnost navrzeného modelu

servomechanizmu.
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2.5 Shrnuti vysledku identifikace

Ze srovnani prechodovych charakteristik modelu a realného systému na obr. 2.4 a frek-
vencnich charakteristik na obr. 2.6 a obr. 2.7 vyplyva, Ze urceny model, ktery je popsan
prenosem (2.4) je dobrou aproximaci identifikovaného systému. To plati samoziejmé pouze
v linearni oblasti statické prevodni charakteristiky, ktera byla urcena v podkapitole 2.2 a
v proméiené frekvenéni oblasti. Tyto vysledky 1ze pouzit k tizeni otacek servomechanizmu

ve zvoleném pracovnim bodé, coz je realizovano v kapitole 3.



Kapitola 3

Regulace systému DR300-AMIRA

V této casti bude proveden navrh regulatoru pro fizeni otacek servomechanizmu, ktery
byl identifikovan v kapitole 2. Nasledné bude pomoci navrzenych regulatoru provedena
regulace otacek servomechanizmu.

Pro fizeni otacek systému DR300-AMIRA v linedrni oblasti (v nasem piipadé pouzivé-
me skok fidictho signélu z 0,21 do 0,25), kterd byla zjisténa méfenim statické prevodni
charakteristiky v podkapitole 2.2, pouzijeme ptrenos modelu (2.4). Pro fizeni systému je
nutné navrhnout reguldtory tak, aby byla odezva vystupniho signalu na vstupni signal co
nejrychlejsi; s co nejmensi ustdlenou odchylkou (maximalni piipustnou hodnotu volime
5%) a s dostatecné malym piekmitem, jehoz maximéln{ piipustnou hodnotu volime 20%.
Pro navrh regulatoru jsou pouzity frekvenéni metody (volba fazové bezpecnosti) a me-
tody geometrického mista kofenu (GMK). Popis téchto metod navrhu lze nalézt napf.

v (JouNn, J., 2003; FRANKLIN, G. et al., 2002).

Poznamka: Regulace popsané v nésledujicich podkapitolach 3.1, 3.2 jsou realizovany

zapojenim dle obr. 3.1, coz je zpétnovazebni fizeni se zapornou zpétnou vazbou.

u(t) ui(t) »()
Iy c L "/ G ol
Vstupni Regulator System Zobrazeni
signal vystupu

Obrézek 3.1: Schema zapojeni regulaéni soustavy

13
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3.1 Navrh PID regulatoru pomoci metody
geometrického mista kofent (GMK)

Do geometrického mista kofenu (viz obr. 3.2) modelu ziskaného identifikaci vhodné umi-
stime dvé nuly a dva poly, které tvori prenos regulatoru. Idealni PID regulator je tvoren
dvéma nulami a pouze jednim pélem. Ale aby byl tento regulator realizovatelny, je treba
pridat jesté jeden pdl, ktery odfiltruje derivaéni nulu. Vhodné nastavime zesileni, aby bylo
dosazeno co nejlepsich parametru regulace. GMK vysledného systému, ktery je tvoren

prenosem modelu servomechanizmu a prenosem reguldtoru je na obr. 3.3.

10 T T T T T T
0.8 0.68 0.56 0.42 0.28 0.14

0.91

[0.975

14 12 10 8 6 4 2

Im
o

| 0.975

0.91

0.8 0.68 0.56 0.42 0.28 0.14
-10 L L L L L L L
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0
Re

Obrazek 3.2: GMK modelu servomechanizmu
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Obrazek 3.3: GMK soustavy tvofené regulatorem a modelem servomecha-

nizmu
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Vysledny pfenos reguldtoru mé tvar

2,03 (s + 4,091) (s + 26,31)
p— . .1
Crin(s) s (s + 54,57) (3-1)

Vysledek regulace dokumentuje obr. 3.4, kde jsou zobrazeny vystupni otacky regulo-

vaného systému, a obr. 3.5, kde je zobrazen akéni zdsah, coz je signal (viz schema

na obr. 3.1) vstupujici do regulovaného systému.

021 —vstup

— servomechanizmus
—— model

I i i i i I i i i
38 4 42 4.4 46 48 5 5.2 5.4 5.6 5.8
tls]

Obrézek 3.4: PID regulace modelu a servomechanizmu

servomechanizmus
model

0.25

0.2

57 015

0.1

0.05

0 I I I I I I I I I
4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8 6

t[s]

Obrézek 3.5: Akéni zdsah regulovaného systému

Z obr. 3.4 je patrné, ze regulace méa dobré parametry. Doba ustaleni je priblizné 1s,

prekmit je 10 % a ustéalend odchylka je samoziejmé nulova.
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3.2 Navrh PID regulatoru pomoci frekvencénich
metod
V tomto navrhu pouzijeme frekvenéni amplitudovou a fazovou charakteristiku modelu,

ktera je na obr. 3.6.

20

-20+

-40+

Zesileni[dB]

—60+

-80

—45+

-90+

faze[]

-135r

-180 12 -1 0 1 2 3
10 10 10 10 10 10
wrad/s]

Obrazek 3.6: Frekvencéni amplitudovou a fazovou charakteristiku modelu

Zvolime fazovou bezpecnost PM = 70°. Z toho vyplyva, ze hodnota faze ve frekvencni

charakteristice, na které budeme odecitat frekvenci wp bude
wp = arg{G(jwp)} = —149,3.

Z frekvenc¢nich charakteristik tedy odeceme frekvenci wp = 30 rad/s a zesileni na této
frekvenci |G(jwp)|as = —19 dB, coz odpovida |G(jwp)| = 0,3867.
Z téchto hodnot vypocteme pomoci vztahu pro vypocet konstant PID regulatoru

(Jonn, J., 2003; FRANKLIN, G. et al., 2002) pfenos
0,07 (s +30) (s + 3)

CPID(S) = S .

K tomuto prenosu pridame jesté jeden pdl, ktery bude filtrovat derivac¢ni nulu. Pro jeho

vypocet pouzijeme vztah

Gy(s) = T kde wy=20wp,
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¢imz docilime toho, ze pridanim tohoto pélu bude zvolena fazova bezpecnost ovlivnéna
jen nepatrné.

Vysledny regulator méa tedy prenos

35,88 (s +30) (s + 3)
Crio(s) = =5 ioesa) (32)

Vysledek regulace dokumentuje obr. 3.7, kde jsou zobrazeny vystupni otacky regulo-

vaného systému, a obr. 3.8, kde je zobrazen akéni zéasah regulovaného systému.

—vstup
——model
—— servomechanizmus

i i i i i i 1 I I
38 4 42 44 46 48 5 5.2 5.4 5.6 5.8
t[s]

Obrazek 3.7: PID regulace modelu a servomechanizmu

1.8

T T
servomechanizmus
model

16}

14}
1.2F

1}

“
=)

0.8
0.6

0.4

4 4.2 4.4 4.6 4.8 5.2 5.4 5.6 5.8 6

5
t[s]

Obrézek 3.8: Akéni zdsah regulovaného systému
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Z obr. 3.7 je patrné, ze regulace ma opét dobré parametry. Doba ustaleni je shruba

0,8 s, prekmit je 6 % a ustélend odchylka je samoziejmé nulové.

3.3 Shrnuti vysledku regulace

Navrzené reguldtory (3.1), (3.2) vykazuji kvalitni vysledky. Z hlediska prekmitu a doby
ustdleni je o néco lepsi reguldtor (3.2) navrzeny frekvencni metodou. Co se tyka akéniho
zasahu, je lepsi naopak reguldtor (3.1) navrzeny metodou GMK, protoze §picka akéniho
zasahu pri skokové zméné vstupniho signalu je mnohem mensi, nez u reguldtoru navrzené-
ho frekvenéni metodou. Z Porovnéni regulaci modelu (2.4) s regulacemi systému DR300-
AMIRA je vidét, ze parametry regulace realného systému jsou dokonce lepsi, nez vysledky
regulace modelu.

Poznamenejme, Ze u obou regulaci je patrny sum, ktery by bylo mozné c¢éstecné
odstranit pridanim vhodného filtru do regulované soustavy.

Névrhem reguldtoru pomoci prenosu modelu (2.4) ziskaného identifikaci servomecha-
nizmu a odskousenim téchto regulatoru na realném systému ve zvoleném pracovnim bodé

byla potvrzena spravnost vysledku identifikace.



Kapitola 4
Z-transformace

Z-transformace je matematicky nastroj, ktery slouzi napriklad
k teseni diferencnich rovnic podobné jako slouzi Laplaceova
transformace k feSeni diferencialnich rovnic. Z-transformace
prevadi posloupnosti ¢asovych vzorku na funkce komplexni
proménné z. Posloupnosti ¢asovych vzorku mohou vzniknout
napiiklad pii vzorkovéani spojitého signdlu (méfeni spojitého
signédlu pouze v nékolika ¢asovych okamzicich). Vzorem neboli
origindlem ¢i predmétem Z-transformace je tedy posloupnost a jejim obrazem je fada.
Pouzivé se bud jednostrannd Z-transformace nebo oboustrannd Z-transformace podle
toho, na jakou posloupnost je aplikovana. V zakladech ridici techniky pouzivame pouze
jednostrannou Z-transformaci, protoze predpokladame, ze vzorkovani signalu zacalo v ¢a-
se t = 0s. Proto se i v této ptiloze zaméiime pouze na Z-transformaci jednostrannou.
Oboustrannou Z-transformaci lze nalézt napiiklad v (VicH, R., 1983) nebo na mnoha
internetovych strankach.

Z-transformaci i inverzni Z-transformaci lze samoziejmé pocitat z definic. V praxi
se vsak vétsinou pro prevod mezi predméty a obrazy Z-transformace pouzivaji podobné
tematicky naro¢né a ¢asové velmi zdlouhavé.

V této priloze jsou uvedeny zékladni definice, véty a vlastnosti tykajici se Z-trans-
formace. Jsou zde zopakovany pojmy posloupnost a fada, protoze je pouzivame pfi
vypocCtech obrazu Z-transformace. Déle jsou zde uvedeny nékteré zakladni vlastnosti
Z-transformace, priklady a nefesené tlohy podobné jako v ostatnich kapitolach. Vice
informaci o Z-transformaci lze nalézt napiiklad v (Vich, R., 1983; FRANKLIN, G.
et al., 2002; Fuka, J. et al., (http://dce.felk.cvut.cz/sari/)).

19
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4.1 Zakladni definice, véty a vlastnosti

Definice 4.1 (Posloupnost): Posloupnost (nekone¢né ¢iselna posloupnost) je funkce,
jejimz definicnim oborem je mnozina celych ¢isel Z. Posloupnost obvykle zapisujeme
téemito zpusoby f(k), {fx}, {fx}> . Grafem posloupnosti je mnozina navzajem izolo-

vanych bodu, viz napriklad obr. 4.1 nebo obr. 4.2. >

Posloupnosti muzeme rozdélit na oboustranné { fr}>,, kde je defini¢cnim oborem celd
mnozina Z, nebo jednostranné { fi }32,, pro které plati fi, = 0 pro k < 0. Funkéni pfedpis
posloupnosti muze byt dén bud wvzorcem pro k-ty ¢len (napifklad fp = 2k), nebo reku-
rentné, to je zaddnim nékolika prvnich ¢lenu posloupnosti a vzorcem, ktery umoznuje
urcit dalsi ¢len podle predchozich (napiiklad fo =1, fry1 = fr +2). Dale muze délit po-
sloupnosti na kone¢né a nekonecné. Koneéna posloupnost ma soucet vzdy, pokud f < oo

pro vsechna k.

Definice 4.2 (Aritmetickd a geometrickd posloupnost):  Posloupnost zadanou
pomoci vztahu fy = a, fre1 = fr + d nazyvame aritmetickou posloupnosti s prvnim
¢lenem a € R a diferenci aritmetické posloupnosti d € R. Posloupnost zadanou pomoci
vztahu fo = a, fiy1 = fi g nazyvame geometrickou posloupnosti s prvnim ¢lenem a € R

a kvocientem geometrické posloupnosti ¢ € R. >

- 00

Definice 4.3 (Rada): Necht je ddna posloupnost {fx}32,, pak vyraz Y. fx nazyvdme
k=0

nekonecnou radou. Pro oboustrannou posloupnost jsou meze sumy od —oo do oo. >

V souladu s definici 4.2 muzeme opét zavést vyznamné typy fad. Aritmetickd ne-
oo

konecéné fada je ddna vztahem > (fo + kd). Pokud je fo = 0 a soucasné d = 0, pak je
k=0
tato fada konvergentni a mé soucet S = 0. Jinak je tato fada vzdy divergentni a nema

definovany soucet S. Geometrickd nekonecéna fada je dana vztahem Y fy¢*. Pokud je
k=0
lq| < 1, pak je geometrickd fada konvergentni a ma soucet

k+1_1
S = lim foq = f(] s

(4.1)

jinak je tato fada divergentni a nem4 definovany soucet S.

Definice 4.4 (Konvoluce): Konvoluci dvou posloupnosti fi a gx rozumime posloup-

nost definovanou vztahem

{fu}+ {on} = Zfi Gh—i-
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k¢

Konvoluci znacime symbolem ,,*“ a pro konvoluci plati komutativni, distributivni a aso-

ciativn{ zdkon (VicH, R., 1983). >

Definice 4.5 (Diskrétni Diractiv impuls d(k)): Diskrétni Diractv impuls je defino-

van jako posloupnost, pro kterou plati

0 pro kE #0.

Nazyva se téz diskrétni Diracova funkce nebo diskrétni jednotkovy impuls. >

Poznamka: Existuje také spojity Diracuv impuls, ktery se znaci (t) a je definovan

o(t)=0 pro t#0 a soucasné / o(t)dt =1.
oo O

Definice 4.6 (Diskrétni jednotkovy skok 1(k)): Diskrétni jednotkovy skok je defi-

novan jako posloupnost, pro kterou plati

1K)

0.5

4 2 ) 2 7 G -4 2 0 2 4 6 8
k[ k[-]

(a) Diskrétn{ Diracuv impuls 0 (k) (b) Diskrétni jednotkovy skok 1(k)

Obrazek 4.1: Grafy zakladnich posloupnosti
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Definice 4.7 (Pfima jednostrannd Z-transformace): Jednostrannd Z-transfor-

mace posloupnosti { fx} je definovana nekoneénou fadou

F(z)=Z{f()} =) fuz"",

kde F(z) je Z-obraz posloupnosti { fx} a z € C je komplexni proménné. Nutnd podminka
pro existenci Z-obrazu posloupnosti {fx} je, ze ¢ < 1, kde ¢ je kvocient geometrické
fady. Z toho vyplyvéa, ze ke kazdé takové posloupnosti { fi.} existuje ¢islo r tak, ze rada
3 fr 2% konverguje pro véechna |z| > r a diverguje pro véechna |z| < r. Cislo r € R
3{6: Opolomér kruhové oblasti se stfedem v pocdtku. Aby posloupnost {fx} byla schopna
Z-transformace, je nutné a postacujici, aby byla exponencialniho typu. Pro takovou po-
sloupnost lze nalézt &isla M > 0, sg > 0 ky > 0 takovd, aby platil vztah |fy| < MeoF,

pro k > ko (Vich, R., 1983). >

Poznamka: Misto komplexni proménné z se nékdy pouziva pismenko ¢ a misto promén-
né 2! pismenko d, ktera vsak nemaji viznam komplexni proménné, ale operatoru a pouzi-

vaji se v casové oblasti jako funkcionaly. Mame-li napiiklad polynom
a(d) = ag + ard + agd® + . . .,
pak aplikace tohoto funkcionédlu na posloupnost u(k) je

a(d)u(k) = apu(k) + aju(k — 1) + agu(k —2) + ... . -
Definice 4.8 (Zpétna Z-transformace): Zpétnd Z-transformace ma tvar integralu
podél uzaviené kiivky C', ktera obsahuje vsechny singuléarni body funkce F(z). Pro vsech-
na k=1, 2, ... plati

1

= o F(2)2"dz.

C >

f(k) =2"{F(2)}

Dale se jiz budeme zabyvat pouze jednostrannymi posloupnostmi a jednostrannou

Z-transformaci, kterou je mozno aplikovat na jednostranné posloupnosti.

Véta 4.1 (O linearité): Necht a, b jsou komplexni ¢isla, fi a gy jsou posloupnosti ex-

ponencidlniho typu, k € Ny. Pak plati

Z{afi +bgr} = aZ{fp} +bZ{gr} = aF(z) + bG(z).
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Véta 4.2 (O podobnosti obrazti (o substituci v obraze)): Necht a je komplexni
cislo, fi je posloupnost exponencidlniho typu, k € Ng. Pak plati

2{dht=rF(2).

Poznamka: Pokud Z{f;} existuje pro |z| > r, pak Z{a”fi} existuje pro |z| > |a| 7, kde

a # 0 je néjaké komplexni ¢islo. O

Véta 4.3 (O posunuti vpravo): Necht f, je posloupnost exponencidlniho typu, k € Ny
a m € Ny, potom plati

Z{fe-m} = Z{f(k=m)} = 27" F(z).
Temto diskrétnim funkcim rikame zpoZdené.

Véta 4.4 (O posunuti vlevo): Necht fj, je posloupnost exponencidlniho typu, k € Ny
a m € Ny, potom plati

k-1
E{furm} = 2| 2{fe} =D fiz].
i=0
Temto diskrétnim funkcim tikame urychlené.

Véta 4.5 (O derivaci obrazi): Necht f, je posloupnost exponencidlniho typu, k€ N,

potom plati p
Z{k = —z—
{k fi} S

Poznamka: Pokud Z{f;} existuje pro |z| > r (polomér konvergence fy), pak také

Z{kfy} existuje pro |z| > r. O

Véta 4.6 (O konvoluci): Necht fi, gr jsou posloupnosti exponencidlniho typu, k € N,
potom plati

Z{fr* g} = F(2)G(2).
Poznamka: Pokud Z{f;} existuje pro |z| > r; a Z{gx} existuje pro |z| > rq, pak obraz

Z{fu i} existuje pro [¢] > max(ry, 73) "

Véta 4.7 (O limité pfedmétu v poc¢dtku a nekoneénu): Necht f, je posloupnost

exponencidlniho typu, k € Ny, potom plati

lim f(k) = lim F(z),

k—0 2Z—00
Jim f(k) = lim (z—1)F(2),

pokud klim f(k) ezistuge.
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4.2 Piiklady

Piiklad 4.1: Urcete soucet geometrické fady > aoq®, kde ag = 10 a ¢ = 0,5. Déle
k=0
urcete soucet prvnich ¢tyt ¢lent.

Resent: Soucet geometrické fady je podle vztahu (4.1) S = agq__—ll. Po dosazeni vyjde

o —1 o -« , o o . ;- -« v, .
S = 10@ = 20. Soucet pr4vn10h k clenu geometrické rady lze obecné vypocitat jako
Sk = agt=t . Tedy Sy = 10§55 = 18,75, v

Priklad 4.2: Odvodte Z-obraz diskrétniho jednotkového skoku 1(k).

Resent: Podle definice 4.7 plati

00 00 1 k
Z{EYy =) 1F=>" (-) :
k=0 k=0 \7
Jde o geometrickou fadu se souctem
> 1\" Ly
Z(—) :hmi(Z)1 T
=0 \° Fmeo T
Aby existoval Z-obraz této funkce, musi platit podminka |z7!| < 1. Pak plati
' (% )k+1 _1 1
i I—1 —1-1
Odtud )
z
(k) = 1 = ,

Piiklad 4.3: Je ddna konecénd posloupnost {fi} = {fo, f1, ---, fu—2, fu_1}, kden € N

an < oo. Uréete Z-obraz pro f, = a*.

Resent: Obecné vypada Z-obraz jako

_ form T fi2" R4 4 fa
- Zn—l '

n—1
Z{hy =D f = fo+ frz T ot faar Y
k=0

Pro f, = a* je

2{ph =y (2) =% - -
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Priklad 4.4: Dokazte, ze plati véta o linearité 4.1.

Reseni: Podle definice 4.7 plati

Z{afy +bgy = Zafwbgk Zafk; Zbgk; _ai%eri% _
k=0 k=0

k=0

= aZ{fx} +bZ{g}.

v
Priklad 4.5: Dokazte, ze plati véta o podobnosti obrazu 4.2.
Resent: 7 definice 4.7 plati
akf = f z
Z{a" fi} = Z L=y :F{<a>}
= (%) v

Piiklad 4.6: Urcéete obraz diskrétni funkce f, = a* s vyuzitim véty o podobnosti ob-

razu 4.2.

Regeni: Zaménime a* za a*1(k) a dostaneme

2= 2t - $1(3) - 3 () - -

=0 ° z v

Piiklad 4.7: Dokazte, ze plati véta o posunuti vpravo 4.3.

Resent: 7 definice 4.7 piseme

00 . 00 . 1
Z{frm} =) szk = > z(,fkm = I,
k=m

=m

Poznamenejme, ze nekonecéna rada zacind pro k = m, protoze pro jednostrannou posloup-

nost jsou prvky s indexem k < m nulové. v

Piiklad 4.8: Uréete Z-obraz posloupnosti {fi_o} = {e**~2}, tedy posloupnosti {e®*}

posunuté o dva cleny vpravo.

Resend: Podle véty o posunuti v pravo 4.3 plati

[e.9]

Z{e ) = 222} =22 e h = Qi (%) 1_; =- (zie% .

k=0 k=0 z
v
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Priklad 4.9: Uvazujte posloupnost, kterd vznikne vzorkovanim spojité funkce f(t) s pe-
riodou vzorkovani Ty = 1s viz obr. 4.2. Pro funkci f(¢) plati f(t) = 0 prot < 6
a f(t) = e % pro t > 6. Uréete Z-obraz vzniklé posloupnosti.

(), f(k)
© ©o o o o o o o
N w I o (o)) ~ o] [{e]
T T T T T T T T
L L L L L L L L

o
=
T

I
10 15
t[s]

Obrézek 4.2: Graf posloupnosti vzniklé vzorkovani funkce f(t) s periodou

vzorkovani Ty = 1

Resend: Posloupnost muzeme zapsat jako posunutou { fi_¢} = {e~*~9}. Pak podle véty

o posunuti v pravo 4.3 plati

0 00 k
1
Z{e ") = ;7 6z{cF} = z’ﬁz e ki = Z’GZ (—> =
k=0 k=0 \*
1 1
— —6 —
I 25(z—e 1)’

ez

Priklad 4.10: Dokazte vétu o konvoluci 4.6.

Reseni: Pro obrazy posloupnosti fi a gi plati podle definice 4.7

F(Z)ZZZ:, G(z):zzz.
k=0 k=0

|5
|
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To jsou podle podminky existence Z-obrazu funkce absolutné konvergentni rady. Pro

soucin téchto tad plati

Piiklad 4.11: Urcete konvolutorni soué¢in diskrétnich funkei fy = k a gx = 1(k). Urcete

Z-obraz tohoto soucinu.

Reseni: Nejprve spocteme konvolutorni soucin

k k
{fk *gk} = angk_n = Zn =
n=0 n=0

Z-obraz vypocteme pomoci véty o konvoluci 4.6 a ziskdme

(k +1).

N

z z 2,'2

Z{frx g} = F(2)G(2) = (z—12 (- 1) = (z—1)3 :

Uvédomte si, jak je vyhodné pouziti vétu o konvoluci 4.6 oproti vypoctu Z-obrazu z vy-

pocteného konvolutorniho souc¢inu, ktery by byl velmi pracny. v

Priklad 4.12: Naleznéte pocatecni a ustalenou hodnotu vzorkovaného signalu, jestlize
jeho Z-obraz je
323 =222 +22—1

Fz) = 23(z —1)

Resend: Pouzijeme vétu o limité pfedmétu v pocatku a v nekoneénu 4.7. Poéatecni hod-
notu vypocteme jako limitu predmétu v pocatku, tedy
328 — 2224221 3zt =272 42,73 — 2

Ustdlenou hodnotu spocitame jako limitu predmétu v nekonecnu, tedy

323 —9222422—1

fim fe =l (= DFG) = Ji (e =)=y — =
.32 =222 4221
= lim =2.
z—1+ ZS
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Priklad 4.13: Je zadana diferenéni rovnice
6y(k +2) — Ty(k+ 1)+ 2y(k) = 3u(k + 1) + 4u(k) .

Vyfeste tuto rovnici pomoci Z-transfornace a rekurentné za predpokladu, ze u(k) = 1(k)

a pocatecni podminky jsou y(0) = 0, y(1) = 1. Déle urcete hodnotu y(k) pro k — oc.
Reseni: Z-transfornaci zadané rovnice ziskdme podle véty 4.4 vztah
6 (2°Y (z) — 2°y(0) — zy(1)) — 7(2Y (2) — 2y(0)) + 2Y (2) = 3(2U(z) — 2u(0)) + 4U(2).

Dosadime-li Z-obraz jednotkového skoku, ktery je podle ptikladu 4.2

z

Z{1(h)} =

do predchozi rovnice, dostavame rovnici

z z

z—1

6 (2°Y (2) —2°y(0) —2y(1)) = 7(2Y (2) —2y(0)) +2Y () = 3 (z ] —zu(O)) +4

Po dosazeni za u(0), y(0) a y(1) muzeme vyjadiit Z-obraz Y (z) jako

y(2) 622 + 2 4 10 N 7
z) = = - :
(622 =7z+2)(z—1) z—3 2z2—-2 =z2-1

Zpétnou Z-transformaci této rovnice urcime feseni puvodni diferenéni rovnice

y(k) = Z7HY (2)) = [4 (%)kl ~ 10 (% )kl +7 (1)“] 1(k — 1).

Odtud muzeme vypocitat y(2) = 2.33, y(3) = 3.56, y(4) = 4,54, ... a znédzornit toto
feSeni do obr. 4.3.
Hodnotu y(k) pro k — oo uréime ze Z-obrazu pomoci véty 4.7 jako

lim y(k) = lim (z — 1)Y(2) = (622 +2)(z — 1)

=T
k00 Pany s (622 =72+42)(2—1)

nebo piimo jako
klim y(k)="17.

Pro rekurentni feSeni si ze zadané diferen¢ni rovnice vyjadiime
1
y(k+2) = 6 [Ty(k + 1) — 2y(k) + 3u(k + 1) + 4u(k)].

S vyuzitim zadanych po¢ateénich podminek muzeme vypocitat y(2) = 2,33, y(3) = 3,56,

y(4) =454, ... . Resen{ je samoziejmé stejné jako v piipadé pouziti Z-transformace.
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Obrazek 4.3: Reseni diferenéni rovnice

VyzkousSejte si sami vyftesit zadanou diferen¢ni rovnici pro jiné poc¢ateéni podminky.

Jak se pak zméni ustalena hodnota reseni? v

4.3 Ulohy

oo

Piiklad 4.14: Urcete soucet geometrické fady > aoq®, kde ag = 4 a ¢ = 0,9. Déle
k=0

urcete soucet prvnich deseti clenu.

Piiklad 4.15: Urcete obraz diskrétni funkce f, = a**2.

Priiklad 4.16: Naleznéte pocatecni a ustdlenou hodnotu vzorkovaného signalu, jestlize
jeho Z-obraz je
5zt — 22 +222 4229

Fz) = 23(22 - 1)

Piiklad 4.17: Urcete konvolutorniho soucin diskrétnich funkei fp = 1(k) a gp = 1(k).

Urcete Z-obraz tohoto soucinu.
Priklad 4.18: Odvod'te Z-obraz diskrétni Diracovy funkce 6(k).

Piiklad 4.19: Urcete obraz diskrétni funkce f;, = aF.
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Piiklad 4.20: Naleznéte obraz diskrétni funkce f;, = 1 — (—3)F.

Piiklad 4.21: Naleznéte obraz diskrétni funkce f, = (—1)*+2).

Piiklad 4.22: Urcete Z-obraz posloupnosti {f;} = k.

Priklad 4.23: Vyfeste rekurentné a také pomoci Z-transfornace diferenéni rovnici
y(k+1) = 2y(k) = u(k)

s pocéatecni podminkou y(0) = 0. Posloupnost u(k) uvazujte jako diskrétni jednotkovy
skok u(k) = 1(k).

Priklad 4.24: Vyrteste rekurentné a také pomoci Z-transfornace diferen¢ni rovnici
y(k+1) = k — 2y(k)

s pocéatecni podminkou y(0) = 1. Uréete ustalenou hodnotu feseni této diferenéni rovnice.

Reseni tloh z piilohy 4 Z-transformace

4.14: S =40, Syo = 26; 4.15; Z=wralz o 496 lim f, =0, lim fi, = —L1 407 1(k) +
L(k) = 1+k, Z{1+k} = 25 418: Z{6(1)} = 1; 4.19: Z{a*} = 2 ; 4.20: Z{1 -

(=3)*} = =2~ 4.21: Z{(-1)F+D} = = 422: Z{k} = = ; 4.23: y(k) =

22422-3 z+17 (z—1)2 >
2K — 1, 4.24: y(k) = § [10(—=2)% — 1 + 3k], klim y(k) neexistuje;




Kapitola 5
Diskretizace

V praxi se ve vétsiné pripadech tidi systémy, které jsou v ¢ase spojité, pomoci regulatoru,
které jsou v ¢ase diskrétni (napiiklad pocitace). Senzor méfi spojitou veli¢inu y(t) pouze
v nékterych ¢asovych okamzicich. Spojity vystup systému y(¢) se tak prevadi na diskrétni
posloupnost y(k). Diskrétni posloupnost je zpracovéana v diskrétnim reguldtoru, ktery
generuje posloupnost fidici veliciny u(k). Tato posloupnost u(k) je prevedena na spojity
signél u(t), ktery je ptiveden do systému viz obr. 5.1. Z tohoto duvodu je tieba najit
prevodni vztahy mezi popisem spojitych a diskrétnich signalu. Déle je nutné vytvorit
model, ktery by popisoval vztah mezi posloupnosti vstupni veli¢iny u(k) a posloupnosti

vystupni veli¢iny y(k), tedy model diskrétniho systému (FRANKLIN, G. et al., 2002).

Obréazek 5.1: Principidlni schema diskretizace

Ptevod spojitého signalu na diskrétni signal se nazyva vzorkovani signalu a provadi

31



32 KAPITOLA 5. DISKRETIZACE

se pomoci vzorkovacich ¢lenu, coz jsou analogové-digitalni (A/D) prevodniky. Prevod
diskrétniho signdlu na spojity signal se nazyva tvarovani signalu a provadi se pomoci
tvarovacich ¢lenu, coz jsou digitdlné-analogové (D/A) ptrevodniky viz obr. 5.1.

V této kapitole jsou vysvétleny zaklady diskretizace, vzorkovani a tvarovani signalu.

Jsou zde uvedeny jednotlivé metody diskretizace, nékolik piikladu a nefesené ulohy.

5.1 Tvarovani a vzorkovani signalu

Jak jsme jiz uvedli, prevod diskrétniho signalu na spojity signal se nazyva tvarovani

signalu a provadi se pomoci tvarovacich clenu. Nejjednodussi tvarovaci ¢len je tvarovac
nultého radu, ktery lze popsat prenosem
1

Go(s) == (1 —e*T%). (5.1)
S

Tento tvarova¢ prevadi vstupni posloupnost diskrétnich hodnot na spojity signal, ktery

je po ¢éstech konstantni viz obr. 5.2(b).

. . . . ; 1 | | | ; ;
05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
{fs] tls]

(a) Diskrétni signél (b) Tvarovany signdl

Obrazek 5.2: Tvarovani diskrétniho signédlu tvarovac¢em nultého fadu

Poznamka: Existuji tvarovace i vyssich radu, napriklad tvarova¢ prvniho fadu s preno-

sem

S

cr=1 (10 L) ey

Zkuste si sami, jak tento tvarova¢ prevede diskrétni posloupnost z obr. 5.2(a) na spojity

signal. O
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Ptevod spojitého signalu na diskrétni signél se nazyva vzorkovani signalu a provadi se
pomoci vzorkovacich élenu. P#i vzorkovani spojitého signalu y(¢) v okamzicich ¢ = KTy,

kde k € Z a T je perioda vzorkovani, vznika posloupnost ¢isel

{ue} = {wos v1, 2, -}

neboli diskrétnich Diracovych funkci ve tvaru rady

{ye} =D y()s(t — kT).

(k)
S
[N}
[ S—
o—
o

-1r —o T =055

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] t[s]

(a) Spojity signél (b) Vzorkovany signél

Obrézek 5.3: Vzorkovani spojitého signalu

Nové vznikld funkce {yx} nabyva v casech ¢ = kT, hodnot puvodni funkce y(t).
V ostatnich ¢asech je funkéni hodnota rovna nule, tudiz muzeme v predchozim vztahu

nahradit y(t) za y(kTs). Laplaceuv obraz této rady pak je
L{yt)} = y(kTy)e ",
k=0

Zavedenim nové komplexni proménné z = e*s ziskdme definiéni vztah jednostranné

Z-transformace (viz definice 4.7)

Z{y(kT)} =) y(kT.)= ",

k=0

ktera se ve velké mite pouziva pro popis diskrétnich signalu a systému.
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5.2 Diskretizacni metoda ZOH

Diskretizacni metoda ZOH (zero-order hold) se nékdy nazyva diskretizaéni metoda in-
variantni na skok. V této c¢asti si popiSeme odvozeni této metody na zakladé stavového
i pfenosového popisu. Pro prevod spojitého stavového popisu na diskrétni uvazujme sta-

vovy popis linedarniho spojitého ¢asové neproménného systému ve tvaru

z(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t) .

Ptenos spojitého stavového modelu (5.2) lze za predpokladu nulovych pocatecnich pod-

(5.2)

minek vyjadrit ve tvaru
G(s)=C(sI —A)'B+D. (5.3)

Reden{ stavové rovnice (5.2) milzeme zapsat ve tvaru
t
x(t) = Al — to)m(to) + eAt/e_ATBu(T) dr .
to

Z této rovnice vidime, ze stav x(t) je funkci poc¢atecni stavu x(ty) a vstupniho signélu w(7)
na intervalu 7 € (to, t). Vystup systému uréime pouhym dosazenim tohoto feseni x(t)
do vystupni rovnice.

Za predpokladu, ze byl spojity signal vytvoren tvarovacem nultého fadu popsany
rovnici (5.1) (u(t) je konstantni po celou dobu periody vzorkovani Ty) je mozné zapsat

feseni stavového modelu (5.2) pro jednu periodu vzorkovéni jako

Ts
2t +T,) = eAlsg(t) 1+ AL / e AT irBul(t),
0

y(t) = Cx(t) + Du(t).

Zavedenim diskrétniho casu k, pro ktery plati t = kTy, k € Z, ziskame stavové rovnice

diskrétniho systému ve tvaru

x(k+1) = Mx(k)+ Nu(k),

(5.4)
y(k) = Cx(k)+ Du(k),
kde pro matice diskrétniho systému plati
T
M = eATS, N = AL /e_ATdTB. (5.5)
0

Matice C' a D zustavaji stejné.
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Poznamka: 7 maticového poétu vime, Ze muzeme maticovou exponencielu rozepsat do

rady

AT, AT A’T?  ATS
M=c¢ _ZT_I+ATS+ TR TR
1=0

Pouzijeme-li tuto fadu pro vypocet matice IN, muzeme integrovanim jednotlivych prvku

dospét ke vztahu

T,
_ AT?  A’T3
N:eATS/e ATdTB:(ITS—l— |s—|— s—i—...)B.
J !

2 3!
Pokuste se sami tento vztah odvodit. O

Druhy zpusob diskretizace spoc¢iva v piimém prevodu mezi spojitym prenosem (5.3)
a diskrétnim prenosem, ktery lze za predpokladu nulovych pocateénich podminek vyjadrit

z (5.4) ve tvaru
G(z)=C(zI-M)'N+D. (5.6)
Tvarujeme-li diskrétni signdl u(k) tvarovacem nultého fddu s prenosem (5.1) plati

Go(s)G(s) == (1 —e ) G(s).

w | =

Pouzitim vztahu pro metodu ZOH mezi komplexnimi proménnymi z a s
z = el (5.7)

ziskdme vztah pro prevod mezi spojitym prenosem G(s) a diskrétnim prenosem G(z)

G(z) = Z{Go(s)C(s)} = (1— =) 2 {ﬁl{@ }} _ilg {ﬁl{@ }} (58)

S z

5.3 Metody priblizné diskretizace

Pokud nejsou velké naroky na piesnost diskretizace, je mozné pouzit ptiblizné diskre-
tizacni metody, které maji mensi vypocetni narocnost. Jejich presnost zavisi na vlastnos-

tech systému a velikosti periody vzorkovani.
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Eulerova metoda

Tato metoda vyuziva vztahu, ve kterém je derivace stavové proménné nahrazena diferenci

_x(t+T,) —x(t)

&(t) ~ T = Ax(t) + Bu(t). (5.9)
Pro matice M a IN pak plati
M =1+ ATy, N = BT;. (5.10)

Aproximaéni vztah mezi komplexnimi proménnymi z a s pro Eulerovu metodu je

z—1
~ . 5.11
s~ (5.11)
Metoda zpétné diference
Zde se vyuziva vztahu
t+T,) —x(t
() ~ 2 T> M) _ Ap(t+T) + Bult +T0). (5.12)

Aproximaé¢ni vztah mezi komplexnimi proménnymi z a s je

z—1
2T,

S =X

(5.13)

Tustinova metoda

Tato metoda se také nazyva bilinearni aproximace a pouziva lichobéznikovou aproximaci

na rozdil od Eulerovy metody, ktera pouzivéa aproximaci obdélnikovou. Vychézi ze vztahu

(1) ~ “’(”TZ —e@) _ * [l + 7 + () + Bult+7) +u®)]. (.19

Aproximaé¢ni vztah mezi komplexnimi proménnymi z a s je

2 z—1
~ — . 5.15
s T, 2+ 1 ( )

Metoda MPZ

Tato metoda vyuziva vztahu mezi pély a nulami spojitého a vzorkovaného systému, ktery

lze odvodit naptiklad z impulzni charakteristiky systému, ktera je dana vztahem

g(t) =e"", t>0.
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Laplaceuv obraz této funkce je
1
s+a’

G(s)=L{e "} =

coz je prenos systému, jehoz pdl je s = —a.

Pro vzorkovany signal s periodou vzorkovani 7y plati
g(kT,) = e "=,

Z-obraz této funkce je

G(z)=Z2 {e‘“kTs} = :

aTy

z— e ols’
coz je prenos systému, jehoz pol je z = e~
Protoze pdly prenosu vyjadreného v Laplaceové transformaci a v Z-transformaci jsou

stejné, ziskavame vztahy

o n(z) (5.16)

5.4 Piiklady

Piiklad 5.1: Pomoci Tustinovy metody diskretizujte spojity signdl y(t) = e, a € R

se vzorkovaci periodou 7.

Resent: Laplaceiv obraz signalu y(t) je

1
Y(s)= :
(s) s+a
Z toho vypocteme podle (5.15) Z-obraz signalu y(t) jako
1 T,(z + 1)
Y(E) =3 T  2GDHenGH) 20z—1)+aTly(z+1)°
T, =+1 T s

Vy¢islete si sami prenos pro hodnoty T = 18, a = 1 a zpétnou Z-transformaci vypoctéte

diskretizovany signdl y(k) a porovnejte ho se spojitym signalem y(t). v
Priklad 5.2: Je zadan pfenos systému v Laplaceové transformaci

4
G(S):s+1'

Naleznéte odpovidajici diskrétni prenos G(z) pomoci metody ZOH a pomoci Tustinovy

metody. Vzorkovaci periodu volte T, = 0,5s. Porovnejte prechodové charakteristiky

vyslednych diskrétnich prenosu se spojitym prenosem G(s).
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Resent: Pro diskretizaci vyuzijeme vztah (5.8). Vypocteme nejprve

5—1{@}25—1% —Sil}:él(l—e_t)l(t).

Z-obraz této funkce vypocteme obecné jako

—at\\ _ z z Cdz(z—e T — 24 1) 4z(1—eT)
Z{4(1-e ")} =4 <2_1 — ) s TPl po e A

Nyni muzeme ptejit k vypoctu diskrétniho prenosu

z—e—aTs

G(2) z—1 4z(1 —e9Ts) 41 — e T
z) = = :
z  (z—=1)(z—e9T5) z — e Ts

Dosazenim hodnot a =1 a Ts = 0,5 ze zadani ziskame vysledek

1 —e 05 1,574
G(z)=4 = .
(2) z—e 95 2—0,607

Ptrenos G(z) pomoci Tustinovy metody ziskdme stejnym postupem jako v piikladé 5.1

a dostaneme

4 4z + 4
G(z) = == = .
m +1 52’—3
/“/ 35 7‘74

3 2 3
1[s] U[s]

(a) Metoda ZOH (b) Tustinova metoda

Obrézek 5.4: Prechodové charakteristiky spojitého systému a diskretizo-

vanych systému

Vsimnéte si, ze narozdil od metody ZOH, kterd aproximuje spojity prubéh presné
v okamzicich vzorkovani, aproximuje Tustinova metoda spojity signal presné v poloviné

intervalu vzorkovani. v
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Piiklad 5.3: Uvazujte spojity systém popsany rovnicemi (5.2), kde stavové matice jsou

_21 _02], B:[(Q)], C:[o 1], D [o].

Urcete stavové matice diskrétniho systému (5.4), ktery vznikne diskretizaci zadaného spo-

A:

jitého systému metodou ZOH pfi periodé vzorkovani Ty = 0,5s. Urcete prenos spojitého

i diskrétniho systému a vykreslete prechodové charakteristiky obou systému.

Resent: Pomoci vztahti (5.5) vyjadfenych pomoci fad vypoéteme matice

2 2 2
M= 0,2757 10,6627 ’ N = 0,6627 .
0,6627 0.6071 0,3929

Matice C a D zustavaji stejné. Pomoci vztahu (5.3) a (5.6) ur¢ime pienosy

4 . 0,393z +0,331

Gl = a5 71 Gle) = 2= 0.883 + 0,607

a prechodové charakteristiky obou systému vykreslime do obr. 5.5.

0 2 4 6 8 10 12
tls]

Obrazek 5.5: Pfechodové charakteristiky spojitého a diskrétniho systému

Urcete sami diskrétni prenos G(z) také pomoci vztahu (5.8) a porovnejte ho s pred-

chozim reSenim. v
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Priiklad 5.4: Pomoci metody MPZ diskretizujte spojity pienos

+0b
G(s) = k.2
s+a
se vzorkovaci periodu 7.
Resent: Pro pély respektive nuly prenosu G(s) plati s, = —a, s, = —b. Aplikovanim

vztahu (5.16) dostaneme koteny z, = e s 2, = ¢+ a muZeme psat diskrétni pienos

ve tvaru
—bT,s

z—e
G(Z) = kd m .
Vztah mezi konstantami k. a k; uréime ze vztahu

1 — ebes

lim G(s) = kcé = lim G(z) =k
a

s—0 z2—1y d 1— e—aTs '
Odtud plati
b(1—e %)
a(l— e Ts)
a vysledny diskretizovany pfenos ma tedy tvar
b (1 — e‘“TS) (z — e‘bTS)

a(l—e ) (z —eals)

kg = k.

G(z) = ke

Vycislete prenos pro hodnoty T, = 0,1s, a = 1, b = 2 a porovnejte sami pirechodové

charakteristiky spojitého a diskretizovaného systému. v

Priklad 5.5: Odvodte vztahy pro matice M a N a aproximacni vztah mezi kom-
plexnimi proménnymi z a s pro Eulerovu metodu ptiblizné diskretizace.
Reseni: Rovnici
x(t+Ts) —x(t)
T

= Ax(t) + Bu(t)

upravime na tvar
z(t+T,) = (I + AT,)z(t) + BT.u(t),

odkud je vidét, ze plati
M =1+ AT,, N = BT,.
Dosazenim matic M a N do (5.6) vypocteme diskrétni prenos

G(z) = C|a1 - (1+AT,)] 'Br.+D=C (= = I - AT} BT, D=

1 —1 1 -1
- C[TS(ZT I—A)] BT8+D:C(2T I—A) B+D.
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Porovnanim pfenosu G(z) se spojitym prenosem (5.3) ziskame hledany vztah mezi kom-

plexnimi proménnymi z a s pro Eulerovu metodu ptiblizné diskretizace

z—1
S~ )

T, v

5.5 Ulohy

Ptiklad 5.6: Pomoci Tustinovy metody diskretizujte spojity signal y(t) = 2e3 se vzor-

kovaci periodou T = 2s.

Priiklad 5.7: Je zadan pfenos systému v Laplaceové transformaci

2
s24+255+1"

G(s) =

Naleznéte aproximaci prenosu G(s) pomoci Tustinovy metody. Vzorkovaci periodu volte
T, =1s.

Priklad 5.8: Ke spojitému prenosu

1
s+ 2

G(s) =

naleznéte pomoci metody ZOH diskrétni prenos prevodem ze spojitého prenosu G(s)
a také prevodem ze stavového popisu vyjadieného stavovymi maticemi A, B, C, D.
Pouzijte periodu vzorkovani Ty, = 1s. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného

systému na obdélnikovy a sinusovy signal.

Priiklad 5.9: Je zadan spojity systém popsany stavovymi maticemi

a0 me[y] erlos) 2elo]

Urcete matice M, N pro diskrétni systém, ktery vznikne diskretizaci zadaného spo-
jitého systému metodou ZOH s periodou vzorkovani T, = 1s. Urcete prenos spojitého
i diskrétniho systému. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného systému na obdél-

nikovy a sinusovy signal.
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Priklad 5.10: Je zadén pfenos systému

G(s) =

Naleznéte diskrétni aproximaci prenosu G(s) pomoci Eulerovy metody metody. Vzorko-

5
s244s+2°

vaci periodu volte Ty = 0,1s. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného systému na

néjaké vstupni signaly.

Priklad 5.11: Je zadéan spojity systém popsany maticemi

A:[jjﬁr B:[ﬂ, c=los 12|, D=|o].

Pomoci Eulerovy metody urcete prenos diskrétniho systému, ktery vznikne vzorkovanim
zadaného spojitého systému s periodou T = 0,2s. Porovnejte odezvy spojitého a diskre-
tizovaného systému na néjaké vstupni signaly.
Priiklad 5.12: Pomoci metody zpétné diference diskretizujte spojity systém s prenosem
10
G(s) = ———.
(5) s24+3s+2
Pouzijte periodu vzorkovani Ts; = 1s a Tsy = 0,2s. Porovnejte odezvy spojitého a dis-

kretizovanych systému na néjaké vstupni signdly. Rozhodnéte, ktera perioda vzorkovani

je vhodnéjsi.

Priiklad 5.13: Je zadan spojity systém popsany stavovymi maticemi

A:[_;_j], B:[(z)], C:[0,50,5}, D:[o}.

Pomoci metody zpétné diference urcete prenos diskrétniho systému, ktery vznikne vzor-
kovanim zadaného spojitého systému s periodou T, = 0,5s. Rozhodnéte, zda je zadana
vzorkovaci perioda vhodna a ptipadné vypoctéte diskrétni prenos pro vami zvolenou
vzorkovaci periodu. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného systému na néjaké

vstupni signaly.

Priklad 5.14: Pomoci metody MPZ diskretizujte spojity systém s prenosem

55+ 5
Gls) = s+2

Pouzijte periodu vzorkovani Ty = 0,1s. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného

systému na néjaké vstupni signaly.
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Priklad 5.15: Pomoci metody MPZ urcete Z-obraz signéalu, ktery vznikne diskretizaci
spojitého signalu
y(t) =66(t) — e

se vzorkovaci periodu 75 = 0,2s. Porovnejte tyto signdly.

Priklad 5.16: Metodou ZOH urcete Z-obraz signalu, ktery vznikne diskretizaci spo-
jitého signalu
y(t) =te™
se vzorkovaci periodu 7Ts = 0,5s. Porovnejte tyto signdly.
Priklad 5.17: Metodou ZOH urcete Z-obraz signalu, ktery vznikne diskretizaci spo-
jitého signalu
y(t) = sin(t) + 2

se vzorkovaci periodu 75 = 0,1s. Porovnejte tyto signdly.

Piiklad 5.18: Odvod'te vztah pro matice M a IN a aproximacni vztah mezi kom-

plexnimi proménnymi z a s pro diskretizaci metodou ZOH.

Piiklad 5.19: Odvod'te aproximaéni vztah mezi komplexnimi proménnymi z a s pro

diskretizaci metodou zpétné diference.

Piiklad 5.20: Odvod'te aproximaéni mezi komplexnimi proménnymi 2z a s pro diskreti-

zaci Tustinovou metodu.

Reseni tloh z piilohy 5 Diskretizace

5.6: Y(z) = =t 57: G(z) = 225404402 59 g(y) = BB . 59, pp oo

—z=2 22—-0,6 z 2—0,1353 7
[0,3%79 _o(,]%%gg] , N = [8:3213]  G(8) = zrogr - Gl2) = % ; 5.10: G(z) =
% ; 5.11:G(2) = % ; 5.12:Gy(z2) = %{iﬂ , Goalz) = Lﬁgz‘;%;fﬁm ;
5.13: G(z) = 5222 514: G(z) = 476220981 515 Y(z) = 57150308

5.16: Y (z) = JUOH0S . 517 ¥ (z) = 0322042002 1 5 18: vig rovnice (5.5) a (5.7);

5.19: viz rovnice (5.13); 5.20: viz rovnice (5.15);
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Kapitola 6
Zaveér

V kapitole Identifikace systému DR300-AMIRA byl vytvoren matematicky popis tohoto
systému. Zmérenim statickych prevodnich charakteristik systému byla urcena linearni
oblast prevodu vstupniho napéti na vystupni otacky servomechanizmu v rozsahu u €
(—0,3; —0,12) U (0,12;0,3), pasmo necitlivosti pro |u| < 0,12 a padsmo saturace pro |u| >
0,3 (udavéno ve strojovych jednotkach). Z toho byla vybréana pracovni oblast pro roz-
sah vstupniho napéti v = 0,21 az 0,25, ve které byla provedena identifikace systému
z prechodové charakteristiky otacek, jejimz vysledkem bylo nalezeni modelu s preno-
sem (2.4), ktery tento systém dobfe aproximuje, coz je patrné z obr. 2.4. Déle byly
proméreny frekvencni charakteristiky systému, které vyjadiuji zavislost zesileni a fazového
posuvu vystupniho signdlu na frekvenci vstupniho harmonického signalu. Porovnanim
zmétenych charakteristik s frekvenénimi charakteristikami modelu (viz obr. 2.6, obr. 2.7)
byla potvrzena spravnost modelu.

Vysledky identifikace byly pouzity v kapitole Regulace systému DR300-AMIRA, kde
byly pomoci prenosu zjisténého modelu (2.4) navrzeny PID regulatory, pomoci kterych
bylo provedeno Fizeni systému v pracovnim bodé, ktery lezel v linearni oblasti urcené iden-
tifikaci. Pro navrhy regulatoru byly pouzity frekvenéni metody, kde ve vysledné regulaci
byl prekmit 6 %, doba ustdleni shruba 0,8 s a nulovéd ustélend odchylka, a metody geome-
trickych mist kofenu (GMK), kdy vysledna regulace méla prekmit 10 %, dobu ustaleni
priblizné 1s a opét nulovou ustalenou odchylku. PID reguldtor navrzeny frekvenéni me-
todou byl kvalitnéjsi z hlediska pirekmitu a doby ustdleni, ale mél vyrazné vétsi spicku
akéntho zasahu pti skokové zméné vstupniho signdlu. Vylepseni téchto regulatoru by bylo
mozné provést empirickymi metodami, kdy by se urc¢itym zpusobem upravovaly jednot-
livé konstanty reguldtoru. Dalsim zlepSenim by mohlo byt odstranéni Sumu vystupniho

signalu regulované soustavy, coz by bylo mozné provést pridanim vhodného filtru do
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regulacni soustavy.
Poznamenejme, ze vysledky regulace otacek servomechanizmu DR300-AMIRA (viz

obr. 3.4, obr. 3.7) potvrdily spravnost vysledku identifikace provedené v kapitole 2.
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