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Abstrakt

Tato práce se skládá ze tř́ı část́ı. V prvńı části je popis identifikace a regulace systému

DR300-AMIRA, což je rychlostńı servomechanizmus. Daľśı dvě části, které se týkaj́ı

Z-transformace a diskretizace jsou koncipovány jako součást studijńıho materiálu pro

předměty Systémy a modely a Systémy a ř́ızeńı. Tyto části obsahuj́ı základńı teoretické

informace a také řešené a neřešené př́ıklady.
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Abstract

This work is composed of three parts. In the first part there is a description of an

identification and regulation of the system called DR300-AMIRA, which is a speed ser-

vomechanism. Another two parts, which are concerned with Z-transformation and digi-

tization, are created as a study material for subjects Systems and models and Systems

and controlling. These parts contain basic theory and solved and unsolved examples.
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Kapitola 1

Úvod

V této práci je popsána identifikace a regulace otáček servomechanizmu DR300-AMIRA,

což je rychlostńı servomechanismus, který tvoř́ı dva identické motory s pevně spojenou

hř́ıdeĺı. Systém dále obsahuje tachodynamo pro měřeńı otáček motoru a IRC senzor pro

měřeńı úhlu natočeńı hř́ıdele.

Úkolem identifikace je vytvořit matematický popis tohoto systému, k čemuž je možné

použ́ıt rovnice popisuj́ıćı chováńı stejnosměrného motoru s ciźım buzeńım. Také je třeba

vytvořit vhodný model, který bude systém dobře aproximovat, což lze provést pomoćı

přechodové charakteristiky vstupńıho a výstupńıho signálu. Dále je třeba určit, v jaké

oblasti je odezva na vstupńı signál lineárńı, kdy je nelineárńı a kdy při změně vstupńıho

signálu nedocháźı k žádné změně výstupńıho signálu. Důležité je také zjistit frekvenčńı

charakteristiku, což obnáš́ı změřit odezvu systému na vstupńı harmonický signál s r̊uznými

frekvencemi. Zaj́ımá nás ześıleńı a fázový posun výstupńıho signálu.

Výsledky identifikace mohou být dále použity pro ř́ızeńı otáček servomechanizmu

v pracovńım bodě, který lež́ı v lineárńı oblasti určené identifikaćı. K návrhu regulátor̊u je

využit zjǐstěný aproximačńı model. Metod návrh̊u regulátor̊u je celá řada, v této práci jsou

regulátory navrženy frekvenčńı metodou a metodou geometrických mı́st kořen̊u. Výsledky

ř́ızeńı systému odhaĺı, zda jsou výsledky identifikace správné. Obecně je ř́ızeńı t́ım lepš́ı,

č́ım rychleǰśı je odezva výstupńıho signálu na vstupńı signál, č́ım menš́ı je ustálená od-

chylka a překmit. Daľśım d̊uležitým parametrem je velikost akčńıho zásahu, což je signál

vstupuj́ıćı do regulovaného systému.

V daľśı části této práce jsou kapitoly Z-transformace a Diskretizace, které jsou kon-

cipovány jako studijńı materiál pro předměty Systémy a modely a Systémy a ř́ızeńı.

Základem automatizace je č́ıslicové ř́ızeńı, které je realizováno poč́ıtačem. Ř́ıdićı signá-

ly maj́ı diskrétńı charakter, což znamená, že nabývaj́ı nenulových hodnot pouze v určitých
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD

časových okamžićıch. Stejně tak signál nesoućı informaci o ř́ızeném systému je poč́ıtačem

vyhodnocován jen v určitých časových okamžićıch. Ř́ızené systémy však mohou mı́t spo-

jitý charakter. Je tedy nutné na vstup a výstup takového systému připojit zař́ızeńı,

která diskrétńı vstupńı signál převedou na spojitý, a výstupńı spojitý signál převedou

na diskrétńı. Z vněǰsku se pak spojitý systém bude chovat jako diskrétńı a bude tedy

možné použ́ıt č́ıslicové ř́ızeńı. V teorii ř́ızeńı slouž́ı k popisu systémů tzv. stavové popisy.

Převod stavových popis̊u pro spojité systémy na stavové popisy pro diskrétńı systémy se

nazývá diskretizace. Matematický aparát, který se použ́ıvá k popisu diskrétńıch systémů

jsou diferenčńı rovnice a Z-transformace.



Kapitola 2

Identifikace systému DR300-AMIRA

Systém DR300-AMIRA (viz obr. 2.1) je rychlostńı servomechanismus, který tvoř́ı dva

identické motory s pevně spojenou hř́ıdeĺı (neuvažujeme pružnost spojky), tachodynamo

Obrázek 2.1: Servomechanismus DR300-AMIRA

pro měřeńı otáček ω a IRC senzor pro

měřeńı úhlu natočeńı hř́ıdele ϕ. Prvńı mo-

tor (vlevo) je použ́ıván jako generátor (mů-

žeme jej využ́ıt např́ıklad pro simulaci pro-

měnného zatěžovaćıho momentu). Druhý

motor (vpravo) slouž́ı pro ř́ızeńı otáček

motoru ω, respektive úhlu natočeńı hř́ıdele

motoru ϕ. Motor je ř́ızen zesilovačem, kte-

rý pracuje jako proudový regulátor (proud

i můžeme měřit) se dvěma r̊uznými časo-

vými konstantami (dle nastaveńı TIME1

nebo TIME2 podle návodu (Fuka, J. et al., 〈http://dce.felk.cvut.cz/sari/〉)). Zesilovač

je ovládán vstupńım napět́ım u. Všechny veličiny jsou ve strojových jednotkách.

V této kapitole je popsán postup identifikace servomechanizmu DR300-AMIRA s na-

staveńım TIME1, což zahrnuje nalezeńı modelu systému, určeńı statických převodńıch

charakteristik (mezi vstupńımi a výstupńımi veličinami) a frekvenčńıch charakteristik.

Źıskaný model bude v daľśı kapitole 3 využit k ř́ızeńı servomechanizmu.
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4 KAPITOLA 2. IDENTIFIKACE SYSTÉMU DR300-AMIRA

2.1 Teoretický model systému

Při identifikaci jsou uvažovány signály

• napět́ı motoru u (vstupńı signál),

• proud motoru i (výstupńı signál),

• otáčky motoru ω (výstupńı signál),

• poloha hř́ıdele motoru ϕ (výstupńı signál).

Rovnice popisuj́ıćı chováńı stejnosměrného motoru s ciźım buzeńım můžeme zapsat

ve tvaru

L
d i(t)

dt
= −R i(t) − ke ω(t) + u(t) , (2.1)

J
dω(t)

dt
= km i(t) − b ω(t) − mz(t) , (2.2)

dϕ(t)

dt
= ω(t) , (2.3)

kde i [A] je proud motoru, ω [s−1] jsou otáčky motoru, ϕ [rad] je úhel natočeńı hř́ıdele

motoru, u [V] je vstupńı napět́ı motoru (narozd́ıl od serva AMIRA, které je ř́ızeno prou-

dem), mz [Nm] je vněǰśı zatěžovaćı moment (druhý nezávislý vstup v našem př́ıpadě

reprezentovaný např́ıklad generátorem), R [Ω] je elektrický odpor motoru, L [H] je in-

dukčnost motoru, J [kg m2 s−1] je moment setrvačnosti motoru, b [kg m2 s−1] je konstanta

třeńı motoru, ke [s V−1] je elektrická konstanta motoru a km [kg m2 s−2] je mechanická

konstanta motoru.

Pro stavový popis ve tvaru

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t)

zvoĺıme ke vstupńımu vektoru

u(t) =

[

u(t)

mz(t)

]

a výstupńımu vektoru

y(t) =









i(t)

ω(t)

ϕ(t)








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stavový vektor

x(t) =









i(t)

ω(t)

ϕ(t)









.

Stavový popis źıskáme z rovnic popisuj́ıćıch chováńı stejnosměrného motoru s ciźım bu-

zeńım (2.1) až (2.3) jako

ẋ(t) =









−R
L

−ke

L
0

km

J
− b

J
0

0 1 0









x(t) +









1
L

0

0 − 1
J

0 0









u(t)

y(t) =









1 0 0

0 1 0

0 0 1









x(t) +









0 0

0 0

0 0









u(t).

Přenosovou matici systému vypočteme podle vztahu

G(s) = C(sI − A)−1
B,

Matice C je jednotková, proto ji můžeme při násobeńı zanedbat. Vypočteme nejprve

(sI − A) =









s 0 0

0 s 0

0 0 s









−









−R
L

−ke

L
0

km

J
− b

J
0

0 1 0









=









s + R
L

ke

L
0

−km

J
s + b

J
0

0 −1 s









.

Nyńı můžeme vypoč́ıtat inverzńı matici

(sI − A)−1 =
1

det(sI − A)
adj(sI − A),

pomoćı výpočtu determinantu

det(sI − A) = s

[(

s +
R

L

)(

s +
b

J

)

+

(

km

J

)(

ke

L

)]

=

= s3 + s2

(

R

L
+

b

J

)

+ s

(

bR + kmke

JL

)

a adjungované matice

adj(sI − A) =









s2 + s b
J

−ske

L
0

skm

J
s2 + sR

L
0

km

J
s + R

L
s2 + s

(

R
L

+ b
J

)

+
(

bR+kmke

JL

)









.
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Úpravou vztahu

G(s) =
1

s3 + s2
(

R
L

+ b
J

)

+ s
(

bR+kmke

JL

)

[

s2+s b
J

−s ke
L

0

s km
J

s2+s R
L

0

km
J

s+R
L

s2+s

(

R
L

+ b
J

)

+
(

bR+kmke
JL

)

]









1
L

0

0 − 1
J

0 0









źıskáme výsledný vztah pro přenosovou matici

G(s) =
1

s3 + s2
(

R
L

+ b
J

)

+ s
(

bR+kmke

JL

)









1
L

(

s2 + s b
J

)

s ke

JL

skm

JL
− 1

J

(

s2 + sR
L

)

km

JL
− 1

J

(

s + R
L

)









.

Nemůžeme sice č́ıselně dopoč́ıtat přenosovou matici dosazeńım konstant, nebot’ jejich

hodnoty neznáme, je však možné zjistit řád přenosu pro vstupńı napět́ı a výstupńı otáčky,

což nám poskytne základńı představu pro daľśı hledáńı aproximačńıho modelu systému.

Ze vztahu

Y (s) = G(s)U(s),

kde Y (s) a U (s) jsou Laplaceovy obrazy signál̊u y(t) a u(t), který lze v našem př́ıpadě

zapsat jako








I(s)

Ω(s)

Φ(s)









=









G11(s) G12(s)

G21(s) G22(s)

G31(s) G33(s)









[

U(s)

M z(s)

]

.

vyplývá, že můžeme pro otáčky očekávat přenos druhého řádu bez astatizmu.

2.2 Statické převodńı charakteristiky u → i a u → ω

Tato část slouž́ı ke zjǐstěńı, v jakém rozsahu je možné měnit vstupńı napět́ı, aby systém

pracoval v lineárńı oblasti. Dále zjist́ıme rozsah vstupńıho napět́ı, pro které se motor

netoč́ı (tzv. pásmo necitlivosti) a rozsah vstupńıho napět́ı, pro které se již nezvyšuj́ı

otáčky motoru (tzv. pásmo saturace).
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−0.5 0 0.5
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

u[−]

i[−
]

(a) napět́ı-proud u → i

−0.5 0 0.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u[−]

ω
[−

]

(b) napět́ı-otáčky u → ω

Obrázek 2.2: Grafy statických převodńıch charakteristik

Z převodńı charakteristiky napět́ı-proud na obr. 2.2(b) vyplývá, že převod je lineárńı

v rozsahu vstupńıho napět́ı u ∈ (−0,3; 0,3). Mimo tento interval je již pásmo saturace.

Převodńı charakteristika napět́ı-otáčky vykazuje pásmo necitlivosti v intervalu vstup-

ńıho napět́ı u ∈ (−0,12; 0,12). Saturačńı oblast je pro napět́ı |u| > 0, 3, kdy již nedocháźı

k r̊ustu otáček motoru. Mezi těmito dvěma oblastmi je charakteristika lineárńı. Z grafu

je také vidět hystereze převodu pro lineárńı oblast, která má tloušt’ku přibližně 0,03.

Tyto změřené charakteristiky slouž́ı k určeńı vhodného pracovńıho bodu, ve kterém

bude provedena identifikace lineárńıho dynamického systému. Pracovńı oblast zvoĺıme

podle obr. 2.2(b) pro vstupńı napět́ı v rozsahu u = 0,21 až 0,25. Tato oblast bude také

použita pro ř́ızeńı servomechanizmu v kapitole 3.

2.3 Identifikace dynamického systému z přechodové

charakteristiky

Změř́ıme přechodovou charakteristiku zkoumaného systému, z ńı odečteme ześıleńı a

časové konstanty. Z toho již urč́ıme přenos modelu a pro zjǐstěńı správnosti modelu po-

rovnáme převodńı charakteristiku modelu s naměřenou charakteristikou systému. Tento

postup je popsán např. v (Fenclová, M. et al., 1993).

Přechodová charakteristika otáček servomechanizmu na obr. 2.3 byla změřena pro

skok vstupńıho napět́ı z u = 0,21 na u = 0,25 v čase t = 6 s. Je vidět, že ześıleńı systému
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je k = 5. Pomoćı př́ımky, která je tečnou přechodové charakteristiky v jej́ım inflexńım

bodě byly určeny konstanty Tu = 0,04 a Tn = 0,8. Jejich poměr τu = Tu/Tn = 0,069.

Z toho vyplývá, že hledaný přenos má tvar

G(s) =
k

(T1s + 1)(T2s + 1)
.

Z tabulky v (Fenclová, M. et al., 1993) na str. 56 byla pro τu = 0,069 odečtena hodnota

τ2 = 0,1. Z rovnic v (Fenclová, M. et al., 1993) na str. 56

τ2 =
T2

T1

, T1 + T2 =
t1

1, 2564
,

kde t1 = 0,9 s je čas při 72 % ustálené hodnoty charakteristiky, byly určeny časové kon-

stanty T1 = 0,651 s a T2 = 0,0651 s přenosu G(s). Přenos modelu zkoumaného systému

je tedy

G(s) =
5

(0, 651s + 1)(0, 0651s + 1)
. (2.4)
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0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

t[s]

ω
[−
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Obrázek 2.3: Změřená přechodová charakteristika systému

Nyńı je možno porovnat přechodovou charakteristiku modelu s naměřenou přechodo-

vou charakteristikou systému, což je provedeno na obr. 2.4. Pro lepš́ı kontrolu správnosti
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modelu je na vstupu v čase t = 6 s skok z 0,21 do 0,25 a v čase t = 12 s skok zpět na hod-

notu 0,21. Hodnoty jsou posunuty tak, aby bylo na počátku přechodových charakteristik

ω(t) = 0.

6 8 10 12 14 16 18

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t[s]

ω

 

 

servomechanizmus
model

Obrázek 2.4: Porovnáńı přechodových charakteristik systému a jeho mo-

delu

Z obr. 2.4 je vidět, že navržený model (2.4) je velmi dobrou aproximaćı identifiko-

vaného systému.

2.4 Měřeńı frekvenčńı charakteristiky

Zde bude provedeno měřeńı frekvenčńı charakteristiky, k čemuž bude použito buzeńı

systému sinusovým signálem

u(t) = U0 + Um sin(ω t + αu).

Na výstupu budou měřeny otáčky motoru

ω(t) = Ω0 + Ωm sin(ω t + αω).

Ve zvoleném frekvenčńım rozsahu tedy bude pro jednotlivé frekvence vstupńıho signálu

odeč́ıtána amplituda výstupńıho signálu Ωm a jeho fázový posuv αω[rad]. Pak bude možno

určit amplitudovou frekvenčńı charakteristiku podle vztahu

A[dB] = 20log10

Ωm

Um
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a fázovou frekvenčńı charakteristiku danou vztahem

ϕ[◦] =
180

π
(αω − αu).

Frekvenčńı charakteristika byla změřena pro frekvence ω = {0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 1; 2; 5;

10; 20} rad/s. Parametry vstupńıho signálu byly U0 = 0,22, Um = 0,05. Na obr. 2.5 je pro

názornost vstupńı a výstupńı signál servomechanizmu pro ω = 5 rad/s. U obou signál̊u

je odečtena stejnosměrná složka.
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t[s]

y(
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výstup ω[−]

vstup u[−]

Obrázek 2.5: Pr̊uběh vstupńıho napět́ı u s frekvenćı 5 rad/s a výstupńıch

otáček ω

Z obr. 2.5 je vidět, že při frekvenci vstupńıho napět́ı ω = 5 rad/s maj́ı výstupńı otáčky

již relativně velký fázový posuv.

Frekvenčńı charakteristiky reálného systému a jeho modelu jsou na obr. 2.6 a obr. 2.7.
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Obrázek 2.6: Frekvenčńı amplitudové charakteristiky servomechanizmu a

jeho modelu
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Obrázek 2.7: Frekvenčńı fázové charakteristiky servomechanizmu a jeho

modelu

Charakteristiky na obr. 2.6 a obr. 2.7 opět potvrzuj́ı správnost navrženého modelu

servomechanizmu.
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2.5 Shrnut́ı výsledk̊u identifikace

Ze srovnáńı přechodových charakteristik modelu a reálného systému na obr. 2.4 a frek-

venčńıch charakteristik na obr. 2.6 a obr. 2.7 vyplývá, že určený model, který je popsán

přenosem (2.4) je dobrou aproximaćı identifikovaného systému. To plat́ı samozřejmě pouze

v lineárńı oblasti statické převodńı charakteristiky, která byla určena v podkapitole 2.2 a

v proměřené frekvenčńı oblasti. Tyto výsledky lze použ́ıt k ř́ızeńı otáček servomechanizmu

ve zvoleném pracovńım bodě, což je realizováno v kapitole 3.



Kapitola 3

Regulace systému DR300-AMIRA

V této části bude proveden návrh regulátor̊u pro ř́ızeńı otáček servomechanizmu, který

byl identifikován v kapitole 2. Následně bude pomoćı navržených regulátor̊u provedena

regulace otáček servomechanizmu.

Pro ř́ızeńı otáček systému DR300-AMIRA v lineárńı oblasti (v našem př́ıpadě použ́ıvá-

me skok ř́ıdićıho signálu z 0,21 do 0,25), která byla zjǐstěna měřeńım statické převodńı

charakteristiky v podkapitole 2.2, použijeme přenos modelu (2.4). Pro ř́ızeńı systému je

nutné navrhnout regulátory tak, aby byla odezva výstupńıho signálu na vstupńı signál co

nejrychleǰśı, s co nejmenš́ı ustálenou odchylkou (maximálńı př́ıpustnou hodnotu voĺıme

5%) a s dostatečně malým překmitem, jehož maximálńı př́ıpustnou hodnotu voĺıme 20%.

Pro návrh regulátor̊u jsou použity frekvenčńı metody (volba fázové bezpečnosti) a me-

tody geometrického mı́sta kořen̊u (GMK). Popis těchto metod návrh̊u lze nalézt např.

v (John, J., 2003; Franklin, G. et al., 2002).

Poznámka: Regulace popsané v následuj́ıćıch podkapitolách 3.1, 3.2 jsou realizovány

zapojeńım dle obr. 3.1, což je zpětnovazebńı ř́ızeńı se zápornou zpětnou vazbou.

Obrázek 3.1: Schema zapojeńı regulačńı soustavy

13
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3.1 Návrh PID regulátoru pomoćı metody

geometrického mı́sta kořen̊u (GMK)

Do geometrického mı́sta kořen̊u (viz obr. 3.2) modelu źıskaného identifikaćı vhodně umı́-

st́ıme dvě nuly a dva póly, které tvoř́ı přenos regulátoru. Ideálńı PID regulátor je tvořen

dvěma nulami a pouze jedńım pólem. Ale aby byl tento regulátor realizovatelný, je třeba

přidat ještě jeden pól, který odfiltruje derivačńı nulu. Vhodně nastav́ıme ześıleńı, aby bylo

dosaženo co nejlepš́ıch parametr̊u regulace. GMK výsledného systému, který je tvořen

přenosem modelu servomechanizmu a přenosem regulátoru je na obr. 3.3.
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Obrázek 3.2: GMK modelu servomechanizmu
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Obrázek 3.3: GMK soustavy tvořené regulátorem a modelem servomecha-

nizmu
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Výsledný přenos regulátoru má tvar

CPID(s) =
2,03 (s + 4,091) (s + 26,31)

s (s + 54,57)
. (3.1)

Výsledek regulace dokumentuje obr. 3.4, kde jsou zobrazeny výstupńı otáčky regulo-

vaného systému, a obr. 3.5, kde je zobrazen akčńı zásah, což je signál (viz schema

na obr. 3.1) vstupuj́ıćı do regulovaného systému.
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Obrázek 3.4: PID regulace modelu a servomechanizmu
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Obrázek 3.5: Akčńı zásah regulovaného systému

Z obr. 3.4 je patrné, že regulace má dobré parametry. Doba ustáleńı je přibližně 1 s,

překmit je 10 % a ustálená odchylka je samozřejmě nulová.
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3.2 Návrh PID regulátoru pomoćı frekvenčńıch

metod

V tomto návrhu použijeme frekvenčńı amplitudovou a fázovou charakteristiku modelu,

která je na obr. 3.6.
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Obrázek 3.6: Frekvenčńı amplitudovou a fázovou charakteristiku modelu

Zvoĺıme fázovou bezpečnost PM = 70◦. Z toho vyplývá, že hodnota fáze ve frekvenčńı

charakteristice, na které budeme odeč́ıtat frekvenci ωD bude

ωD = arg{G(jωD)} = −149,3.

Z frekvenčńıch charakteristik tedy odečeme frekvenci ωD = 30 rad/s a ześıleńı na této

frekvenci |G(jωD)|dB = −19 dB, což odpov́ıdá |G(jωD)| = 0,3867.

Z těchto hodnot vypočteme pomoćı vztah̊u pro výpočet konstant PID regulátoru

(John, J., 2003; Franklin, G. et al., 2002) přenos

CPID(s) =
0,07 (s + 30) (s + 3)

s
.

K tomuto přenosu přidáme ještě jeden pól, který bude filtrovat derivačńı nulu. Pro jeho

výpočet použijeme vztah

Gf (s) =
1

1
ωf

s + 1
kde ωf = 20 ωD,
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č́ımž doćıĺıme toho, že přidáńım tohoto pólu bude zvolená fázová bezpečnost ovlivněna

jen nepatrně.

Výsledný regulátor má tedy přenos

CPID(s) =
35,88 (s + 30) (s + 3)

s (s + 588,2)
. (3.2)

Výsledek regulace dokumentuje obr. 3.7, kde jsou zobrazeny výstupńı otáčky regulo-

vaného systému, a obr. 3.8, kde je zobrazen akčńı zásah regulovaného systému.
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Obrázek 3.7: PID regulace modelu a servomechanizmu
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Obrázek 3.8: Akčńı zásah regulovaného systému
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Z obr. 3.7 je patrné, že regulace má opět dobré parametry. Doba ustáleńı je shruba

0,8 s, překmit je 6 % a ustálená odchylka je samozřejmě nulová.

3.3 Shrnut́ı výsledk̊u regulace

Navržené regulátory (3.1), (3.2) vykazuj́ı kvalitńı výsledky. Z hlediska překmitu a doby

ustáleńı je o něco lepš́ı regulátor (3.2) navržený frekvenčńı metodou. Co se týká akčńıho

zásahu, je lepš́ı naopak regulátor (3.1) navržený metodou GMK, protože špička akčńıho

zásahu při skokové změně vstupńıho signálu je mnohem menš́ı, než u regulátoru navržené-

ho frekvenčńı metodou. Z Porovnáńı regulaćı modelu (2.4) s regulacemi systému DR300-

AMIRA je vidět, že parametry regulace reálného systému jsou dokonce lepš́ı, než výsledky

regulace modelu.

Poznamenejme, že u obou regulaćı je patrný šum, který by bylo možné částečně

odstranit přidáńım vhodného filtru do regulované soustavy.

Návrhem regulátor̊u pomoćı přenosu modelu (2.4) źıskaného identifikaćı servomecha-

nizmu a odskoušeńım těchto regulátor̊u na reálném systému ve zvoleném pracovńım bodě

byla potvrzena správnost výsledk̊u identifikace.



Kapitola 4

Z-transformace

Z-transformace je matematický nástroj, který slouž́ı např́ıklad

k řešeńı diferenčńıch rovnic podobně jako slouž́ı Laplaceova

transformace k řešeńı diferenciálńıch rovnic. Z-transformace

převád́ı posloupnosti časových vzork̊u na funkce komplexńı

proměnné z. Posloupnosti časových vzork̊u mohou vzniknout

např́ıklad při vzorkováńı spojitého signálu (měřeńı spojitého

signálu pouze v několika časových okamžićıch). Vzorem neboli

originálem či předmětem Z-transformace je tedy posloupnost a jej́ım obrazem je řada.

Použ́ıvá se bud’ jednostranná Z-transformace nebo oboustranná Z-transformace podle

toho, na jakou posloupnost je aplikována. V základech ř́ıdićı techniky použ́ıváme pouze

jednostrannou Z-transformaci, protože předpokládáme, že vzorkováńı signálu začalo v ča-

se t = 0 s. Proto se i v této př́ıloze zaměř́ıme pouze na Z-transformaci jednostrannou.

Oboustrannou Z-transformaci lze nalézt např́ıklad v (V́ıch, R., 1983) nebo na mnoha

internetových stránkách.

Z-transformaci i inverzńı Z-transformaci lze samozřejmě poč́ıtat z definic. V praxi

se však většinou pro převod mezi předměty a obrazy Z-transformace použ́ıvaj́ı podobně

jako u Laplaceovy transformace tabulky, protože výpočty pro složitěǰśı funkce jsou ma-

tematicky náročné a časově velmi zdlouhavé.

V této př́ıloze jsou uvedeny základńı definice, věty a vlastnosti týkaj́ıćı se Z-trans-

formace. Jsou zde zopakovány pojmy posloupnost a řada, protože je použ́ıváme při

výpočtech obraz̊u Z-transformace. Dále jsou zde uvedeny některé základńı vlastnosti

Z-transformace, př́ıklady a neřešené úlohy podobně jako v ostatńıch kapitolách. Vı́ce

informaćı o Z-transformaci lze nalézt např́ıklad v (V́ıch, R., 1983; Franklin, G.

et al., 2002; Fuka, J. et al., 〈http://dce.felk.cvut.cz/sari/〉).

19
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4.1 Základńı definice, věty a vlastnosti

Definice 4.1 (Posloupnost): Posloupnost (nekonečné č́ıselná posloupnost) je funkce,

jej́ımž definičńım oborem je množina celých č́ısel Z. Posloupnost obvykle zapisujeme

těmito zp̊usoby f(k), {fk}, {fk}
∞

−∞
. Grafem posloupnosti je množina navzájem izolo-

vaných bod̊u, viz např́ıklad obr. 4.1 nebo obr. 4.2. ◮

Posloupnosti můžeme rozdělit na oboustranné {fk}
∞

−∞
, kde je definičńım oborem celá

množina Z, nebo jednostranné {fk}
∞

k=0, pro které plat́ı fk = 0 pro k < 0. Funkčńı předpis

posloupnosti může být dán bud’ vzorcem pro k-tý člen (např́ıklad fk = 2k), nebo reku-

rentně, to je zadáńım několika prvńıch člen̊u posloupnosti a vzorcem, který umožňuje

určit daľśı člen podle předchoźıch (např́ıklad f0 = 1, fk+1 = fk + 2). Dále může dělit po-

sloupnosti na konečné a nekonečné. Konečná posloupnost má součet vždy, pokud fk < ∞

pro všechna k.

Definice 4.2 (Aritmetická a geometrická posloupnost): Posloupnost zadanou

pomoćı vztah̊u f0 = a, fk+1 = fk + d nazýváme aritmetickou posloupnost́ı s prvńım

členem a ∈ R a diferenćı aritmetické posloupnosti d ∈ R. Posloupnost zadanou pomoćı

vztah̊u f0 = a, fk+1 = fk q nazýváme geometrickou posloupnost́ı s prvńım členem a ∈ R

a kvocientem geometrické posloupnosti q ∈ R. ◮

Definice 4.3 (Řada): Necht’ je dána posloupnost {fk}
∞

k=0, pak výraz
∞
∑

k=0

fk nazýváme

nekonečnou řadou. Pro oboustrannou posloupnost jsou meze sumy od −∞ do ∞. ◮

V souladu s definićı 4.2 můžeme opět zavést významné typy řad. Aritmetická ne-

konečná řada je dána vztahem
∞
∑

k=0

(f0 + kd). Pokud je f0 = 0 a současně d = 0, pak je

tato řada konvergentńı a má součet S = 0. Jinak je tato řada vždy divergentńı a nemá

definovaný součet S. Geometrická nekonečná řada je dána vztahem
∞
∑

k=0

f0 qk. Pokud je

|q| < 1, pak je geometrická řada konvergentńı a má součet

S = lim
k→∞

f0
qk+1 − 1

q − 1
=

f0

1 − q
, (4.1)

jinak je tato řada divergentńı a nemá definovaný součet S.

Definice 4.4 (Konvoluce): Konvolućı dvou posloupnost́ı fk a gk rozumı́me posloup-

nost definovanou vztahem

{fk} ∗ {gk} =
k

∑

i=0

fi gk−i.
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Konvoluci znač́ıme symbolem
”
*“ a pro konvoluci plat́ı komutativńı, distributivńı a aso-

ciativńı zákon (V́ıch, R., 1983). ◮

Definice 4.5 (Diskrétńı Dirac̊uv impuls δ(k)): Diskrétńı Dirac̊uv impuls je defino-

ván jako posloupnost, pro kterou plat́ı

δ(k) =

{

1 pro k = 0 ,

0 pro k 6= 0 .

Nazývá se též diskrétńı Diracova funkce nebo diskrétńı jednotkový impuls. ◮

Poznámka: Existuje také spojitý Dirac̊uv impuls, který se znač́ı δ(t) a je definován

δ(t) = 0 pro t 6= 0 a současně

∞
∫

−∞

δ(t)dt = 1 .

2

Definice 4.6 (Diskrétńı jednotkový skok 1(k)): Diskrétńı jednotkový skok je defi-

nován jako posloupnost, pro kterou plat́ı

1(k) =

{

1 pro k ≥ 0 ,

0 pro k < 0 . ◮
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Obrázek 4.1: Grafy základńıch posloupnost́ı
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Definice 4.7 (Př́ımá jednostranná Z-transformace): Jednostranná Z-transfor-

mace posloupnosti {fk} je definována nekonečnou řadou

F (z) = Z{f(k)} =
∞

∑

k=0

fk z−k ,

kde F (z) je Z-obraz posloupnosti {fk} a z ∈ C je komplexńı proměnná. Nutná podmı́nka

pro existenci Z-obrazu posloupnosti {fk} je, že q < 1, kde q je kvocient geometrické

řady. Z toho vyplývá, že ke každé takové posloupnosti {fk} existuje č́ıslo r tak, že řada
∞
∑

k=0

fk z−k konverguje pro všechna |z| > r a diverguje pro všechna |z| < r. Č́ıslo r ∈ R

je poloměr kruhové oblasti se středem v počátku. Aby posloupnost {fk} byla schopna

Z-transformace, je nutné a postačuj́ıćı, aby byla exponenciálńıho typu. Pro takovou po-

sloupnost lze nalézt č́ısla M > 0, s0 ≥ 0 k0 ≥ 0 taková, aby platil vztah |fk| < Mes0k,

pro k ≥ k0 (V́ıch, R., 1983). ◮

Poznámka: Mı́sto komplexńı proměnné z se někdy použ́ıvá ṕısmenko q a mı́sto proměn-

né z−1 ṕısmenko d, která však nemaj́ı význam komplexńı proměnné, ale operátoru a použ́ı-

vaj́ı se v časové oblasti jako funkcionály. Máme-li např́ıklad polynom

a(d) = a0 + a1d + a2d
2 + . . . ,

pak aplikace tohoto funkcionálu na posloupnost u(k) je

a(d)u(k) = a0u(k) + a1u(k − 1) + a2u(k − 2) + . . . .
2

Definice 4.8 (Zpětná Z-transformace): Zpětná Z-transformace má tvar integrálu

podél uzavřené křivky C, která obsahuje všechny singulárńı body funkce F (z). Pro všech-

na k = 1, 2, . . . plat́ı

f(k) = Z−1{F (z)} =
1

2πj

∫

C

F (z)zk−1dz .

◮

Dále se již budeme zabývat pouze jednostrannými posloupnostmi a jednostrannou

Z-transformaćı, kterou je možno aplikovat na jednostranné posloupnosti.

Věta 4.1 (O linearitě): Necht’ a, b jsou komplexńı č́ısla, fk a gk jsou posloupnosti ex-

ponenciálńıho typu, k ∈ N0. Pak plat́ı

Z{afk + bgk} = aZ{fk} + bZ{gk} = aF (z) + bG(z) .
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Věta 4.2 (O podobnosti obraz̊u (o substituci v obraze)): Necht’ a je komplexńı

č́ıslo, fk je posloupnost exponenciálńıho typu, k ∈ N0. Pak plat́ı

Z{akfk} = F
(z

a

)

.

Poznámka: Pokud Z{fk} existuje pro |z| > r, pak Z{akfk} existuje pro |z| > |a| r, kde

a 6= 0 je nějaké komplexńı č́ıslo. 2

Věta 4.3 (O posunut́ı vpravo): Necht’ fk je posloupnost exponenciálńıho typu, k∈N0

a m ∈ N0, potom plat́ı

Z{fk−m} = Z{f(k − m)} = z−mF (z) .

Těmto diskrétńım funkćım ř́ıkáme zpožděné.

Věta 4.4 (O posunut́ı vlevo): Necht’ fk je posloupnost exponenciálńıho typu, k ∈ N0

a m ∈ N0, potom plat́ı

Z{fk+m} = zk
[

Z{fk} −

k−1
∑

i=0

fiz
−i

]

.

Těmto diskrétńım funkćım ř́ıkáme urychlené.

Věta 4.5 (O derivaci obraz̊u): Necht’ fk je posloupnost exponenciálńıho typu, k∈N0,

potom plat́ı

Z{k fk} = −z
d

dz
F (z).

Poznámka: Pokud Z{fk} existuje pro |z| > r (poloměr konvergence fk), pak také

Z{kfk} existuje pro |z| > r. 2

Věta 4.6 (O konvoluci): Necht’ fk, gk jsou posloupnosti exponenciálńıho typu, k ∈ N0,

potom plat́ı

Z{fk ∗ gk} = F (z)G(z).

Poznámka: Pokud Z{fk} existuje pro |z| > r1 a Z{gk} existuje pro |z| > r2, pak obraz

Z{fk ∗ gk} existuje pro |z| > max(r1, r2). 2

Věta 4.7 (O limitě předmětu v počátku a nekonečnu): Necht’ fk je posloupnost

exponenciálńıho typu, k ∈ N0, potom plat́ı

lim
k→0

f(k) = lim
z→∞

F (z),

lim
k→∞

f(k) = lim
z→1+

(z − 1)F (z),

pokud lim
k→∞

f(k) existuje.
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4.2 Př́ıklady

Př́ıklad 4.1: Určete součet geometrické řady
∞
∑

k=0

a0q
k, kde a0 = 10 a q = 0,5. Dále

určete součet prvńıch čtyř člen̊u.

Řešeńı: Součet geometrické řady je podle vztahu (4.1) S = a0
−1
q−1

. Po dosazeńı vyjde

S = 10 −1
0,5−1

= 20. Součet prvńıch k člen̊u geometrické řady lze obecně vypoč́ıtat jako

Sk = a0
qk

−1
q−1

. Tedy S4 = 100,54
−1

0,5−1
= 18,75. X

Př́ıklad 4.2: Odvod’te Z-obraz diskrétńıho jednotkového skoku 1(k).

Řešeńı: Podle definice 4.7 plat́ı

Z{1(k)} =
∞

∑

k=0

1z−k =
∞

∑

k=0

(

1

z

)k

.

Jde o geometrickou řadu se součtem

∞
∑

k=0

(

1

z

)k

= lim
k→∞

(

1
z

)k+1
− 1

1
z
− 1

.

Aby existoval Z-obraz této funkce, muśı platit podmı́nka |z−1| < 1. Pak plat́ı

lim
k→∞

(

1
z

)k+1
− 1

1
z
− 1

=
1

1 − 1
z

.

Odtud

Z{1(k)} =
1

1 − 1
z

=
z

z − 1
.

X

Př́ıklad 4.3: Je dána konečná posloupnost {fk} = {f0, f1, . . . , fn−2, fn−1}, kde n ∈ N

a n < ∞. Určete Z-obraz pro fk = ak.

Řešeńı: Obecně vypadá Z-obraz jako

Z{fk} =
n−1
∑

k=0

fkz
−k = f0 + f1z

−1 + ... + fn−1z
−(n−1) =

f0z
n−1 + f1z

n−2 + ... + fn−1

zn−1
.

Pro fk = ak je

Z{fk} =
n−1
∑

k=0

(a

z

)k

=

(

a
z

)n−1+1
− 1

a
z
− 1

=
an+zn

zn

a
z
− 1

=
an − zn

z−1(a − z)
.

X
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Př́ıklad 4.4: Dokažte, že plat́ı věta o linearitě 4.1.

Řešeńı: Podle definice 4.7 plat́ı

Z{afk + bgk} =
∞

∑

k=0

afk + bgk

zk
=

∞
∑

k=0

afk

zk
+

∞
∑

k=0

bgk

zk
= a

∞
∑

k=0

fk

zk
+ b

∞
∑

k=0

gk

zk
=

= aZ{fk} + bZ{gk}.

X

Př́ıklad 4.5: Dokažte, že plat́ı věta o podobnosti obraz̊u 4.2.

Řešeńı: Z definice 4.7 plat́ı

Z{akfk} =
∞

∑

k=0

akfk

zk
=

∞
∑

k=0

fk
(

z
a

)k
= F

{(z

a

)}

.
X

Př́ıklad 4.6: Určete obraz diskrétńı funkce fk = ak s využit́ım věty o podobnosti ob-

raz̊u 4.2.

Řešeńı: Zaměńıme ak za ak1(k) a dostaneme

Z{ak} = Z{ak1(k)} =
∞

∑

k=0

1
(z

a

)

−k

=
∞

∑

k=0

(a

z

)k

=
1

1 − a
z

=
z

z − a
.

X

Př́ıklad 4.7: Dokažte, že plat́ı věta o posunut́ı vpravo 4.3.

Řešeńı: Z definice 4.7 ṕı̌seme

Z{fk−m} =
∞

∑

k=m

fk−m

zk
=

∞
∑

k=m

fk−m

z(k−m)+m
=

1

zm
F (z).

Poznamenejme, že nekonečná řada zač́ıná pro k = m, protože pro jednostrannou posloup-

nost jsou prvky s indexem k < m nulové. X

Př́ıklad 4.8: Určete Z-obraz posloupnosti {fk−2}= {eα(k−2)}, tedy posloupnosti {eαk}

posunuté o dva členy vpravo.

Řešeńı: Podle věty o posunut́ı v pravo 4.3 plat́ı

Z{eα(k−2)} = z−2Z{eαk}=z−2

∞
∑

k=0

eαkz−k =z−2

∞
∑

k=0

(

eα

z

)k

= z−2 1

1− eα

z

=
1

z(z−eα)
.

X
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Př́ıklad 4.9: Uvažujte posloupnost, která vznikne vzorkováńım spojité funkce f(t) s pe-

riodou vzorkováńı Ts = 1 s viz obr. 4.2. Pro funkci f(t) plat́ı f(t) = 0 pro t < 6

a f(t) = e−(t−6) pro t ≥ 6. Určete Z-obraz vzniklé posloupnosti.

0 5 10 15
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

t [s]

f(
t)

, f
(k

)

Obrázek 4.2: Graf posloupnosti vzniklé vzorkováńı funkce f(t) s periodou

vzorkováńı Ts = 1 s

Řešeńı: Posloupnost můžeme zapsat jako posunutou {fk−6} = {e−(k−6)}. Pak podle věty

o posunut́ı v pravo 4.3 plat́ı

Z{e−(k−6)} = z−6Z{e−k} = z−6

∞
∑

k=0

e−kz−k = z−6

∞
∑

k=0

(

1

ez

)k

=

= z−6 1

1− 1
ez

=
1

z5(z−e−1)
.

X

Př́ıklad 4.10: Dokažte větu o konvoluci 4.6.

Řešeńı: Pro obrazy posloupnost́ı fk a gk plat́ı podle definice 4.7

F (z) =
∞

∑

k=0

fk

zk

, G(z) =
∞

∑

k=0

gk

zk

.
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To jsou podle podmı́nky existence Z-obrazu funkce absolutně konvergentńı řady. Pro

součin těchto řad plat́ı

F (z)G(z) =
∞

∑

k=0

fk

zk

∞
∑

k=0

gk

zk

=
∞

∑

k=0

1

zk

k
∑

n=0

fngk−n.
X

Př́ıklad 4.11: Určete konvolutorńı součin diskrétńıch funkćı fk = k a gk = 1(k). Určete

Z-obraz tohoto součinu.

Řešeńı: Nejprve spočteme konvolutorńı součin

{fk ∗ gk} =
k

∑

n=0

fngk−n =
k

∑

n=0

n =
k

2
(k + 1).

Z-obraz vypočteme pomoćı věty o konvoluci 4.6 a źıskáme

Z{fk ∗ gk} = F (z)G(z) =
z

(z − 1)2

z

(z − 1)
=

z2

(z − 1)3
.

Uvědomte si, jak je výhodné použit́ı větu o konvoluci 4.6 oproti výpočtu Z-obrazu z vy-

počteného konvolutorńıho součinu, který by byl velmi pracný. X

Př́ıklad 4.12: Nalezněte počátečńı a ustálenou hodnotu vzorkovaného signálu, jestliže

jeho Z-obraz je

F (z) =
3z3 − 2z2 + 2z − 1

z3(z − 1)
.

Řešeńı: Použijeme větu o limitě předmětu v počátku a v nekonečnu 4.7. Počátečńı hod-

notu vypočteme jako limitu předmětu v počátku, tedy

lim
k→0

fk = lim
z→∞

F (z) = lim
z→∞

3z3 − 2z2 + 2z − 1

z3(z − 1)
= lim

z→∞

3z−1 − 2z−2 + 2z−3 − z−4

1 − z−1
= 0 .

Ustálenou hodnotu spoč́ıtáme jako limitu předmětu v nekonečnu, tedy

lim
k→∞

fk = lim
z→1+

(z − 1)F (z) = lim
z→1+

(

z − 1
)3z3 − 2z2 + 2z − 1

z3(z − 1)
=

= lim
z→1+

3z3 − 2z2 + 2z − 1

z3
= 2 .

X
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Př́ıklad 4.13: Je zadána diferenčńı rovnice

6y(k + 2) − 7y(k + 1) + 2y(k) = 3u(k + 1) + 4u(k) .

Vyřešte tuto rovnici pomoćı Z-transfornace a rekurentně za předpokladu, že u(k) = 1(k)

a počátečńı podmı́nky jsou y(0) = 0, y(1) = 1. Dále určete hodnotu y(k) pro k → ∞.

Řešeńı: Z-transfornaćı zadané rovnice źıskáme podle věty 4.4 vztah

6
(

z2Y (z) − z2y(0) − zy(1)
)

− 7
(

zY (z) − zy(0)
)

+ 2Y (z) = 3
(

zU(z) − zu(0)
)

+ 4U(z).

Dosad́ıme-li Z-obraz jednotkového skoku, který je podle př́ıkladu 4.2

Z{1(k)} =
z

z − 1
,

do předchoźı rovnice, dostáváme rovnici

6
(

z2Y (z)−z2y(0)−zy(1)
)

−7
(

zY (z)−zy(0)
)

+2Y (z) = 3

(

z
z

z − 1
−zu(0)

)

+4
z

z − 1
.

Po dosazeńı za u(0), y(0) a y(1) můžeme vyjádřit Z-obraz Y (z) jako

Y (z) =
6z2 + z

(6z2 − 7z + 2)(z − 1)
=

4

z − 1
2

−
10

z − 2
3

+
7

z − 1
.

Zpětnou Z-transformaćı této rovnice urč́ıme řešeńı p̊uvodńı diferenčńı rovnice

y(k) = Z−1{Y (z)} =

[

4

(

1

2

)k−1

− 10

(

2

3

)k−1

+ 7
(

1
)k−1

]

1(k − 1).

Odtud můžeme vypoč́ıtat y(2)
.
= 2.33, y(3)

.
= 3.56, y(4)

.
= 4,54, . . . a znázornit toto

řešeńı do obr. 4.3.

Hodnotu y(k) pro k → ∞ urč́ıme ze Z-obrazu pomoćı věty 4.7 jako

lim
k→∞

y(k) = lim
z→1+

(z − 1)Y (z) =
(6z2 + z)(z − 1)

(6z2 − 7z + 2)(z − 1)
= 7

nebo př́ımo jako

lim
k→∞

y(k) = 7 .

Pro rekurentńı řešeńı si ze zadané diferenčńı rovnice vyjádř́ıme

y(k + 2) =
1

6

[

7y(k + 1) − 2y(k) + 3u(k + 1) + 4u(k)
]

.

S využit́ım zadaných počátečńıch podmı́nek můžeme vypoč́ıtat y(2)
.
= 2,33, y(3)

.
= 3,56,

y(4)
.
= 4,54, . . . . Řešeńı je samozřejmě stejné jako v př́ıpadě použit́ı Z-transformace.
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Obrázek 4.3: Řešeńı diferenčńı rovnice

Vyzkoušejte si sami vyřešit zadanou diferenčńı rovnici pro jiné počátečńı podmı́nky.

Jak se pak změńı ustálená hodnota řešeńı? X

4.3 Úlohy

Př́ıklad 4.14: Určete součet geometrické řady
∞
∑

k=0

a0q
k, kde a0 = 4 a q = 0,9. Dále

určete součet prvńıch deseti člen̊u.

Př́ıklad 4.15: Určete obraz diskrétńı funkce fk = ak+2.

Př́ıklad 4.16: Nalezněte počátečńı a ustálenou hodnotu vzorkovaného signálu, jestliže

jeho Z-obraz je

F (z) =
5z4 − z3 + 2z2 + 2z − 9

z3(z2 − 1)
.

Př́ıklad 4.17: Určete konvolutorńıho součin diskrétńıch funkćı fk = 1(k) a gk = 1(k).

Určete Z-obraz tohoto součinu.

Př́ıklad 4.18: Odvod’te Z-obraz diskrétńı Diracovy funkce δ(k).

Př́ıklad 4.19: Určete obraz diskrétńı funkce fk = ak.
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Př́ıklad 4.20: Nalezněte obraz diskrétńı funkce fk = 1 − (−3)k.

Př́ıklad 4.21: Nalezněte obraz diskrétńı funkce fk = (−1)(k+2).

Př́ıklad 4.22: Určete Z-obraz posloupnosti {fk} = k.

Př́ıklad 4.23: Vyřešte rekurentně a také pomoćı Z-transfornace diferenčńı rovnici

y(k + 1) − 2y(k) = u(k)

s počátečńı podmı́nkou y(0) = 0. Posloupnost u(k) uvažujte jako diskrétńı jednotkový

skok u(k) = 1(k).

Př́ıklad 4.24: Vyřešte rekurentně a také pomoćı Z-transfornace diferenčńı rovnici

y(k + 1) = k − 2y(k)

s počátečńı podmı́nkou y(0) = 1. Určete ustálenou hodnotu řešeńı této diferenčńı rovnice.

Řešeńı úloh z př́ılohy 4 Z-transformace

4.14: S = 40, S10
.
= 26; 4.15: z3

−a2z2+a4z
z−a

; 4.16: lim
k→0

fk = 0, lim
k→∞

fk = −1
2

; 4.17: 1(k) ∗

1(k) = 1 + k, Z{1 + k} = z2

(z−1)2
; 4.18: Z{δ(t)} = 1; 4.19: Z{ak} = z

z−a
; 4.20: Z{1−

(−3)k} = 4z
z2+2z−3

; 4.21: Z{(−1)(k+2)} = z
z+1

; 4.22: Z{k} = z
(z−1)2

; 4.23: y(k) =

2k+1 − 1; 4.24: y(k) = 1
9

[

10(−2)k − 1 + 3k
]

, lim
k→∞

y(k) neexistuje;



Kapitola 5

Diskretizace

V praxi se ve většině př́ıpadech ř́ıd́ı systémy, které jsou v čase spojité, pomoćı regulátor̊u,

které jsou v čase diskrétńı (např́ıklad poč́ıtače). Senzor měř́ı spojitou veličinu y(t) pouze

v některých časových okamžićıch. Spojitý výstup systému y(t) se tak převád́ı na diskrétńı

posloupnost y(k). Diskrétńı posloupnost je zpracována v diskrétńım regulátoru, který

generuje posloupnost ř́ıdićı veličiny u(k). Tato posloupnost u(k) je převedena na spojitý

signál u(t), který je přiveden do systému viz obr. 5.1. Z tohoto d̊uvodu je třeba naj́ıt

převodńı vztahy mezi popisem spojitých a diskrétńıch signál̊u. Dále je nutné vytvořit

model, který by popisoval vztah mezi posloupnost́ı vstupńı veličiny u(k) a posloupnost́ı

výstupńı veličiny y(k), tedy model diskrétńıho systému (Franklin, G. et al., 2002).
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Obrázek 5.1: Principiálńı schema diskretizace

Převod spojitého signálu na diskrétńı signál se nazývá vzorkováńı signálu a provád́ı

31
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se pomoćı vzorkovaćıch člen̊u, což jsou analogově-digitálńı (A/D) převodńıky. Převod

diskrétńıho signálu na spojitý signál se nazývá tvarováńı signálu a provád́ı se pomoćı

tvarovaćıch člen̊u, což jsou digitálně-analogové (D/A) převodńıky viz obr. 5.1.

V této kapitole jsou vysvětleny základy diskretizace, vzorkováńı a tvarováńı signál̊u.

Jsou zde uvedeny jednotlivé metody diskretizace, několik př́ıklad̊u a neřešené úlohy.

5.1 Tvarováńı a vzorkováńı signálu

Jak jsme již uvedli, převod diskrétńıho signálu na spojitý signál se nazývá tvarováńı

signálu a provád́ı se pomoćı tvarovaćıch člen̊u. Nejjednodušš́ı tvarovaćı člen je tvarovač

nultého řádu, který lze popsat přenosem

G0(s) =
1

s

(

1 − e−sTs
)

. (5.1)

Tento tvarovač převád́ı vstupńı posloupnost diskrétńıch hodnot na spojitý signál, který

je po částech konstantńı viz obr. 5.2(b).
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Obrázek 5.2: Tvarováńı diskrétńıho signálu tvarovačem nultého řádu

Poznámka: Existuj́ı tvarovače i vyšš́ıch řád̊u, např́ıklad tvarovač prvńıho řádu s přeno-

sem

G1(s) =
1

s

(

1 +
1

sTs

)

(

1 − e−sTs
)2

.

Zkuste si sami, jak tento tvarovač převede diskrétńı posloupnost z obr. 5.2(a) na spojitý

signál. 2
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Převod spojitého signálu na diskrétńı signál se nazývá vzorkováńı signálu a provád́ı se

pomoćı vzorkovaćıch člen̊u. Při vzorkováńı spojitého signálu y(t) v okamžićıch t = kTs,

kde k ∈ Z a Ts je perioda vzorkováńı, vzniká posloupnost č́ısel

{yk} = {y0, y1, y2, ...}

neboli diskrétńıch Diracových funkćı ve tvaru řady

{yk} =
∞

∑

k=0

y(t)δ(t − kTs).
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(b) Vzorkovaný signál

Obrázek 5.3: Vzorkováńı spojitého signálu

Nově vzniklá funkce {yk} nabývá v časech t = kTs hodnot p̊uvodńı funkce y(t).

V ostatńıch časech je funkčńı hodnota rovna nule, tud́ıž můžeme v předchoźım vztahu

nahradit y(t) za y(kTs). Laplace̊uv obraz této řady pak je

L{y(t)} =
∞

∑

k=0

y(kTs)e
−ksTs .

Zavedeńım nové komplexńı proměnné z = esTs źıskáme definičńı vztah jednostranné

Z-transformace (viz definice 4.7)

Z{y(kTs)} =
∞

∑

k=0

y(kTs)z
−k,

která se ve velké mı́̌re použ́ıvá pro popis diskrétńıch signál̊u a systémů.
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5.2 Diskretizačńı metoda ZOH

Diskretizačńı metoda ZOH (zero-order hold) se někdy nazývá diskretizačńı metoda in-

variantńı na skok. V této části si poṕı̌seme odvozeńı této metody na základě stavového

i přenosového popisu. Pro převod spojitého stavového popisu na diskrétńı uvažujme sta-

vový popis lineárńıho spojitého časově neproměnného systému ve tvaru

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) ,

y(t) = Cx(t) + Du(t) .
(5.2)

Přenos spojitého stavového modelu (5.2) lze za předpokladu nulových počátečńıch pod-

mı́nek vyjádřit ve tvaru

G(s) = C(sI − A)−1
B + D . (5.3)

Řešeńı stavové rovnice (5.2) můžeme zapsat ve tvaru

x(t) = eA(t − t0)x(t0) + eAt
t

∫

t0

e−AτBu(τ) dτ .

Z této rovnice vid́ıme, že stav x(t) je funkćı počátečńı stavu x(t0) a vstupńıho signálu u(τ)

na intervalu τ ∈ 〈t0, t〉. Výstup systému urč́ıme pouhým dosazeńım tohoto řešeńı x(t)

do výstupńı rovnice.

Za předpokladu, že byl spojitý signál vytvořen tvarovačem nultého řádu popsaný

rovnićı (5.1) (u(t) je konstantńı po celou dobu periody vzorkováńı Ts) je možné zapsat

řešeńı stavového modelu (5.2) pro jednu periodu vzorkováńı jako

x(t + Ts) = eATsx(t) + eATs

Ts
∫

0

e−Aτ dτBu(t) ,

y(t) = Cx(t) + Du(t) .

Zavedeńım diskrétńıho času k, pro který plat́ı t = kTs, k ∈ Z, źıskáme stavové rovnice

diskrétńıho systému ve tvaru

x(k + 1) = Mx(k) + Nu(k) ,

y(k) = C x(k) + Du(k) ,
(5.4)

kde pro matice diskrétńıho systému plat́ı

M = eATs , N = eATs

Ts
∫

0

e−Aτ dτB . (5.5)

Matice C a D z̊ustávaj́ı stejné.
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Poznámka: Z maticového počtu v́ıme, že můžeme maticovou exponencielu rozepsat do

řady

M = eATs =
∞

∑

i=0

AiT i
s

i!
= I + ATs +

A2T 2
s

2!
+

A3T 3
s

3!
+ . . . .

Použijeme-li tuto řadu pro výpočet matice N , můžeme integrováńım jednotlivých prvk̊u

dospět ke vztahu

N = eATs

Ts
∫

0

e−Aτ dτB =

(

ITs +
AT 2

s

2!
+

A2T 3
s

3!
+ . . .

)

B .

Pokuste se sami tento vztah odvodit. 2

Druhý zp̊usob diskretizace spoč́ıvá v př́ımém převodu mezi spojitým přenosem (5.3)

a diskrétńım přenosem, který lze za předpokladu nulových počátečńıch podmı́nek vyjádřit

z (5.4) ve tvaru

G(z) = C(zI − M)−1
N + D . (5.6)

Tvarujeme-li diskrétńı signál u(k) tvarovačem nultého řádu s přenosem (5.1) plat́ı

G0(s)G(s) =
1

s

(

1 − e−sTs
)

G(s) .

Použit́ım vztahu pro metodu ZOH mezi komplexńımi proměnnými z a s

z = esTs (5.7)

źıskáme vztah pro převod mezi spojitým přenosem G(s) a diskrétńım přenosem G(z)

G(z) = Z
{

G0(s)G(s)
}

=
(

1 − z−1
)

Z

{

L−1

{

G(s)

s

}}

=
z − 1

z
Z

{

L−1

{

G(s)

s

}}

. (5.8)

5.3 Metody přibližné diskretizace

Pokud nejsou velké nároky na přesnost diskretizace, je možné použ́ıt přibližné diskre-

tizačńı metody, které maj́ı menš́ı výpočetńı náročnost. Jejich přesnost záviśı na vlastnos-

tech systému a velikosti periody vzorkováńı.
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Eulerova metoda

Tato metoda využ́ıvá vztahu, ve kterém je derivace stavové proměnné nahrazena diferenćı

ẋ(t) ≈
x(t + Ts) − x(t)

Ts

= Ax(t) + Bu(t). (5.9)

Pro matice M a N pak plat́ı

M = I + ATs , N = BTs . (5.10)

Aproximačńı vztah mezi komplexńımi proměnnými z a s pro Eulerovu metodu je

s ≈
z − 1

Ts

. (5.11)

Metoda zpětné diference

Zde se využ́ıvá vztahu

ẋ(t) ≈
x(t + Ts) − x(t)

Ts

= Ax(t + Ts) + Bu(t + Ts). (5.12)

Aproximačńı vztah mezi komplexńımi proměnnými z a s je

s ≈
z − 1

z Ts

. (5.13)

Tustinova metoda

Tato metoda se také nazývá bilineárńı aproximace a použ́ıvá lichoběžńıkovou aproximaci

na rozd́ıl od Eulerovy metody, která použ́ıvá aproximaci obdélńıkovou. Vycháźı ze vztahu

ẋ(t) ≈
x(t + Ts) − x(t)

Ts

=
1

2

[

A
(

x(t + Ts) + x(t)
)

+ B
(

u(t + Ts) + u(t)
)

]

. (5.14)

Aproximačńı vztah mezi komplexńımi proměnnými z a s je

s ≈
2

Ts

z − 1

z + 1
. (5.15)

Metoda MPZ

Tato metoda využ́ıvá vztahu mezi póly a nulami spojitého a vzorkovaného systému, který

lze odvodit např́ıklad z impulzńı charakteristiky systému, která je dána vztahem

g(t) = e−at, t > 0.
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Laplace̊uv obraz této funkce je

G(s) = L
{

e−at
}

=
1

s + a
,

což je přenos systému, jehož pól je s = −a.

Pro vzorkovaný signál s periodou vzorkováńı Ts plat́ı

g(kTs) = e−akTs .

Z-obraz této funkce je

G(z) = Z
{

e−akTs
}

=
z

z − e−aTs
,

což je přenos systému, jehož pól je z = e−aTs .

Protože póly přenosu vyjádřeného v Laplaceově transformaci a v Z-transformaci jsou

stejné, źıskáváme vztahy

z = esTs , s =
ln(z)

Ts

. (5.16)

5.4 Př́ıklady

Př́ıklad 5.1: Pomoćı Tustinovy metody diskretizujte spojitý signál y(t) = e−at, a ∈ R

se vzorkovaćı periodou Ts.

Řešeńı: Laplace̊uv obraz signálu y(t) je

Y (s) =
1

s + a
.

Z toho vypočteme podle (5.15) Z-obraz signálu y(t) jako

Y (z) =
1

2
Ts

z−1
z+1

+ a
=

1
2(z−1)+aTs(z+1)

Ts(z+1)

=
Ts(z + 1)

2(z − 1) + aTs(z + 1)
.

Vyč́ıslete si sami přenos pro hodnoty Ts = 1 s, a = 1 a zpětnou Z-transformaćı vypočtěte

diskretizovaný signál y(k) a porovnejte ho se spojitým signálem y(t). X

Př́ıklad 5.2: Je zadán přenos systému v Laplaceově transformaci

G(s) =
4

s + 1
.

Nalezněte odpov́ıdaj́ıćı diskrétńı přenos G(z) pomoćı metody ZOH a pomoćı Tustinovy

metody. Vzorkovaćı periodu volte Ts = 0,5 s. Porovnejte přechodové charakteristiky

výsledných diskrétńıch přenos̊u se spojitým přenosem G(s).
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Řešeńı: Pro diskretizaci využijeme vztah (5.8). Vypočteme nejprve

L−1

{

G(s)

s

}

= L−1

{

4

s
−

4

s + 1

}

= 4
(

1 − e−t
)

1(t) .

Z-obraz této funkce vypočteme obecně jako

Z
{

4(1−e−at)
}

= 4

(

z

z−1
−

z

z−e−aTs

)

=
4z(z − e−aTs − z + 1)

(z−1)(z − e−aTs)
=

4z(1 − e−aTs)

(z−1)(z−e−aTs)
.

Nyńı můžeme přej́ıt k výpočtu diskrétńıho přenosu

G(z) =
z − 1

z

4z(1 − e−aTs)

(z−1)(z−e−aTs)
= 4

1 − e−aTs

z − e−aTs
.

Dosazeńım hodnot a = 1 a Ts = 0,5 s ze zadáńı źıskáme výsledek

G(z) = 4
1 − e−0,5

z − e−0,5

.
=

1,574

z − 0,607
.

Přenos G(z) pomoćı Tustinovy metody źıskáme stejným postupem jako v př́ıkladě 5.1

a dostaneme

G(z) =
4

4 z−1
z+1

+ 1
=

4z + 4

5z − 3
.
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Obrázek 5.4: Přechodové charakteristiky spojitého systému a diskretizo-

vaných systémů

Všimněte si, že narozd́ıl od metody ZOH, která aproximuje spojitý pr̊uběh přesně

v okamžićıch vzorkováńı, aproximuje Tustinova metoda spojitý signál přesně v polovině

intervalu vzorkováńı. X
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Př́ıklad 5.3: Uvažujte spojitý systém popsaný rovnicemi (5.2), kde stavové matice jsou

A =

[

−1 −2

2 0

]

, B =

[

2

0

]

, C =
[

0 1
]

, D =
[

0
]

.

Určete stavové matice diskrétńıho systému (5.4), který vznikne diskretizaćı zadaného spo-

jitého systému metodou ZOH při periodě vzorkováńı Ts = 0,5 s. Určete přenos spojitého

i diskrétńıho systému a vykreslete přechodové charakteristiky obou systémů.

Řešeńı: Pomoćı vztah̊u (5.5) vyjádřených pomoćı řad vypočteme matice

M
.
=

[

0,2757 0,6627

0,6627 0.6071

]

, N
.
=

[

0,6627

0,3929

]

.

Matice C a D z̊ustávaj́ı stejné. Pomoćı vztah̊u (5.3) a (5.6) urč́ıme přenosy

G(s) =
4

s2 + s + 4
, G(z)

.
=

0,393z + 0,331

z2 − 0,883 + 0,607

a přechodové charakteristiky obou systémů vykresĺıme do obr. 5.5.
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Obrázek 5.5: Přechodové charakteristiky spojitého a diskrétńıho systému

Určete sami diskrétńı přenos G(z) také pomoćı vztahu (5.8) a porovnejte ho s před-

choźım řešeńım. X
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Př́ıklad 5.4: Pomoćı metody MPZ diskretizujte spojitý přenos

G(s) = kc

s + b

s + a

se vzorkovaćı periodu Ts.

Řešeńı: Pro póly respektive nuly přenosu G(s) plat́ı sp = −a, sz = −b. Aplikováńım

vztahu (5.16) dostaneme kořeny zp = e−aTs , zz = e−bTs a můžeme psát diskrétńı přenos

ve tvaru

G(z) = kd

z − e−bTs

z − e−aTs
.

Vztah mezi konstantami kc a kd urč́ıme ze vztahu

lim
s→0

G(s) = kc

b

a
= lim

z→1+

G(z) = kd

1 − e−bTs

1 − e−aTs
.

Odtud plat́ı

kd = kc

b
(

1 − e−aTs
)

a (1 − e−bTs)

a výsledný diskretizovaný přenos má tedy tvar

G(z) = kc

b
(

1 − e−aTs
) (

z − e−bTs
)

a (1 − e−bTs) (z − e−aTs)
.

Vyč́ıslete přenos pro hodnoty Ts = 0,1 s, a = 1, b = 2 a porovnejte sami přechodové

charakteristiky spojitého a diskretizovaného systému. X

Př́ıklad 5.5: Odvod’te vztahy pro matice M a N a aproximačńı vztah mezi kom-

plexńımi proměnnými z a s pro Eulerovu metodu přibližné diskretizace.

Řešeńı: Rovnici
x(t + Ts) − x(t)

Ts

= Ax(t) + Bu(t)

uprav́ıme na tvar

x(t + Ts) =
(

I + ATs

)

x(t) + BTsu(t) ,

odkud je vidět, že plat́ı

M = I + ATs , N = BTs .

Dosazeńım matic M a N do (5.6) vypočteme diskrétńı přenos

G(z) = C
[

zI −
(

I + ATs

)

]

−1

BTs + D = C
[

(z − 1)I − ATs

]

−1

BTs + D =

= C

[

Ts

(

z − 1

Ts

I − A

)]

−1

BTs + D = C

(

z − 1

Ts

I − A

)

−1

B + D .
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Porovnáńım přenosu G(z) se spojitým přenosem (5.3) źıskáme hledaný vztah mezi kom-

plexńımi proměnnými z a s pro Eulerovu metodu přibližné diskretizace

s ≈
z − 1

Ts

.
X

5.5 Úlohy

Př́ıklad 5.6: Pomoćı Tustinovy metody diskretizujte spojitý signál y(t) = 2e3t se vzor-

kovaćı periodou Ts = 2 s.

Př́ıklad 5.7: Je zadán přenos systému v Laplaceově transformaci

G(s) =
2

s2 + 2,5s + 1
.

Nalezněte aproximaci přenosu G(s) pomoćı Tustinovy metody. Vzorkovaćı periodu volte

Ts = 1 s.

Př́ıklad 5.8: Ke spojitému přenosu

G(s) =
1

s + 2

nalezněte pomoćı metody ZOH diskrétńı přenos převodem ze spojitého přenosu G(s)

a také převodem ze stavového popisu vyjádřeného stavovými maticemi A, B, C, D.

Použijte periodu vzorkováńı Ts = 1 s. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného

systému na obdélńıkový a sinusový signál.

Př́ıklad 5.9: Je zadán spojitý systém popsaný stavovými maticemi

A =

[

−2 −1

1 0

]

, B =

[

1

0

]

, C =
[

0 3
]

, D =
[

0
]

.

Určete matice M , N pro diskrétńı systém, který vznikne diskretizaćı zadaného spo-

jitého systému metodou ZOH s periodou vzorkováńı Ts = 1 s. Určete přenos spojitého

i diskrétńıho systému. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného systému na obdél-

ńıkový a sinusový signál.
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Př́ıklad 5.10: Je zadán přenos systému

G(s) =
5

s2 + 4s + 2
.

Nalezněte diskrétńı aproximaci přenosu G(s) pomoćı Eulerovy metody metody. Vzorko-

vaćı periodu volte Ts = 0,1 s. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného systému na

nějaké vstupńı signály.

Př́ıklad 5.11: Je zadán spojitý systém popsaný maticemi

A =

[

−4 −1,5

2 0

]

, B =

[

2

0

]

, C =
[

0,5 1,25
]

, D =
[

0
]

.

Pomoćı Eulerovy metody určete přenos diskrétńıho systému, který vznikne vzorkováńım

zadaného spojitého systému s periodou Ts = 0,2 s. Porovnejte odezvy spojitého a diskre-

tizovaného systému na nějaké vstupńı signály.

Př́ıklad 5.12: Pomoćı metody zpětné diference diskretizujte spojitý systém s přenosem

G(s) =
10

s2 + 3s + 2
.

Použijte periodu vzorkováńı Ts1 = 1 s a Ts2 = 0,2 s. Porovnejte odezvy spojitého a dis-

kretizovaných systémů na nějaké vstupńı signály. Rozhodněte, která perioda vzorkováńı

je vhodněǰśı.

Př́ıklad 5.13: Je zadán spojitý systém popsaný stavovými maticemi

A =

[

−7 −5

2 0

]

, B =

[

2

0

]

, C =
[

0,5 0,5
]

, D =
[

0
]

.

Pomoćı metody zpětné diference určete přenos diskrétńıho systému, který vznikne vzor-

kováńım zadaného spojitého systému s periodou Ts = 0,5 s. Rozhodněte, zda je zadaná

vzorkovaćı perioda vhodná a př́ıpadně vypočtěte diskrétńı přenos pro vámi zvolenou

vzorkovaćı periodu. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného systému na nějaké

vstupńı signály.

Př́ıklad 5.14: Pomoćı metody MPZ diskretizujte spojitý systém s přenosem

G(s) =
5 s + 5

s + 2
.

Použijte periodu vzorkováńı Ts = 0,1 s. Porovnejte odezvy spojitého a diskretizovaného

systému na nějaké vstupńı signály.
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Př́ıklad 5.15: Pomoćı metody MPZ určete Z-obraz signálu, který vznikne diskretizaćı

spojitého signálu

y(t) = 6 δ(t) − 3e−t

se vzorkovaćı periodu Ts = 0,2 s. Porovnejte tyto signály.

Př́ıklad 5.16: Metodou ZOH určete Z-obraz signálu, který vznikne diskretizaćı spo-

jitého signálu

y(t) = t e−3 t

se vzorkovaćı periodu Ts = 0,5 s. Porovnejte tyto signály.

Př́ıklad 5.17: Metodou ZOH určete Z-obraz signálu, který vznikne diskretizaćı spo-

jitého signálu

y(t) = sin(t) + 2

se vzorkovaćı periodu Ts = 0,1 s. Porovnejte tyto signály.

Př́ıklad 5.18: Odvod’te vztah pro matice M a N a aproximačńı vztah mezi kom-

plexńımi proměnnými z a s pro diskretizaci metodou ZOH.

Př́ıklad 5.19: Odvod’te aproximačńı vztah mezi komplexńımi proměnnými z a s pro

diskretizaci metodou zpětné diference.

Př́ıklad 5.20: Odvod’te aproximačńı mezi komplexńımi proměnnými z a s pro diskreti-

zaci Tustinovou metodu.

Řešeńı úloh z př́ılohy 5 Diskretizace

5.6: Y (z) = z+1
−z−2

; 5.7: G(z) = 0,2 z2+0,4 z+0,2
z2

−0,6 z
; 5.8: G(z)

.
= 0,4323

z−0,1353
; 5.9: M

.
=

[

0 −0,3679
0,3679 0,7358

]

, N
.
=

[

0,3679
0,2642

]

, G(s) = 3
s2+2s+1

, G(z)
.
= 0,793 z+0,406

z2
−0,736 z+0,135

; 5.10: G(z) =
0,05

z2
−1,6 z+0,62

; 5.11: G(z) = 0,2 z

z2
−1,2 z+0,32

; 5.12: G1(z) = 10 z2

6 z2
−5 z+1

, G0,2(z) = 0,4 z2

1,68 z2
−2,6 z+1

;

5.13: G(z) = z2
−0,5 z

7 z2
−5,5 z+1

; 5.14: G(z)
.
= 4,762z−0,905

z−0,819
; 5.15: Y (z)

.
= 5,715z−0,905

z−0,819
;

5.16: Y (z)
.
= 0,049 z+0018

z2
−0,45 z+0,05

; 5.17: Y (z) = 0,21 z2
−0,4 z+0,2

z3
−3 z2+3 z−1

; 5.18: viz rovnice (5.5) a (5.7);

5.19: viz rovnice (5.13); 5.20: viz rovnice (5.15);
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Kapitola 6

Závěr

V kapitole Identifikace systému DR300-AMIRA byl vytvořen matematický popis tohoto

systému. Změřeńım statických převodńıch charakteristik systému byla určena lineárńı

oblast převodu vstupńıho napět́ı na výstupńı otáčky servomechanizmu v rozsahu u ∈

(−0,3;−0,12) ∪ (0,12; 0,3), pásmo necitlivosti pro |u| < 0,12 a pásmo saturace pro |u| >

0,3 (udáváno ve strojových jednotkách). Z toho byla vybrána pracovńı oblast pro roz-

sah vstupńıho napět́ı u = 0,21 až 0,25, ve které byla provedena identifikace systému

z přechodové charakteristiky otáček, jej́ımž výsledkem bylo nalezeńı modelu s přeno-

sem (2.4), který tento systém dobře aproximuje, což je patrné z obr. 2.4. Dále byly

proměřeny frekvenčńı charakteristiky systému, které vyjadřuj́ı závislost ześıleńı a fázového

posuvu výstupńıho signálu na frekvenci vstupńıho harmonického signálu. Porovnáńım

změřených charakteristik s frekvenčńımi charakteristikami modelu (viz obr. 2.6, obr. 2.7)

byla potvrzena správnost modelu.

Výsledky identifikace byly použity v kapitole Regulace systému DR300-AMIRA, kde

byly pomoćı přenosu zjǐstěného modelu (2.4) navrženy PID regulátory, pomoćı kterých

bylo provedeno ř́ızeńı systému v pracovńım bodě, který ležel v lineárńı oblasti určené iden-

tifikaćı. Pro návrhy regulátor̊u byly použity frekvenčńı metody, kde ve výsledné regulaci

byl překmit 6 %, doba ustáleńı shruba 0,8 s a nulová ustálená odchylka, a metody geome-

trických mı́st kořen̊u (GMK), kdy výsledná regulace měla překmit 10 %, dobu ustáleńı

přibližně 1 s a opět nulovou ustálenou odchylku. PID regulátor navržený frekvenčńı me-

todou byl kvalitněǰśı z hlediska překmitu a doby ustáleńı, ale měl výrazně větš́ı špičku

akčńıho zásahu při skokové změně vstupńıho signálu. Vylepšeńı těchto regulátor̊u by bylo

možné provést empirickými metodami, kdy by se určitým zp̊usobem upravovaly jednot-

livé konstanty regulátor̊u. Daľśım zlepšeńım by mohlo být odstraněńı šumu výstupńıho

signálu regulované soustavy, což by bylo možné provést přidáńım vhodného filtru do
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regulačńı soustavy.

Poznamenejme, že výsledky regulace otáček servomechanizmu DR300-AMIRA (viz

obr. 3.4, obr. 3.7) potvrdily správnost výsledk̊u identifikace provedené v kapitole 2.
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