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Abstrakt

Cilem této prace je rozsitit materialy pouzitelné pro vyuku predmétu na Katedfe ridici
techniky. Vétsina préce se zabyva stavovymi rovnicemi. Nejen, ze popisuje, jak je mozné
tyto rovnice Tesit, ale jeji soucasti je i program, ktery prubéhy stavi umi vykreslovat. Dalsi
¢ast prace se popisuje vytvareni virtudlniho modelu. Virtudlni model svym chovanim
odpovida skutecnému. Student se tak muze sezndmit s chovanim modelu jesté pred tim,

nez prijde do laboratote.
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Abstract

The purpose of this thesis is to broaden educational materials for subjects taught on
Department of Control Engineering. The major part is concerned with the state space
representation. It describes how to solve the state space equations and also contains an
application capable of drawing courses of states. The rest is related to description of
virtual model creation. A virtual model, in the general sense, is a model of a physical
system. It is a digital simplified description of the system behaving reasonably equally in
the given scope. Thanks to the virtual model, students are able to familiarize with the

physical system even before entering the laboratory.
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Kapitola 1
Uvod

Ridici technika se zabyva modelovanim a fizenfm systémi. Chceme-li néjaky systém
uspésné fidit, musime védét, jak takovy systém funguje. K tomu slouzi matematicky
model, jenz je sestaven podle fyzikalnich zakonu, které systém popisuji. V matemat-
ickém modelu se objevi fada proménnych a konstant. Nékteré z konstant muzeme zmérit,
jiné musime urcit experimentalné. V okamziku, kdy je matematicky model kompletni,
muzeme vytvorit vnitini, nebo vnéjsi popis realného systému. Oba popisy nam o systému
prozradi mnoho informaci, které jsou nezbytné pro dalsi operace s nim. Cim kvalitnéjs{
je fyzikalni model, tim vice odpovidaji prubéhy matematického modelu skutecnému. Na

zakladé téchto popisu muzeme napt. navrhnout vhodny regulator.

Bakalaiskd prace je rozdélena do tii ¢asti. Prvni ¢ast se zabyva vnitfnim popisem
systému. Je v ni ukazano, jak je mozné tesit stavové rovnice. Jednotlivé metody reSeni
stavovych rovnic jsou ilustrované radou feSenych i neresenych piikladu. Ty se staly
soucasti shirky prikladu postihujici tématiku modelovani a fizeni dynamickych systému
(RouBAL, J. et al., 200x).

Druha ¢ast bakalarské prace popisuje navrh a vytvoreni virtualniho modelu kulicky
v obrudi, ktery se nachdzi v Laboratofi teorie automatického fizeni 26 (ROUBAL, J. a
HOLECEK, J., 2008). Chovéni tohoto laboratorniho modelu odpovidé chovani kapaliny
pri prepravé v cisternach nebo tankerech. V této casti prace jsou ukazany vzorce nezbytné
pro vytvoreni fyzikalniho modelu a simulinkové schéma, které predstavuje matematicky
model systému. K tomuto systému je vytvorena virtualni realita obr. [Tl Vlastnosti
virtudlntho modelu jsou velmi podobné skutecnému laboratornimu modelu a znalosti

ziskané z Tizeni tohoto modelu je pak mozné pouzit v praxi.
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(a) Skutecny model (b) Virtualni realita

Obrazek 1.1: Laboratorni model kulicka v obruéi TQ

Stavovym rovnicim se vénuje i tieti ¢ast bakalarské préace, ve které popisuji vytvoreni
programu, ktery umi vykreslit prubéhy stavu — tzv. stavovy portrét. Tetno program dale

zobrazuje vyvoj jednotlivych stavovych veli¢in.



Kapitola 2

Popisy lienarnich dynamickych

systému

Dynamické systémy muzeme popsat nékolika zpusoby. Déle se budu zabyvat pouze linear-
né ¢asove neproménnymi dynamickymi systémy (LTT z anglického Linear Time-Invariant)
a na jejich dvéma matematickymi zpusoby popisu: vnéjsi (pfenosovy) popis a vnitini
(stavovy) popis. Na zac¢atku kapitoly si pfipomeneme jak oba zépisy vypadaji. V dalsi
casti se budeme vénovat pouze vnitiimu popisu. U jeho popisu se vyuziva stavovych
rovnic. Ukazeme si, jak se tyto rovnice teoreticky tesi. Na tiplném konci pak budete tato

teorie procvicena na sérii feSenych i nefesenych piikladi.

2.1 Vnéjsi prenosovy popis

Vnéjsi popis systému spociva ve vytvoreni vztahu mezi vstupem w a vystupem y. Je

urceny diferencidlni rovnici

any () + ... + ary(t) + ag = bpu™ (t) + ... + byu(t) + bo.
V piipadé pouziti Laplaceovy transformace muzeme vytvorit prenos

Y(s)  bps™ 4.+ by

Gls) = U(s)  aps™ + ... +ag

Y

kde Y(s) a U(s) jsou Laplaceovy obrazy vystupu, resp. vstupu. Obé strany rovnice jsem
prevedl na Laplaceovy obrazy a vytvoril jejich pomér. (DORrF, R. C. a BisHop, R. H.,
2007: FRANKLIN, G. F. et al., 2005; STECHA, J.;: HAVLENA, V., 1999)

3
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2.2 Vnitrni stavovy popis

Vnitini stavovy popis vyjadiuje vztah mezi vstupem w a vystupem y pres stav x.

K popisu se vyuzivaji stavové rovnice

i(t) = f(x,u,t), (2.1)
y(t) = gz, u,t).

Veli¢ina t predstavuje redlny cas, w vektory vstupu, y vektory vystupu a @ vektory
vnitinich stavia. (FRANKLIN, G. F. et al., 2005)
Pro linearni systémy nebo linearizované nelinearni systémy muzeme stavové rovnice

psat ve tvaru :

(2.2)

kde A je matice systému, B je matice Tizeni, C je vystupni matice a D je vystupni

matice. Na zakladé stavového popisu muzeme vytvorit blokové schméma

x® ()
——-| B S c
uth v

Obrazek 2.1: Blokové schéma spojitého linedrniho dynamického systému

2.3 Reseni stavovych rovnic

Nyni si ukdzeme vztahy, které muzeme pro reseni stavovych rovnic pouzit. Kromé analy-
tickych a numerickych metod si ukazeme i jak muzeme vyuzit Laplaceovu transformaci

a mody systému pro vyfeSeni rovnic.
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2.3.1 Analytické reseni stavovych rovnic systému

Pro nulovy vstup u(t) = 0 je feseni rovnice (2.2))

x(t) = ceAt, (2.3)
A

kde exponencialni matice e ¢ je fundamentdlni matice systému.

Poznamka: V matematice se diferencialni rovnice &(t) = Az (t) nazyva homogeni. O

V piipadé, ze jsou znamé pocéateéni podminky z(tg) = zo, feseni se zméni

z(t) = Al —t0) g, (2.4)

Poznamka: V pripadé, ze je matice A diagondlni, pak fundamentalni matice ma tvar

e)‘lt 0
R
00 exnt |
kde Ay ... A\, jsou ¢isla na diagonale matice A. O

Reseni tplné stavové rovnice (22]) ziskdme metodou variace konstant. Predpokladané

feseni je ve tvaru

2(t) = c(t)eAl — ), (2.5)

kde ¢(t) je hledany vektor, a c(ty) = x(to).

Toto feseni dosadime do rovnice ([22)) a dostaneme
(1) = Ac(t)eAU —t0) 1 ()AL —10) = Ax()eAT —10) 4 Bu(t).
Odtud si vyjadiime é(t)

é(t) = e Al = 10) By (1)
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a tuto rovnici zintegrujeme

t
e(t) = elty) + / ¢~ AT = 10) By(7)dr. (2.6)
to
Po dosazeni (2.0) do rovnice (Z1) je Feseni rovnice ([2.2])
t
() = Al = 10)g1y) 1 A / e~ AT Bu(r)dr, (2.7)
to
kde x(ty) je hodnota stavové veliciny v pocateénim case ¢y a At —to) je tak zvana

normovand fundamentdlni matice téz nazyvand stavovd matice prechodu linearniho sta-
cionarniho systému (ANTSAKLIS, P. J. a MICHEL, A. N., 2007; CHEN, C. T., 1998;
KarLaTh, T., 1980; STECHA, J.; HAVLENA, V., 1999). Prvnf édst rovnice (Z0) je odezva
na pocatecni podminku x(ty) a druhd cast je odezva na vstupni signal w(t). Dosazenim

do vystupni rovnice v ([Z2) muzeme vyjadrit i vyvoj vystupu y(t)

y(t) = CeAT = 10)z(1)) + CeA / e~ AT Bu(r)dr + Dul(t). (2.8)

At

Poznamka: Exponencidlni matici e*" muzeme vypocitat i pomoci jejiho rozvoje v ne-

konecénou maticovou MacLaurinovu fadu (REKTORYS, K., 1969)

A%2 A AM
+ +

At _
et =1+ At + 5 3 1 . 0

2.3.1.1 Moébdy systému

Hledejme feseni rovnice @&(t) = Ax(t) pro nulovy vstup u(t) = 0. Obecné feseni této

rovinice muzeme zapsat ve tvaru

z(t) =Y kv M, (2.9)
i=1

kde k; jsou realné konstanty zavislé na pocatecnich podminkach a v; jsou pravé vlastni
vektory odpovidajici vlastnim éfslim \; matice A. Cleny v; it se nazyvaji mody dy-
namického systému (ANTSAKLIS, P. J. a MICHEL, A. N., 2007; KAiLATH, T., 1980;
CueN, C. T.,1998; STECHA, J.; HAVLENA, V., 1999). Méd, odpovidajici pélu s nejvéetst

realnou ¢asti, se nazyva dominantni.
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K rovnici (29) se vaze jeden pojem, ktery si zde jen slovné uvedeme a vice si ho
osvétlime na prikladech v nésledujici kapitole. Jedna se o tak zvany stavovy portrét, coz
je graf znazornujici odezvy pocatecnich podminek x(ty) ve stavovém prostoru (v prostoru
stavia) (ANTSAKLIS, P. J. a MICHEL, A. N., 2007; KamLAaTH, T., 1980; CHEN, C. T.,
1998; STECHA, J.; HAVLENA, V., 1999).

2.3.1.2 ReSeni pomoci Laplaceovy transformace
Na stavovou rovnici (22)) aplikujeme Laplaceovu transformaci
sX(s) —x(ty) = AX(s) + BU(s).
Tuto rovnici vyfesime pro neznamou X (s)
X(s) = (sI — A)'2(0) + (sI — A)"'BU(s).
Vysledny ¢asovy prubéh stavu x(t) je ve tvaru
x(t) =L (sI — A)'z(0) + (sT — A)"'BU(s)} (2.10)

(ANTSAKLIS, P. J. a MICHEL, A. N., 2007; CHEN, C. T., 1998; KaimLAaTH, T., 1980;
STECHA, J.; HAVLENA, V., 1999).

Poznamka: Chceme-li pouzit inverzni Laplaceovu transformaci na matici, pouzijeme ji

tak, ze ji aplikujeme na kazdy prvek matice. O

2.3.2 Numerické reseni stavovych rovnic

Pro feseni stavovych rovnic muzeme také vyuzit simulinkové schéma. Simulink fesi dy-
namické systémy samoziejmé numericky. Simulink pouziva propracované numerické me-
tody, ale my si v této kapitole ukazeme jen nékolik jednoduchych numerickych metod pro
feSeni stavovych rovnic.

Muzeme pouzit jednu z nésledujich tif metod, kdy je derivace &(t) nahrazena diferen-
cf (BABUSKA, I. et al., 1966; ANTSAKLIS, P. J. a MIcHEL, A. N., 2007; CHEN, C. T.,
1998; KaiLATH, T'., 1980; STECHA, J.; HAVLENA, V., 1999).

Eulerova metoda

T(t) ~ = Ax(t) + Bu(t) (2.11)
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Metoda zpétné diference

@(t) ~ T = Ax(t + 1) + Bu(t + T5) (2.12)
Tustinova metoda
(1) ~ T T}Z —z@) _ % [A(m(t +T) +2(t)) + Blu(t+ T.) + u(t))] (2.13)

2.4 Piiklady

Priklad 2.1: Naleznéte obecné teseni diferencidlni rovnice popisujici spojity linearni
stacionarni systém

(t) = ax(t) + bu(t)

s pocatecni podminkou x(tg) = o, kde a, b jsou redlné konstanty a u(t) je nezdvisly vstup
systému. Poté uvazujte vstup u(t) = 1(¢) (jednotkovy skok) a urcete x(t) pro t — oo.

Diskutujte, zda je nutné znét pocateéni podminku z,, pokud cheete uréit x(t) pro t — oo.

Reseni: Budeme nejprve fesit homogenni rovnici systému @(t) = ax(t). Obecné feseni

této homogenni rovnice lze zapsat ve tvaru
x(t) =ke at

kde k je zatim blize neurcena konstanta. Toto feSeni musi byt samoziejmé splnéno i pro
pocatecni podminku x(tg) = zg
x(ty) =k e o,

Vyjadiime-li nyni podil x(t) a z(ty), ziskdme feseni pro z(t) ve tvaru

f&:: ejti:ea@—t@, — ) =zee® ) (2.14)

Tak jsme ziskali feseni pro stavovou veli¢inu z(¢) funkei poc¢éteéni podminky zq pro nulovy
vstup v = 0.
Nyni budeme tesit nehomogenni diferencidlni rovnici #(t) = a x(t) + bu(t). Pouzijeme

metodu variace konstant (BRABEC, J. a HRUzZA, B., 1986) a muzeme psat

x(t) = k(t) ea(t — to)’ — i(t) = k(t) ea(t —tp) + k(t) aea(t — to).
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Dosadime-li do ptivodni diferencidlni rovnice (t) = az(t) + bu(t), dostaneme
() = k() e ¥~ 1) L p)aedt —t0) = g () e Ut =) 4 pu(r).

Odtud plati
) = e~ —00)pyt)y, = k(t)—k(t0)+/e_a(T_t0)bu(T) dr.

to

Dosadime-li vztah pro k(t) do rovnice pro z(t) (ZI4), ziskdme

x(t) = k(to) ea(t —to) +e a(t —to) /e —a(T — to) bu(r)dr.

to

Po dosazeni pocateéni podminky z(tg) = z¢ do této rovnice, dostaneme feseni puvodni
diferencialni rovnice
t
x(t) = moea(t —to) +eat/e_a7—bu(7) dr .

to

Dospéli jsme k teseni, které odpovida obecnému feseni ve tvaru (2.7), ktery plati i pro
systémy vyssich Fadi. Resen je tedy spravné.
Uvazujeme-li vstup u(t) = u podle zadéni a pocatetni podminku zo v ¢ase t = 0,
muzeme psat
t
b t
z(t) = :zroeat +eat/e_a7—d7'bu = xoeat—i—eat {—— e_aT] U.
a

0
0

b
x(t) = zpe® — = <1 —eat> u.
a

Vyse uvedend rovnice potvrzuje, ze odezva linedrniho stacionarniho systému je dana souc-
tem odezvy na pocatecni podminku zy a odezvy na vstup wu.

Nyni vysetfime ustalenou hodnotu stavu x pro t — oo. Podivame-li se na predchozi
rovnici, zjistime, ze pro a > 0 budou exponencialy divergovat. Naopak pro a < 0 budou
exponencialy pro t — oo konvergovat k nule z ¢ehoz vyplyva, ze stav x bude konvergovat
k hodnoté

b b

r— —— pro a<20, = T — — .
a |al

Protoze se jedna o linearni systém, plati princip superpozice. Po¢ateéni podminka tedy

odezni a nepotiebujeme ji pro urc¢eni ustalené hodnoty stavu x znéat. Jinymi slovy, ustalend
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hodnota stavu x na pocatecni podmince nezavisi. Rozmyslete si, jak to bude s ustalenou
hodnotou stavu x v ptipadé, kdyz bude a = 0.

Budeme-li se zabyvat stabilitou systému, zjistime, ze je zadany systém asymptoticky
stabilni pravé pro a < 0. Pak muzeme pouzit k urc¢eni ustdlené hodnoty z dvahu, ze
v ustaleném stavu plati #(¢) = 0. Potom plati 0 = a x(t) + bu(t) pro t — oo. Odtud opét
vidime k jaké hodnoté stav x konverguje.

Nyni pro hodnoty parametri a = —2 a b = 3 vykreslime pomoci néasledujictho kédu
odezvy systému pro ruzné pocateéni podminky a vstup u(t) = 1(t), viz obr.

t = linspace(0,6);%time axis

u = 1; Ysystem input

%two initial conditions

x0 [011.52];

Xi = [J;

for i =1 : 1 : max(size(x0))
x = x0(1i)*exp(-2%t) + 3/2x(1-exp(-2%t))x*u;
Xi = [Xi;x];
Leg{i} = sprintf(°x(0) = %1.3g’,x0(i));

end
figure(1);
plot(t,Xi);
hold on;
grid on;
legend(Leg,4);
FigPlot(figure(1),’t [s1’,’x [-]’,12,7°,14,3);

print(1, ’-depsc2’, ’../Figures/ex1x0’);
2
1.8 .
1.6 .
141 .
1.2 : .
T J
x
0.8 il
0.6 il
0.4 *
— x(0) = 0
02 —x(0)=1 ||
: —x(0) = 1.5
e %(0) = 2
o Il Il Il Il T
0 1 2 3 4 5 6

t[s]

Obrazek 2.2: Odezvy systému pro ruzné pocateéni podminky g a vstup

ult) = 1(2)
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Piiklad 2.2: Naleznéte feseni stavové rovnice &(t) = Axz(t), je-li matice A

A= [ ol ] .
0 -1
Dile urcete odezvu systému pro pocatecni podminku z(0) = [2, 1]%.
Resent: Reseni této rovnice budeme ocekévat ve tvaru (27) a to konkrétné
x(t) = Al — to)wo.

Protoze systém sledujeme od ¢asu ty = 0s, bude feseni ve tvaru x(t) = eAta:O. Stavovou

matici prechodu muzeme urcit pomoci (2.10)

—3t —3t —1
AL _ | ¢ 3 —ze 4 2e |
0 et

kterou dosadime do vyse uvedeného fesSeni a tim obdrzime feSeni stavové rovnice

-3t 1,3t 1 —t

e —se + e

x(t) = [ 2Tt ] xg.
0 e

Pro zadanou pocateéni podminku 2(0) = [2, 1]" ziskdme hledané fesent

:c(t) B e_3t —% e_3t + % e_t 2 B %e_3t + % 6_7f
0 t 1 et .

(&

Zobrazit prubéh stavovych veli¢in si muzete sami. v
Priklad 2.3: Vyjadrete fesen{ pifkladu 22 pomoci médu (Z9).
Resent: Nejprve uréime vlastni ¢fsla matice A
AL = —3, Ao = —1

a jim odpovidajici vlastni (pravé) vektory

1 0,5

v, = ) vy = .
0 1

Podle (Z3) je fesenim

1 0,5 Jere 3t 4 ky0,5e
x(t) =k et gy | 7 et = | * 2t e :
1 k’ge_

Dosazenim pocatecni podminky «(0) = [2, 1]" do této rovnice uréime konstanty k; = 3

N

a ko = 1 a vidime, Ze je vysledek stejny, jako v predchozim prikladu.
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Piiklad 2.4: Naleznéte feseni stavové rovnice &(t) = Ax(t) + Bu(t), jsou-li matice

-3 1 0
A: > B =
0 -1 1

Déle uréete odezvu stavii pro pocateéni podminku 2(0) = [2, 1]" a vstup u(t) = 0.

Resent: K feseni pomoci Simulinku mtizeme vyuzit schéma na obr. Matici C zadame
jako jednotkovou, matici D nastavime nulovou tak, aby odpovidaly jejich dimenze. Na
vystupu stavového blocku na obr. 23] tedy dostaneme prubéh obou vnitinich stavu ()
a x5(t). Simulinkové schéma na obr. ulozime do souboru s nazvem ex4.mdl a k zo-

brazeni pouzijeme prilozeny zdrojovy kod. Prubéhy obou stavu jsou na obr. .41

X' = Ax+Bu ]
y = Cx+Du

Obréazek 2.3: Simulinkové schéma k feseni piikladu

%% system matrices
A=[-31; 0-11;

B = [0; 1];
C = eye(2);
D = [0;0];

%system input
u=0;
%initial condition
x0 = [2; 1];

%% simulation in simulink
SimModel = fopen(’ex4.mdl’);
sim(’ex4’,8);

fclose(SimModel) ;

figure(1);
plot(ty(:,1),ty(:,2:3));
hold on;
grid on;
legend(’x_1’,°x_27,1);

FigPlot(figure(1),’t [s]’,’x_1, x_2 [-]’,14,’7,14,3);
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1.8

1.6

Xp0 X, [-]

t[s]

Obrézek 2.4: Odezva stavovych veli¢in pro (0) = [2, 1]T

Priklad 2.5: Ovérte, ze systém s prenosem

Y(s) s+5
U(s) s+1

skutecné generuje mod odpovidajici jeho polu, i kdyz tato frekvence neni obsazena ve

vstupnim signalu.

Resent: Ptivedme na vstup systému napiiklad signdl u(t) = Uy, sin(wt). Vystup systému

uréime nasledovné

y(t) = L7H{G(s)U(s)} = L7H{G(s)L{u(t)}},
Cafs5 Unw \ o o fF e | SR
ylt) = £ {s+132+w2}_Um£ {s—l—l 82+w2+82+w2 ’

dw g 4w w245
y(t) = U <w2 1 e 1 cos(wt) + 1 Sln(wt)).

Vidime, ze vystup obsahuje méd e_t, aniz by tento méd byl obsazen ve vstupnim signalu.
Pro U, =1 aw = Trad s™! je vykreslen vstupni a vystupni signdl systému na obr.

Ovéite sami, ze vystup obsahuje méd et i pro jiné vstupni signaly.
ystup J proj p gnaly
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SPLVRVUVR TR

;
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] t[s]

(a) vstup systému u(t) (b) vystup systému y(t)

Obrézek 2.5: Odezva systému znéazornujici vliv pélu systému

Tento piiklad byl prevzat z (Roubal, n.d.) a nasledné upraven. v

Priklad 2.6: Ovérte, ze vystup systému s prenosem

Y(s)  s°+5
U(s)  (s+1)?

nebude obsahovat méd odpovidajici nule tohoto systému. Déle naleznéte takové pocatec-

G(s) =

ni podminky systému, aby byl vystup systému identicky rovny nule pro tento vstupni
signal.
Resent: Systém ze zaddni mé dvojici komplexné sdruzenych nul z = ++/5. Pfivedeme
tedy na vstup systému signdl u(t) = Uy, sin(v/5 ) a uréime odezvu vistupu
2
s°+5 UnvVbh Un V) _
yt)=L"" V5 =L V5 = UnV5te L.
(s+1)2 s245 (s+1)2

Odtud vidime, ze vystup systému neobsahuje mod, odpovidajici frekvenci vstupniho

signdlu w = v/5rads~!. Odezva systému na tento vstupni signal je na obr. 2.6
Nyni zvolime néjakou stavovou realizaci A, B, C', D a budeme hledat takové poca-

tecni podminky @(0) v této realizaci, aby byl vystup identicky roven nule pro vstupni

signal u(t) = Uy sin(v/5t). Vyjdeme z rovnice

Cadj (sI —A)

0=Y (s)=|C(sT-A) 'B+D|U(s) +C (sI-A) ®(0) = G(s)U(s) + OIS

x(0).
Odtud uréime x(0)

Un V5 B Cadj(sI—A)
(s+1)2 (541

x(0), = U V5 = —Cadj (sI—A)x(0).
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Odtud urc¢ime x(0) takové, ze vystup bude identicky nulovy, i kdyz vstup nulovy nen,
viz obr. 2.6l Zobrazte sami Bodeho frekvencéni charakteristiky systému a diskutujte na

nich tyto zavery.

0.9

—y:x©=[0,0]"
0.81 —y: x(0) = [-0.248, -0.124] "[|

0.7r

0.6F

0.5F

0.4r

y[-l

0.3

0.2

0.1

-0.1
6 0 4
ts] ts]

(a) vstup systému u(t) (b) vystup systému y(¢)

Obrazek 2.6: Odezva systému znédzornujici vliv nuly systému

Tento piiklad byl prevzat z (Roubal, n.d.) a nasledné upraven. v
Priklad 2.7: Nacrtnéte stavovy (fazovy) portrét systému z prikladu

Resent: Podivejme se nejprve blize na rovnici @(t) = Ax(t). Matice A reprezentuje
linedrni operdtor, ktery kazdému vektoru x(t) pritazuje teény vektor, tj. vektor, ktery
ukazuje smér pristitho vyvoje stavové trajektorie.

Pro prvni odhad prubéhu stavové trajektorie vyuzijeme vlastni ¢isla a vlastni vektory

matice (operatoru) A, které jsme urcili jiz v prikladé

)\1:—3, vV, = [éi|, /\2:—1, Vy = |:0’5i|.

Vime, Ze ve sméru vlastnich vektoru ma operator A pouze i¢inek zmény velikosti (smér
zustava stejny). Zvolime-li tedy pocatecni vektor x(0) nékde ve sméru vlastnich vektort,
bude ve stejném sméru lezet i &(t) = Ax(t) pro vsechna t. Zda se bude stav pohybovat
smérem k pocatku nebo od pocatku souradnic rozhodne to, zda je odpovidajici vlastni
¢islo stabilni, ¢i nestabilni.

Zacnéme tedy nakreslenim invariantnich podprostoru (piimek) odpovidajicim vlast-
nim vektorum matice A do obr. 27 Protoze jsou obé vlastni ¢isla zaporna, vime, ze

vSechny trajektorie budou smétfovat s rostoucim casem k pocatku souradnic. Bude-li tedy
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pocateéni podminka lezet na nékterém z vlastnich vektoru, bude se stav pohybovat v case

po piimce, odpovidajici danému vlastnimu vektoru matice A.

5 r o e e TS NN NN A} T 7 7 7z 7
47\.\\\\\\ NN ) ] ¢ 7 7 /<
T S NN \ ) '/ 'd s A~
S~ s N N N N e e e e
[—— — T ~ ~ ‘ 4 Cd - e
S S N S NP I
_— e . e e = ——

X2
o
|
|
|
|
|
]
1
1
1
|
I
|
|

_l——— — — - . - - -—
f— — - - ., . ~ -~ — — T — S —
_2;’ -— - Cd ’ . . ~ ~ — T T T T —
_3/—’ - - -~ 4, L] . ~ -~ T T S — T —
o~ o 4 , 1 A Y ~ W N T T Ty T
A L s NN N N N~ ——

Obrézek 2.7: Stavovy (fazovy) portrét systému z piikladu 22

Bude-li poc¢ateéni podminka lezet mimo vlastni vektor matice A, bude zdlezet na

dominanci jednotlivych médu. Pro malé ¢asy se bude nejprve projevovat rychlejsi mod

(s vlastnim éislem A, = —3, vy = [1 0]"). S rostoucim ¢asem bude pievazovat vliv

dominantniho médu (s vlastnim cislem Ay = —1, vy = [0,5 1]"). Toto je patrné ze

stavového portrétu na obr. 2.7
V obr. 27 jsou také naznaceny dva prubéhy stavovych velicin pro dvé konkrétni

N !

Pocateéni podminka xg; lezi mimo vlastni vektory matice A, kdezto pocateéni podmin-

v

pocatecni podminky

ka xgy lezi na vlastnim vektoru vy matice A.

Piiklad 2.8: Vyteste piiklad 4] pro pocatecni podminku «(0) = [0, O]T a vstup u =1
pomoci nékteré z numerickych metod z kapitoly 2.3.2

Reseni: Pouzijeme Eulerovu metody (ZITl), ve které nahrazujeme derivaci prvnf diferenct

x(t+ T;} — (1) = Ax(t) + Bu(t).

Odtud
z(t +T,) = z(t) + T.(Az(t) + Bu(t)).
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Tuto rovnici staci cyklicky resit napriklad pomoci nasledujictho kédu.

%% system matrices

A =[-31; 0 -1];
B = [0; 11;
c=1[10];

D = [0];

Tend = 8; %length of simulation
Ts = 0.2; % sampling time

N = Tend/Ts;
x = [0;0]; %initail state
X=10;v=1[0;
for k=1 :1 : N;
y = C*x+Dx*u;
X = [X; x°]1;
Y = [Y; yl;
x = x + Ts*x(A*x+B*u);
end
TimeC = [0 : 1 : N-1]x*Ts;
figure(1);
plot(ty(:,1),ty(:,2),°b’);
hold on;

stairs(TimeC,Y,’r’);

grid on;
legend (’y_{simulink}’,’y_{Euler}’,4);
FigPlot(figure(1),’t [s]’,’x_1, x_2 [-]’,14,°°,14,3);

Na néasledujicim obrézku je porovnano feSeni pomoci simulinkového reeni z piikladu 2.4]

a feSeni pomoci Eulerovy metody pro Ty = 0,2s.

0.35

0.25r : 1

y[-]

0.15r 1

0.05r y

yEuler
T

simulink

O 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

t[s]

Obrazek 2.8: Odezva systému pro (0) = 0 a vstup u = 1
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Priklad 2.9: Analyzujte feSeni z prikladu pro ruzné periody vzorkovani Tj.

Reseni: Na obr. je zndzornéno reseni pro ruzné periody vzorkovani Ty [s]. Z téch-

0.7 I
ysimulink
0.6H4 —Yeuer Ts =018 .
—Yeyier 1s =028
0.5 yEuIer: Ts =06s i
Yeuer: Ts =0.67s
0.4+ .
=X
> o e e e e e e e
0.3+ ot = i
S g
VR ¢ ]
0.1+ ,
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t[s]
Obréazek 2.9: Odezva systému pro « = 0 a vstup u = 1 pro ruzné T

to grafu je patrné, ze prilis velka perioda vzorkovani vede k divergenci feseni. Odtud
by tedy plynulo volit periodu vzorkovani co nejmensi. Tak ale bude vypocet trvat prilis
dlouho a budeme mit také vyssi naroky na pamét. Jak tedy zvolit periodu vzorkovani
pro numerickou metodu, pokud nemame jiz feSeni zobrazeno jako na obr. 2.8

Muzeme postupovat napiiklad takto. Zvolime néjakou periodu vzorkovani a provedeme
simulaci systému. Poté periodu vzorkovani nékolikrat zmensime a novou simulaci poro-
vname s predchozim feSenim. Pokud se vysledné prubéhy podobaji, muzeme tuto periodu
vzorkovani povazovat za spravné zvolenou. Samoziejmé muzeme vyuzit znalosti o sou-
vislosti pélu systému a rychlosti a stability ¢asové odezvy systému a podle toho vhodné

zvolit periodu vzorkovani. v

2.5 Ulohy

Priklad 2.10: Urcete analytické feseni spojitého linearniho stacionarniho systému

(t) = ax(t) + bu(t)
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s pocatecni podminkou x(ty) = o, kde a, b jsou redlné konstanty a u(t) je nezdvisly vstup

systému. Uvazujte vstupni signal

0, t<9ds,
u(t) = 1, t e (5,10)s,
5. t>10s

a vypocitejte ustalenou hodnotu stavu x(t) pro t — oo (pokud vubec existuje).

Daéle zvolte konstanty a, b a vykreslete prubéh stavu z(t) pro dvé ruzné pocatecni
podminky z(0) a pro vySe uvedeny vstupni signél u(t). Porovnejte vysledky simulace
s analytickym fesenim. Dale urcete prenos systému a urcete jeho statické zesileni. Disku-

tujte jeho souvislost s ustalenou hodnotou stavu .

Piiklad 2.11: Reste priklad ZI0 s uvazovénim vstupniho signélu definovanym jako

u(t>:{ 1, te(0,1)s,

0, jinde .

Piiklad 2.12: U systému z piikladu 210 zvolte dvé kombinace konstant [a, b] a urcete
odezvu systému pro dvé ruzné pocatecni podminky zy a pro vstupni signdl typu jed-
notkovy skok wu(t) = 1(¢).

Priiklad 2.13: Urcete odezvu systému z piikladu 2.0 pomoci vSech ti{ numerickych
metod z kapitoly Z3.2] pro néjakou kombinaci konstant [a, b] a porovnejte toto reseni
s fesenim z prikladu .10l Diskutujte vlastnosti jednotlivych numerickych metod.

Priklad 2.14: Uvazujte systém popsany prenosem
Y(s) 1
U(s) s2+3s+2°

G(s) =

Naleznéte stavovy popis tohoto systému a urcete jeho mody. Urcete, ktery méd je dom-
inantni. Naleznéte analyticky vztah pro y(t) pomoci Feseni stavovych rovnic. Vykreslete

odezvu tohoto systému na jednotkovy skok a porovnejte ji s analytickym fesenim.

Priklad 2.15: Uvazujte stavovy popis linedrniho systému s maticemi

A—[_lg _02], B—[;], C:[Ol}, D =10].

Urcete moédy tohoto systému. Urcete, ktery mod je dominantni. Naleznéte analyticky
vztah pro y(t) pomoci feseni stavovych rovnic. Vykreslete odezvu tohoto systému na

jednotkovy skok a porovnejte ji s analytickym fesenim.
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Priiklad 2.16: Urcete odezvu systému z prikladu .15 pomoci vSech t¥i numerickych
metod z kapitoly 2.3.2] a porovnejte feseni s fesenim z prikladu2.15 Diskutujte vlastnosti

jednotlivych numerickych metod.

Piiklad 2.17: Urcete takovy vstupni signal u(t) (piipadné i poc¢ateéni podminku), ktery

systém s prenosem
Y(s) s+2

- U(s) s+0,1

vubec nepropousti. Dale urcete, ktery typ signalu se objevi vzdy na vystupu tohoto sys-

tému nezavisle na vstupu. Urcete vystup systému, pokud na vstup systému piivedeme

signal odpovidajici jeho polu.

Priklad 2.18: Napiste prenos nebo stavovy popis spojitého linearniho systému, ktery
splnuje vSechny nasledujici podminky:

e vSechny poély maji nekladnou realnou cast,

e systém generuje na vystupu signdl sin(¢), nezdvisle na vstupu,
2t

e systém vibec nepropousti signal u(t) = e

Priklad 2.19: Napiste pfenos nebo stavovy popis spojitého linearniho systému, ktery

spliiuje vSechny nasledujici podminky:
e vSechny poly maji zapornou redlnou cast,
e systém generuje na vystupu signal e 2t (cos(lOt) +J sin(lOt)) nezavisle na vstupu,
e systém vubec nepropousti signél u(t) = sin(5t),
o statické zesileni systému je k& = 10.

Priklad 2.20: Uvazujte linedarni systém s jednim vstupem u a jednim vystupem y pop-

sany stavovymi maticemi

A:[g-ir legr c=|10], D=0

Uvazujte pocatecni podminku systému «(0) = [0, 17 a pribeh vstupu u(t) = 1(t — 10)
(posunuty jednotkovy skok do 10s). Déle vite, ze stav v ¢ase t = 9s je x(9) = [1, O]T.

Urcete hodnotu vystupu y(t) pro t = 9s.
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Priklad 2.21: Uvazujte linearni systém s jednim vstupem u a jednim vystupem y pop-

sany stavovymi maticemi

A:[_02 _13], B:[S], C:[1 o], D

Uvazujte pocatecni podminku systému 2(0) = [10, 1]7 a pribéeh vstupu u(t) = 4-1(t—1)

[0].

(posunuty jednotkovy skok do 1s). Uréete hodnotu vystupu y(t) pro t — co.

Priklad 2.22: Uvazujte linedrni systém jehoz feseni ma tvar

]t L 10
0=|y]

Urcete pocatecni podminku x(0) a vykreslete prubéh tohoto feseni. Déle urcete matici A

tohoto systému a ovérte pomoci simulace, ze jste ji nalezli spravneé.

Priiklad 2.23: Urcete médy autonomniho systému popsaného stavovou rovnici

P e R
m(t)—[ . _1] (1

a nacrtnéte jeho stavovy (fézovy) portrét. Diskutujte, jak se jednotlivé médy projevuji

v case.

Priiklad 2.24: Urcete mody autonomniho systému popsaného stavovou rovnici

P e U
as(t)—[ . 1] (0

a nacrtnéte jeho stavovy (fazovy) portrét. Diskutujte, jak se jednotlivé médy projevuji

Vv case.

Priklad 2.25: Urcete médy autonomniho systému popsaného stavovou rovnici

PO e T
az(t)[ . _2] ("

a nacrtnéte jeho stavovy (fdzovy) portrét. Diskutujte, jak se jednotlivé médy projevuji

v ¢ase.
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Priiklad 2.26: Urcete médy autonomniho systému popsaného stavovou rovnici

-5 1

0 +2 =)

(t) = [

a nacrtnéte jeho stavovy (fdzovy) portrét. Diskutujte, jak se jednotlivé médy projevuji

v ¢ase.

Priklad 2.27: Urcete médy autonomniho systému popsaného stavovou rovnici

i(t) = [ o9 ] x(t)

2 =2

a nacrtnéte jeho stavovy (fdzovy) portrét. Diskutujte, jak se jednotlivé mddy projevuji

v case.

Piiklad 2.28: Nakreslete stavovy (fazovy) portrét nelinearntho systému (popisujictho

vyvoj populace dravcu x; a obéti x5 v uzavieném prostoru (VOLTERRA, V., 1931))

.Tl(t) = —Jfl(t) + 0,01 flfl(t) ZEQ(If) s

Reste rovnice numericky. Poté naleznéte rovnovazné body tohoto systému a provedte

v nich linearizaci. Porovnejte stavové portréty nelinearniho a linearizovaného systému.

Priiklad 2.29: Uvazujte systém s jednim vstupem u a jednim vystupem y podle obr. 2.0

nl=
nl =

[T ]

u y

Obrazek 2.10: Model systému

Pro nulové pocatecni podminky nacrtnéte prubéh jednotlivych stavovych veli¢in a vys-
tupu systému pro vstupni jednotkovy skok u(t) = 1(t — 1). Poté urcete stavovy model

tohoto systému a odezvy urcete vypoctem.
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Obrazek 2.11: Prubéh vstupni, stavovych a vystupni veli¢iny systému

Priklad 2.30: Uvazujte systém s jednim vstupem u a jednim vystupem y podle obr. 210
Pro nulovy vstup na¢rtnéte prubéh jednotlivych stavovych veli¢in systému pro pocateéni
podminky: a)xy = [0, 1|7, b) @, = [1, 0]". Poté urcete stavovy model tohoto systému

a odezvy urcete vypoctem.

3 3

250 2.5

2 2

— 15 — 15
T T
— N

O 1

0.5 05

ot 0

04 1 2 3 4 5 % 1 2 3 4 5
tfs] t[s]
(a) stav systému x4 (t) (b) stav systému xo(t)

Obrézek 2.12: Prubéh stavovych veli¢iny systému
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Priiklad 2.31: Uvazujte systém s jednim vstupem u a jednim vystupem y podle obr.2.13

\ 4

Obrézek 2.13: Model systému

Nacrtnéte do obr. 214 prubéh jednotlivych stavovych veli¢in systému pro vstupni jed-
notkovy skok u(t) = 1(t — 1) a pro ruzné pocatecni podminky

o @ =10, 0",
o xp =0, 1]",
o xy=[0, 2]"
o xy=[1, 0],
oz =2, 0"

Co je na téchto prubézich zajimavého? Poté urcete stavovy model tohoto systému a odezvy

urcete vypoctem.

3 3

25 25

2 2

— 15 — 15
= ~

x 1 1

05 05

0 0

0% 1 2 3 4 5 % 1 2 3 4 5
tfs] tfs]
(a) stav systému x1(t) (b) stav systému xo(t)

Obrézek 2.14: Prubéh stavovych veli¢iny systému
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Reseni tloh z kapitoly Reseni stavovych rovnic systému

111

I
I
\
\

\
\
[
1
I
!

(b) pifklad

L I B R i

N w s o

Coa
A b b L o

(d) pifklad (e) pifklad (f) piiklad

Obrazek 2.15: Stavové portréty

210: Analytické fesent je podle (Z1). Je-li systém stabilni (a < 0), ustalend hodnota bude
—g u (na pocatecni podmince nezalez{). Paklize je systém nestabilni limita v nekoneénu je
nekonecno. Prenos je G(s) = ﬁ . Statické zesileni je pro stabilni systém k = %b 5 BT
Pro stabilni systém (a < 0) je ustdlend hodnota 0. Pro nestabilni systém kazda nenulova
pocateéni podminka zpusobi divergenci.; [EI2: podobné jako v piiklade 21, 213
podobné jako v piiklade 28, [B.I4l: stavové matice jsou napiiklad A = [713 702} ,B =

0
s vlastnim ¢islem Ay, analytické feseni je y(t) = 0,56_2t —et +0,5; BI85l stavovy popis
odpovida prenosu z pifkladuZI5; 2I6: podobné jako v piikladé 28; 2.I7: Signal, ktery
—2t (

[1} ,C =10 1],D =[0], pdly systému jsou \; = —2, Ay = —1, dominantni méd je méd

systém vubec nepropusti, je u(t) = e nula systému). Mdd, ktery se vzdy objevi na

vystupu, je e —0,1t . Vystup pro vstup odpovidajici jeho médu je y(t 1{ nggl }

Prubéhy si vykreslete sami.; ZI8: G(s) = 5821213 219: G(s) = %; 2. 20:

y(9) = Cx(9) = 1, ve stavu je veskerd potiebnd informace (nepotiebujeme minuld

data); 22T systém je stabilni, ustalend hodnota vystupu podle feseni piikladu 210 tedy
nezavisi na pocatecni podmince, y = (CA'B+D)4 = 2; 222 2(0) = [0 0,2]", matice
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A = [_01 _4150]; 223 A\ = =10, Ay = =1, v; = [1 O]T, vy = [0 1]T, viz obr. R.15(a)];
B2 A = —10, Ay = 1, vy, = [10]", vy = [01]", viz obr. RI5(B); BEZF: A, = —5,
Ao = 2,01 =[10]", vy =[13]", viz obr. RI5(c) BZ0: A\ = —5, g =2, vy = [10]",
vy =1 7]T, viz obr. RI5(d)}; B2 Ao = —2,5 & 1,944, vlastni vektory jsou komplexn,
viz obr. ; 2. 28: viz obr. , systém je nelinearni, takovyto stavovy portrét
nemuze linearni systém vygenerovat; [.29: viz obr. 216, BR.30: viz obr. 217, 231k
podobné jako v piiklade 230 systém je nefiditelny;

H
L o
5 o 8
X

HI\MMEQ
%[

L onmow saa
Yyl

oo oo

0 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
tfs] ts] tfs] t[s]

(a) vstup u(t) (b) stav x1(¢) (c) stav xo(t) (d) vystup y(t)

Obrézek 2.16: Reseni pifkladu

o 0 1 2 3 4 5 h
tis] tls] sl tis]

(a) stav x1(t) (b) stav za(t) (c) stav 1 (t) (d) stav zo(t)

Obrazek 2.17: Reseni pitkladu [Z30: prvni a druhd ¢ést



Kapitola 3
Virtualni model - Kulicka v obruci

Model kulicky v obrué¢i byl vyroben spolecnosti TecQuipment Ltd. Slouzi k laboratorni
vyuce modelovani dynamickych systému a jejich fizeni. Pohyb kulicky v obrué¢i odpovida
pohybu kapaliny pii pfepravé v cisternach nebo tankerech. Pohyb kapaliny ovlivni vlas-
tosti dopravniho prostredku, ktery by meél byt schopen vydrzet vahu nédkladu a také
odolavat dynamickym silam, vytvarenym kapalinou pii prepravé. Podobnost mezi po-

hybem kapaliny a kulicky ilustruje obr. 3.1l

kapalina

Obrazek 3.1: Podobnéd dynamika kapaliny v cisternach a kulicky v obruci

3.1 Popis laboratorniho modelu

Model je sestaven ze servomotoru, ke kterému je pevné piipojena obruc, kterd vytvari
setrvacnou zatéz motoru. V drazce obruce je umisténa kovova kulicka, ktera se v ni muze
pohybovat. Vstupem do systému je napéti na servomotoru u[V]. Na vystupu méiime
pomoci integralniho tachometru rychlost otédceni obruce wlrad/s|, tihel natoceni obruce
p[rad] a potenciometrem polohu kulicky ) [rad]. Schéma modelu je naznaceno na nasledu-

jicim obrazku.

27
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(\w(t), @ ()

v

Obrazek 3.2: Schématické znazornéni laboratorniho modelu kulicky v ob-

ruci

Vsechny mérené veliciny jsou prevedeny na bezrozmérnd ¢isla. Komunikace mezi PC a
modelem je zajistovdna pomoci zasuvné karty a programu MATLAB/SIMULINK. Vice
informaci o modelu muzete ziskat na webovych strankach Laboratofe teorie automat-

ického tizeni (ROUBAL, J. a HOLECEK, J., 2008).

3.2 Matematicky popis systému

Pro popis thlu natoceni obruce a otacek obruce pouziji vztahy pro popis servomotoru,

ktery obru¢ roztaci

di(t) .
LW = —R’L(t) — ]CeLU(t) + U(t), (31)
dw(t) .
de(t) _
) (3.3)

kde i [A] je proud motoru, w [s7!] jsou otacky motoru, ¢ [rad] je hel natoceni hifdele
motoru, u [V] je vstupni napéti motoru, R[(2] je elektricky odpor motoru, L [H] je in-
dukénost motoru, J [kgm?s™!] je moment setrvacnosti motoru, b [kgm?s7!| je konstanta

tten{ motoru, k. [sV7!] je elektrickd konstanta motoru a ky, [kgm?s™?] je mechanicka

konstanta motoru.



3.2. MATEMATICKY POPIS SYSTEMU 29

7 téchto rovnic muzeme urcit stavovy popis a prenosy

’ _R _ke 1

i(t) ? 7Y i(t) 7

w(t) | = 7“1 _Tb 0 wt) |+ 1] o |ul),

() 0 1 0 o(t) 0
(%)

y<t>=[8 . (1)] o(0) |

(1)

G (s) = H) fin (3.4)

U(s) LJs>+ (Lb+ RJ)s + Rb+ kekm

Z rovnice ([3.3)) je vidét, ze pro ziskani thlu natoceni obruce sta¢i rovnici (3.4)) zintegrovat

GQ(S) — SO(S) _ 1 km

== . 3.5
U(s) s LJs®+ (Lb+ RJ)s + Rb+ kekm (8:5)

Pro uréeni pohybu kulicky si musim vyjadrit energie kulicky. Nejprve si vyjadiim kynet-
ickou energii kulicky

1 1
Wkk = 5 kal%(t) -+ 5 mkvﬁ(t), (36)

kde Ji [kgm?] je moment setrvacnosti kulicky, pro kouli plati Ji = 2mry, wi [rads™]

je tithlova rychlost kulicky, my [kg] je hmotnost kulicky a vy, [ms™!] je rychlost kulicky.

Potencialni energie je

Wik = Woko + mg[r — (r — r) cos(¢(t))], (3.7)

kde r[m] je polomér obruce, r[m] je polomér kulicky a (t) [rad] je poloha kulicky v

obruci. Rychlost vy si mohu vyjadiit pomoci soutradnic
a(t) = (r — o) sin(y(1)),

y=1r—(r—mr)cos((t)).
Odtud

vie(t) = vige (1) + vy (1),

alt) = E = 1 cos(uien 240
e (®) = D — (¢ — 1) sinus(e) 00
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Nyni si mohu upravit vyjadieni kinetické energie

12 1 1

Wkk = 5 g mkrﬁr—i 1)13 (t) + 5 mkvﬁ(t),
7 2 (do() Y’
Wkk = 10 mk(r — 7"1{) ( dt . (38)

Pro vysledny popis polohy kulicky pouziji Lagrangeovy rovnice. Lagrangianem bude

rozdil kynetické a potencialni energie

7 .
L = 25 mu(r = 1) (@ (1))* = Wio = mug[r — (r = i) cos (4 (1)) (3.9)
Samotna Lagrangeova rovnice bude
d oL oL dF; dw(t)
aeor or_ f Y 3.10
A T (3.10)
( Wikipedia — Open encyclopedia [online], 2008) kde Fi[N] je tfeci sila
1.
Fo= L b)) (3.1)

kde by je koeficient treni kulicky:.

Kdyz dosadim rovnice ([39) a (3II)) do rovnice ([3I0) a provedu derivovéni, dostanu
rovnici, kterd popisuje pohyb kulicky

gmk(r — rk)zll}(t) + myg(r — ry) sin(y(t)) = —buﬂ(t) - Jdil—fft)
ka(r — )2 (t) + bt (t) + mucg(r — i) sin(e(t)) = kni(t) — bw(t) (3.12)

5
Simulinkovy model systému kulicka v obruéi je na nasledujicim obrézku.

P

-> ot/min Otacky obruce
[ot/min]

phi -> stupne Natoceni obruce
[stupne]

(5)/(7mk(r-rk)

3

psi -> stupne Poloha kulicky
[stupne ]

5bk/(7mk(r-rk)))

Obrazek 3.3: Simulinkovy model kulicky v obruéci
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3.3 Identifikace laboratorniho modelu

Pted samotnou identifikaci systému bylo potieba prevést vystupni veli¢iny z bezrozmeér-
nych ¢isel na fyzikalni jednotky. Abych na vystupu mél otacky v ot/min, bylo tieba
prenasobit vystup hodnotou 900. Pro thel natoceni obruce je prevodni konstanta na
stupné 140 u polohy kulicky 40.5. Abych vidél, jak systém reaguje, urcil jsem si pred

identifikaci statickou charakteristiku mezi vstupnim napétim u a otackami obruce w.

 [ot/min]

-10 -5 0 5 10
UM

Obrazek 3.4: Statickd prevodni charakteristika u na w

Dynamika motoru budu identifikovat v pracovnim bodé uy = 2V. Sestavil jsem si
simulinkové schéma podle fyzikalnich rovnic (3.2)), [B.3) a [B.12).

3.3.0.1 Otacky obruce

I kdyz podle fyzikalnich rovnic mél byt prenos druhého fadu, experimentalné jsem zjistil,
ze jej lze aproximovat prenosem prvniho fadu. Pomoci prechodové charakteristiky se mi
podatilo urcit prenos

Q(s) 9,63

G, = Ul = 54 107 (3.13)

3.3.0.2 Uhel natoéeni obruce

Podle rovnice ([B3]) je ziejmé, ze prenos pro ihel natoceni obruce je

_p(s) 1963
Gals) = U(s) s (s+1,07)

(3.14)
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3.3.0.3 Poloha kulicky

V rovnici pro popis polohy kulicky mame nékolik konstant, které muzeme zmétit. Plomér
obruce je 8,7cm, polomér kulicky 9,5mm a hmotnost kulicky 28,3g. Zbylé konstanty bylo
treba urcit experimentalné a sice tfeni pusobici na kulicku a moment setrva¢nosti motoru.
Vysledna rovnice pro polohu kulicky je

dw(t)

O(t) = —3,8586¢) (1) — 90,4147 sin((t)) + 07802~ (3.15)

3.3.1 Meéreni

Na modelu jsem provedl fadu méfeni a vysledné prubéhy porovnal s matematickym mod-
elem. Béhem prvnich 5 sekund se systém ustaluje do pracovniho bodu, poté se skutecné

prubéhy moc nelisi od prubéht na matematickém modelu.

3.3.1.1 skok + 1V

35

15
0
t[s]

Obrazek 3.5: Vstupni napéti - skok
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250

200

150

w [ot/min]

100

50

16

14

12

10

o[]
o

m— |gboratorni model

m— matematicky model

t[s]

10

Obrazek 3.6: Otacky obruce

15

m— opravdovy model

m— matematicky model

t[s]

10

Obrazek 3.7: Poloha kulicky

15

33
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3.3.1.2 skok -1V

25

UV

0-5 | |
t[s]

Obrazek 3.8: Vstupni napéti - skok

140

T
m— |aboratorni model

m— matematicky model

120

100

w [ot/min]
o]
o

(2]
o
T

40

20

t[s]

Obrazek 3.9: Otacky obruce
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15

10

5
E
0
_5 -
-10

3.3.1.3 trojuihelnikovy vstup

35

2.5

U

15f

0.5
0

m— Opravdovy model
m— matematicky model

t[s]

10

Obrazek 3.10: Poloha kulicky

15

t[s]

10

Obrazek 3.11: Vstupni napéti - trojihelnik

15
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160

140

120

100

w [ot/min]
[o)] (o]
o o

N
o

20

m— |aboratorni model

m— matematicky model

t[s]

10

Obrazek 3.12: Otacky obruce

15

16

14}

121

10

o[
o

m— opravdovy model
m— matematicky model

t[s]

10

Obrazek 3.13: Poloha kulicky

15
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3.3.1.4

sinusovy vstup

UV

w [ot/min]

35

25

15

0.5

0 5 10 15

250

200

150

100

50

t[s]

Obrazek 3.14: Vstupni napéti - sinus

m— |aboratorni model
m— matematicky model

t[s]

Obrazek 3.15: Otacky obruce

37
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16

m— Opravdovy model
14+ m— matematicky model |

121 b

10 * -
8 a

o[’

t[s]

Obrazek 3.16: Poloha kulicky

3.3.1.5 obdélnik vstup

35

2.5 b

UV

15 : b

0.5
0
t[s]

Obrazek 3.17: Vstupni napéti - obdélnik
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Obrazek 3.18: Otacky obruce

15

m— opravdovy model
m— matematicky model

t[s]
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Obrazek 3.19: Poloha kulicky

15
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3.3.2 Zaveér

Virtalni model mél principidlné odpovidat skutecnému, proto nevadi, ze prubéhy virtu-
alniho a skute¢ného modelu nejsou uplné shodné. Odchylky mohly vzniknout z duvodu
nepiesné identifikace, nebo v ptripadé otacek nahrazenim systému druhého fadu fadem
prvnim. Na zménu vstupniho signélu reaguje virtualni i skute¢ny model ptiblizné stejné.

Virtudlni model je tedy pouzitelny pro nase ucely (trénink identifikace pro studenty).

3.4 Virtualni realita

Matematicky model pouziji pro vytvoreni virtualni reality. Simulinkové schéma jsem
uzaviel do masky. Rozkliknutim bloku BALL and HOOP VR Model muzem uzivatel

nastavit pocatecni podminky kulicky.

Ball and Hoop (BH)
O
Scope
u[V]
J P u V] — [
’ . Scope
psi [deg] phi [deg],
omega [rot/min]
BALL & HOOP & psi [deg]
VR Model

Obrazek 3.20: Virtualni model

Virtudlni realitu jsem vytvoril pomoci programu V-Realm Builder. Tento program
umozinuje vytvoreni 3D modelu. Uzivatel méa k dispozici nahled ze vSech stran a moznost
vlozeni gemotrickych tvaru, kvadru, koule, valce a zvlastnich tvaru. U jednotlivych geo-
metrickych tvaru je mozné meénit velikost, natoceni a polohu. Vysledny model je mozné
propojit se simulinkovym obvodem a zajistit tak dynamiku nékterych ¢asti modelu.

Zakladnim blokem modelu kulicky v obruci je kvadr, na ktery jsem vlozil obrazek
modelu. Dalsfm pouzitym blokem je vélec, ktery piedstavuje obrué. Cernd sipka, kterd

ukazuje pozici kulicky a kulicka jsou spojeny do jednoho bloku. Pomoci Virtual tool-
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boxu jsem pak tento blok propojil s vystupem ze Simulinku. Diky tomu se Sipka nataci
stejné, jako u skutetného modelu, tedy o thel ¥[°]. Druhym dynamickym prvkem ve
virtudlni realité je cervend Sipky, kterd se otaci stejnou rychlosti jako obru¢ wlot/min].
Diky virtudlnimu modelu si muze uzivatel vyzkouset nejen jak systém reaguje, ale i jak

systém vypada.

Obrazek 3.21: Celni pohled ve virtualni realité
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Kapitola 4

GUI pro reseni linearnich spojitych

a diskrétnich dynamickych modelu.

Grafické uzivatelské rozhrani (déle jen GUI) slouzi k usnadnéni komunikace mezi uzi-
vatelem a pocitacem. Ma dvé ¢dsti, grafickou a programovou. Grafickd ¢ast zajistuje
vzhled, ktery se uzivateli po spusténi zobrazi. Programova ¢dst zajistuje komunikaci mezi
jednotlivymi grafickymi prvky a funkcemi, které pocitaji jednotlivé parametry, kresli grafy
atd. GUI, které jsem vytvoril, kresli stavovy portrét a prubéh obou vnitinich stavu. Ten

reprezentuje vyvoj stavu v prostoru x; — xs.

4.1 Vytvoreni GUI

Program MATLAB mimo jiné umoznuje uzivateli vytvotrit GUI. Editor pro vytvareni
GUI se spousti piikazem guide. Samotné GUI se sklada ze dvou souboru. Jedna se
o soubory jmenoGUI. fig, ktery slouzi ke grafickému vytvoreni GUI a jmenoGUILm, kam
muzeme napsat funkce, které se budou v GUI provadét. Komunikace mezi jmenoGUI fig
a jmenoGUIL.m se provadi pomoci specidlnich funkci zvanych callback. jmenoGULm je
standartni M-file, takze vytvareni metod je stejné, jako pri ”standartnim” pouziti MAT-
LABu. (The MathWorld [online], 2007)

Zékladni funkci celého GUI je funkce OpeningFcn, ktera se provede pfi spusténi pro-
gramu. Podle dat, ktera jsou vlozena do této funkce, bude vypadat ivodni obrazovka.
V mém pripadé dojde pouze k nacteni grafickych prvku a za matice A a xq¢ se dosadi

preddefinované hodnoty. Vykreslovani grafi a pocitani hodnot se spusti az na zadost

43
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uzivatele. Uvodni obrazovka mého programu je na nasledujicim obrazku

nSlateJnrhm’l E] =
File Help B
— A1)

— State space description

e A I T B ——
Initial Condition =0 = [ 2 1 Edit

— i and i of matrix A
— State Portrait
Hin= -5 Mmax= 5 witin=| -5 Ymax=| 5
S f
| e
B :
| 3
. L — ;
- 4
S fernenenas e ;
L TEERLEELEE SRR :
| I—— 3
2 (TR SRR .
5 ‘ | : : : E 1
Y 0 H H H H ;
= g 2 a 02 04 06 0s 1

Obrézek 4.1: Uvodni obrazovka mého GUI

4.1.1 Nastaveni GUI

GUTI se nastavuje pomoci tlacitka, jednoho pop-up menu a ¢tyfech textovych poli. Diky
menu muze uzivatel vybrat, jednéa-li se o system spojity nebo diskrétni. Jak pop-up menu
funguje, ukazuje nasledujici zdrojovy kod. V piipadé spojitého systému se provede vse,
pod sekcl case 1, tedy oznaceni budou z’(t) a x(t). V piipadé diskrétniho systému se
provedou pifkazy v sekci case 2. Cislo case, kterd byla vybrana se ulozi do hodnoty
type. Funkce, které zajistuji vypocty a vykresleni grafii, pak podle hodnoty type pouZiji
vztah pro diskrétni nebo spojity systém.
type = get(hObject,’Value’);
switch type
case 1
set (handles.textDerivace, ’String’,’x (t)=’);
set (handles.textXt, ’String’,’x(t)’);
case 2
set (handles.textDerivace,’String’, ’x(k+1)=");

set(handles.textXt,’String’,’x(k)’);

end
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Tlacitkem edit, muze uzivatel zménit vstupni parametry, jmenovité matici A a
pocatecni podminky. Pro tuto editaci slouzi dialogové okno, jeho vytvoreni popisuje
nasledujici zdrojovy kéd. V dialogovém okné jsou kolonky jiz dopredu vyplnény. Hodnoty,
které se na radcich objevi odpovidaji poslednimu nastaveni programu. Okno, které se ob-
jevi, méa v zéhlavi nazev State-space Description. Nad kazdym editacnim polem je
uvedeno co do fadku ma uzivatel vyplnit, tedy A a X0. Na obr.[4.2]je zobrazeno, jak toto di-
alogové okno vypada. Uzivatel muze zadat nové hodnoty. V pripadé, ze klikne na tlacitko
Cancel, dialogové okno se uzavie a GUI zustane nastavené stejné, jako pred otevienim di-
alogu. V pripadé, ze klikne na 0K, nové hodnoty projdou testem, ktery ovéiuje, ze policka
byla vyplnéna spravné, tzn. nebyla pouzita pismena (kromé e) a matice maji spravny
rozmér, matice A 2 x 2 a pocateéni podminky 2 x 1. V pripadé, ze je test uspésny, staré
grafy se smazou a uzivateli se zobrazi nové navolené parametry. Cisla se zaokrouhli na dvé
desetinnd mista a budou ve tvaru cislo e cislo. Po stisknuti tlacitka calcule dojde k

vypocitani stavu a vykresleni grafu. Neni-li test ispésny, je uzivatel upozornén na chybu.

%nactu si z textoveho pole matici A

%tim se uzivateli vzdy nabidne jako preddefinovana odpoved podledni pouzita matice
A = editMatice(handles.textAl,handles.textA2);

Ax=mat2str(A);

%nacteni pocatecni podminky
X = editMatice(handles.textIC);
Xx = mat2str(X);

% nazev editacnihc poli
prompt = {’A =’,°X0 =’};

% nadpis dialogoveho okna

dlg_title = ’State-space Description’;

% delka editacnich poli

length_basic = 70;

length_edit=max([length(Ax) length(Xx) length_basic]);

num_lines = [1 round(length_edit*0.7); 1 round(length_edit*0.7) 1;

%preddefinovana odpoved
defAns = {Ax,Xx};

% otevre dialog

answer = inputdlg(prompt,dlg_title,num_lines,defAns);
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Obrazek 4.2: Zadavani vstupnich parametru

Ctyfi textova pole, kterd jsou umisténa nad grafem stavového portrétu, slouzi k nas-
taveni rozsahu pravé grafu stavového portréu. Vlozena ¢isla prochazeji testem, jestli se

opravdu jednd o cisla a jestli maximalni hodnota je vétsi, nez minimalni.

4.1.2 Kresleni grafti

Grafy se vykresli az po stisknuti tlacitka calcule. V callbacku tohoto tla¢itka dojde
ke ziskani matice A z textového pole a zavolani metod pro kresleni prubéhu funkei.

Pro kresleni pouzivam pomocnou funkci calculeEq, kterd vypocita hodnoty stavi a
ulozi je do vektoru . V pripadeé, ze se jednd o spojity systém, prubéhy stavu se pocitaji

podle vzorce x(t) = eAlz,. Diskrétn pak podle vztahu z(k) = AFx.

switch typeSys
%spojity system
case 1

1:
x(:,1)

for i 1 : max(size(t));

expm (Axt (i))*x0;

end

Tout = x(j,:);
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Jdiskretni system
case 2
for i =1 : 1 : max(size(t));
x(:,i) = A"t (i)*x0;
end
Tout = x(j,:);

end

Program kresli celkem tii grafy. Prvni dva zobrazuji prubéhy stavi. Pro vykresleni
pouzivam funkci axesTX_Plot, ta si z funkce calculeEq vezme vypocitané hodnoty a
vykresli je do ptislusnych grafti. Vstupnimi parametry funkce axesTX_Plot jsou poc¢ateéni

podminky, matice A a koeficient 7, ktery urcuje jedna -li se o prvni nebo druhy stav.

%rozhodne jestli se jedna o diskretni nebo spojity system
switch typeSys
case 1
%casova baze se pocita podle velikosti vlastniho vektrou
t = linspace(0,ceil(1/abs(lambda(j))*20));
%zavola metodu pro vypocitani stavovych rovnic
eq = calculeEq(A, x0, j, t, typeSys);
%vykresleni prubehu
plot(t,eq,’Color’,LineColor,’LineStyle’,LineStyle,’LineWidth’,2.5);
grid on;
xlabel(’t [s]’); ylabel(sprintf(’x_%d [-1°,3));

case 2
k = [0:1:10];
eq = calculeEq(A, x0, j, k, typeSys);
stairs(k,eq, ’Color’,LineColor, ’LineStyle’,LineStyle,’LineWidth’,2.5);
grid on;
xlabel(’k [-]1’); ylabel(sprintf(’x_%d [-1’,j));
end

Poslednim grafem je stavovy portrét. Tento graf predstavuje vyvoj stavu. Jedna se
o trajektorie v prostoru &; — 5. Aby bylo vidét, jak se stavy vyvijeji bylo tfeba nahradit
plné cary sipkami. K vykresleni sipek muzeme pouzit funkeci quiver(al,bl,a2,b2). Pro
vykresleni Sipky je tedy nutné znat pocatecni a koncovy bod podle obou os. Pro ukazku
prikladam kus zdrojového kodu, ktery kresli stavovy portrét. Pres graf pro stavovy portrét
polozim mfizku s ruznymi pocateénimi podminkami. Z kazdé pocateéni podminky pak
uréime smeér Sipky. Délku Sipky urci cas t. K vykresleni sipky pak pouziji jiz zminénou
funkci. Jako pocatecni parametry pouziji vygenerovanou pocateéni podminku, tedy XO0.
Koncové souradnice Sipky pak zajisti rozdil mezi soutradnicemi X0 a X1. Na obr. je

pak vidét, jak program vykreslil vsechny tii grafy
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for x1 = Xmin : dx : Xmax
for x2 = Ymin : dy : Ymax
Jurceni pocatecni podminky
X0=[x1;x2];
%vypocet hodnoty v nove pocatecni podmince
X1 = expm(A*t)*X0;
%vykresleni pomoci predchozi a nasledujici pocatecni pocatecni podminky
quiver (X0(1), X0(2), X1(1)-X0(1), X1(2)-X0(2), 0.4, ’b’,’LineWidth’,2);
end
end
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Obrézek 4.3: Vysledné vykreslené prubéhy

4.1.3 Vykresleni konkrétni pocatecni podminky

Pod stavovym portrétem se nachéazi jesté jedno tlacitko. Po kliknuti na néj se zavola funkce
ginput(1). V okamziku, kdy uzivatel stiskne levé tlacitko na mysi, tato funkce vrati
soutfadnice. Pomoci podminek je omezeno kliknuti pouze v rozsahu stavového portrétu.
Uzivatel muze tedy kliknout kamkoliv do stavového portrétu a urci tak hodnoty nové
pocatecni podminky. Podle ni dojde k dopoéitani stavové rovnice a vykresleni obou stavu
a do stavového portrétu se prikresli trajektorie z této pocatecni podminky. Protoze funkce
na vykreslovani prubéht maji jako jeden vstupni paramter i po¢atecni podminku, zavolam
tyto funkce s pocateéni podminkou, kterou mi vratila funkce ginput. Aby grafy byly
prehledné, chtél jsem vykreslit kazdy prubéh jinou barvou. Protoze MATLAB pouziva
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RGB paletu, tak pouziji trikrat funkci rand(1), ktera vrati nahodnou hodnotu v roz-
sahu (0, 1) a vygeneruji tak ndhodnou hodnotu pro ¢ervenou, zelenou a modrou. Jejich
smichanim vznikne vysledna barva. Do grafu jsem prikreslil odezvu na dvé pocateéni

podminky, to je vidét na obr. .4l

%podle toho kam uzivatel kline se nactou pocatecni podminky
x0=ginput (1) ’;
%uzivatel musi kliknout na graf s portretem
CursorPosition = get(handles.figurel,’CurrentPoint’);
if (CursorPosition(1) >= 14 && CursorPosition(2) >= 5)
&&(CursorPosition(1l) <= 93 && CursorPosition(2) <= 32)
%zavola metodu ktera napocita hodnoty stavu
eql = calculeEq( Anew, x0, 1, t, type);
eq2 = calculeEq( Anew, x0, 2, t, type);
%vygeneruje se automaticka barva
r=rand(1);
g=rand(1);
b=rand(1);
%ctvercem se oznaci misot pocatecni podminky a z nej carkovane
J%prubeh
j=plot(x0(1),x0(2),’s’,eql,eq2,’~--’,’LineWidth’,1.5);
set(j,’Color’,[r g bl);
%do grafu stavu 1 se prikresli prubeh
axes(handles.axesX1);
axesTX_Plot(hObject, eventdata, handles,type,Anew,x0,1,’--’,[r g bl);
%do grafu stavu 2 se prikresli prubeh
axes(handles.axesX2);

axesTX_Plot(hObject, eventdata, handles,type,Anew,x0,2,’--’,[r g bl);

else
errordlg(sprintf (’You must click on the portrait graf!!!’),’Error position’);

end

4.1.4 Export grafu do figure

Aby uzivatel mohl vysledné prubéhy dale pouzivat, je mozné je vyexportovat z GUI
do figure. Pro vyexportovani je tfeba kliknout na panel, ve kterém je graf zobrazen.
callback tohoto kliknuti zavold metodu pro exportaci. Pouzil jsem MATLABovskou
funkci copyobj. Tato funkce umoznuje prekopirovat obsah z jednoho objektu do druhého.
Na nasledujicim zdrojovém kédu je vidét jak tuto funkci pouzivam. Nejprve dojde k vy-
tvoreni figure pomoci piikazu newFig=figure(j). Do ni se pak pomoci funkce copyobj
prekopiruje obrazek z GUI. Tato funkce méa dva vstupy. V mém piipadé je prvni objekt
graf v GUI a druhym figure, do které se vykresli. Parametr j urcuje co se ma vykreslit
pro stav x; je 5 = 1, pro stav xy je 7 = 2 a pro stavivy portrét je j = 3. Prikaz
set nastavi rozméry nové vzniklého obrazku, aby odpovidal standartnimu figure, ktery
MATLAB vykresluje. Na obr. 4] vidite, jak v rdmci GUI vypadd prubéh prvniho stavu.
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Obréazek 4.4: Byly prikresleny odezvy na dvé pocateéni podminky

Na obr. je pak tento stav vyexportovan do figure.

%vytvori figure
newFig = figure(j);
Jprekopiruje z axes do figure

fig = copyobj(axesObject,newFig) ;

/nastavi stjeny rozemr jako ma standartni okno figure v MATLABu

set(get(j, ’CurrentAxes’),’Position’

,[156.1300 4.3077 86.6700  26.3846])

X, [-]

-1F

-
T

Obrazek 4.5:

t[s]

Prvni stav vyexportovany do figure




Kapitola 5
Zaveér

Prvni ¢ast mé bakalarské prace mi pomohla k rozsiteni znalosti ziskanych v predmétu
X35SAM — Systémy a modely. Stavovy popis je dulezitym nédstrojem pro popisovani a
fizeni systému. Znalost prubéhu jednotlivych stavi a vystupu ndm umoznuje navrhnout
optimalni regulator pro dany systém. Popsana teorie je ukazana na sérii reSenych ptikladu.
Pro dalsi studium jsou ptipraveny netesené priklady, ctenai ma k dispozici pouze spravné
vysledky:.

Déle jsem vytvoril virtualni model systému kulicka v obrué¢i. Virtualni modely jsou
velmi praktické, protoze umoznuji studium systému mimo laborator. Prace na modelu
kulicka v obruéi byla velice zajimava. U tohoto modelu se mi podatilo velmi dobte vytvorit
matematicky model podle sil, které na soustavu pusobi. Protoze vétSina proménny se dala
zmérit, vysledny model je velmi presny a odpovida pozadavkum ze zadani. Vytvoreni
virtualni reality bylo dosti pracné. Pti umisténi nového dilku do virtualniho svéta bylo
nutné sledovat jeho umisténi ze vSech sméru, nestacil pouze celni pohled. Podarilo se mi
sestavit funkéni model, ktery je ke stazeni na strankach Laboratote teorie automatického
fizeni (ROUBAL, J. a HOLECEK, J., 2008).

Program MATLAB maé v technice velké uplatnéni. Zatim jsem ho pouzival pouze pro
kresleni grafu a ruzné vypocty. Ale diky praci na GUI pro zobrazovani stavového portrétu
jsem se naucil pouzivat MATLAB i jinym zpusobem. Samotné GUI je pak vyuzitelné pro
vyuku na Katedfe tidici techniky. Z tvaru stavového portrétu muzeme snadno zjistit,
jestli je zadany systém stabilni, nebo nestabilni, jak se vyvijeji jednotlivé stavy v case
atd.

o1
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Priloha A

Obsah CD

Na prilozeném CD je
e bakalarska prace ve formatu pdf,
e virtualni model kulicky v obrudi,

e GUI pro vykresleni stavového portrétu.



