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3. Anotace

3.1. Anotace

Ndzev prace: Prehled dostupného software pro reSeni soustav
polynomialnich rovnic.

Autor: Stefan Petr

Katedra: Katedra fidici techniky

E-mail: stafapl@fel.cvut.cz

Vedouct bakalarské prace:
Abstrakt:

Klicova slova:

Ing. Kujan Petr

Cilem préce je vytvorit pfehled volné dostupného softwaru na
feSeni soustav polynomidlnich rovnic, naucit se ovladat
nalezeny software, stru¢né popsat (zatradit) metodu vypoctu a
otestovat jej na konkrétni uloze hledani spinaci sekvence pro
vicehladinovy konvertor stejnosmérného napéti na stiidavé.
Dosazené vysledky by méli byt navzdjem porovnany a
vyhodnoceny.
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3.2. Annotation
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Supervisor:
Abstract:

Keywords:

Survey available software tool for solving the set of
polynomial equations.

Stefan Petr

stefapl@fel.cvut.cz

Department of Control Engineering

Ing. Kujan Petr

The aim of my work is to make survey in freely available
software for solving systems of polynomial equations, to teach
how to use them, to make a brief description of them, to test
them on a concrete polynomial system and finally co compare
the results.
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5. Uvod

Cilem této prace je vytvofit alesponn struény piehled volné¢ dostupného softwaru pro

feSeni soustav polynomialnich rovnic. S nalezenymi programy se naucit pracovat, otestovat je

a alespon stru¢né popsat.

V pocétcich prace na tomto textu jsem se potykal sjistymi problémy. Zejména se
jednalo o to, ze zadny z nalezenych programi neni ¢esky, tudiz jsem byl nucen vyhledavat
v anglickém jazyce. Po prvnich neuspéSnych pokusech vyhleddvat klicova slova ,set of
polynomial equations®, kde jsem pouzil pro ,,soustavu* preklad ,,set”, jsem zjistil, Ze mnohem
vice se toho skryva pod ptekladem ,,system®. Nejlepsich vysledka ve vyhledavani jsem dosahl

pod klicovymi hesly ,,polynomial system solver®.

Na internetu existuje spousta projekti a knihoven pro praci s polynomidlnimi
soustavami, avSak ne vSechny jsou dostate¢né zdokumentované, tudiz nékteré nebylo mozné
otestovat. N&které z téchto aplikaci se zdaly byt efektivni a pouzitelné, kdyZ jsem je testoval

vvvvvv

nedostatky.

V zacatku celé své prace bych chtél nastinit problém hledani spinaci frekvence pro
vicehladinovy konvertor stejnosmérného napéti na stfidavé, alespon struéné popsat metodu
navrhu, kterd vede pravé na feSeni pomoci soustav polynomidlnich rovnic. Tyto rovnice jsou
velice komplikované a trivialnimi metodami takika nespocitatelné. Proto software, ktery budu

testovat, vyuziva specialnich algoritmi k jejich vypoctu.

V dalsi ¢asti prace budu popisovat jednotlivy nalezeny software. Stru¢n€ nastinim
algoritmus, pomoci kterého dochdzi k vypoctu, otestuji dany software na konkrétni tiloze a to
snazit néjak klasifikovat a rozd¢lit podle typu licence, podle toho, zda pracuji samy nebo zda
k jejich béhu je potieba dalsi software. V zacatku této ¢asti bych chtél také zahrnout n¢které
aplikace, které nespadaji do kategorie freeware, nicméné pro tyto aplikace disponuje CVUT

multilicenci, tudiZ je lze pouzivat na n¢kterych pocitacich ve Skole, nékteré dokonce i doma.

V zavéru prace se pokusim vSechny nalezené programy porovnat, a to z hlediska

rychlosti a piesnosti vypoctu, sloZitosti instalace a nasledné manipulace.
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6. Vicehladinovy konvertor

Konvertor je elektrické zafizeni, které je schopno pfeménit napajeci napéti nékterych

stejnosmernych zdroju (baterie, solarni ¢lanky, atd.) na sttidavé napéti.

V soucasné dobé ma velice Siroké vyuziti. Naptiklad vystup solarnich ¢lankd je
stejnosmérné napeti. Pokud chceme takovéto zafizeni zapojit do stejnosmérné site,
potfebujeme pro to né¢jaké dalsi rozhrani. Vicehladinovy konvertor je pro to idealnim feSenim.
Pro tyto situace se vyborné¢ hodi beztransformatorovy vicehladinovy invertor kvuli svym
vysokym jmenovitym hodnotam vykonu. Vicehladinové invertory pracuji s vyssi G¢innosti,
protoze se dokdzi pfepinat s mnohem mensi frekvenci nez u invertort zalozenych na pulsné -
Sitkové modulaci (PWM). Dal§im dtlezitym ptikladem jsou hybridni vysoko vykonova
elektrickd vozidla (hybrid electric vehicles — HEVs), které maji obrovsky elektricky pohon,
jako jsou piivésy traktort, prekladaci zatizeni nebo vojenska vozidla. Tyto piistroje potiebuji
vyspélé elektrické invertory, aby splnily své vysoké naroky na napéjeni (vice nez 100kW).
Vynalezeni takovychto hnacich jednotek bude mit za nasledek vysoké uspory paliva, snizeni

emisi a také lepsi vlastnosti vozidla (zrychleni a brzdéni) .

Elektrické schéma takovéhoto zafizeni je uvedeno na obrazku 1, schodovité vystupni

napéti je na obrazku 2.

Fourierova fada pro stupiiovity vystupni signal (viz obrazek 2) vypada nasledovné:

Po)= Y Hoe(

o0
k=1,3,5,.. 7T

5 eun

cos(n w8, )+ cos(nwb, )+ ...+ cos(nwb, ))-sin(nat), (D)

kde VDC je napéti stejnosmérného zdroje (pfedpoklada se, Ze vSechny zdroje maji
stejné napcti), s je pocet stejnosmérnych zdroji a @ je pozadovana vystupni frekvence. Pro
neznamé spinaci uhly (viz obrazek 2) musime dodrzet:

O<6?1<¢92<...<6L<i. (2)
2w

Derivovani vztahu (1) pro jeden zdroj je nésledujici. Je to licha periodicka funkce (viz

obrazek 3), proto pro jeden krok Fourierovy fady je:

VO (er)~ ibk sin(keot ),

k=1
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Obrazek 1: Jednofazova struktura vicehladinového kaskédniho H-mistkového invertoru

kde
T T
* Frsinteon)= 2 ]
b, =—|V(t)sinlkat)=— |V, sinlkot
" T-([ )sin(kar ) TOL e sin(kar ) 3)
_4 Ve L(— cos(ka(T /2~ 8,))+ cos(kwb, ).
T 7 ko

Vyraz v zavorce v rovnici (3) mizZe byt upraven

—cos(ka(T /2 -6,))+ cos(kwb, ) = 4)
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=—cos(kaT / 2)cos(kw,)—sin(kaT / 2)sin(kwb, )+ cos(kwb, ) =

[0 prok=0,24,.. )
| 2cos(kwb,) pro k =1,3,5, ...
V poslednim vyrazu byla pouzita rovnost @ =22 . V§e dohromady dava

VO (eor)~ Mk/icos(ka)@1 )sin(keot ). (6)
k=135.. K7

Ve 1 i
3l |
v 8, 772 | T
>
| |
0, | |
o
[
03 l
P
[ 1
0,
Pﬁl
[ ]
93

Obrazek 2: Vystupni pribéh 11-hladinového kaskadniho invertoru

Pro dalsi zdroj se predchozi procedura opakuje, jen s tim rozdilem, Ze se pouzije thel 6,
(6, > 0)), tj. mizeme psat

PO(wr)~ Y e
s km

cos(kw8, )sin(keot ). (7

Pro vSechny dals$i zdroje je postup stejny, Respektive vysledky y (a)t) pro rtizné uhly
se scCitaji

V(@)= 37 (o)

a dostavame presné (1).
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Vypis konkrétnich lichych harmonickych je nasledujici

P (at)= Y7 0ar)=

= Z Do, (cos(kaw8, )+ cos(kab, ) + ...+ cos(kab, ))- sin(ket ) = Z v, sin(kaot) =

k=135, K7 k=13,5,,

—II/DC -(cos(@B, )+ cos(w8, )+ ... + cos(@8, ))- sin(wt ) +
T

+ Woc (cos(3wb, )+ cos(3w8, ) + ...+ cos(3w8, ))- sin(3et ) +

3z
+ —4;/” -(cos(58, )+ cos(5w8, )+ ...+ cos(58, ))- sin(5t ) +
/s
+...

V piedchozich rovnicich yl )(a)t) je Fourierova fada pro jeden zdroj (viz rovnice (6) a

(7)) sepnuty po thlem 6; a V} je amplituda k—té¢ harmonické.

1/,_3\

Vg ] \r2
ML Ti- 8\ ST
e ]

N

Obrizek 3: Vystupni prubéh jednoho stejnosmérného zdroje

Stupiiovity vystupni signal je jest¢ dale filtrovan. Proto jsou spinaci thly nejlépe
nastaveny tak, ze prvni harmonickd vystupniho schodovitého signalu bude rovna
pozadovanému vystupnimu signdlu V; sin(wf) a nékolik nasledujicich bude nulovych.
Zbyvajici vyssi harmonické budou odstranény filtrem. Podle aspektu aplikace predpokladame
ttifazové zapojeni. (Jednofazové zapojeni miize byt feSeno analyticky a také jednoduseji
pomoci Newtonovy identity (Chudnovsky and Chudnovsky, 1999; Czarkovski et al., 2002).)
Nasledné jsou harmonické, které jsou ndsobkem tfi, automaticky vynulovany systémem a
proto neni zapottebi, aby byly rovné nule. Pokud vynechame tyto harmonické, pak jsme
schopni vynulovat vétsi pocet harmonickych, tudiz vystupni signal méné osciluje. Z téchto

pozadavkl a rovnice (1) vyplyva nasledujici transcendentni soustava rovnic
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41/DC (cos(@8, )+ cos(w8, )+ ...+ cos(@b, ) =V,
T

(cos(58, )+ cos(500, )+ ...+ cos(500, )) =0 3
(cos(7 @8, )+ cos(7wb, )+ ...+ cos(Twb, )= 0

Soustava (8) vyjadfuje idealni stav, kdy prvni harmonicka je rovna pozadovanému vystupu, a
vSechny vyssi harmonické jsou nula. Tato soustava je pfedeterminovand, proto vezmeme

v uvahu jen prvnich s rovnic. VSechny vy§$i harmonické

I/k=4kVDC icos(ka)el), k=S+1,S+2,.-- (9)
T =

nebudou nulové, ale jejich negativni vliv mize byt eliminovdn pouzitim vhodného filtru.

Navic jejich amplituda klesé podle vztahu (9) kde £ je k-t4 vyss$i harmonicka. Tudiz

e (cos(@B, )+ cos(@, )+ ...+ cos(wb, )=V,
T

(cos(5@8, )+ cos(508, )+ ...+ cos(5w8, )) = 0
(cos(7 @8, )+ cos(7@6, ) +...+ cos(Twh, ) = 0 (10)

(cos(h, @8, )+ cos(h,wB, )+ ...+ cos(h, b, )= 0

kde
) 3s—1 1t s sudé
" |3s-2 @ s liché
a 0j,..., 6 jsou neznamé. Zde je potieba aby pro nezndmé opét platila nerovnost (2).

Posloupnost lichych harmonickych 4, = {1, 5, 7, 11,..., h,,} ned€litelnych tfemi je nasledujici

n—1 1: nliche
h, =6 — |+ ,n=1273,..s. (11)
2 5: n sudeé

Principialni problém je feSeni soustavy rovnic (10) Pokud je soustava rovnic v tomto
tvaru, pak je pro vypocet nutné pouzit n&jakou numerickou iteratni metodu, napiiklad

Newtonovu metodu.

Dalsi mozné tpravy mohou byt provedeny za pomoci trigonometrické rovnice
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cos(nwb,) =T, (cos(wb,))=T,(x,), (12)

kde T, (x;) je Chebyshliv polynom prvniho typu a stupné n. Soustava rovnic (10) mize byt

upravena do tvaru

T.(x,)=0, j=57,11,...h,

J
i=1

coz v rozepsané formé vypada nasledovné

n(x)=2 x-m=0
i=1

ps(x)= Z (Sx,. ~20x, +16x, ): 0
i=1

pr(x)=> (- 7x, +56x —112x," +64x)=0

—= (13)
P, (x)=2T, (x,)=0
i=1
Nyni je soustav rovnic (13) polynomiélni v proménnych x;, x,, ..., x; pro které musi platit
O<x, <---<x,<x <L (14)
- .. . .. Vim 7w W . . .
Symbol m se nazyva modulacni index a plati pro n&j m = =— . Modulaéni index je
Ve 4V,

¢islo, které je rovno poméru V; k Vpc, kde V; je amplituda pozadovaného sinusového signalu
(V1 sin(wf)) a Vpce je napéti konkrétniho stejnosmérného zdroje. Je zajimavé, ze mohou byt
nalezena takova feSeni, které generuji na vystupu amplitudu V; ktera je jind nez soucet napéti
vSech stejnosmérnych zdrojh. V tomto pifipad¢ 1ze pouzit vhodného spinéani k fizeni amplitudy

vystupniho signalu V; bez nutnosti ménit napéti téchto zdroji.

Uhly mohou byt vypoéitany pomoci rovnice (12) s pouZitim vztahu

0= Larccosx,,  i=12,..s. (15)
w
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Pivodni problém (feSeni transcendentalni soustavy rovnic (10)) byl upraven na problém
fesit soustavu polynomidlnich rovnic (13). Tato polynomialni soustava mtize byt vyfeSena

pouzitim vice zpiisobil.

Avsak, jak je zfejmé, pro velké s (s = 6 je pfimcfené) je dand soustava rovnic je
pomérné velka, a tak jeji vypocet je velice slozity a nemtize byt proveden bez znalosti a uziti
n¢jaké zvlastni struktury.

Po nalezeni vSech feSeni pro dané m (ptfedpoklada se rizny pocet feSeni pro rizné
modulacni indexy) se vybere to, které minimalizuje ¢initel harmonického zkresleni (total

harmonic distortion — THD). Hodnota THD je definovéna takto

s+N
THD [%]=100 /% S (16)
1 i=s+l

Kde N = 10 je pevné stanoveno a index #4; je pocitan podle (11).

theta [rad/s]

0.25 : h

/

B
L}

3 3.5 4 4.5 S 5.5

m
Obrazek 4: Zavislost spinacich ihli na modula¢nim indexu pro sedmizdrojovy vicehladinovy konvertor
Pro toto feseni je vystupni signal po filtraci nejméné deformovany nezddoucimi vyssimi
harmonickymi. Pro ur€ity modula¢ni index m je mozné, ze soustava nebude mit zadné feseni.
Pak je potfeba pracovat s jednim feSenim, které minimalizuje ¢tverce vyssSich harmonickych
(poc¢inaje 5. harmonickou) a zarucuje rovnost prvni harmonické a pozadovaného vystupu.
Nebo, pokud je to mozné, nejlepsi varianta je vybrat jiny vhodny modulacni index, pro ktery

feSeni soustavy (10) existuje. Dalsi informace je mozné ziskat v [1].
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7. Prehled softwaru a jeho popis
7.1. Maple 11

7.1.1. Popis programu

Maple je systém pocitacové algebry pro vyuku a vyuziti matematiky v ptirodovédnych,
technickych a ekonomickych oborech, ktery byl vyvijen od devadesatych let minulého stoleti.
Umoziuje symbolické a numerické matematické vypocty, jejich pocitacovou vizualizaci,

dokumentaci a publikaci. Ucitelim, studentim 1 védcim a vyzkumnym pracovnikim

poskytuje uzivatelsky ptivétivé prostiedi, ve kterém lze snadno pouzivat matematiku.

File gdnt Yiewe  Insert F[mat Tools  wWindows  Help
DBBESE LoBd ¢ T EE «= N/ O%e Bux # B

| > Favarites J A e Drawing  Plot T o
e | R D GEmen D GO U B== 9%
l’EXWeSSiD”—J [ Quick Help

W Matrix

Rows: 2
Columns: 2

Chaose.., |

Type: (" custom values V“"

£ Insart Matrix

| Components
| Drawing Properties
P Canvas Properties
[ Greek
[ Atrows
[ Relational
[ Relational Fiound
[ Megated
[+ Large Operatars
[ Operators
[ Open Face
[ Fraktur
[ Script
[ Miscellaneous
|4 4

® Ready Memaory: 0,37M Time: 1.55 Math Mode

Obrizek 5: Pracovni prostiedi programu Maple 11

-

SoucCasna verze 11 systému Maple (zkracené¢ Maple 11) umoziuje provadét jak
symbolické a numerické vypocty a vytvaret grafy, tak dopliovat je vlastnimi texty a vytvaret
tak tzv. hypertextové zapisniky. Takto vytvoiené zapisniky umoziiuje Maple 11 ukladat do
souboru na pocita¢i ve svém specidlnim mapleovském formatu MW, ktery je ulozen ve

formatu XML. Soubory ve formatu MW umoziuje Maple 11 nacitat zpét ke zpracovani, coz
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umoznuje snadnou prenositelnost mapleovskych zapisnikii mezi nejriznéjSimi pocitaCovymi

platformami a opera¢nimi systémy.

Samoziejmé, Ze tento produkt neni freeware a je velice drahy. K dispozici je fada druhi
licenci od nejjednodussi pro studenty, pfes profesiondlni pro komer¢ni organizace az
k multilicencim pro akademické a statni instituce. Ceny se pohybuji od $130 az k $1900 za
licenci pro 1 instalaci. Katedra matematiky CVUT disponuje multilicenci na vice verzi tohoto
systému. AvSak pro studenty a domaci pouziti je dostupnd maximalné verze Maple 9. Ale
z hlediska toho, ze pro vypocet soustav polynomidlnich rovnic se v soucasné verzi Maple 11
vyskytuji nové algoritmy, konkrétné ,,Groebner basis algorithms of Maple™ (algoritmy
pocitajici Gobnerovy baze), bylo potteba vyuzit verzi 11, ke které jsem mél piistup na

n¢kolika fakultnich pocitacich.

Pro vypocet soustavy polynomidlnich rovnic lze pouzit jednoduchého piikazu, ktery je

velice efektivni:

kde equations je rovnice nebo nerovnice nebo soustava rovnic €i nerovnic, variables jsou

voliteln€¢ proménné, které chceme vytesit

Pokud Maple nedokaze vyfeSit kofeny rovnice jedné proménné, vraci vysledek
s pouzitim vyrazu RootOf() namisto skutecného vysledku. Pouzitim ptikazu fsolve lze

pocetné vypocitat feSeni rovnice ¢i jejich soustav.

kde equations je rovnice nebo soustava rovnic pomoci complex voliteln¢ urCujeme, zda

chceme komplexni feSeni.

Pro samostatnou polynomialni rovnici jedné proménné piikaz fsolve vypocita implicitné
vSechny redlné (nekomplexni) feSeni. Pro obecnou rovnici, ¢i soustavu rovnic vypocita piikaz

fsolve pouze jeden realny koten.

Nejvice oc¢ekavané vlastnost programu Maple 11 je, Ze do néj byl integrovan program
J.C. Faugerea FGb. To je v podstaté knihovna napsand vjazyku C, ktera je jedna
z nejrychlejSich pro vypocet Grobnerovych bazi, kterou miZete v soucasné dobé ziskat.

Podporuje vypocty s raciondlnimi Cisly koeficientd (pomoci modularnich algoritmi) a
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s celymi ¢isly délky p, kde p je méné nez polovina délky slova pouzitého pocitace. To je

p < 65536 pro 32-bitové potitate nebo p < 2°% pro 64-bitové pocitade.

FGb pocita ,,celkovy stupeni Grobnerovych bazi (funkce tdeg v Maple) pomoci piikazu
Groebner[Basis] automaticky, kdyz je to mozné. FGb také podporuje eliminacni potradi
(lexdeg v Maple) ale implicitné se pouziva konverzni algoritmus Grobnerovych bazi ptikazu

Groebner[Basis].

Konverzni algoritmus Grobnerovych bazi pouzije Grobnerovy baze pro jedno potadi
nezndmych pro vypocitani baze pro jiné poradi. V podstaté ptikaz Groebner[Basis] je pozije
pro vypocet lexikografickych Grobnerovych bazi, protoze jsou Casto velmi tézké vypocitat

ptimo. Vice informaci lze ziskat na [4].

7.1.2. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux, Macintosh, Solaris
Licence: Placena
Velikost na disku: 650 MB

Tabulka 1: Shrnuti programu Maple 11

Instalaci programu Maple 11 jsem bohuzel neprovad¢l. Zkusil jsem instalovat Maple 9,
ktery mohu legaln& uZivat i doma diky multilicenci pro CVUT. K objednani je spousta verzi
tohoto programu v zavislosti na preferovaném operacnim systému. Osobné jsem opét zvolil
Windows. Instalace probé&hla velice jednoduSe a na disku zabird cca 650 MB, coz je
samoziejm¢ vice, nez programy které jsou urceny jen pro vypocet soustav polynomidlnich
rovnic, ale na druhou stranu je to vice ucelovy software, ktery lze pouzit na feSeni témeét
vSech matematickych vypoctu z vétSiny védnich oboru. Také s nartstajici diskovou kapacitou

soucasnych osobnich pocitact bych velikost tohoto programu nevidél nikterak omezujici.

7.1.3. Syntaxe

Opét jsem zvolil nejjednodussi soustavu rovnic o dvou nezndmych. Nejprve si do

proménné F uloZime soustavu rovnic:

= [rovnice_1, rovnice_2];

n

Nasledné pomoci ptikazu solve() vytfesime.
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Toto je vSak pouze jedno mozné feSeni dané soustavy. Téch ale miize a s nejveétsi
pravdépodobnosti i bude existovat mnohem vice. Vypocet pomoci obou piikazi probéhne

celkem rychle a bez obtizi.

7.2. Mathematica 5.2

7.2.1. Popis programu

Tento software je obecné vypocetni prostiedi spojujici spoustu algoritmickych,
vizualizacnich a uzivatelskych schopnosti do jednoho uzivatelského prostiedi, které se tvari
jako bézny dokument. Pivodné byl tento software koncipovan Stephenem Wolframem,
nasledné vyvinut tymem matematikli a programatorii, které si najal, a nakonec je prodavany

jeho firmou Wolfram Research z Champaign z Illinois.

Od verze 1.0 zroku 1988 se Mathematica siln¢ rozsifila a vyvinula do jesté¢ vice
pouzitelného o a obecného vypocetniho prostiedi. Mimo to, Ze je vhodny témeét pro vSechny
odvétvi matematiky, poskytuje multiplatformni podporu pro Sirokou skdlu problémt, jako

napiiklad interaktivni vypocetni prezentace, grafické a symbolické vypocty.

MATHEMATICAS. 2

Ten-minute Tutorial > What's New in 5.2 | 5.1| 5.0
Help Browser Website

+ Display this window at startup

WOLFRAMRESEARCH

Obrazek 6: Pracovni prostiedi programu Mathematica
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Vétsina vyukovych a vyzkumnych organizaci vlastni licen¢ni servery, ale samoziejme, ze
jsou v prodeji i individualni licence. Fakulta elektrotechnicka CVUT vlastni také tuto
multilicenci, proto jsem mohl tento software pln¢ vyzkouset. Firma Wolfram Research také
nabizi 15-ti denni trial verzi, kterou je mozné objednat ke staZzeni zdarma. Ceny plné licence

se pohybuji od cca $50 pro studenty. Dopliiujici informace o tomto programu hledejte v [5].

7.2.2. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux, Macintosh, Solaris, ...
Licence: Placena
Velikost na disku: cca 300 MB (v zavislosti na OS)

Tabulka 2: Shrnuti programu Mathematica 5.2

Osobn¢ jsem vyzkousSel verzi Mathematica 5.2 pod operacnim systémem Windows
Vista. Instalace probéhala velmi jednoduse, tak jak jsme u Windowsovskych aplikaci zvykli.
Na disku tato aplikace zabird cca 450 MB, coz je srovnatelné s programem Maple. Jak uz

bylo zminéno, na takto obsahly a sofistikovany software je to stale dobré.

Uzivatelské rozhrani se ponékud lisi od poslednich testovanych aplikaci (Maple,
MuPAD), avSak zikladni prvky ma totozné. Zpocatku jsem mél problémy se syntaxi,
ponévadz je také trochu odliSnd (zejména typ pouzitych zavorek), ale po nékolika

vypoctenych prikladech bylo vse v poradku.

Pro feSeni linearnich rovnic se pouzivaji Gaussovy eliminacni a jiné metody. Pro
samostatnou polynomidlni rovnici se pouziva explicitni vzorec az do stupné Ctyfi, ktery se
pokousi zjednodusit polynomy s pouzitim dalSich funkei (Factor a Decompress) nebo
rozeznat né&jaké specialni polynomy. Pro soustavu polynomidlnich rovnic se vytvofi
Grobnerovy baze. Tyto funkce pouzivaji Buchbergertiv algoritmus. Funkce Reduce pro
soustavy polynomidlnich rovnic vyuziva cylindrickou algebraickou dekompozici pro realné
domény a metody Grobnerovych bazi pro komplexni domény. Cylindricka dekompozice

vyuziva algoritmu Collins-Hong s projekci Brown-McCallum nebo Hong.

7.2.3. Syntaxe

Pro feseni soustav rovni se tedy pouziva opét velice jednoduchy piikaz Solve, jehoz kod

vcetné pridruzenych funkci je cca 500 stranek dlouhy.
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Kde {eql,eq2 , ... } je soustava rovnic a {varl,var2 , ... } jsou neznamé, pro které chceme

soustavu vyfesit.

Také jsem zde poprvé narazil na problém, Ze je potieba rovnice zadat ve formatu:

To znamenda, Ze vzdy musi byt rovnice ve tvaru rovnice. Napiiklad leva strana

rovnice == (se rovna) prava strana rovnice.

Opét tento piikaz nalezne obecnad symbolicka feseni dané soustavy, kdybychom chtéli

pocetné vycislit vSechny vysledky, mizeme rovnou pouzit piikaz NSolve:

Celkoveé na mée tento software ptsobil velice dobfe, zejména jeho intuitivnost a rozsahla

dokumentace. Casové bych tento software zatadil mezi jeden z nejrychlejsich.

7.3. MATLAB
7.3.1. Popis

MATLAB je integrované prostiedi pro védeckotechnické vypocty, modelovani, navrhy
algoritmu, simulace, analyzu a prezentaci dat, métfeni a zpracovani signald, navrhy fidicich a
komunikac¢nich systémi. MATLAB je nastroj, jak pro pohodlnou interaktivni praci, tak pro

vyvoj Sirokého spektra aplikaci.

Program existuje fadu let a prosel dlouhym vyvojem. Vlastni Matlab neni jen v jedné
linii zékladniho programu, ale pouzivd se spousta rozsifeni (toolbox). Nejznaméjsi a asi

v

nejpouzivanéjsi je Simulink.

Simulink je program pro simulaci a modelovani dynamickych systému, ktery vyuziva
algoritmy Matlabu pro numerické feSeni nelinearnich diferencidlnich rovnic. Poskytuje
uzivateli moznost rychle a snadno vytvaiet modely dynamickych soustav ve formé blokovych

schémat a rovnic.
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Obriazek 7: Pracovni prostiedi programu Matlab

V posledni dobé¢ se také rozsifila nabidka vyrobce o produkt FEMLAB S§védské
spolecnosti COMSOL. FEMLAB je nadstavba MATLABu, kterd vyuzivd jeho
matematickych funkci a grafického prostiedi k modelovani a k simulaci tloh z technické
praxe v oblasti strojirenstvi, chemie, elektromagnetismu a z dalSich oblasti fyziky. FEMLAB
usnadnuje pochopeni fady fyzikdlnich a technickych procesti diky ndzorné grafice, snadné
zméné vstupnich parametrii a moznosti simulace dané ulohy. Na feSeni je mozné v kratké

dobé& pohledét z nékolika zornych thla a efektivné tak najit optimalni variantu.

Vyhoda Matlabu je nejen v jeho velkych moznostech, ale i v tom, jak je Siroce rozsifen
v prumyslu a jeho verze existuji pro fadu opera¢nich systémi (Unix, Linux, Windows, Open
VMS, IRIX, Solaris, Macintosh, HP-UX a dal$i). Matlab je komer¢ni software, ale existuje 1
jeho GNU (general public license) varianta Octave. Neni to samoziejmé to samé, ale syntaxe
prikazl a prace s timto produktem je stejna jako v Matlabu, chybi dal$i nadstavby a vylepSeni,
ale pro samotné vypocty je to velmi zajimavy nastroj. Hlavné je zdarma a tak ptistupnéjsi
studentlim 1 pro domaci pouZiti. Studenti maji moznost také vyhodné si pofidit studentskou
verzi Matlabu, kde je rovnéz velmi vyhodna cena proti komeréni verzi. Dalsi informace lze

ziskat na [6].
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7.3.2. Historie

Zkratka pro ,,matrix laboratory”, MATLAB, byla vynalezena v pozdnich sedmdesatych
letech 20. Stoleti Cleverem Molerem, vedoucim katedry pocitacovych véd na univerzité
v Novém Mexicu. Pavodné tento program navrhl pro své studenty, aby méli ptistup 1
LINPACKu a EISPACKu bez nutnych znalosti Fortranu. Brzy se ale rozsifil na dalsi
univerzity a nalezl spoustu piiznivci z fad lidi, ktefi se zabyvali aplikovanou matematikou.
Kdyz v roce 1983 navstivil Moler univerzitu v Stanfordu, kde pracoval inzenyr Jack Little,
tak mu predstavil tento program. Ten si uvédomil jeho komercni potencidl a piidal se
k Molerovi a jeho kolegiim. Spole¢né prepsali MATLAB do jazyka C a v roce 1984 zalozili
spolecnost MathWorks, aby mohli pokrac¢ovat ve vyvoji. Tyto pfepsané knihovny byly znamé
jako JACKPACK.

MATLAB si prvné osvojili inzenyfi, kteti se zabyvali fizenim, ale pozd¢ji se rozsitil do
spousty jinych odvétvi. Nyni je také hojné vyuzivadn k vyuce linearni algebry a pocetni

analyzy a v neposledni fadé také v odvétvi zabyvajicim se zpracovanim obrazi.

Katedra fizeni Fakulty elektrotechnické CVUT disponuje multilicenci pro své
zameéstnance 1 studenty tudiz jsem tento program opét mohl testovat doma. Vzhledem k tomu,
7e jsem jiz tento software pouzival diive v rdmeci urCitych pfedméti béhem mého studia, bylo

pro m¢ jeho pouziti vskutku jednoduché.

7.3.3. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux, Macintosh, Solaris
Licence: Placena
Velikost na disku: 500 MB (¢ist¢ MATLAB)

Tabulka 3 : Shrnuti programu MATLAB

Jak uz zde bylo uvedeno, tento produkt Ize nainstalovat téméef kamkoliv, proto jsem
zvolil opét operacni syst¢ém MS Windows. Verzi programu MATLAB jsem zkousel R2006a.
Instalace probihala velice jednoduse a po skonceni zabirala zhruba 1,6 GB, coz je sice hodné¢,
ale vzhledem k velice rozsdhlym moZznostem vyuziti tohoto programu je to samoziejmé

potieba.

7.3.4. Syntaxe

Pro vypocet soustavy polynomidlnich rovnic Ize pouzit jednoduchy ptikaz:
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kde eql az eqn jsou jednotlivé polynomy a varl az varn jsou neznamé, pro které chceme
soustavu feSit. Pokud nezaddme z4dné neznamé, soustava bude vyfeSena pro vSechny.
Vstupem eq! az eqn mohou byt symbolické vyrazy nebo fetézce definujici dany polynom. Po
provedeni tohoto pfikazu je na vystupu struktura, kterd obsahuje, v naSem ptipad¢ dveé (dveé
nezndmé), uspofddané matice vysledkl. Ty si posléze musime vyvolat piikazy (v nasem

piipad€ proménné x a y:

7.4. MuPAD

7.4.1. Popis programu
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Obrazek 8 : Pracovni prostiedi programu MuPAD
MuPAD (viz [7]) je pocitacovy algebraicky software ptivodné vyvinuty vyzkumnou
skupinou na Paderbornské univerzité. Od roku 1997 je vyvijen spolecnosti SciFace Software
GmbH & Co. KG ve spolupraci s vyzkumnou skupinou MuPADu a partnery z nékterych
dal$ich univerzit. Od podzimu roku 2005 byla nabizena verze MuPAD Light zdarma pro
vyzkum a vyuku, ale ponévadz se zaviel domovsky institut vyzkumné skupiny MuPADu, jsou
dostupné pouze Pro verze, které uz jsou placené. Nastésti bylo mozné stahnout 30-denni trial

verzi, kterou jsem mohl otestovat.
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Z programatorského hlediska je hlavni jadro MuPADu napsano v jazyce C, ostatni

(knihovny) je napsano v programovacim jazyce MuPAD.

7.4.2. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux, Macintosh
Licence: Placena, 30 denni trial
Velikost na disku: 200 MB

Tabulka 4 : Shrnuti programu MuPAD

Ziejmé z diivodu komerc¢niho prodeje byla tato aplikace k dispozici pro témét vSechny
operacni systémy, coz je velice pozitivni. Tentokrat jsem zvolil verzi pro Linux. Jelikoz jsem
zvolil verzi rpm instalace byla velice jednoducha a nésledné spousténi téz. Instalace na disku

zabir4 cca 150 MB cozZ je na takto obsahly software velmi dobré.

Tento software je velice sofistikovany a poskytuje velmi mnoho funkci a
matematickych operaci, od jednoduchych pfimych vypoctu az po slozité¢ Casové narocné
operace. Grafické rozhranni tohoto programu je velice intuitivni. Dalo by se pfirovnat ke
grafickému rozhrani aplikace Maple. I pravidla psani ptikazl, zejména typy pouZzivanych
zavorek jsou velice podobné. Jako zakladni pocitaci algoritmus je zde opét pouzit algoritmus

pro vypocet Grobnerovych bazi.

7.43. Syntaxe

Pro teSeni polynomialnich rovnic, a jejich soustav se vyuziva opét standartniho piikazu

solve():

kde system je rovnice nebo soustava rovnic a variables jsou proménné, pro které chceme

danou rovnici ¢i soustavu resit.

Nésledné jsem opét pouzil tento program k otestovani na soustavé dvou rovnic o dvou
neznamych, ktera se jevila jako nejjednodussi. Velice zajimavé na mé pusobilo to, Ze
zpocatku mi daval podivné vysledky a chybova hlaseni, ale kdyZ jsem zkousel to samé po

nekolikaté, tak uz to byly vysledky prijemnéjSiho charakteru.

Nejdrtive jsem si tedy do proménné G vloZil danou soustavu:
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kde druhy parametr funkce jsou proménné, pro které chceme soustavu vyftesit. Vysledkem

tohoto piikazu ale stale nejsou pocetni hodnoty, nybrz jen obecné feseni:

Abychom zjistili konkrétni hodnoty, musime se pokusit vysledek vycislit naptiklad

pomoci prikazu float():

Symbol % zastupuje posledni vypocitanou hodnotu (vysledek piikazu), pokud bychom chtéli

rovnou ¢iselné hodnoty, museli bychom pouzit piikaz solve() uvniti prikazu float():

Dale se v tomto programu nabizi pouzit piikaz numeric:.fsolve(), ktery ale vrati pouze jeden
¢iselny koten.

ktery by m¢l zarucit to, Ze dostaneme vSechna feSeni. To se mi bohuZzel ale nepovedlo, stile
tento piikaz vracel jen jedno mozné feSeni, stejné jako v pfipadé bez tohoto parametru.
Rychlost vypocti této jednoduché soustavy nepattila mezi nejrychlejsi, zejména pii

prvnich, jiz zminénych, netispéSnych pokusech, avsak stale byla celkem piijatelna.

7.5. Gloptipoly 2

7.5.1. Popis programu

GloptiPoly (viz [8]) je knihovna do programu Matlab, kterd umi vytvorit a vyftesit

konvexni linearni maticové nerovnosti (linear matrix inequality — LMI) obecnych
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optimalizacnich problémil s polynomidlnimi kritérii a omezenim. Tyto algoritmy jsou
zalozené na teorii, kterd je popsana v [2]. GloptiPoly neni zaméfend na obecné feSeni
nekonvexnich optimaliza¢nich problémi, ale umoziuje feSit fadu konvexnich vztaht
s rostoucimi velikostmi, jejichz optima budou zaruen¢ monotdnicky konvergovat ke

globalnimu optimu.

GloptiPoly tesi LMI vztahy s pomoci dal$i knihovny do programu Matlab, vypocetniho
zatizeni SeDuMi (viz [9]), vyuZivaje pii tom vyhod fidkosti a struktury specidlniho problému.
Voliteln¢ 1ze spole¢né s GloptiPoly pouzit uzivatelsky pfijemné rozhrani nazvané DefiPoly,
zalozené na Symbolic Math Toolboxu Matlabu, které umoziuje zaddvat dané vztahy
symbolicky se syntaxi podobnou z programu Maple. GloptiPoly je zaméfena na feseni malych
a sttedn¢ velkych vypocetnich problému. Napiiklad dosud nedokaze pracovat s kvadratickymi
optimalizacnimi problémy s vice nez 19 proménnymi. Na zruSeni tohoto omezeni se vSak uz
v soucasné dob¢ pracuje a mélo by byt odstranéno v dalSich verzich. Pocetni experimenty
v manualu této knihovny ilustruji, ze pro vétSinu ptikladi je globalni optimum dosazeno

piesné pomoci LMI vztaht stfedni velikosti, pii relativné malych systémovych pozadavcich.

Pracovni prostiedi této aplikace se nijak nelisi od pracovniho prostfedi aplikace Matlab

(viz Obrazek 7), nebot je to pouze jeho knihovna.

7.5.2. Instalace

Operacni systém: Zavislé na MATLABu
Licence: freeware
Velikost na disku: 9 MB (véetn¢ SeDuMi)

Tabulka 5: Shrnuti baliku GloptiPoly

Jak jiz zde bylo uvedeno, je to pouze knihovna funkci do Matlabu, tudiz je zavisla
pouze na tomto softwaru, ktery je multiplatformni. Pro spravny chod je potfeba mit verzi
Matlabu alespont 5.3 nebo vyssi. Osobné jsem tuto knihovnu zkousSel ve verzi 11 pro MS
Windows. Déle je potfeba mit nainstalovanou knihovnu SeDuMi, jejiz instalace je také velmi
jednoducha. Staci pouze pridat slozku, kde je umisténé SeDuMi, a slozku, kde je umisténa

GloptiPoly, do pracovniho adresaie Matlabu.

7.5.3. Syntaxe

Pfi samotném vypoctu je tedy zapotiebi nejprve definovat soustavu rovnic piikazem:
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Kde 7 je ¢islo rovnice (pocitano od &isla 1), expr udava konkrétni polynomialni vyraz spolu
s klicovym slovem (min, max, ==, <=, >=) a vars jsou proménné pouzité ve vyrazu (oddélené
carkami). Nékolik téchto ptikazti (pro n rovnic n piikazi) ve vysledku vytvoii specialni

strukturu, se kterou se dale pocita pomoci piikazu:

ktery provede vypocetni operace a vysledek ulozi do struktury out, kterd obsahuje status
(Ciselné oznaceni statusu vysledku — 1 pro uspésny vypocet, 0 pro piipady, kdy nebylo mozné
zjistit globalni optimum, a -1 pro ptipady, kdy LMI problém nemtiZe byt feSen), dale obsahuje
sol (coz jsou konkrétni feSeni) a crit (coz je LMI kritérium). K témto idajim pfistupujeme

pomoci tecky. Naptiklad pro zobrazeni feseni soustavy:

7.6. Maxima

7.6.1. Popis programu

Maxima je vypocetni systém pro manipulaci se symbolickymi a numerickymi vyrazy,
vcetné diferencidlniho a integrdlniho poctu, Taylorovych tad, Laplaceovy transformace,
obycejnych diferencialnich rovnic, soustav linedrnich rovnic, polynomii a mnozin, seznam,
vektorti, matic a tenzort. Tento software dosahuje velice pfesnych numerickych feSeni diky
pouziti exaktnich frakci, libovolné¢ ptesnych celych ¢isel a libovolné presnych Cisel
s pohyblivou desetinnou ¢arkou. Dale tato aplikace umi zobrazit grafy funkei a dat ve dvou ¢i

tfech dimenzich.
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BT wxMaxima 0.7.2 [ unsaved ] [2T] IEI@I&J
File Edit Maxima Eguations Algebra Calculus  Simplify  Plotting MNumeric  Help
ARl ad| 0% ol e

wxMaxima 0.7.2 http://wxmaxima.sourceforge.net

Maxima 5.12.99rcl http://maxima.socurceforge.net

Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL Z2.6.8 (aka GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

m

This is a development version of Maxima. The function bug report()

provides bug reporting informatiocn.

(%1i1)
meUT: |
[ Simplify ][ Simplify {r) ” Factor ][ Expand ][ Solve. .. ][ Flot 2D... ]
[ Simplify (tr) ][ Expand (ir) ” Reduce (ir) ][ Rectform ][ Solve CDE... ][ Flot 3D... ]
Welcome to wxMaxima Ready for user input

Obriazek 9: Pracovni prostiedi programu Maxima
Zdrojovy kod tohoto vypocetniho systému mize byt spouStén z mnoha operacnich
systtmu vcetné Windows, Linux a MacOS X. VsSechny tyto zdrojové kody a
predkompilované binarni soubory jsou dostupné na webovych strankdch SourceForge.net

(viz [10]).

7.6.2. Historie

Maxima je potomek aplikace Macsyma, legendarniho algebraického vypocetniho
systému vyvinutého v pozdnich Sedesatych letech minulého stoleti v Technologickém
institutu v Massachusetts. Je to jediny software zalozeny na tspéchu systému stale vetejné
dostupného a s velkou uZzivatelskou komunitou, diky tomu, Zze mé& povahu produkti Open
Source. Ve svych dobach byla Macsyma velice revoluéni a mnoho pozdé¢jSich vypocetnich

systému, jako naptiklad Maple a Mathematica, v ni hledalo inspiraci.

Odvétvi Maximy od Macsymy bylo udrzovano Williamem Schelterem od roku 1982 do
doby kdy zemiel, v roce 2001. V roce 1998 dosahl povoleni vydavat zdrojovy kod pod GNU
General Public License (GPL). Byly to jeho uspéchy a zkuSenosti, které zajistily, Ze software
Maxima ptezil dodnes. Jen diky jeho dobrovolnému Usili a expertnim znalostem se udrzel
puvodni kod Macsymy ve skvélém stavu. Po jeho smrti vznikla skupina uzivateld a vyvojar,

ktera zajistila rozsifeni Maximy k Siroké vefejnosti.
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7.6.3. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux
Licence: freeware
Velikost na disku: cca 25 MB (zavislé na OS)

Tabulka 6 : Shrnuti programu Maxima

Osobn¢ jsem vyzkousel verzi pro MS Windows. Instalace probihala opét velmi
intuitivn¢ a na disku zabira zhruba 85 MB coz je velice dobré pro takto rozsahly vypocetni
systém. Uzivatelské rozhrani tohoto softwaru je ponékud jednodussi nez v predesSlych
ptipadech (Mathematica, Maple), ovSem zakladni vypocetni funkce se objevily hned po
spusténi aplikace v panelu nastroji pod piikazovou fadkou. Dale také Maxima disponuje
rozsahlou napovédou a dokumentaci, az nebyvalého obsahu, ponévadz nikde jinde jsem

nenasel alespon nastin algoritmu vypoctu funkce solve() v zékladni ndpovéde aplikace.

7.6.4. Syntaxe

Pti vypoctu je tedy vyuzita nasledujici metoda:

Necht E je vyraz a X je proménnd. Pokud je E linearni v proménné X, pak je to trivialné

feSeno pro X. Pokud je E ve tvaru A*X”N + B, pak vysledek je (-B/A)"1/N) krat N-ty koten.

Pokud E neni linedrni v X, pak nejvétsi spoleény délitel exponentii X v E (feknéme N) je
rozdélen do exponentli a nasobnost kofenil je nasobena N. Nasledné je piikaz solve zavolan
znovu na vysledek. Pokud E faktorizuje, pak je ptikaz solve zavoldn na kazdy z faktord.
Nakonec, pokud je to zapotiebi, musi funkce solve pouzit kvadraticka, kubicka a dalsi

pravidla.

V ptipadé, ze je E polynomidlni v n¢jaké funkci néjaké proménné, pro kterou chceme
vyraz tesit, feknéme F(x), pak je to nejprve feSeno pro F(x) (nazvéme vysledek C), pak

rovnice F(x)=C muze byt feSena pro X poskytujici inverzni funkci k funkei F.

Pro feSeni soustav linearnich a nelinearnich polynomiélnich rovnic ptikaz solve zavola

piikazy linsolve nebo algsys a vrati seznam feseni pro dané proménné.

Zvolil jsem si opét stejnou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych jako v predeslych
ptipadech. Nejprve jsem si do proménné sys ulozil danou soustavu zde je opé€t potieba dat

pozor na to, Ze je zapottebi psat vyrazy ve tvaru eq = O:
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Do proménné var jsem si ulozil proménné, které chci z dané soustavy vyftesit.

Uvedeny postup vyfesSi soustavu pocetné a ziejmé pro vSechny feSeni a to i komplexni.
Vysledky byly velmi podobné softwaru Mathematica. Casové byl na tom tento software

pon¢kud htife, ale stale vypocet netrval déle nez pét vtetin, coz miizeme povazovat za uspéch.

7.7. Yacas

7.7.1. Popis programu

YACAS (Yet Another Computer Algebra System) je velice jednoduchy a obecny
vypocetni algebraicky systém, program pro symbolické vypocty matematickych vyrazu.
Pouziva sviyj vlastni programovaci jazyk navrzeny jak pro symbolické, tak pro velice piesné
numerické vypocty. Tento systém ma knihovnu skriptl, které implementuji spoustu
matematickych operaci, a také podporu pro jednoduché vkladani novych skripti. Dale ma
tento software velice obsdhlou dokumentaci (vice nez 320 stranek) svého skriptovaciho
jazyka funkci, které jsou implementovany, a algoritmi, které jsou pouzity pro vypocet. Tento
program je samoziejmé také Open Source, coZ znamena, ze ma svlj kod otevieny pro

kohokoliv a kazdy muze tento kéd upravit podle svého.

gA D:\_ backup\BP\BP\Soft\winrel\yacas.exe |ﬂlﬁ

Yacas wversion "1.8.61°.
Yacas is Free Software—Free as in Freedom——so0 you can redizstribute Yacas or

modify it wunder certain conditions. Yacas comes with ABSOLUTELY MO WARRANIY.
See the GHU General Public License <GPL>» for the full conditions.

See http:-/“/vacas.sf.net for more information and documentation on Yacas.

Humeric mode: “Internal™

To exit Yacas,. enter Exit(); or guit or Ctrl-c. Type 77 for help.
Oy type ?function for help on a function.

Type ‘restart’ to restart Yacas.

To zee example commands, keep typing Example<;

In» _

Obrazek 10: Pracovni prostiedi programu Yacas
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Zdrojovy koéd aplikace YACAS se sklada priblizné z 22000 tadkt napsanych
v programovacim jazyku C++ a 13000 napsnych ve skriptovacim jazyku se 170 funkcemi

definovanymi v jadfe C++ a 600 funkcemi definovanymi ve skriptovacim jazyce.

Vice informaci o tomto software lze najit v [11].

7.7.2. Instalace

Operacni systém: MS Windows. Linux, (web applet)
Licence: freeware
Velikost na disku: ccal MB

Tabulka 7 : Shrnuti programu Yacas

Mezi hlavni vyhody tohoto softwaru patfi to, Ze je zdarma (GPL), dalé jeho flexibilni a
jednoduchy programovaci jazyk s pfijemnou a nastavitelnou syntaxi, multiplatformni vyuziti
(Unix, Windows, MacOS, EPOC32, atd.), malé systémové pozadavky a jeho snadna
roz§ifitelnost. Tento vypocetni systém je dokonce pfistupny i z obycejného webového

prohlizece, protoze lze spustit interaktivné jako Java Applet.

Osobné jsem zkouSel nejprvne interaktivni Applet ale ten mél jistd omezeni, zejména to,
7ze do n&j nelze vlozit text ze schranky, coz v ptfipadé¢ velice komplikovanych soustav
znamenalo takika nemoznost pouziti. Nésledné jsem stahnul ptekompilovanou verzi pro
platformu Windows, kde vkladani rovnic ze schranky bylo ¢aste¢né implementovano, ale také
podporovala nacitani ptikazi ze souboru. Instalace nebyla nutnd, program byl konsolového
charakteru. Prekvapila m¢ i velice malad velikost, zhruba 600 kB, coz je nejlepsi zatim ze

vSech testovanych programd.

7.7.3. Syntaxe

Pro vypocet rovnic jsou zde k dipozici dvé funkce, Solve() a OldSolve(). Autofi tohoto
baliku ponechali zdmérné dva riizné piikazy ze dvou divodu. Prvni, filozoficky, je ten, Ze je
dobré mit vice riznych algoritmt pro tentyz vypocet. Druhy, vice prakticky divod je ten, ze
nova verze (Solve) nedokaze pracovat se soustavami rovnic, vzdy pouze s jednou, ale stara
verze tohoto algoritmu (OldSolve) umi pracovat i se soustavami.

Prikaz:
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se tedy pokousi vypocitat jednu nebo vice rovnic. Pii pocitani soustav rovnic se tedy vypocita
soustava uloZend v proménné eglist pro proménné ulozené v proménné varlist. Vysledek
tohoto vypoctu je seznam vSech hodnot, které jsou ve stejném potadi jako proménné

v seznamu varlist. Tento ptikaz ale bohuzel vrati pouze jedno mozné feseni.

Pti feSeni samostané rovnice se pouziva dalsi funkce SuchThat. Soustava rovnic se fesi
rekurzivné. Nejprve se vybere rovnice, ve které se jedna z proménnych vysktuje ptresné
jednou, pak je tato rovnice vyfeSend pomoci SuchThat a nasledné je feSeni substituovano do
ostatnich rovnic pomoci Eliminate, snizujici pocet rovnic o jednu. Tento potup je G€inny pro

vSechny linedrni rovnice a velkou skupinu rovnic nelinearnich.

7.8.  PHCpack
7.8.1. Popis

Tento software PHCpack (viz [12]) implementuje ,,Homotopy continuation” metody

k numerickému vypoctu aproximaci ke vSem izolovanym feSenim systému z polynomialnich

rovnic o n nezndmych.

Nazev ,,Polynomial Homotopy Continuation “ spojuje tii klicové koncepty této metody.
Poté, co wvyfeSime soustavu polynomidalnich rovnic, vyuzijeme algebraickou strukturu
ke spocitani kotfenli a k vytvoreni pocate¢niho systému. Pomoci ,,continuation* metod jsou
znamé feSeni pocateCniho systému rozsifeny tak, aby obsahovaly pozadované feSeni cilové
soustavy. Tato deformace je definovana jako ,,somotopy™, to je skupina soustav spojujicich

pocatecni a cilové soustavy.

Nasledujici intuitivni Gvaha mtize ulehcit tento slozity problém. Samoziejmé, ze
vyhodnocovéni polynomu o vice nezndmych mize byt ucinéno v polynomidlnim case, tj.
v ¢ase umérném polynomialni funkci v dimenzi, stupnich a poctu ¢lenti. Spocitani jednoho
feSeni je tézké NP, protoze mizeme pouzit nasledujici nedeterministicky algoritmus: Hadejte
kofen a nasledn¢ ovéite, zda se hodi k rovnici. Toto ovéfovani probihad v polynomialnim case.
Vypocitani vSech feSeni je mnohem t&z§i, protoze neexistuje algoritmus v polynomidlnim
case k ovéfeni toho, zda odhadnuty pocet feSeni je spravny pocet feSeni. Tento vypocetni
problém se oznacuje jako #P tézky. Z toho divodu je na$ problém velice nepoddajny pro
zvetSujici se dimenzi a zvySujici se pocet stupiiti. Nasledkem toho jsou vypocty omezeny na

urc¢itou dimenzi n a komplexnost je métfena v zavislosti na velikosti vystupu, poctu feseni.
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@8 D:\_backup\BP\BP\Soft\phciphc.exe EERTX
llelcome to PHC (Polynomial Homotopy Continuation> v2.3.32 15 Aug 2007

Running in full mode. Mote also the following options:
phc -8 : random numbhers with zero seed for repeatahle runs
phc —a So0luving polynomial systems equation—hy—eguation
phc —h Batch or» black-hox processing
phc —c Irreducible decomposition for solution components
phe —d Linear and nonlinear Reduction w.pr.t. the total degree
phc —e SAGBI /Pieri homotopies to intersect linear subspaces
phe —f Factor pure dimensional solution set into irreducibles
phe -k realization of dynamic output feedback placing poles
phe -1 Witness Set for Hypersurface cutting with Random Line
phc —m Mixed—Volume Computation via lift+prune and MixedUol
phec —p Polynomial Continuation by a homotopy in one parameter
phc —q Tracking Solution Paths with incremental readAswrite
phec —» Root counting and Construction of ztart systems
phc Equation and variahle Scaling on system and solutions
phc VJalidation, refinement and purification of szolutions
phc —u Witness Set Intersection using Diagonal Homotopies
phc strip phe output solution lists into Maple format
Options may be comhined, e.g.: phc —h -8 or phc -8 -h.

Iz the system on a file ? (ysnsi=info?>

Obrazek 11: Pracovni prostiedi programu PHCpack

Hlavni myslenka v polynomidlnich ,,homotopy continuation* metodach je pocitani
kotent, protoZze to urCuje pocet cest k feSeni, které musi byt sledovany. Nedavné vyzkumy
usilovaly o vyvinuti ostrych kotent, které¢ by vedly k homotopiim s optimalnim poctem cest.

Pocet kotent je také podstatny nastroj k ovétovani pocetnich feseni.

7.8.2. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux, SunOS, Macintosh,...
Licence: freeware
Velikost na disku: cca9 MB

Tabulka 8 : Shrnuti progamu PHCpack

Tento software je mozné nalézt velmi snadno, je velice dobfe zdokumentovany a to
nejen na jednom misté, existuje spoustu webovych stranek zabyvajicich se timto programem.
TudiZ ma 1 spoustu pomocnych materidll a tutoriali, jak ho pouzivat. Program je freeware,
tudiz si ho mtzete bezplatné stahnou a nainstalovat na téméf libovolny pocitac i libovolny
operaCni systém, protoze si lze jednoduSe vybrat, pro jaky operacni systém chcete balik
stahnout. J4 osobné preferuji Windows, tudiZ jsem program testoval na tomto OS. Velikost
rozbaleného programu je cca 9 MB, v zavislosti na vybraném OS. Instalace neni potieba,
stejné tak neni potfeba stahovat néjaké dalsi knihovny ¢i podpiirné programy pro spravny

chod aplikace.
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7.8.3. Syntaxe

Po spusténi programu miiZzete zvolit, zda mate pfipraveny néjaky soubor vstupnich dat,

nebo je zadate postupné piimo do piikazové radky programu.

Format vstupniho souboru je nasledujici:

38
P xX11*x22 - x21*x12;
- X12*%x23 - X22*x13;
X13*x24 - x23*x14;

kde prvni ¢islo na prvnim fadku (3) oznacuje pocet rovnic a druhé ¢islo na prvnim tadku (8)
oznacuje pocet nezndmych dané soustavy. Nasleduje n fadkl rovnic ukoncenych stfednikem,

kde n je pocet rovnic.

Nasleduje spousta moznych nastaveni, metod a podminek k dosazeny spravnych

vysledka.

Vysledek procedury tento program ukladd do specidlniho vystupniho souboru, ze
které¢ho je pak mozné feSeni analyzovat. Komplexni hodnoty jsou vypsany jako dvojice

realnych a imagindrnich ¢isel

Zvolil jsem soustavu ze zadani pro pétizdrojovy konvertor o dvou rovnicich a dvou
neznamych. Pfi spousténi programu jsem pouzil parametr ,,-b*, a proto jsem nemusel dale uz

nic nastavovat. Vysledky i rychlost byly celkem uspokojivé.

7.9. SINGULAR

7.9.1. Popis programu

Singular je dal§i zpocitacovych vypocetnich systémi zejména urcenych pro
polynomidlni vypocty s dirazem kladenym na komutativni algebru, algebraickou geometrii a

singularni teorii.

Tento balik obsahuje jeden znejrychlejSich a nejobecnéjSich druhii algoritmt pro
vypocet Grobnerovych, respektive standartnich bazi. Jeho implementace obsahuje
Buchbergiiv algoritmus a Mortiv algoritmus pro vyjimecné piipady. Dale poskytuje fadu
vypocetnich nastroji, naptiklad k faktorizaci (rozklad na Ccinitele) polynomt, vypoctu
vyslednic, charakteristickych mnozin, nejvetSich spolecnych déliteli a ke spousté jinych

vypocetnich aplikaci.
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Je zalozen na velice uzivatelsky jednoduché interaktivni piikazové ftadce a
programovacim jazyku typu C, a jeho funkCnost je rozSifena diky knihovndm napsanym
v programovacim jazyku Singular. Tyto knihovny jsou stale mozné uzivatelsky doplnovat.
Diky velice obecné a efektivni implementaci komunikacnich zpiisobtl je tento balik schopny
nabidnout své funkce pfistupné 1 jinym programtiim. Dalsi informace 1ze ziskat na [13].

o SHESSgulars — B 4

Relace Upravy Pohled Zalozky MNastaveni Napovéda

- Polynomial Computations

=~ | | Shell

Obrazek 12 : Pracovni prosiedi programu Singular

7.9.2. Historie

Vyvoj tohoto softwaru zacal vroce 1984 implementaci algoritmu ,,Mora's Tangent
Cone*“ do Modula-2 na pocita¢ich Atari (K.P. Neuendorf, G. Pfister, H. Schonemann;
Humboldt-Universititzu Berlin). Potfeba nového systému vyrostla z vyzkumii matematickych
problémtl vychazejicich ze singularni teorie, které¢ Zadny dosavadni systém nebyl schopny
resit.

V pocatku devadesatych let minulého stoleti se domov projektu Singular ptestéhoval do
Kaiserslauternu, byl napsan a implementovan zékladni algoritmus, postaveny na obecnych
bazich, vjazyce C a nakonec byl portovan na rizné opera¢ni systémy (Unix, MS-DOS,

Windows NT a MacOS.
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Potieba dalSich rozsifeni (jako naptiklad faktorizace polynomi, vypocet nejvétsich
spolecnych délitelt, atd.) a upfesnéni vedla v roce 1997 k vydani programu Singular verze 1.0
a vroce 1998 kvydani verze 1.2 (kde byly mnohem rychlejsi algoritmy k pocitani
standartnich a Grobnerovych bazi zalozené na Hilbertovych mnozinidch a vylepSenych
implementaci vlastniho algoritmu, knihoven pro primarni dekompozici, prstencovych

normalizaci, atd.)

7.9.3. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux, Macintosh
Licence: freeware
Velikost na disku: cca 50 MB

Tabulka 9: Shrnuti programu Singular

Jak uZ jsem zde uvedl, tento software ma multiplatformni podporu, proto jsem ho
nejprve zkouSel na MS Windows Vista. Konkrétné v tomto pfipad¢ jsem pfili§ neuspél,
ponévadz pro beéh tohoto programu bylo zapotiebi emulatord Cygwin, jehoz instalace
zneznamého divodu na tento operacni systém nebyla mozna. Proto jsem tedy zkusil
distribuci pro Linux, konkrétné jsem pouzil soubor RPM, diky kterému byla instalace velice
jednoducha. Na oficidlnich strankach tohoto softwaru uvadéji, Ze je zapotiebi alespon 20 MB

volného mista na disku, coz je velice ptijemné, ve skutecnosti je to ale vice.

7.9.4. Syntaxe

Samotné pouziti tohoto baliku uz neni tak jednoduché jako v piipad¢ nekterych jinych
sofistikovangjSich programti, ale na internetu existuje velice obsédhld dokumentace se spousty
ptikladi, ze kterych jsem Cerpal. Ve srovnani s jinymi programy jsou tyto manudly a tutoridly

velice uzitené a dostacujici, coz se o ne¢kterych fict neda.

Nyni uz konkrétni jednoduchy piiklad. Opét jsem zvolil soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych.

Nejprve je potieba nacist specialni knihovnu pro feSeni rovnic:

Nasledn¢ vytvorit prstenec:
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~ideal i=f0,f1,f2,¥3,f4;
ideal si=std(i);

f0 az fn jsou polynomy.

Po téchto krocich uz mizeme aplikovat samotny vypocetni proces solve():

ktery vypocita vSechny feSeni vCetné jejich ndsobnosti, vytvoii prstenec, ve kterém je ulozen

seznam SOL vSech moznych (i komplexnich) feSeni. Pro pfistup k t€émto feSenim staci napsat:

setring T;
SOL[1][1];

Ke zjisténi konkrétnich ¢iselnych feSeni sta¢i pouzit piikaz SOL, ale ten vrati cely

seznam, ktery vznikl po ptikazu solve(), tj. obsahuje i nasobnosti feseni.

7.10. OCTAVE

7.10.1. Popis programu

Octave (viz [14]) je jazyk vysokého stupné, ktery byl primarné vynalezen pro
numerické vypocty. Dale nabizi pohodlnou ptikazovou fadku pro numerické feSeni linearnich
a nelinearnich problémi. Také je v tomto programu mozné provadét nejriiznéj§i numerické

experimenty s pouzitim jazyka, ktery je velice podobny a kompatibilni s jazykem Matlabu.

Tento software ma také spoustu doplitkovych ndéstroji pro feSeni zakladnich
numerickych problému z linedrni algebry, pro nalezeni kotenti nelinedrnich rovnic, integraci
obvyklych funkci, praci spolynomy a vneposledni fad¢ také integraci béznych
diferencidlnich a diferencné-algebraickych rovnic. Tento program je také jednoduse
roz§ifitelny a upravitelny pomoci uzivatelsky definovanych funkei napsanych ve vlastnim
programovacim jazyku Octave, nebo piimo dynamicky nacitanych modulGi napsanych

v jazyce C++, C, Fortran a mnohych dalsich.
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Octave L= | D [
Copyright <C» 28807 John Y. Eaton and others.

Thiz iz free software; szee the source code for copying conditions.
There is ABSOLUTELY NO WARRAMIY; not even for MERCHANIIBILITY or
FITHESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details. type ‘“warranty’.
Octave was configured for "i686—pc—msdosmsuvc®.

Additional information about Octave iz availahle at http:Aswwu._.octave.oryg.

Please contribute if you find this software useful.
For more information,. visit http: - vwww.octave.org-shelp—wanted.html

Report bugsz to <hbuglfoctave.org’> C(hut fivrst, pleasze read
http:=/Awwr.octave .org/bugs . html to learn how to write a helpful reportd.

For information about changes From previous versions, type “news’.

— Use “pkg list® to see a list of installed packages.
— 8ciTE editor installed. Use ‘edit’ to start the editor.
— Octplot installed.

To enabhle Octplot graphic engine, use ‘toggle_octplot’.
— MS8YS shell availahle <C:“Program Files“Octave-msys).
— Graphics backend: gnuplot.

octave—2 .97 _13 . exe:l>

Obrazek 13: Pracovni prostiedi programu Octave

Velik4 vyhoda této aplikace je jeji moznost volné distribuce. Tento produkt spada pod
licenci GNU GPL (General Public Licence), proto ji muzete distribuovat a upravovat pii

dodrZeni podminek této licence.

Octave byl plvodné napsan Johnem E. Eatonem, ke kterému se pfipojila spousta
dalsich. Ponévadz je toto software typu Open Source, mize kazdy pomoci s jejim vyvojem
napsanim dalSich rozsifujicich funkci a podavanim zprav o vSech vzniklych problémech pfi

uzivani.

7.10.2. Historie

Octave byl plvodné koncipovany (asi vroce 1988) jako doprovodny software
k vyukové knize o ndvrhu chemickych reaktord, jejimiz autory jsou James B. Rawlings
z Wisconsinko-Madisonské univerzity John G. Ekerdt zuniverzity v Texasu. Plvodné si
predstavovali né€jaky velice specializovany nastroj pro feSeni problému plynoucich z navrha
chemickych reaktort. Pozdéji, kdyz vidéli omezeni takového ptistupu, tak se rozhodli postavit

mnohem vice flexibilni néstroj.

Stale ale byli n&jaci lidé, kteti tvrdili, ze by méli pozivat programovaci jazyk Fortran,
protoze to je jazyk inzenyrt, ale pokazdé kdyz se o to pokouseli, studenti stravili spoustu ¢asu
zjistovanim, pro¢ jejich kod napsany ve Fortranu spadl, nemajice dostatek ¢asu na skute¢né

uceni chemického inzenyrstvi. Véfili, ze s pravé takovym interaktivnim prostfedim, které
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nabizi Octave, bude vétSina studentli schopnd pochytit zaklady velice rychle a zacit s nim

pracovat jisté béhem par hodin.

Vyvoj na plny uvazek zacal na jafe roku 1992. Prvni testovaci verze vysla 4. ledna roku
1993 a verze 1.0 byla vydana 17 tnora roku 1994. Od t¢ doby prosel tento software né€kolika
dilezitymi zménami, byl implementovan do nékolika distribuci Linuxu (Debian, SuSE) a

popsan v cervencovém vydani mési¢niku Linux Journal.

Samoziejmé, ze je Octave v posledni dobé mnohem vice nez dalsi pomucka pro vyuku
bez dal§iho mozného vyuziti za zdmi vyucovaci tiidy. I kdyZz jejich plivodni predstavy byly
pon¢kud nejasné, védeli, Ze chtéji vytvotit néco, co umozni studentiim fesit redlné problémy,
néco co budou moci pouzit i na jiné véci nez k navrhu chemickych reaktorii. V dnesni dobé&
pouziva tento software tisice lidi po celém svété k vyuce, vyzkumu ale i ke komerénimu
vyuziti.

I kdyz si vSichni mysli, Ze ndzev Octave ma néco spolecného s hudbou, tak je to vlastné
se chemickymi reakcemi a ktery byl také zndmy diky své schopnosti velice rychle pocitat

(v originéle napsané — ,,back of the envelope calculations* — vypocty na zadni stran¢ obalky).

7.10.3. Instalace

Operacni systém: MS Windows, Linux, Macintosh, Solaris
Licence: freeware
Velikost na disku: cca 80 MB (v zavislosti na OS)

Tabulka 10 : Shrnuti programu Octave

Jelikoz je tento balik k dispozici pro rizné operacni systémy, opét jsem zvolil instalaci

pro MS Windows. Instalace byla velice jednoducha a na disku zabira cca 80 MB.

Problém tohoto programu, alespoii pod MS Windows, je ten, ze do piikazové tadky
nelze vlozit obsah schranky, coz pro takto komplikované rovnice je veliky problém. Proto

jsem musel hledat alternativni feSeni a to nacteni ptikazli z externiho souboru.

7.10.4. Syntaxe

Pro feSeni soustavy je nejprve nutné vytvorit funkci, kterd bude obsahovat vSechny

rovnice:
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functiony =f QGO
yQ@) = .
V@) =

~ endfunction

[x, info] = fsolve ('f", [1; 1; .

kde f je dané funkce a druhy argument jsou pocatecni body.

8. DalSi nalezeny software

Samoziejmé, Ze na internetu je k dispozici celd fada dalSich programl pro vypocet
soustav polynomidlnich rovnic. Snazil jsem se zde zahrnout vSechny, které se mi podatilo

nainstalovat a pomoci kterych jsem vypocital alespon jednoduchou soustavu.

Problémy s instalaci jsem mél zejména tehdy, pokud se jednalo o aplikaci uréenou pro
operaéni systém Linux, jelikoZ s timto nemam pf#ili§ velké zkuSenosti. Jednalo se zejména o
knihovnu Synaps, kde bylo potfeba nainstalovat spoustu jinych podplrnych knihoven a
balikti, zejména pak ptekladace Fortran. Toto se mi bohuzel nepovedlo, i kdyz nasledné

pouziti vypadalo celkem jednoduse a bylo dobie zdokumentované.

Pokud se mi povedlo program nainstalovat, stidle jsem nem¢l vyhrano. Bylo nutné
procist dokumentaci a naucit se fesit soustavy polynomidlnich rovnic. To byl dalsi problém.
Nékteré aplikace, naptiklad Macaulay 2, nemély danou problematiku dostatecné
zdokumentovanou. Konkrétn€ v tomto piipadé sice on-line manual mél ptimo kapitolu ,,feSeni
soustav polynomidlnich rovnic*, avSak po kliknuti na odkaz se na strance objevil pouze nazev

kapitoly a prazdna stranka.

Nékteré programy se mi podafily jednoduse nainstalovat a i kdyz jsem po dlouhém
hledani nasel néjaky navod, jak pocitat dany problém, tak se mi s nim nepodafilo vypocitat

ani jednodussi soustavu polynomialnich rovnic. Toto se stalo naptiklad u programu CoCoA.
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9. Testovani na konkrétni uloze

V této Casti prace si vyberu jednu ze slozitéjSich soustav polynomidlnich rovnic a
pokusim se ji vypocitat ve vSech zde uvedenych programech a vysledky néjak zhodnotit.
S nejvétsi pravdé€podobnosti neuspéji u vSech programi z divodl jistych omezeni a

komplikaci.

Jako testovanou soustavu jsem si vybral soustavu pro sedmi-zdrojovy vicehodinovy
konvertor, tudiz soustavu Ctyf rovnic o Ctyfech neznadmych. Tyto rovnice uz byly upravené
pomoci substituce za mocninné soucty. Dle grafu zéavislosti spinacich thli na modulaénim
indexu (viz Obrazek 4) je vidét, ze feSeni zavisi jesSté na modulacnim indexu, ten jsem pro mé
vypocty zvolil 3. Vysledné rovnice, které jsem pouzil vtomto testu, jsou k nahlédnuti

v ptiloze.

Problémy se vyskytly i v syntaxi, protoZe nékteré programy si nebyly schopné poradit
s promé&nnou typu ,,p2%, a pro feSeni bylo proto nutné rovnice upravit do spravnych syntaxi
(naptiklad ,,a, b, ¢, d“ nebo ,,x(1), x(2), x(3), x(4)*). Konkrétni zdrojové kody pro jednotlivé

programy jsou opé&t piiloZeny k této praci.

9.1. Konfigurace pouzitého pocitace

Témét vSechny tyto programy jsem testoval na jednom pocitaci, az na Mathematicu a
Maple, které jsem musel testovat na Skolnich pocitacich, z divodii omezené licence. VSechny

ostatni jsem testoval na notebooku nasledujici konfigurace:

Procesor:

Intel Core Duo T2080 s frekvenci 1,73 GHz
1 MB L2 cache
FSB 533 MHz
Operacni pamét’:
1 x 1 GB DDR2 533/667 MHz
Operacni systém:
Microsoft Windows Vista Home Premium

Mandriva Linux 2007.0
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9.2. Vysledky jednotlivych testl

9.2.1. Mathematica

Tento software prokazal asi nejlepsi vysledky, a to jak presné, tak velice rychlé. Danou
soustavu vytesil za necelé 2 sekundy a feSeni, véetné¢ komplexnich, nasel 27. Tyto vysledky
by se daly povazovat za nejpresnéjsi, protoze je vSeobecné zndmo, Ze tento software dokaze

pocitat velice presn€. Tomu odpovida i jeho cena.

9.2.2. Matlab

Matlab si se svoji funkci solve() nedokazal poradit s takto velkou rovnici. Po né€kolika

pokusech a ovéfeni spravné syntaxe stale hlasil varovani:

a zadné feSeni nenalezl. Pii pouziti funkce solve() bez druhého volitelného parametru, coz je
seznam proménnych v dané soustaveé, pocital velice dlouho, ptiblizné 30 sekund, nez sdélil
tuto varovnou hlaSku. To bylo zplsobeno tim, Ze se nejprve snazil v dané soustavé pouzitim
prikazu findsym najit v§echny proménné. Pti pouziti ptikazu solve() s obéma parametry tuto

hlasku sd¢lil jiz po necelé 1 sekundé. Kazdopadné mée tento program velice zklamal.

9.2.3. Gloptipoly

Doufal jsem, Ze tento balik pomtlize Matlabu vyfesit danou soustavu. Le¢ nestalo se tak.
Po nadefinovani vSech polynomt a spuSténi samotného pocitaciho algoritmu, se program
pokousel spocitat danou soustavu. Asi po 80 sekundach, po vytvoieni LMI vztahi, jejich
vypocitani a numerickém dosazeni skoncil program pii extrahovani samotnych vysledkd.

Chybové hlaseni bylo nésledujici:

Incomplete basis
Impossible to detect global optimality

9.2.4. Octave

V tomto programu, jak uz bylo uvedeno, byl nejvétsi problém to (alespoit pod MS
Windows), ze nebylo mozné vlozit rovnice ze schranky, coz pfi takto komplikované soustave

pusobilo zna¢né nepouzitelné. AvSak bylo mozné vytvofit soubor, ktery nasledné pomoci
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jednoduchého piikazu zpracujeme. I po prolomeni této bariéry vSak tento software nedosahl
uspokojujicich vysledkii. Nejen, ze mu bylo nutné zadat néjaky pocatecni bod, ale vysledek

vypocital pouze jeden po cca 26 sekundéach s varovnou hlaskou:

Nikde v manualu jsem se nedocetl jak ziskat vSechna mozna feSeni. Ziejme to ani nejde.

Proto je tento produkt také nepouzitelny.

9.2.5. PHCpack

Pouziti tohoto programu se zdalo byt velice jednoduché. Pii spousténi z ptikazové fadky
sta¢ilo zadat parametr ,.—b*“ pro pouziti ,,black box“ vypoctd, pti kterém neni nutné zadavat

dalsi moznosti, jméno vstupniho souboru a jméno vystupniho.

Bohuzel doslo k necekanym komplikacim, a to, Ze tento program nezvladl precist
rovnice pouzité v pfedchozich programech. Zdalo se, jako by nedokézal spravné pracovat
s proménnymi. Pfi zaddni vyrazu napiiklad ve tvaru ,a / 11“ ho nedokazal spravné
interpretovat, bylo nutné vyraz upravit do tvaru ,,( 1 / 11) * a*. Pro spravné nacteni rovnic
bylo nutné tyto rovnice upravit v jiném programu. Pouzil jsem Mathematicu a jeji funkci

Factor/[].

Dale uz tento program pocital dle ocekavani. Vypocet probihal necelych 5 minut a ve
vysledku vratil celkem 17 platnych feSeni, z toho 13 redlnych a 4 komplexni. Vygenerovany

soubor je bohuZel tak rozséhly, ze nemuze byt pfiloZen.

9.2.6. Singular

Pii feSeni soustavy rovnic timto programem jsem se nesetkal sZzadnymi vétSimi
komplikacemi. Definovani jednotlivych rovnic probéhlo celkem svizng, v fadu desitek az
stovek milisekund. Samotny numericky vypocet konkrétnich feSeni trval pifiblizn¢ 11 minut,
coz je pomérné€ dlouhy cas, ale vysledky byly uspokojivé. Vratil, stejn€ jako Mathematica, 27

feSeni.
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9.277. MuPAD

Pii opakovanych pokusech vypocitat danou soustavu timto programem jsem nikdy
nedospél k potddnym vysledkim. V prvni fadé bylo zvlastni, Ze po definovani rovnic a
proménnych a nasledném zavolani funkce so/ve() nic nevypocital a pouze piepsal ptikaz. Po
n¢kolika opétovnych pokusech se dal do pocitani. Ale i tak cca po 1 hodin¢ a 15 minutach

skonCil netspésné, s varovanim, ze nemuze spocitat Grobnerovy baze.

9.2.8. Maple

Tato aplikace poskytla celkem rychlé algoritmy k vypoctu dané soustavy, avSak
numerické feSeni nasla pouze jedno, coz povazuji za velké minus. Jedno konkrétni feSeni
vypocitala za necelé¢ dveé sekundy, ale kdyZ to porovnam napiiklad s Mathematicou, ktera za 2

sekundy nalezla vSechna mozn4, tak je to velice slabé.

9.2.9. Maxima

Tato aplikace mé velice zklamala. Po prvotnich testech na jednoduché uloze jsem do ni
vkladal velké nadéje. AvSak ve findle to bylo horSi. Po nadefinovani vSech rovnic a
proménnych jsem zavolal funkci solve(). Cas k vykonani tohoto ptikazu pieriistal pies
normalni meze. Po nastaveni nejvyssi priority procesu Maxima a vypnuti vSech ostatnich
nepotiebnych procest v systému jsem se stale nemohl dostat feSeni, nebo alespont varovnou
hlasku. Po dvou raznych pokusech, kdy jsem se pokusil rovnice né&jak jesté upravit a kdy
vypocet trval ptes 4,5 hodiny, jsem se rozhodl proces ukoncit. Zavér je tedy takovy, ze
Maxima jednoduché soustavy pocitat umi, ale i tak pouZzivd hor$i algoritmy nez ostatni

vvvvvv

v nelidském c¢ase.

9.2.10. Yacas

S timto programem, jak uZz zde bylo uvedeno, byly problémy zejména v zadavani
komplikovanych rovnic. NaStésti tento program lze spoustét s nepovinnymi parametry, jako
napiiklad jméno vstupniho souboru pro zpracovani. Déle bylo nutné vyftesit to, abych vidél
vysledek procesu, ponévadz pokud se nacte soubor pro zpracovani, vysledek standardné
nevypise. To se mi podafilo odstranit pouzitim specidlni funkce ToFile(), také zde bylo nutné

zvysit pocitaci hloubku. Avsak i po vyfeSeni vSech téchto prvotnich problémt, tento program
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takto komplikovanou soustavu vyfesit neumél a vratil prazdnou mnozinu. A to vse asi po 5,5

minutach.

9.3. Porovnani vysledkli

Vzhledem k tomu, Ze rozumné feSeni se mi podafilo nalézt jen ve tfech ptipadech,

omezim se jen na tyto aplikace: Mathematica, PHCpack, Singular.

software Mathematica PHCpack Singular
prlbl}znzz doba 2 sec 5 min 11 min
vypoctu
pocet vnz:lez,enych 27 17 27
FeSeni
realné 17 13 17
komplexni 10 4 10

Tabulka 11 : Porovnani dosazenych vysledki

Je velice zajimavé, Ze Mathematica dokaZze vypocitat vSechna feSeni ve velmi kratkém
case. Oproti tomu program Singular vypocital také vSechna feseni, ale zabralo mu to ponékud
delsi dobu. Coz ale u takto slozité soustavy je stale celkem dobré. Vzhledem k tomu, Ze

ostatnim programim se to nepodaftilo vliibec, miizeme ho oznacit jako velice schopny.

Program PHCpack potieboval ponékud kratsi dobu k vypoctu, avSak nenasel vSechna
feSeni. Tento nedostatek by se teoreticky mohl dat odstranit pouzitim riiznych nastaveni

v prub¢hu vypoctu. J& jsem vSak zvolil ,,black box solver a tomuto jsem se vyhnul.

Pokud bychom se tedy nevazali ¢asové a potiebovali bychom pfesny vypocet, je asi
vhodné pouzit program Singular. Na druhou stranu, pokud bychom chtéli rychlejsi proces bez
zbyte¢ného zdrzovani s nastavovanim parametri vypoctu, pak by bylo vhodné sahnout po

programu PHCpack.

Samoziejmé, Ze nikdy nemiiZeme na sto procent tvrdit, Ze nalezena feSeni jsou opravdu
vSechna, a to ani pfi pouziti programu Mathematica. Vzdy existuje alespoil malé procento,
kdy se mize mylit. Jelikoz ale Singular nalezl stejny pocet feSeni, mizeme tvrdit, Ze jsou
opravdu vSechny.

Je zfejmé, Ze jasnym vitézem je program Mathematica, ktery ale bohuZel nespada do

kategorie freeware. Jedina poleh¢ujici okolnost je ta, Ze Fakulta matematiky CVUT disponuje

multilicenci, kterou lze pouzit.
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V ptiloze najdeme vystupy programti Mathematica a Singular. Vygenerovany soubor
aplikace PHCpack je natolik dlouhy, ze nemiize byt piiloZzen, avSak na doprovodném CD je

samoziejme k nahlédnuti
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10. Zavér

V této praci jsem se snazil sestavit uceleny piehled softwaru pro feSeni soustav

polynomialnich rovnic. Tato problematika je velice komplikovana, specialn¢ pro tak slozité

rovnice, jako pro ty, které vedou k feSeni spinacich thli vicehladinovych konvertort.

Na internetu je k dispozici celd fada nastroju, které umi tyto soustavy pocitat, ne
vSechny jsou ale jednoduché k pouziti a ne vSechny dokazou dané konkrétni soustavy
skute¢n¢ tesit. Pokusil jsem se vybrat ty, které byly dostatecné zdokumentovany a které

dokazaly vypocitat alesponi jednu z jednodussSich rovnic.

Nejprve jsem se zaméfil na nékteré zndmé vypocetni programy, které nejsou zcela
zdarma, jako naptiklad Mathematica, Maple, atd. a v dal$i ¢asti uz skutecné pouze na

freeware.

Neékteré znalezenych programii pocitaly velice svizné, dalsi znich zase pocitaly
pomérné dlouho s vyuzitim téméf vSech systémovych prostiedkl. Nékolikrat i pocitac prestal
zcela reagovat a bylo ho nutné restartovat. Tyto rozdily jsou ziejmé& zpusobeny raznymi

pouzitymi algoritmy k vypoctu.

Pti testovani jsem se také musel naucit pouzivanou syntaxi jednotlivych programi. Ta
byla u vSech témét stejna, presto vSak v jistych ohledech odlisna. Rozdily byly zejména

v pfifazovani a zdvorkach. Tyto odchylky také nepatrné komplikovaly vytvareni této prace.

Nejlepsich vysledkti jsem dosahl pfi pouziti freewari Singular a PHCpack. Tyto
prokazovaly celkem dobré vlastnosti. Zejména to byly jediné programy, které soustavu
dopocitaly do konce a soucasné nasly, udajné, vSechny feSeni. Program Singular, ktery byl
sice o néco pomalejsi, podle mého minéni, zvladl vypocet ze vSech freewart nejlépe.

Pokud bych tedy mél doporucit n¢jaky program pro feseni soustav polynomialnich
rovnic, asi bych volil nejprve Mathematicu (v pfipadé dostupnosti néjaké licence), dale bych

asi doporucil Singular a nasledné PHCpack, jehoZ pouZiti bylo takika nejjednodussi.

V priloze této prace jsou vytisténé konkrétni pracovni soubory programi Mathematica a

Singular.
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14. Priloha C — obsah prilozeného CD

freeware

gloptipoly

£ Gloptipoly.zIP

E seDuMi_1_1.zip

maxima

5 maxima-5.12.99rc2.exe

L | maxima-5.12.99rc2-1.centos4.i386.rpm
octave

i1 octave-2.9.13-setup.exe

phcpack

B aix_phcv23p.tar.gz

B lin_phcv23p.tar.gz

B mac_phcv23p.tar.gz

=1 phc.exe

B sun_phcv23p.tar.gz

singular

& Singular-3-0-3-Full.exe

|| Singular-core-3.0.3-2.i386.rpm

|| Singular-core-static-3.0.3-2.i386.rpm
|| Singular-help-3.0.3-2.noarch.rpm
| Singular-libs-3.0.3-2.noarch.rpm

L | Singular-release-3.0.3-2.noarch.rpm
yacas

B yacas-1.1.7.tar.gz

B Yacas-Windows-Console-1.0.61.zip

2 bp_2007_stefapl.pdf
worksheets

®

P

gloptipoly.txt
maple.mw
mathematica.nb
matlab.mat
maxima.wxm
mupad.txt
octave.txt
phcpack.txt
singular.txt
yacas.txt

- sloZka s programy

- slozka Gloptipoly

- archiv funkci Gloptipoly

- archiv podpurné knihovny SeDuMi
- slozka Maxima

- instalace Maximy pro Windows
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- instalace PHCpack pro Windows

- instalace PHCpack pro Sun

- slozka Singular
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- jadro Singularu pro Linux

- jadro Singularu pro Linux (statické)
- napoveda Singularu

- knihovny Singularu

- vydani Singularu

- slozka Yacas

- zdrojové soubory Yacasu pro Linux
- archiv souborii Yacasu pro Windows
- vlastni bakalatska prace

- slozka vysledku testovani

- vystup programu Gloptipoly

- vystup programu Maple

- vystup programu Mathematica

- vystup programu MATLAB

- vystup programu Maxima

- vystup programu MuPAD

- vystup programu Octave

- vystup programu PHCpack

- vystup programu Singular

- vystup programu Y acas
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15. Priloha D — vystup programu Singular

A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-0-3
0O<

by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ May 2007
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> LIB "solve.lib";
// ** loaded /usr/share/Singular/LI1B/solve_lib (1.36,2007/05/07)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/triang.lib (1.11,2006/12/06)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/elim_lib (1.21,2006/08/03)
// ** loaded /usr/share/Singular/LI1B/poly.lib (1.46,2007/07/25)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/ring.lib (1.31,2006/12/15)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/primdec.lib (1.135,2007/04/20)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/absfact._lib (1.6,2007/07/13)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/matrix.lib (1.37,2007/04/20)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/random._lib (1.17,2006/07/20)
// ** loaded /usr/share/Singular/LIB/inout.lib (1.28,2006/07/20)
// ** loaded /usr/share/Singular/LI1B/general._lib (1.54,2007/01/08)
> ring r=0,x(0..3),dp;
> poly 0= (2/945)*(15787710 - 882090*x(0) - 9098001*x(0)"2 + 4083156*x(0)"3 -
498960*x(0)"4 - 34763256*x(1) + 27667332*x(0)*x(1) - 6237000*x(0)"2*x(1) +
194040*x(0)"3*x(1) + 18480*x(0)"4*x(1l) + 543312*x(1)"2 - 665280*x(0)*x(1)"2 +
221760*x(0)"2*x(1)"2 + 591360*x(1)"3 - 49280*x(0)*x(1)"3 + 13013946*x(2) -
13471920*x(0)*x(2) + 2993760*x(0)"2*x(2) + 997920*x(1)*x(2) + 498960*x(0)*x(1)*x(2)
- 110880*x(0)"2*x(1)*x(2) - 443520*x(1)"2*x(2) + 10611216*x(3) - 3991680*x(0)*x(3)
- 1774080*x(1)*x(3) + 147840*x(0)*x(1)*x(3));
> poly fl1= (1/4725)*(-300562569 + 583821108*x(0) + 154864710*x(0)"2 -
273007800*x(0)"3 + 75724740*x(0)™4 - 5896800*x(0)"5 + 355210596*x(1) -
1425214440*x(0)*x(1) + 699950160*x(0)"2*x(1) - 89107200*x(0)"3*x(1) -
764400*x(0)™M4*x (1) + 218400*x(0)"5*x(1) + 174975840*x(1)"2 -
44291520*x(0)*x(1)"2 - 36691200*x(0)"2*x(1)"2 + 5241600*x(0)"3*x(1)"2 -
873600*x(1)"3 + 15142400*x(0)*x(1)"3 - 582400*x(0)"2*x(1)"3 - 228943260*x(2) +
517233600*x(0)*x(2) - 258869520*x(0)"2*x(2) + 23587200*x(0)"3*x(2) +
179262720*x(1)*x(2) - 94348800*x(0)*x(1)*x(2) + 34070400*x(0)"2*x(1)*x(2) -

873600*x(0)"3*x(1)*x(2) + 41932800*x(1)"2*x(2) - 10483200*x(0)*x(1)"2*x(2) -
1164800*x(1)"3*x(2) - 130319280*x(2)"2 + 70761600*x(0)*x(2)"2 -
19656000*x(1)*x(2)"2 - 2620800*x(0)*x(1)*x(2)"2 - 187405920*x(3) +

345159360*x(0)*x(3) - 47174400*x(0)"2*x(3) + 2620800*x(1)*x(3) -
45427200*x(0)*x(1)*x(3) + 1747200*x(0)"2*x(1)*x(3) - 94348800*x(2)*x(3) +
3494400*x (1)*x(2)*x(3)) ;

> poly fl= (1/4725)*(-300562569 + 583821108*x(0) + 154864710*x(0)"2 -
273007800*x(0)"3 + 75724740*x(0)"4 - 5896800*x(0)"5 + 355210596*x(1) -
1425214440*x(0)*x(1) + 699950160*x(0)"2*x(1) - 89107200*x(0)"3*x(1) -
764400*x(0)"4*x(1) + 218400*x(0)"5*x(1) + 174975840*x(1) 2 -
44291520*x(0)*x(1)"2 - 36691200*x(0)"2*x(1)"2 + 5241600*x(0)"3*x(1)"2 -
873600*x(1)"3 + 15142400*x(0)*x(1)"3 - 582400*x(0)"2*x(1)"3 - 228943260*x(2) +
517233600*x(0)*x(2) - 258869520*x(0)"2*x(2) + 23587200*x(0)"3*x(2) +
179262720*x(1)*x(2) - 94348800*x(0)*x(1)*x(2) + 34070400*x(0)"2*x(1)*x(2) -

873600*x(0)"3*x(1)*x(2) + 41932800*x(1)"2*x(2) - 10483200*x(0)*x(1)"2*x(2) -
1164800*x(1)"3*x(2) - 130319280*x(2)"2 + 70761600*x(0)*x(2)"2 -
19656000*x(1)*x(2)*2 - 2620800*x(0)*x(1)*x(2)"2 - 187405920*x(3) +

345159360*x(0)*x(3) - 47174400*x(0)"2*x(3) + 2620800*x(1)*x(3) -
45427200*x(0)*x(1)*x(3) + 1747200*x(0)"2*x(1)*x(3) - 94348800*x(2)*x(3) +
3494400*x(1)*x(2)*x(3));

// ** redefining f1 **

> poly 2 = (1/99225)*(397439280099 + 329991732324*x(0) - 421931821878*x(0)"2 -

3560261040*x(0)"3 + 98622970740*x(0)"4 - 32785709040*x(0)"5 + 3761394840*x(0)"6
- 107956800*x(0)"7 - 1636694532864*x(1) + 316557175032*x(0)*x(1) +
871137117144*x(0)"2*x(1) - 494439573600*x(0)"3*x(1) + 92959201440*x(0)*x(1) -
5229907200*x(0)"5*x(1) - 101959200*x(0)"6*x(1) + 3998400*x(0) 7*x(1) +
1332486106560*x(1)"2 - 1433315701440*x (0)*x(1)"2 + 494466819840*x(0)"2*x(1)"2 -
56780478720*x(0)"3*x(1)"2 - 143942400*x(0)"4*x(1)"2 + 191923200*x(0)"5*x(1)"2 +
291492956160*x(1)"3 - 132506976000*x(0)*x(1)"3 + 9484204800*x(0)"2*x(1)"3 +
511795200*x(0)"3*x(1)"3 - 10662400*x(0) 4*x(1)"3 + 14343060480*x(1) 4 +
480942801612*x(2) - 174127532544*x(0)*x(2) - 266556906000*x(0)*2*x(2) +

155667536640*x(0)"3*x(2) - 24511591440*x(0)"4*x(2) + 647740800*x(0)"5*x(2) -
670698121968*x(1)*x(2) + 871525992960*x (0)*x(1)*x(2) -
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295161088320*x(0)"2*x(1)*x(2) + 25453814400*x(0)"3*x(1)*x(2) +
683726400*x(0)M*x(1)*x(2) - 23990400*x(0)"5*x(1)*x(2) -

309735256320*x(1)"2*x(2) + 151888020480*x(0)*x(1)*2*x(2) -
8636544000*x(0)"2*x(1)"2*x(2) - 383846400*x(0)"3*x (1) 2*x(2) -

25941619200*x (1)"3*x(2) + 767692800*x(0)*x(1)"3*x(2) + 64739379600*x(2)"2 -
87565302720*x(0)*x(2)"2 + 33131941920*x(0)"2*x(2)"2 - 1295481600*x(0)"3*x(2)"2 +
95520176640*x(1)*x(2)"2 - 60311865600*x(0)*x(1)*x(2)"2 +
2806876800*x(0)"2*x(1)*x(2)"2 + 47980800*x(0)"3*x(1)*x(2)"2 +
15545779200*x(1)"2*x(2)"2 - 127948800*x(1)"3*x(2)"2 - 14315071680*x(2)"3 +
7772889600*x(0)*x(2)"3 - 2159136000*x(1)*x(2)"3 - 287884800*x(0)*x(1)*x(2)"3 +
570067424640*x(3) + 145448654400*x(0)*x(3) - 275740174080*x(0)"2*x(3) +
69725698560*x(0)"3*x(3) - 4318272000*x(0)"4*x(3) - 1115167011840*x(1)*x(3) +
589079473920*x(0)*x(1)*x(3) - 71635334400*x(0)"2*x(1)*x(3) -
191923200*x(0)*3*x(1)*x(3) + 159936000*x(0) 4*x(1)*x(3) - 82296668160*x(1)"2*x(3) -
4606156800*x(0)*x(1)"2*x(3) + 1535385600*x(0)"2*x(1)"2*x(3) +
4094361600*x(1)"3*x(3) - 341196800*x(0)*x(1)"3*x(3) + 312408472320*x(2)*x(3) -
224722874880*x(0)*x(2)*x(3) + 20727705600*x(0)"2*x(2)*x(3) +
84734092800*x (1) *x(2)*x(3) + 1151539200*x (0)*x(1)*x(2)*x(3) -
767692800%x(0)"2*x(1)*x(2)*x(3) - 3070771200*x(1)"2*x(2)*x(3) -
10363852800*x(2)"2*x(3) + 383846400*x(1)*x(2)"2*x(3) + 202555745280*x(3)"2 -
27636940800*x(0)*x(3)"2 - 12283084800*x(1)*x(3)"2 + 1023590400*x(0)*x(1)*x(3)"2);
> poly 3 = (1/1488375)*(-31260501486963 + 19188051308244*x(0) +
41732561289078*x(0)"2 - 28455463927800*x(0)"3 - 2271003773220*x(0)"4 +
5919328270800*x(0)"5 - 1703105724600*x(0)"6 + 174410560800*x(0)"7 -
3619728000*x(0)"8 + 104257636328700*x(1) - 161054917560360*x(0)*x(1) +
1606903265520*x(0)"2*x (1) + 66688737937920*x(0)"3*x(1) -
30842436819600*x(0)"4*x (1) + 5239234526400*x(0)"5*x(1) - 278920152000*x(0)"6*x(1) -
3954888000*x (0)"7*x (1) + 134064000*x(0)"8*x(1) - 62986064732640*x(1)"2 +
159790227750720*x(0)*x(1)"2 - 115727564937600*x(0)"2*x(1)"2 +
33037452806400*x(0)"3*x(1)"2 - 3491267875200*x(0)"4*x(1)"2 +
17696448000*x(0)"5*x(1)"2 + 8043840000*x(0)"6*x(1)"2 - 10964215866240*x(1)"3 +
19834148275200*x (0)*x(1)"3 - 6206251564800*x(0)"2*x(1)"3 +
111541248000*x(0)"3*x(1)"3 + 58273152000*x(0)"4*x(1)"3 - 1072512000*x(0) 5*x(1)"3 +
2210385945600*x(1)™4 - 933514444800*x(0)*x(1)"4 + 308883456000*x(0) 2*x(1)"4 -
17160192000*x(0)"3*x(1)"4 + 274563072000*x(1)"5 - 45760512000*x(0)*x(1)"5 +
1906688000*x(0)2*x(1)"5 - 26965270240956*x(2) + 65207817581760*x(0)*x(2) -
12895583505840*x(0)"2*x(2) - 24324003345600*x(0)"3*x(2) +
12543171958800*x(0)"4*x(2) - 1908320601600*x(0)"5*x(2) +
50676192000*x(0)"6*x(2) + 17687097610560*x(1)*x(2) - 102603589522560*x(0)*x(1)*x(2)
+ 92464641763200*%x(0)"2*x(1)*x(2) - 26591406710400*x(0)"3*x(1)*x(2) +
2116334304000*x(0)"4*x(1)*x(2) + 40621392000*x(0)"5*x(1)*x(2) -
1876896000*x(0)6*x(1)*x(2) + 14997601785600*x (1) 2*x(2) -
24906486528000*x(0)*x(1)"2*x(2) + 7958575296000*x(0)"2*x(1)"2*x(2) +
90091008000*x(0)"3*x(1)"2*x(2) - 54698112000*x(0) 4*x (1) 2*x(2) -

1622817907200*x (1)"3*x(2) + 688552704000*x(0)*x(1)"3*x(2) -
302448384000*x(0)"2*x(1)"3*x(2) + 7150080000*x(0)"3*x(1)"3*x(2) -
411844608000*x (1) 4*x(2) + 34320384000*x(0)*x(1) 4*x(2) + 3434876247600%x(2)"2
+ 15034850510400*x(0)*x(2)"2 - 18526465994400*x(0)"2*x(2)"2 +
5540355676800*x(0)"3*x(2)"2 - 217183680000*x(0) M*x(2)"2 -

10085441284800*x (1)*x(2)"2 + 11662280985600*x(0)*x(1)*x(2)"2 -
3221557920000%x(0)"2*x(1)*x(2)*2 - 115026912000*x(0)*3*x(1)*x(2)"2 +
8043840000*x (0)M*Xx (1) *X(2)"2 - 568538611200*x(1)"2*x(2)"2 -
173746944000*x(0)*x(1)"2*x(2)"2 + 96526080000*x(0) 2*x(1)"2*x(2)"2 +
223082496000*x(1)"3*x(2)"2 - 4290048000*x(0)*x(1)"3*x(2)"2 +

3052826884800*x(2)"3 - 2215273536000*x(0)*Xx(2)"3 + 260620416000*x(0)"2*x(2)"3 +
376451712000*x(1)*x(2)"3 + 82047168000*x(0)*x(1)*x(2)"3 -
9652608000*x(0)"2*x(1)*X(2)"3 - 38610432000*x(1)"2*x(2)"3 - 45016824837600*x(3) +
36226041324480*x(0)*x(3) + 23086832025600*x(0)"2*x(3) -

19134778521600*x(0)"3*x(3) + 3688985462400*x(0)*x(3) - 144789120000*x(0)"5*x(3) +
75597205703040*x (1)*x(3) - 111863568499200*x(0)*x(1)*x(3) +
39138268780800*x(0)"2*x(1)*Xx(3) - 3294756864000*x(0)"3*x(1)*x(3) -
66495744000*x(0) 4*x(1)*x(3) + 5362560000*x(0)*5*x(1)*x(3) -
176872550400*x(1)"2*x(3) - 1341069004800*x(0)*x(1)"2*x(3) -
1132572672000*x(0)*2*x(1)*2*x(3) + 102961152000*x(0) 3*x(1)"2*x(3) -
1655958528000*x (1)"3*x(3) + 423284736000*x(0)*x(1)"3*x(3) -

17160192000*x(0)"2*x (1)"3*x(3) - 19698352934400*x(2)*x(3) +
41941271232000*x(0)*Xx(2)*x(3) - 17777208153600*x(0)"2*x(2)*x(3) +
810819072000*x(0)"3*x(2)*x(3) - 1896093964800*X (1)*x(2)*x(3) +
1177618176000*x(0)*Xx(1)*x(2)*x(3) + 778643712000*x(0)"2*x(1)*x(2)*x(3) -
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30030336000*x (0)"3*X (1)*Xx(2)*x(3) + 1647378432000*x(1)"2*x(2)*x(3) -
205922304000*x(0)*x(1)"2*x(2)*x(3) - 11440128000*x(1)"3*x(2)*x(3) +
1033794316800*x(2)"2*x(3) + 347493888000*x(0)*x(2)"2*x(3) -

398974464000*x(1)*x(2)"2*x(3) - 12870144000%*x(0)*x (1) *x(2)"2*x(3) -
16047874483200*x(3)"2 + 14509800345600*x(0)*x(3)"2 - 926650368000*x(0)"2*x(3)"2 +
2496807936000%x (1) *x(3)"2 - 858009600000*x(0)*x (1) *x(3)"2 +

34320384000*x(0)"2*x(1)*x(3)"2 - 926650368000*x(2)*x(3)"2 +
34320384000*x (1) *x(2)*x(3)"2) ; (1/1488375)*(-31260501486963 + 19188051308244*x(0) +
41732561289078*x(0)"2 - 28455463927800*x(0)"3 - 2271003773220*x(0)"4 +
5919328270800*x(0)"5 - 1703105724600*x(0)"6 + 174410560800*x(0)"7 -
3619728000*x(0)"8 + 104257636328700*x(1) - 161054917560360*x(0)*x(1) +
1606903265520*x(0)"2*x (1) + 66688737937920*x(0)"3*x(1) -
30842436819600*x(0)"4*x (1) + 5239234526400*x(0)"5*x(1) - 278920152000*x(0)"6*x(1) -
3954888000*x (0)7*x(1) + 134064000*x(0)"8*x(1) - 62986064732640*x(1)"2 +
159790227750720*x(0)*x(1)"2 - 115727564937600*x(0)"2*x(1)"2 +
33037452806400*x(0)"3*x(1)"2 - 3491267875200*x(0)M4*x(1)"2 +
17696448000*x(0)"5*x(1)"2 + 8043840000*x(0)"6*x(1)"2 - 10964215866240*x(1)"3 +
19834148275200*x(0)*x(1)"3 - 6206251564800*x(0)"2*x(1)"3 +
111541248000*x(0)"3*x(1)"3 + 58273152000*x(0) 4*x(1)"3 - 1072512000*x(0)"5*x(1)"3 +
2210385945600*x(1)™4 - 933514444800*x(0)*x(1)"4 + 308883456000*x(0) 2*x(1) 4 -
17160192000*x(0)"3*x(1)"4 + 274563072000*x(1)"5 - 45760512000*x(0)*x(1)"5 +
1906688000*x (0)"2*x(1)"5 - 26965270240956*x(2) + 65207817581760*x(0)*x(2) -
12895583505840*x(0)"2*x(2) - 24324003345600*x(0)"3*x(2) +
12543171958800*x(0)"4*x(2) - 1908320601600*x (0)"5*x(2) +
50676192000*x(0)"6*x(2) + 17687097610560*x(1)*x(2) - 102603589522560*x(0)*x(1)*x(2)
+ 92464641763200%x(0)"2*x(1)*x(2) - 26591406710400*x(0)"3*x(1)*x(2) +
2116334304000*x(0)M*x(1)*x(2) + 40621392000*x(0)"5*x(1)*x(2) -

1876896000*x(0) 6*x(1)*x(2) + 14997601785600*x (1) 2*x(2) -
24906486528000*x(0)*x(1)"2*x(2) + 7958575296000*x(0)"2*x(1)"2*x(2) +

90091008000*x (0)"3*x(1)"2*x(2) - 54698112000*x(0) 4*x (1) 2*x(2) -
1622817907200*x(1)"3*x(2) + 688552704000*x(0)*x(1)"3*x(2) -
302448384000*x(0)"2*x(1)"3*x(2) + 7150080000*x(0)"3*x(1)"3*x(2) -
411844608000*x(1)"4*x(2) + 34320384000*x(0)*x(1)*x(2) + 3434876247600%x(2)"2
+ 15034850510400*x(0)*x(2)"2 - 18526465994400*x(0)"2*x(2)"2 +
5540355676800*x(0)"3*x(2)"2 - 217183680000*x(0)"4*x(2)"2 -
10085441284800*x(1)*x(2)"2 + 11662280985600*x(0)*x(1)*x(2)"2 -
3221557920000*x(0)"2*x (1) *x(2)"2 - 115026912000*x(0)"3*x(1)*x(2)"2 +
8043840000*x (0)M*x (1) *x(2)"2 - 568538611200*x(1)"2*x(2)"2 -
173746944000*x(0)*x(1)"2*x(2)"2 + 96526080000*x(0) 2*x(1)"2*x(2)"2 +
223082496000*x(1)"3*x(2)"2 - 4290048000*x(0)*x (1) 3*x(2)"2 +

3052826884800*x(2)"3 - 2215273536000*x(0)*x(2)"3 + 260620416000*x(0)"2*x(2)"3 +
376451712000*x(1)*x(2)"3 + 82047168000*x(0)*x(1)*x(2)"3 -
9652608000*x(0)2*x (1) *x(2)"3 - 38610432000*x(1)"2*x(2)"3 - 45016824837600*x(3) +
36226041324480*x(0)*x(3) + 23086832025600*x(0)"2*x(3) -

19134778521600*x(0)"3*x(3) + 3688985462400*x(0)*x(3) - 144789120000*x(0)"5*x(3) +
75597205703040*x(1)*x(3) - 111863568499200*x(0)*x(1)*x(3) +
39138268780800*x(0)"2*x (1) *Xx(3) - 3294756864000*x(0)"3*x(1)*x(3) -
66495744000*x(0) 4*x(1)*x(3) + 5362560000*x(0)"5*x(1)*x(3) -
176872550400*x(1)"2*x(3) - 1341069004800*x (0)*x(1)"2*x(3) -
1132572672000*x(0)"2*x(1)"2*x(3) + 102961152000*x(0)"3*x(1)"2*x(3) -
1655958528000*x (1)"3*x(3) + 423284736000*x(0)*x(1)"3*x(3) -
17160192000*x(0)"2*x(1)"3*x(3) - 19698352934400*x(2)*x(3) +
41941271232000*x(0)*x(2)*x(3) - 17777208153600*x(0)"2*x(2)*x(3) +
810819072000*x(0)"3*x(2)*x(3) - 1896093964800*x (1) *x(2)*x(3) +
1177618176000*x(0)*x(1)*x(2)*x(3) + 778643712000*x(0)"2*x(1)*x(2)*x(3) -
30030336000*x(0)"3*x(1)*x(2)*x(3) + 1647378432000*x(1)"2*x(2)*x(3) -
205922304000*x(0)*Xx(1)*2*x(2)*x(3) - 11440128000*x(1)"3*x(2)*x(3) +
1033794316800*x(2)"2*x(3) + 347493888000*x(0)*x(2)"2*x(3) -

398974464000*x (1) *x(2)"2*x(3) - 12870144000*x(0)*x (1) *x(2)"2*x(3) -
16047874483200*x(3)"2 + 14509800345600*x(0)*x(3)"2 - 926650368000*x(0)"2*x(3)"2 +
2496807936000*x (1) *x(3)"2 - 858009600000*x(0)*x(1)*x(3)"2 +

34320384000*x(0)"2*x(1)*x(3)"2 - 926650368000*x(2)*x(3)"2 +
34320384000*x(1)*x(2)*x(3)"2);
> ideal i=f0,f1,f2,f3;
? error occurred in STDIN line 8: “ideal i=f0,f1,f2,f3;"
? wrong type declaration. type "help ideal;"
? last reserved name was " ideal”
skipping text from ~="
> ideal i=f0,f1,f2,f3;



Ptehled dostupného software pro feseni soustav polynomialnich rovnic.

> def T=solve(i,30,1,"nodisplay');

// "solve® created a ring, in which a list SOL of numbers (the complex solutions)
// is stored.
// To access the list of complex solutions, type (if the name R was assigned
// to the return value):
setring R; SOL;
> setring T;
> SOL[1][1];
[11:
[1]:
(7.698615916767120194660454111212-1*0.994193183436608704326453171971)
[2]:
(1.990398350845398948768472013229-1*0.0477873235164922583101041131845)
[3]:
(15.478868227524130180450562302607-1*5.164908972728780581045771308146)

[4]:
(35.588106358113085622278931533913-1*20.267200020113126002258171197882)
[2]1:

[11:
(7.698615916767120194660454111212+i*0.994193183436608704326453171971)
[2]:
(1.990398350845398948768472013229+1*0.0477873235164922583101041131845)
[31:

(15.478868227524130180450562302607+1*5.164908972728780581045771308146)
[4]:

[3]:
[1]: _
(4.065319175185908185249932929259-1*0.0846515321857021094912690177266)
[21:
(3-.333937408666841664775484425362-1*0.114603163763464490185687107768)
[31:
(3.501144319711064596142252269491-1*0.132807994115193528796549504798)
[41:
(3.205163235350038812594326141053-1*0.149346269093064077609829376722)
[4]:

[1]i4.065319175185908185249932929259+i*O.0846515321857021094912690177266)
[Z]iS.333937408666841664775484425362+i*O.114603163763464490185687107768)
[S]iS.501144319711064596142252269491+i*O.132807994115193528796549504798)
[5][4]i3.205163235350038812594326141053+i*O.149346269093064077609829376722)

[1]i4.043924118140284624834401586992—i*O.164600917315115697241872897572)

[2]i2.7988978367908390238814665148—i*O-O157392057832198142624268359755)

[3]i3.000880703810882867126138351088—i*O-0728016243272696622339232125464)
[6][4]i2.553964252881083179342816825411—i*O.029891843472506231993148561191)

[1]i4.043924118140284624834401586992+i*O.164600917315115697241872897572)

[2]i2.79889783679083902388l4665148+i*O.O157392057832198142624268359755)

[3]i3.000880703810882867126138351088+i*O.0728016243272696622339232125464)
. ][4]i2.553964252881083179342816825411+i*O.029891843472506231993148561191)
7]:

[1]:
(3.546387087168182443112181341289+i*0.0254977629575712265525735993217)
[2]:
(2.735934681184063464300730420054-i*0.020211373982733070853230490978)
[31:

i35-588106358113085622278931533913+i*20-267200020113126002258171197882)
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(2.780913720337302227255031099019-1*0.0282628210181947097565902586204)

[41:
(2.426248424263885443096373357794-1*0.0292489614814461445117113795491)
[8l:

[1]i3.546387087168182443112181341289—i*O.0254977629575712265525735993217)
[Z]iZ.735934681184063464300730420054+i*O.020211373982733070853230490978)
[3]i2.780913720337302227255031099019+i*O.0282628210181947097565902586204)
[9][4]i2.426248424263885443096373357794+i*O.0292489614814461445117113795491)

[1]i3.074690766359377076310071570754—i*O-285142194651457744131264281589)

[2]i2.635988970097541882455615620044—i*O-00908320259224591069983744290384)

[3]i2.4685803896595785781221802079—i*O.0382279498979238471790196156004)
[1054]i2.242915961685472279391541163131—i*O-00941572360801553154349099547189)

[1]i3.074690766359377076310071570754+i*O.285142194651457744131264281589)

[2]i2.635988970097541882455615620044+i*O-00908320259224591069983744290384)

[3]i2.4685803896595785781221802079+i*O.0382279498979238471790196156004)
[1154]i2.24291596168547227939154116313l+i*O.00941572360801553154349099547189)

[1]6.233120330250717764514117127227e+41
[2];0.212672263142184072124657333684e+41
[3]6.981740358831002474672964451894e+40
[1254]i2248.235250569537731035592857834123

[1]:
3

[2]:
2.869867176071562056529149441141
[31:
2.957130016015273172948942479216
[4]1:
2.588450064418545975402315501117
[13]:

[1]:
3

[2]1:
1.340430792264410509828534664881
[31:
2.957153015303767214447408316426
[4]1:
2.542925564232708641889624529976
[14]:

[1]:
3
[2]:

2.6398202272445790961478356458
[31:
2.670787392912306521506906510255
[4]:
2.302508899108472548137588089622
[15]:

[1]:
3

-853266573064781836150861409443

-930754648895702914249122440767

-41039955592299986520618025002

.73167193752493452142817171431
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[2]1:
2.549763348868191616957754887345
[31:
2.749958302873247660000442170547
[4]1:
2.288522960325859584108280557229
[16]:

[1]1:
2

[2]:
2.485522534748737466303986088862
[31:
2.33226623515625304792362208
[41:
2.053236699581373070597056724432
[17]:

[1]1:
3

[2]:
2.229323163660080519299642053393
[3]1:
2.169323182646356288665617929437
[4]:
1.761599446866555688345714554414
[18]:

[1]1:
3

[2]1:
2.06969906127709463622298530375
[31:
2.263182841362302537917074897169
[4]1:
1.718302777985232767497037511312
[19]:

[1]:
3

[2]:
1.46210376752949515871811506659
[31:
2.315148581268398323302212580469
[41:
1.651562920303631593056700259456
[20]:

[1]:
2

[2]:
2.172252588137002058011812130936
[3]1:
1.9889360510048801391690519267
[4]:
1.651544060280237721801656306224
[21]:

[1]:
2

[2]1:
2.053444097360025404919231858642
[31:
1.96196944953647847751994990125
[4]1:-
1.531563735956620298262471557717
[22]:

[1]:
3

[2]:
1.894487287250927194748541848839
[3]1:
2.096258809485016939610519522278
[4]:
1.516115502635101359724868608

-9207965284882338457477523484

-084988698191359985370407129483

-366944336826192289587960740618

-560384528322684234531187097126

.784202441310058554824077214809

-946919857952606942333702806048

.273227605113326328775752842984



Ptehled dostupného software pro feseni soustav polynomialnich rovnic.

[23]:
[1]:
2

[2]:
2.002294539400708399249067021922
[31:
1.796587965794341011952905044247
[41:
1.431688832728137404271230506244
[24]:

[1]:
2

[2]:
1.956329557569852804088369512568
[31:
1.698087924671812827818995787022
[4]1:
1.3680867901290842424788947345
[25]:

[1]:
2

[2]:
1.785027357710131653731338328223
[31:
1.4996337616506270474063744372
[4]1:
1.145598369794868101735680833675
[26]:

[1]:
2

[2]:
1.4821929391588846753708245942
[31:
1.1428133371217784094470388681
[41:
0.753363202972735639047037950724
[27]:

[1]:
1

[2]:
1.312163827080700659272418956114

[31:
0.94631935764543300192415806693

[4]1:
0.532558348226846717566204153596

.670745551893832740349664653566

-461052545707877802625767739086

-328502190843818239919237565868

-026195449153659853757670396036

-904413901905022925823872216375



Ptehled dostupného software pro feseni soustav polynomialnich rovnic.
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Inf[1]:= F1=-858%3+792%3"3 + (506%3"5) /3 - (88x3"7)/9- (176%3"9) /315 +
(32%3711) /945 + 792 %3 xp2 -572 %373 %p2 - (88%x3"5%xp2) /3 + (528 %37 xp2) /35 -
(704 %379 %p2) /945 -286%3 *p2"2 +88 %373 %p2"2 - (528 *3"5%xp2"2) /5 +
(704 %377 %p272) / 315+ (88%x3%xp2”73) /3 +176%x3"3%xp2”3 + (704 x3"5%p273) /45 -
(352 %373 %p274) /9 +2376%xp3 - (7832%3"2xp3) /3 - (6688%x3"4%p3) /9 -
(176 *3"6*p3) /9 + (352%x3"8xp3) /105-2376*p2*»p3 + (6688 %32 xp2%p3) /3 +
(1936 *3"4 xp2%p3) /3 - (704 %376 %p2%xp3) /45 + 1056 *p2"2*p3 -880%3"2%p2"2*p3 -
(704 %374 xp2"2%xp3) /9 - (880 %xp2"3*p3) /3 + (704 %x3"2%xp2”3xp3) /9 +
(352 % p2"4 %p3) /9 + (5984 %3 %p372) /9 - (2816 %373 %xp3°12) /9 +
(1408 * 375 % p372) /45 - (1408 * 3 xp2 xp372) /3 + (1408 *3 % p2"2%xp3"2) /9 +
(2816 *p3713) /9 + (2816 *3"2%p3~73) /27 - (2816 *p2 *p3~"3) /27 +
220 %3 *p4 + (1056 x3"5%xp4) /5- (704 %377 xpd) /63 -1056 *3"3xp2 xpd +
(704 %373 xp2"2xpd) /3 -1056 *p3 xp4 + 1056 * 372 xp3 *pd - (704 %34 xp3xpd) /9 +
1056 *p2 *p3 *xpd - (704 xp2"2xp3%xp4) /3 - (2816 %3 xp372%xp4) /9 -
(352 %3 %p6) /3 +1408 %373 xpb - (2816 %*3"5%xp6) /45 - (2816 %33 xp2xpb6) /9 -
(2816 xp3 xp6) /3 - (2816 x*3"2xp3*p6) /9 + (2816 xp2 xp3 xpb6) / 9;

In[2]:= F2=3471%3-4472%3"3 -754%3"5+ (5512%3"7) /45 + (52%379) /35 -
(416 #3711) /945 + (32%3713) /4725 -4680 %*3 *p2 + 4524 *3"3 % p2 + 312 x 3" 5% p2 -
(33904 377 %p2) /315 + (9152 %379 % p2) /945 - (416 x»3" 11 xp2) /4725 +
2314 %3 %p27"2-1352%3"3%xp2"2 + (1768 %x3"5%p272) /3 - (9152 %377 xp2"2) /315 -
(832 %379 %xp272) /945 - (1352 %3 xp2”73) /3 - (2704 x*3"3 %p2"3) /3 -
(9152 *3"5%p273) /45 + (832%3"7%p273) /105 + (52*3 xp274) /3 +
(4576 *3"3 *p274) /9 + (416 %*3"5xp2"4) /45 - (416 %*3"3 xp2"5) /9 -
9828 x p3 + 15704 * 3" 2 % p3 + (32240 %374 %p3) /9 - (9568 x3"6 xp3) /45 -
(2288 378 xp3) /63 + (416 *3710%p3) /525 + 14040 xp2 »p3 - 17472 * 3" 2 xp2 % p3 -
(39104 *3"4 %p2%p3) /9 + (832x3"6%xp2xp3) /3 - (416 %378 xp2*xp3) /315 -
8112 x#p2"2 %P3 + (25376 %*3"2%xp2"2%p3) /3 + (10400%3"4 xp2"2%p3) /9 -
(832 %376 xp2"2xp3) /45 + (8320 % p2”3xp3) /3 - (14144 %372 xp2"3%xp3) /9 -
(832%3"4 xp273xp3) /9 - (5200 %*p274 % p3) /9 + (416 %x3"2xp2"4xp3) /9 +
(416 » p2"5%p3) /9 - (61984 %3 xp3°2) /9 + (15808 %33 xp3~2) /9 -
(6656 x 3"5 xp372) /45 + (6656 *3"7 xp3"2) /315 + (55744 x*3 xp2xp3°2) /9 -
(3328 %373 *p2%p372) /9 - (3328*x3"5xp2xp3°2) /45 - (23296 %3 xp2"2%xp372) /9 +
(3328 * 3% p2"3%*p372) /9 - (11648 %*p373) /9 - (26624 x*3"2xp3"3) /27 +
(3328 374 % p373) /27 + (26624 xp2 *p3"3) /27 + (6656 *3"2 xp2 xp3"3) /27 -
(3328 xp2"2%p373) /27 -52 %3 xp4 -416 %373 xpd - (3952 %x3"5%xp4) /3 +
(9152 377 xp4) /63 - (1664 x3"9%xp4) /945 -416 x3 xp2 *p4 + 6240 * 33 xp2 x p4 -
(1664 *3"7 %*p2*p4) /63 +208 *3 xp2"2%p4d - (9152373 xp2"2xp4d) /3 +
(1664 *3"5%p2"2xp4d) /15 + (1664 *3"3 % p2~3 xp4d) /9 + 2496 »p3 » p4 -
(14144 372 *p3 xp4) /3 + (11648 x3"4 xp3 xp4) /9 - (1664 %376 xp3xp4d) /45 -
4992 * p2 * p3 % p4 - (1664 324 xp2*xp3*xp4d) /9 + (6656 *p2"2+p3*xp4) /3 +
(1664 *3"2 % p2"2%xp3 xp4d) /3 - (1664 xp2"3 *p3%xp4) /9 + (26624 x*3 xp3"2xp4d) /9 -
(6656 *3*p2*p3"2%xp4) /9 - (6656 %*p3"3xpd) /27 -208 *3 xp4"2 -
(1664 x»3"5xp4n2) /15 + (1664 x*3"3xp2xpd"2) /3 +832%p3xp4"2 -
(1664 32 x*p3 *pd4~2) /3 - (1664 xp2 *p3 xp4”~2) /3 + (2912%3 xpb6) /3 -
(24128 * 373 % p6) /3 + (36608 *3"5 xp6) /45 - (3328 x3"7 % p6) /315 -
(832%3xp2xpb6) /3 + (36608 %373 %p2%pb6) /9 - (6656 %x3"5%xp2xp6) /45 -
(3328 %373 xp2"2xp6) /9 + (11648 xp3 xpb) /3 + (26624 %32 xp3xp6) /9 -
(3328 x3"4 xp3%xpb6) /9 - (26624 xp2 *p3 xpb) /9 - (6656 %32 xp2xp3*xpb6) /9 +
(3328 xp2" 2 %p3 *p6) /9 - (6656 *3"3 xp4 xpb) /9 + (6656 *p3 *p4 xp6) /9;

In[3]:= F3=27863#3-58820%3"3 227835+ (61744%3"7) /15 - (16388 %379) /315 -
(8704 %37 11) /675 + (3944 %3713) /14175 - (1088 %37 15) /99225 + (64 %37 17) /99225 -
67320 %3 % p2 + 103428 373 % p2 + 3264 * 37 5% p2 - (1211216 377 % p2) /315 +
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(387872 %379 %p2) /945 + (19856 #3711 »p2) /4725 - (1088 * 3715 xp2) / 33075 +

55726 * 3 p2"2 -61744 %373 xp2”72 + (23800 %*3"5%p272) /3 - (85952 %377 xp2"2) /105 -
(44200 * 379 % p272) /189 + (1088 #3711 xp2"2) /315 + (1088 #3713 »p2"2) /1575 -
21216 *3%*p2”3 + (4624 x3"3 xp273) /3 - (31552 %3"5%p2”73) /5 +
(173536 * 3" 7 *p273) /135 - (20672 * 3711 xp2~3) /2835 + (10268 *3 xp2"4) /3 +
(136000 * 373 %p2°4) /9 + (11288 %*3"5%xp2”74) /15 - (1088 %37 xp274) /7 +
(105536 * 379 % p2~4) /2835 - (544 »3 *p2~5) /3 - (48688 %373 xp2"5) /9 -
(79424 * 3" 7 *p275) /945 + (136 *3 *p276) /9 + (5440%3"3 *xp2"6) /9 +
(11968 * 3" 5 %*p276) /135 - (1088 %373 xp2~7) /27 - 80784 xp3 + 228072 *3"2 xp3 +
(38488 %374 xp3) /3 - (54400%3"6 xp3) /3 - (409088 x3"8 xp3) /315 +

(69632 %3710 %xp3) /2835 + (544 *3"12 % p3) /2835 + (14144 3714 xp3) /99225 +
201960 * p2 xp3 - 411536 * 372 xp2 xp3 - (464032%3"4 xp2xp3) /9 +
(106624 *37"6 *p2*p3) /5 + (4352 %378 xp2%p3) /21 - (18496 x» 3" 10 xp2 *p3) /315 -
(1088 #3112 % p2 % p3) /225 - 184008 * p2" 2 *p3 + (885632 %312 %p2"2xp3) /3 +
(103360 * 374 %p2"2xp3) /3 - (237184 %376 % p2"2%p3) /45 +

(25568 * 378 xp2" 2 % p3) /45 + (96832 %3710 xp2~2 xp3) /1575 +

(274720 * p2~ 3 % p3) /3 -104448 x3"2 xp2" 3 xp3 - (302464 x3"4 xp2"3 % p3) /27 -
(36992 376 *p2"3 % p3) /27 - (64192 %38 *p2"3 x»p3) /189 -

(266560 * p2°4 % p3) /9 + 15232 %372 % p2" 4 xp3 + (28832%3"4 xp2"4%p3) /9 +
(105536 * 376 *p2" 4 xp3) /135 + (54400 » p2"5%p3) /9 - (1088 %372 xp2”5%p3) /3 -
(18496 * 324 xp2"5%p3) /27 - (5984 xp2”" 6 *p3) /9 - (1088 %372 xp2"6%xp3) /27 +
(1088 » p2" 7 % p3) /27 -158848 x3 xp3"2 + (170816 x*3"3 *p312) /3 +
(56576 * 3" 5 %p372) /5+ (330752 %377 xp372) /135 + (126208 *x379 % p3"2) /945 +
(8704 %3711 %*p372) /945 + (2227136 %3 xp2+p3°2) /9 - (517888 %373 xp2%xp372) /9 -
(187136 *3"5%p2+p3°2) /9 - (765952 %37 xp2 »p3"2) /315 -
(17408 *3"9 % p2 *p372) /105 -161024 *3 *p2"2 xp3"2 + (226304 *3"3 *p2"2%xp372) /9 +
(461312 %375 %p2" 2 xp372) /45 + (330752 % 3”7 xp2" 2% p3~72) /315 +
(1492736 *3 % p2~ 3 xp372) /27 - (174080 %373 xp2"3 % p3"2) /27 -

(34816 *3"5%p273xp372) /15 - (82688 x3 xp2"4 %p372) /9 +

(8704 %373 *p2"4%xp372) /9 + (17408 *3 xp2"5%p372) /27 - (95744 %xp373) /9 -
(761600 * 372 %*p373) /27 + (1118464 x3"4 %*p373) /81 + (121856 *3"6 xp3"3) /81 +
(60928 * 3" 8 *p373) /405 + (526592 x p2 * p373) /27 + (635392 %372 xp2 xp3~73) /27 -
(69632 %374 %p2 *p373) /9 - (34816 %376 xp2xp3"3) /27 - (239360 xp2"2 % p3"3) /27 -
(17408 * 3" 2 *p2"2 xp373) /3 + (17408 *3"4 % p2"2%xp3°73) /9 +

(34816 *p27 3 %p3°3) /27 + (34816 x3"2%p2~ 3 xp3"3) /81 - (8704 »p2"4 xp3~3) /81 +
(17408 *3xp3°4) /81 - (69632373 *p3°4) /81l + (278528 *3"5%xp3~4) /405 +

44132 3 % p4 -47328 x 373 xp4 - 25840 %35 xp4d + (1921408 * 3" 7 % p4) /315 -
(16048 * 3" 9 % p4) /945 - (2176 x 3713 xp4) /4725 - 49504 * 3 xp2 xp4d +
121312 x3"3 xp2 xp4 - (1088 *3"5xp2xpd) /3 - (209984 *3"7 xp2 xpd) /45 +
(8704 *3"9 % p2%p4) /63 + (23936 %311 xp2xp4d) /1575 + 24752 *3 »p2"2 % p4 -
(324224 *3"3 % p2"2xp4) /3 + (227936 *3"5xp2" 2 xp4) /15 -

(56576 * 3" 9 *p2" 2 xp4) /315 - (11968 *3 *p2" 3 xp4) /3 + (201280 %33 xp2"3 xp4d) /9 -
(8704 x3"5xp2"3xpd) /3 + (726784 %37 xp2"3 xp4) /945 - (272 x3 *p2"4 xpd) /3 -
(15232 %375 %xp2"4 %xp4) /15 + (2176 *3"3 xp2"5%xp4d) /9 -98736 *p3 *p4 +
77248 *3"2 *p3 % p4 + (634304 *3"4 xp3xp4) /9 - (298112 %376 *p3 xp4) /45 -
(242624 * 378 *p3 % p4) /315 - (28288 x* 3710 * p3 * pd) /525 + 58752 x p2 x p3 x p4 -
(315520 %3722 %p2 xp3 *xp4d) /3 - (263296 x*3"4 xp2 xp3xp4d) /9 +
(134912 %376 *p2 *p3 xp4d) /15 + (263296 * 378 »p2 * p3 *p4) /315 +
(14144 % p272 %xp3 xp4) /3 + (232832 %372 % p2"2xp3 xp4d) /3 -

(23936 * 3704 % p2" 2% p3xp4d) /3 - (187136 %x3"6xp2" 2 xp3 xp4) /45 -

(41344 xp273 *p3xp4) /9 - (47872%3"2%p2"3xp3*xp4d) /3 +
(134912 %374 % p2" 3 xp3 xp4) /27 + (1088 *p2"4 xp3 xpd) /3 +

(2176 372 x*p2" 4 xp3xpd) /3 - (2176 *p2"5*p3 *p4d) /9 + (239360%*3 xp3"2xp4d) /9 -
(95744 * 373 xp3"2%xp4d) /9 - (226304 x3"5 % p3"2 xp4) /45 -

(34816 * 3" 7 *p3”2%xp4) /45 - (295936 *3 *xp2 x*p3°"2%xp4) /9 +



Mathematica_results.nb 3

(34816 *3"3 *p2 *p3"2xpd) /3 + (243712 %*3"5xp2 xp3"2xp4d) /45 +

(17408 * 3 %xp2" 2 %p3"2xpd) /3 - (34816 %373 %xp2"2%xp3"2xpd) /9 -

(34816 * 3 xp2"3 % p3"2xpd) /27 - (478720 %p3"3 xp4) /27 - (34816 %372 xp3"3xp4d) /9 -
(69632 %374 %p373xpd) /27 + (69632 %p2 *p3"3xpd) /9 -8432%x3 xp4"2 -
2176 * 3" 3 xp4"2 - (66912 %x3"5%p4"2) /5+ (21760%3"7 xpd"2) /21 +

(82688 x379xp4n2) /945 -2176 *3 xp2 *pd"2 + (194752 x3"3 xp2xp4"2) /3 -
(126208 * 3" 7 *p2 *p4"2) /105 + 1632 %3 *p2"2%xp4"2 -21760 %33 *p2"2xp4"2 +
(56576 *3"5 % p2"2 xp4”2) /15 - (4352 %373 *p2"3xp4"2) /9 +50048 xp3 xp4"2 -

56576 * 3" 2 xp3 xp4"2 + (23936 x*3"4xp3xpd"2) /3 + (47872 %36 xp3 xp4”"2) /45 -
(178432 % p2 «*p3%xp4"2) /3 +4352%3"2%p2+p3 %p4"2 - (21760 %34 xp2xp3 xp4n2) /3 +
15232 *p272 % p3 % p4"2 + (4352 %372 %xp2"2xp3%p4n2) /3 + (4352 %xp2"3xp3xp4n2)/9+
17408 * 3 *p3"2xp4"2 + (34816 *3"3 *p3"2%xp4"2) /9 - (34816 xp373 % pd"2) /27 -
1088 * 3 *p4"3 - (8704 %*3"5%p4"3) /15 + (8704 %3 "3 xp2xp4"3) /3 +

4352 » p3 *p4"3 - (8704 %372 %xp3+p4"3) /3 - (8704 xp2*p3+xp4”"3)/3-14144 %3 %pb6 -
(260032 %373 %xp6) /3 + (530944 x*3"5%xp6) /15 + (4352 %3"7 xp6) /135 -

(8704 %3711 %p6) /2835 + (31552 %3 xp2 xp6) /3 + (1048832 %373 xp2xp6) /9 -
(322048 * 375 % p2 *p6) /15 + (17408 *3"7 *p2 xp6) /21 + (34816 *3"9 % p2 xp6) /405 -
(17408 * 3 xp27 2 %p6) /3 - (369920 %323 % p272xpb6) /9 - (713728 %37 xp2" 2 xp6) /945 +
(8704 *3%xp273%p6) /9 + (87040 %373 xp2"3%p6) /9 + (243712 %3"5%p2"3 %p6) /135 -
(43520 * 3" 3 *p2" 4 xp6) /27 + (330752 xp3 *pb6) /3 - (4352 %372 %p3%xpb) /3 -
(1779968 * 34 »p3 xpb) /27 - (139264 *3"6 xp3 xp6) /27 - (322048 » 378 x p3 % p6) /945 -
(1231616 *p2 *p3 *p6) /9 + (8704 %32 %xp2 xp3 *p6) /3 + (400384 %34 xp2 xp3 xpb6) /9 +
(452608 * 3" 6 *p2 *p3 *p6) /135 + (552704 xp2~2 xp3 xp6) /9 -

(34816 * 372 % p2" 2% p3 xpb) /3 - (226304 x 34 xp2" 2 xp3 xp6) / 27 -
(121856 * p2"3 % p3 % p6) /9 + (34816 %32 %P2~ 3 xp3 xpb6) /27 +

(43520 * p2" 4 *p3 % p6) /27 + (557056 * 3 *p3"2 % p6) /27 -

(139264 * 373 *p3"2xp6) /27 - (139264 %« 3"5xp3"2xp6) /45 -
(139264 *3%xp2 xp3"2%p6) /9 + (139264 x3xp2" 2 xp3"2xpb6) /27 +

(278528 * p37 3 % p6) /27 + (278528 * 372 *p3" 3 xp6) /81 -

(278528 * p2 *p373 %p6) /81 + (47872 %3 *p4 xp6) /3 - (765952 %33 xp4 xp6) /9 +
(34816 *3"5 % p4 xp6) /3 + (1114112 x*3"7 % p4 % p6) /945 - (8704 x3 xp2 xpd »xpb6) /3 -
(139264 * 35 % p2 *p4 *p6) /15 + (69632 %373 xp2"2xpd xp6) /9 +

(165376 * p3*p4 *xp6) /9 + (139264 %372 x*p3 xp4d +p6) /3 +

(139264 * 374 xp3 *pd xpb6) /27 + (34816 xp2 xp3 xpd xpb6) /3 -

(69632 xp27 2 xp3 x P4 xpb6) /9 - (278528 x 3 xp3" 2 % pd xpb) /27 -

(34816 *3"3 xp4"2%xp6) /9 + (34816 xp3 *p4"2%xp6) /9 - (17408 %3 xp6°2) /9 +
(348160 %373 *p6°2) /9 + (557056 * 3" 5% p6.2) /135 - (278528 * 373 xp2 xpb6"2) /27 -
(278528 * p3 xp6.2) /9 - (278528 * 372 xp3 *p6°2) /27 + (278528 xp2 » p3 x p6°2) / 27;

In[4]:= F4=-63973 %3 +204136%3"3 - 31958 %3"5-26144 %377 + (7220%379) /21 +
(113331237 11) /4725 + (19304 37 13) /14175 - (608 + 37 15) /675 -
(1216 «3717) /99225 + (2176 + 37 19) / 1488375 + 195624 # 3 % p2 -
416252 %373 % p2 + (108680 %375 %p2) /3 + (8034416 %377 xp2) /315 -
(412832 x 379 xp2) /135 - (587632 %3711 % p2) /4725 + (372704 % 3713 % p2) / 14175 +
(20672 % 37 15 % p2) /33075 - (111872 % 3717 % p2) / 1488375 - 201058 « 3 + p2° 2 +
305216 %373 % p2/2 - (659528 x 375 % p2/72) /15 + (328324377 xp2/2) /5 +
(2519096 329 % p2/2) /945 — (134368 3711 % p2/2) /675 - (20672 + 3713+ p2~2) /1575 +
(2120704 + 3715 % p272) / 1488375 + 96824 % 3 x p2~ 3 - (165680 %373 xp2~3) /3 +
(263872 %375 %p2~3) /15 - (1777184 %377 xp2~3) /135 + (11552 %379 % p2~ 3) /189 +
(392768 %3711 % p2/3) /2835 - (4864 % 3”713 xp2/ 3) /405 - (71060 %3 % p2°4) /3 -
(475456 %373 %xp274) /9 + (37544 x 375 p2~4) /9 + (2492192 %377 xp2~4) / 945 -
(2005184 + 379 % p2/74) /2835 + (63232 %3711 xp2~4) /1575 + (10336 x 3 xp2~5) /3 +
(272080 %373 xp2~5) /9 - 1824 %375 % p2~5 + (1509056 + 377 % p2/5) / 945 +
(4864 x 379 %P2/ 5) /945 — (5624 %3 %p2"6) /9 -5472 %373 xp2"6 -
(227392 %375 % p27 6) /135 - (252928 x 37 % p2°6) /945 + (608 %3 %p2°7) /9 +
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(20672 *3"3 *p277) /27 + (53504 *3"5xp2"7) /135 - (2432 %373 %xp2"8) /27 +

186732 »p3 - 884488 *3"2 xp3 + (535952 %374 % p3) /3 + (6914176 %376 % p3) /45 +
(3031792 %378 % p3) /315 - (16863488 *3"10 xp3) /14175 - (179968 * 3" 12 »p3) /1575 +
(1216 * 3" 14 % p3) /945 + (89984 #3716 »p3) /297675 - 586872 » p2 % p3 +
(5413024 *372 % p2 % p3) /3 - (1202624 x*3"4 % p2 % p3) /9 - (9085952 x*3"6 % p2 *p3) /45 -
(114304 * 378 *p2 »p3) /63 + (24366208 * 37 10 » p2 * p3) /14175 -

(37696 #3112 *p2 %+ p3) /2835 - (3010816 * 3714 xp2 xp3) /297675 + 652080 * p2" 2 % p3 -
(4474880 %372 % p2"2%p3) /3 +38304 %374 xp2"2 %p3 + (2701952 %376 % p2" 2 xp3) /45 -
(194560 * 378 *p2" 2 xp3) /21 - (13376 *3"10 % p2~ 2 %xp3) /27 +
(651776 #3712 % p2" 2 % p3) /6075 - (1153984 xp2" 3 *p3) /3 + 622592 %32 % p2" 3 xp3 +
(1111424 +3"4 % p2~ 3 %xp3) /27 + (3263744 *3"6 %*p2" 3 »p3) /135 +
(1173440 * 378 % p2~ 3 xp3) /189 - (5306624 * 310 »p2” 3 xp3) / 14175 +
(1351888 *p2” 4 % p3) /9 - (1096832 %372 xp2" 4 xp3) /9 - (1308416 x3"4 xp2~4 xp3) /27 -
(2678848 * 36 *p2"4 % p3) /135 - (199424 + 3728 *p2"4 % p3) /945 -

(369664 xp2"5%p3) /9 + (17024 x*3"2 xp2"5xp3) /3 + (548416 *3"4 xp2~5xp3) /27 +
(345344 *37"6 *p2" 5% p3) /135 + (68096 * p2"6 *p3) /9 + (27968 x3"2 xp2~ 6 % p3) /27 -
(68096 * 3" 4 % p2" 6 xp3) /27 - (27968 *p2"7 xp3) /27 - (4864 *3"2 xp2"7 xp3) /27 +
(2432 xp278 % p3) /27 + (2399776 *3 xp3~2) /3 - (4218304 %*3"3 xp3"2) /9 -
(2434432 %375 %p372) /15 - (3346432 %x3"7 %*p372) /135 - (469376 %379 xp3~12) /945 +
(19456 #3711 *p372) /81 + (768512 x 3" 13 xp3~72) /42525 - (13386944 x3 xp2 xp3°2) /9 +
(2033152 %373 % p2%xp3°2) /3 + (4703488 %x3"5%xp2xp372) /15 +
(34271744 % 3" 7 »p2 *p372) /945 - (1177088 * 379 »p2 *p3"2) /2835 -
(12918784 3" 11 xp2 * p3" 2) /42525 + 1189248 x 3 % p2" 2 xp3" 2 -

466944 * 373 xp2" 2 %*p3"2 - (9343744 *3"5%xp2"2%p3°2) /45 -
(6148096 * 377 * p2"2 %*p3~72) /315 + (301568 * 379 xp2"2 xp3"2) /243 -
(14421760 %3 »p2~ 3 *p3"2) /27 + (4893184 %373 »xp2" 3 %xp3"2) /27 +
(9202688 * 375 % p27 3 *p3~72) /135 + (1011712 %37 xp2" 3 %*p3"2) /945 +
(3806080 % 3 * p274 % p3°2) /27 - (1070080 * 323 % p2"4 xp3"2) /27 -
(943616 * 375 %p2"4 xp372) /135 - (593408 * 3 xp2"5%xp3°12) /27 +

(77824 *3"3 %*p2"5%xp372) /27 + (48640 *3 xp2~6 *p3"2) /27 + (1009280 xp3°3) /9 +
(2937856 * 372 % p373) /27 - (13624064 x3"4 xp3~3) /81 - (2957312 %376 %*p3~3) /135 +
(2607104 * 378 »p373) /2835 + (10875904 * 3710 » p3" 3) /42525 -

(4795904 % p2 *p3~73) /27 - (3453440 %372 %xp2xp3°3) /27 +

(11517952 %374 xp2 xp3"3) /81 + (311296 * 3" 6 *p2 *p3~3) /15 -
(15545344 x 378 xp2 »p3" 3) /8505 + (2913536 *p2~ 2 xp3"3) /27 +

(1595392 #3722 % p2"2 «p373) /27 - (428032 %374 xp2"2%p3°3) /9 -
(1595392 #3726 % p2"2 xp373) /1215 - (894976 *p2"3 »p3~13) /27 -
(1478656 * 372 *p27 3 x*p373) /81 + (272384 %*3"4 xp2"3 xp373) /81 +
(544768 * p2”4 xp3°3) /81l + (97280 %372 xp2" 4 xp3°3) /27 -

(19456 * p2~5%p3"3) /27 + (3716096 * 3 *p3°4) /81 + (155648 x 33 xp3°4) /9 -
(311296 * 3" 5% p3°4) /45 + (9961472 x»3"7 x*p3~4) /8505 - (4046848 x3 xp2xp3°4) /81 -
(1245184 *373 *p2*p3°4) /81 - (311296 *3"5 *p2 *p374) /1215 +
(622592 * 3 xp272 % p374) /27 + (1245184 x 373 xp2"2 xp3"4) /243 -
(311296 * 3 *p2~3 % p374) /81 + (311296 * p3"5) /27 + (622592 %372 xp3~5) /81 +
(311296 * 3”4 % p3"5) /243 - (622592 xp2 »p3"5) /81 - (622592 *3"2 xp2 *p3"5) /243 +
(311296 * p2~ 2 * p375) /243 -206492 x 3 % p4 + 244720 * 3" 3 xp4 + (1419376 * 3" 5 xp4) /15 -
(1847104 *3"7 % pd) /45 - (953648 * 379 xpd) /945 + (1704832 %3711 xp4d) /4725 +
(41344 *3"13 % p4d) /4725 - (530176 * 3715 xp4d) /496125 + 276640 » 3 » p2 » p4 -
532000 * 3" 3 *p2 xp4 + (187264 x3"5 xp2 xp4) /3 + (2019776 x 3" 7 xp2 xp4) /45 -
(294272 %* 329 % p2 xp4) /105 - (454784 x»3"11 xp2 »p4) /1575 +

(447488 * 3" 13 % p2 % p4) /14175 -138320%3 *p2" 2 xp4d + (1457984 x*3"3 xp2"2%xp4) /3 -
(415264 *3"5%p2"2xp4) /3 - (165376 %37 xp2"2xpd) /45 +
(1074944 + 379 % p27 2 xp4) /315 - (1250048 * 3" 11 xp2~2 xp4d) /4725 +
(63232 %3 xp2"3%xp4) /3 - (1212352 %373 *p2"3 xp4) /9 + (340480 %*3"5%xp2"3xp4d) /9 -
(13808896 * 3”7 x p2" 3 % p4) /945 + (1439744 %*3"9 »p2" 3 xp4) /2835 +
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4560 * 3 xp2"4 xpd + (2432 %373 xp2"4 xpd) /3 + (289408 *x3"5xp2"4 xp4) /15 +
(228608 * 3" 7 *p2" 4 xpd) /135 - (2432 %3 *p2"5xpd) /3 - (41344 x3"3 xp2"5%xp4) /9 -
(214016 *3"5%p2"5%xp4) /45 + (34048 373 xp2" 6% p4) /27 +

521664 x*p3 xpd - (1578368 %32 xp3 xpd) /3 - (3584768 %34 xp3xpd) /9 +
(3339136 *376 % p3 *p4d) /45 + (552064 x*378 xp3 xp4d) /45 - (396416 *3710 »p3 » p4) /945 -
(1639168 * 3" 12 »p3 *p4) /14175 -569088 * p2 * p3 * p4 + (2380928 » 32 xp2 xp3 *xp4) /3 +
(435328 %*3"4 xp2 x*p3xpd) /9 - (6148096 * 36 *p2 * p3 xp4) /45 -
(201856 * 378 *p2 xp3 *p4) /21 + (19981312 x 3710 xp2 x p3 xp4) /14175 +

(442624 «p2~2 % p3*pd) /3 - (1651328 «*3"2+p2"2%p3%xp4) /3 +
(2018560 %34 % p2"2 x*p3 xp4d) /9 + (1405696 *3"6 *p2~2 *p3 xp4) /15 -
(938752 %378 % p2"2%xp3 xp4) /315 + (99712 % p2"3 *p3%xp4) /9 +
(1439744 372 % p2" 3 xp3xpd) /9 - (3847424 x3"4 xp2"3 xp3 xp4l) /27 -
(1439744 376 *p2" 3 xp3 xp4d) /135 - (46208 xp2"4 xp3 xp4d) /3 -

17024 *3"2 % p2" 4« p3 % p4d + (530176 * 34 % p2~ 4 %xp3 *xp4) /27 +

(70528 »p2”5%p3 *xp4) /9 + (19456 * 32 % p2"5xp3*xp4d) /9 -

(34048 x p27 6 *p3 % p4) /27 - (1454336 *3 xp372xpd) /9 + (807424 x3"3 xp3"2xp4) /3 +
(3336704 *3"5 % p372xpd) /45 + (2023424 * 37 % p3"2 xp4) /315 -
(1381376 ¥ 3729 %« p3"2 xp4d) /945 + (3054592 x*3 xp2 xp3"2xp4d) /9 -
(2315264 *3"3 % p2%xp3°2%xp4d) /9 - (311296 *3"5%p2+xp372%xp4) /3 +
(1245184 3" 7 % p2 *p3°2 % p4d) /189 - (1819136 %3 xp2" 2% p3"2xp4d) /9 +

(311296 * 373 *p2"2%xp372%xp4d) /3 + (38912 x3"5%xp272+xp3"2xp4) /3 +
(1945600 %* 3 * p2~ 3 xp3°2 % p4d) /27 - (155648 *3"3 xp2" 3 xp3”2%p4) /27 -
(330752 %3 %xp274 % p3"2xp4) /27 + (1099264 xp3"3 xp4) /27 +

(38912 %372 % p3”3%xp4d) /27 + (972800 * 34 xp3~ 3 xp4) /27 -
(2256896 * 36 * p3" 3 xp4d) /405 - (38912 xp2 *p373xp4d) /9 +
(389120 %3722 %p2 xp373%xp4d) /9 + (7782434 %xp2 +p3"3xpd) /81 -
(194560 * p27 2 * p3°3 xp4) /9 - (544768 x3"2 xp2"2 xp3"3 xp4) /27 +
(389120 * p273 * p37 3 xpd) /81 - (622592 x3 xp3"4 xp4) /27 -

(622592 %373 xp374 xp4) /81l + (622592 %3 *p2*p3"4xp4d) /81 -7600%3 xpd4"2 +

41344 %373 xp4"2 + (234080 *3"5%p4"2) /3 - (566656 *3"7 xp4"2) /63 -
(1571072 %379 % pd"2) /945 + (184832 %3711 % p4"2) /945 + 41344 x3 % p2 xp4" 2 -
(1088320 %373 % p2 % pd"2) /3 -2432%3"5%xp2 xp4"2 + (2397952 %377 xp2 xp4~2) /105 -
(1420288 * 379 % p2 %+ p4"2) /945 -28576 * 3 *p2" 2 xp4"2 +192128 %*3"3 % p2" 2 xp4"2 -
(1074944 * 375 % p2" 2 xp4~2) /15 - (19456 * 3”7 »p2" 2 xp4"2) /315 +

2432 x3 % p2"3%xp4”"2 + (82688 %373 xp2"3xp4”"2) /9 + (214016 *3"5xp2"3xp4~2) /15 -
(48640 %373 xp2"4 xp4"n2) /9 -115520%p3 xp4"2 + (588544 %372 xp3 xp4n2)/3-
(719872 %374 +p3 +p4n2) /9 - (958208 *3"6 xp3 xp4"2) /45 +

(651776 * 378 *p3 *p4"2) /315 + (734464 xp2 xp3 xpd"2) /3 -

29184 x3"2 % p2 *p3 *p4"2 + (442624 x3"4 xp2 xp3 xpd"2) /3 -
(252928 * 376 *p2 »p3 *p4"2) /45 -77824 »p2"2 *p3 *xp4"2 -

(53504 * 372 % p272+p3xp4n2) /3 - (214016 %374 xp2"2 xp3 xp4"2) /9 -
(170240 * p2~ 3 % p3 % pd"2) /9 - (19456 x 322 xp2” 3 xp3 *pd"2) /3 +
(48640 » p2™ 4 xp3 xp4™2) /9 - (515584 x3 xp372%xp4"2) /9 -

77824 *3"3 % p3"2%xp4"2 + (38912 %x3"5%xp3"2%p4"2) /5-38912%3 xp2*p312xp4"2+
(194560 * 3 *p2" 2 *p372%p4n2) /9 + (544768 xp3"3xpd"n2) /27 +
(389120 %372 % p3"3%xp4n2) /27 - (77824 xp2 *p3" 3 xpd"2) /27 + 15808 x 3 p4" 3 +
(165376 * 375 %p4"3) /15 - (19456 x3"7 xp4~3) /63 - (165376 %*3"3xp2xpd"3) /3 +
(19456 * 3" 3 *p2" 2 xp4"~3) /3 -68096 xp3 xp4" 3 + (165376 *3"2xp3 xp4~3) /3 -
(19456 * 3" 4 *p3 *p4"3) /9 + (165376 *p2 *p3 *p4"3) /3 - (19456 *p2"2 xp3xp4"3) /3 -
(77824 *3xp3"2%p4~"3) /9 + 165984 %3 xpb6 + (509504 x 33 xp6) /3 -
(3827968 ¥ 3" 5 % p6) /15 - (1113856 %3~ 7 xpb6) /135 + (435328 x*3"9 % p6) /189 +

(165376 #3711 % p6) /2835 - (19456 * 3713 xp6) /2835 - (614080 %3 *p2 *p6) /3 -
(3147008 * 373 % p2 % p6) /9 + (1858048 *3"5 % p2 *p6) /9 - (5846528 *3"7 % p2 »p6) / 945 -
(661504 * 379 % p2 *p6) /405 + (797696 * 3711 »p2 »p6) /4725 +

(330752 %3 % p2"2%p6) /3 + (1716992373 xp2”2%p6) /9 -
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(53504 * 375 % p2”2 % p6) /3 + (13560832 % 3" 7 xp2” 2 xp6) /945 -
(38912 %379 % p2"2 xp6) /45 - (243200 %3 *p2" 3 xp6) /9 - (243200 %373 xp2"3 *p6) /3 -
(4630528 * 375 % p2"3 % p6) /135 - (194560 * 3" 7 *p2” 3 xp6) /189 +
(17024 *3 % p2"4 % p6) /9 + (826880 %33 % p2"4 xpb) /27 +

(914432 %*3"5%p2" 4 xp6) /135 - (97280 %373 xp2~5*p6) /27 - (1928576 * p3 *pb) /3 +
301568 * 3" 2 *p3 *p6 + (18507520 * 34 » p3 % p6) / 27 + (9766912 %376 *xp3 +p6) /135 -
(369664 * 378 *p3 *pb6) /135 - (369664 *3710*p3 »p6) /525 + (8735744 %+ p2 *p3 *p6) /9 -
(3317248 *3"2 % p2 xp3 *p6) /9 - (17821696 * 34 xp2 * p3 xpb6) / 27 -
(9261056 * 376 * p2 * p3 *p6) /135 + (4416512 %378 xp2 xp3 xp6) /945 -
(5189888 x p2" 2 xp3 *p6) /9 + 233472 %372 %P2 2 x»p3 x»pb +

(6225920 * 324 % p2"2 xp3 % p6) /27 + (1128448 x3"6 P2~ 2 x*p3 +p6) /135 +
(1673216 *p2" 3 xp3 xp6) /9 - (1245184 x3"2 % p2" 3 xp3 xp6) /27 -
(661504 * 374 xp2" 3 xp3 *p6) /27 - (1031168 * p2" 4 »p3 xp6) /27 -

(19456 * 3" 2 % p2" 4 xp3 xp6) /27 + (97280 * p2" 5 xp3 xp6) /27 -
(9494528 * 3 * p372 % p6) /27 + (856064 *3"3 xp3"2xp6) /27 +
(6848512 %375 % p3"2 % p6) /135 - (5292032 % 3" 7 *p3" 2% p6) /945 +
(9261056 * 3 % p2 * p3"2 % p6) /27 + (311296 *3"3 % p2 xp3" 2 % pb6) /27 -
(1245184 * 35 % p2 *p3”2 % p6) /135 - (4046848 x» 3 xp2" 2 x*p3"2 % p6) /27 -

(311296 * 323 % p2" 2 xp372 % p6) /27 + (622592 %*3 % p2" 3 xp3~2 % p6) /27 -

(2957312 xp3"3 xp6) /27 - (6225920 %32 x*p3"3 % p6) /81 -

(311296 * 324 x*p3* 3 xp6) /81 + (6225920 x»p2 * p3* 3 »p6) /81 +
(622592 #3722 % p2 *»p373 % p6) /27 - (311296 % p2"2 xp3~ 3 xpb) /27 -
(252928 * 3 xp4 xp6) /3 + (3930112 %33 xp4d xp6) /9 - (924160 %*3"5xpd »p6) /9 -
(21168128 * 3”7 xp4d xp6) /945 + (1011712 %379 xp4 xp6) /405 + 29184 % 3 x p2 x p4 % pb6 +
(19456 * 3" 3 xp2 *p4d »pb6) /3 + (2646016 x» 35 % p2 * p4 »p6) /15 -
(6459392 x 3727 % p2 *p4 *p6) /945 + (9728 * 3 % p2" 2 xpd »xpb) /3 -
(1323008 * 373 % p2"2 % p4 *p6) /9 - (1478656 * 35 xp2”2 xpd »pb6) /45 +
(544768 * 373 xp2" 3 xp4d xp6) /27 - (398848 xp3 xp4 xpb6) /9 -
(2607104 372 *p3 * P4 *p6) /9 - (2762752 %34 xp3 x»pd xp6) /27 +
(1789952 3726 *p3 % p4 »p6) /135 - (428032 xp2 *p3 *p4 *pb) /3 -

(77824 %372 %P2 %*p3 P4 »p6) /3 + (389120 %34 xp2 xp3 *p4 xp6) /27 +
(1206272 % p2" 2 xp3 *p4 xp6) /9 + (389120 %32 % p2"2 xp3 *xp4d xpb) /9 -
(544768 x* p2" 3 *p3 * P4 *xp6) /27 + (4358144 * 3 xp3"2 % pd xp6) /27 +
(622592 * 373 *p3"2xp4d xpb) /27 - (1245184 3 xp2 *p3" 2 % p4d xp6) / 27 -
(622592 * p37 3 xpd *pb6) /81 -9728 %3 xp4"2 xpb6 + (661504 x3"3 *p4"2xp6) /9 -
(77824 %*3"5%xp4"2%p6) /15 + (77824 %*3"3 *p2 xp4"2%p6) /9 -
(311296 *p3 *p4"2%xp6) /9 - (77824 x3"2%xp3 xp4d"2%p6) /3 -

(77824 xp2 xp3 xp4"2%p6) /9 + (252928 x3xp6°2) /9 - (1011712 %373 %xp6”72) /3 -
(10584064 * 375 % p6°2) /135 + (2490368 *3"7 *p6°2) /315 - (77824 x3 *p2*p6°2) /9 +
(5292032 %373 % p2 % p6°2) /27 + (2490368 * 35 % p2 *p6°2) /135 -
(622592 * 373 % p2" 2% p6.2) /27 + (2023424 xp3 *p6°2) /9 +
(4358144 #3722 % p3*p6°2) /27 - (4358144 xp2 *p3 xp6"2) /27 -
(1245184 * 372 % p2 x p3 %+ p6"2) /27 + (622592 x p2"2 xp3 xp6"2) /27 -
(622592 *3"3 % p4 *p6"2) /27 + (622592 % p3 % p4 * p6”°2) /27,

In[5]:= Sys = {Fl, F2, F3, F4}
233892 13068p2 673926p2° 43208 p2° 4+ 2575056 p3
Qut[5] = { 7 - = - 35 + 5 - 1056 p2 -3t
3 4 2
292776 p2p3 ;5500 022 p3 + 1232p2°p3  352p2*p3  17248p3*
5 3 9 15
» 1408p2°p3* 11264 p3°® 2816p2p3°® 963996 p4
1408 p2 p3- + 3 + 9 57 + 35

28512 p2 p4 + 6336 p22 p4 + 2112 p3 p4 + 1056 p2 p3 p4 - 7% p22 p3 p4 -
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3 35 7 35
3
105405;1;1 P2° P8 4350 p2 p6 - 11800723;2 p3p6 26715622; p2p3p6

2
649;536 17;108 4325720 p2* p3 p6 - 37322752 p3“ p6

p2% p3p4 +

p23 p3 p6 +

p22 p3 p6 -

45
139264 139264 1114112 p3° p6 278528

g p2 p3? p6+Tp22 p3?% p6 + 27p o g1 P2 p33 p6 +
110196222 p4p6 1132390: P2P4P6 | 508806 p2? pa p6 + 76856329p3 p4p6
34216 p2 p3 p4 p6 - 69832 p22 p3 p4 p6 - —2789528 p32 p4 p6 - 104448 p4? p6 +

2 2
34316 03 a2 6 + 3062016572 P _ 376528 p2 pé? - 1114115 p3p6> 27523?28 02 p3 62,

18377719863 11280453444 p2 171738935346 p2®  669146712p2° 38145692 p2* N
875 875 6125 35 25
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139196432 p2° 120148552 p2® 1757728 p2’ s 17161750836 p3
35 - 105 * 15 -2432p2°+ 245 -
132555487704 p2 p3 188936304 p22 p3 , 23523364352 p2° p3 6527499856 p2* p3 .
1225 175 525 315
158404672 p2° p3 1686592 p2° p3 71744 p2’ p3 , 2432 p2° p3 7405768928 p3?
45 9 27 27 175
56363396032 p2 p3” 2721400704 p2® p3®> 6992053504 p2° p3? 105556096 p2* p3?
525 35 i 315 45 i
107008 p2° p3? , 48640 p2° p3® 11602344832 p3? , 12593110016 p2 p3®
9 9 1575 945
562925312 p22 p33 , 2023424 p2% p33 , 3171328 p2* p3® 19456 p2° p33 , 1403419648 p3*
135 27 81 27 945
84672512 p2 p3* , 622592 p22 p3* 311296 p2° p3* , 4980736 p3° 2490368 p2 p3° .
135 3 27 27 81
311296 p2? p3° 110968190292 p4 , 7666997952p2p4 1516235568 p22p4
243 6125 175 175
3 4 5
57199303254 p2°p4 421371:;6 p2*p4 64107552 P2°P4 24048 026 pd + 207961;;;2 p3p4
12063914112 p2 p3 p4 6523078784 _, 803972992 5 4265728 _,
175 + 105 p2¢ p3 p4 — a5 p2° p3 p4 + —a p2* p3 p4 +
245632 & 34048 g 1058031872 p32 p4 351414272 )
Tp2 p3 p4 - 57 p2° p3 p4 + 105 - 51 p2 p3< p4 +
16041472 544768 330752 147194368 p3° p4
fp22p32p4+Tp23p32p4—Tp24p32p4— 135p P2
4163584 1828864 389120 2490368 p3* p4
Tp2p33p47Tp22p33p4+Tp23p33p47# +
622592 4 80773104 p4®> 353553216 p2 p4?> 435660576 p2? p4?
57 P2p3p4s 35 * 35 35 *
3 2 2
18612096 p2° p4® | oo, 02 pd? 237164992 p3 p4? 117533696 02 p3 pd?
5 35 15
2 2
2164480 p22 p3 pd? 6959552 029 p3 pd? + 48840 D2 p3 pd? 572979125p3 pa?
3 2
116736 p2 p32 pd? + 1943560 022 p32 pd? 4 404684§7p3 pa? 7728724 02 D3 pd? +
3
% - 1488384 p2 p4® + 175104 p22 p4® + 252928 p3 p4d + 1653& p2 p3 p4d -
19456 ., s 77824p3?p4® 1058596704 p6 4259381696 p2 pb
3 P2 p3p4 3 35 * 175 *
2 3 4
54290023254 p2%p6 13498961%)%2 p2° p6 371779;3;1 P2*P6  o-5g0 025 D6 +
26665681024 p3 p6  23674829312p2p3 p6 1183318784 19922944 5 B
525 315 * 45 P27 p3 p6 9 P27 p3 p6
1206272 .4 97280 ¢ 37433344 p3?p6 40546304 2
— a7 pP2* p3 p6 + 57 p2° p3 pb6 315 45 p2 p3“ p6
6848512 622592 30040064 p3% p6 23035904
szz p3? p6+Tp23 p32 p6 - 27p PO 81 p2 p3° p6 -
31;$96 022 p3° p6 - 463218;;6 p4p6 1972546576 p2 p4 p6 597250192 022 D4 p6 +
544768 p2° p4 p6 - 5732710;15p3 p4p6 2373632 02 D3 pa pé + 4703352 022 p3 p4 p6 -
543;68 02 p3 p4 pé + 996;472 03 p4 p6 - 1243184 02 p3? p4 p6 - 62;5;92 03 D4 p6 +
2
34728956 P42 p6 | 522470 D2 p4? p6 2415544 D3 p4? p6 - 77824 02 p3 p4? p6 -
2 2 2
1132125184 p6> 146231296 p2 p6> .o, D22 p6? + 15097856 p3 p6?
105 15 9
;552‘7‘800 p2 p3 p62 + ‘625392 p22 p3 p62 - 622592 p4 p62 + —62?92 p3 p4 p6? |

In[6]:= Var = {p2, p3, p4, p6};
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In[7]:= Timng[
NSol ve [N[Sys, 2 Machi nePreci sion], Var]]

Qut[7]= {1.516 Second,

{{p2 - 38.60015851096341423422954061451, p3 - 1. 454963239498246122236853356722,
p4 - 670. 546722358121106996252756358, p6 — 12248. 23525056953773103559285783},
{p2 - 7.69861591676712019466045342439 - 0. 99419318343660870432645239632 1,
p3 - 1. 990398350845398948768472639773 - 0. 047787323516492258310104820790 1,
p4 - 15. 47886822752413018045056201335 - 5. 16490897272878058104577098149 1,
p6 — 35. 5881063581130856222789315339 - 20. 26720002011312600225817119791 },

{p2 > 7.69861591676712019466045342439 + 0. 99419318343660870432645239632 1,

p3 - 1. 990398350845398948768472639773 + 0. 047787323516492258310104820790 1,

p4 - 15. 47886822752413018045056201335+ 5. 16490897272878058104577098149 1,

p6 — 35. 5881063581130856222789315339 + 20. 26720002011312600225817119791 },

{p2 - 3.930754648895702914249122440836, p3 - 1. 340430792264410509828534664860,
p4 - 2. 957153015303767214447408316560, p6 — 2. 542925564232708641889624530170},
{p2 - 3.560384528322684234531187097000, p3 -~ 1.462103767529495158718115066627,
p4 - 2.315148581268398323302212580286, p6 —» 1. 651562920303631593056700259225},
{p2 - 3.273227605113326328775752839936, p3 — 1. 894487287250927194748541844363,
p4 - 2.096258809485016939610519518085, p6 — 1. 516115502635101359724868603022},
{p2 - 3. 366944336826192289587960738331, p3 - 2. 069699061277094636222985302604,
p4 - 2.263182841362302537917074896035, p6 — 1. 718302777985232767497037510228},
{p2 -~ 4.04392411814028462483440159289 + 0. 164600917315115697241872896443 1,

p3 - 2. 79889783679083902388146652031 + 0. 015739205783219814262426834628 1,

p4 - 3.00088070381088286712613835744 + 0. 072801624327269662233923211226 1,

p6 — 2. 55396425288108317934281683220 + 0. 029891843472506231993148559586 1 },
{p2 -~ 4.04392411814028462483440159289 - 0. 164600917315115697241872896443 1,

p3 - 2. 79889783679083902388146652031 - 0. 015739205783219814262426834628 1,

p4 - 3.00088070381088286712613835744 - 0. 072801624327269662233923211226 1,

p6 — 2. 55396425288108317934281683220 - 0. 029891843472506231993148559586 1 },
{p2 - 3. 731671937524934521428171713881, p3 - 2. 549763348868191616957754888026,
p4 - 2. 749958302873247660000442171962, p6 - 2. 288522960325859584108280558883},
{p2 - 3. 853266573064781836150861426632, p3 — 2. 869867176071562056529149459925,
p4 - 2.957130016015273172948942501373, p6 - 2. 588450064418545975402315525438},
{p2 - 2.946919857952606942333702785607, p3 - 2. 053444097360025404919231846785,
p4 > 1. 961969449536478477519949885061, p6 —» 1. 531563735956620298262471541960},
{p2 - 3. 084988698191359985370406940803, p3 - 2.229323163660080519299641838219,
p4 - 2.169323182646356288665617670699, p6 » 1. 761599446866555688345714272261},
{p2 -» 3.54638708716818244311218127289 + 0. 025497762957571226552573664622 1,

p3 - 2. 73593468118406346430073034448 - 0. 020211373982733070853230425188 1,

p4 - 2. 78091372033730222725503100775- 0. 0282628210181947097565901781151,

p6 - 2. 426248424263885443096373258641 - 0. 0292489614814461445117112932601 },
{p2 -~ 3.54638708716818244311218127289 - 0. 025497762957571226552573664622 1,

p3 - 2. 73593468118406346430073034448 + 0. 020211373982733070853230425188 1,

p4 - 2. 78091372033730222725503100775 + 0. 028262821018194709756590178115 1,

p6 - 2. 426248424263885443096373258641 + 0. 0292489614814461445117112932601 },
{p2 - 4. 06531917518590818524993310961 - 0. 084651532185702109491269078150 1,

p3 - 3.33393740866684166477548461995- 0. 114603163763464490185687168556 1,

p4 - 3.50114431971106459614225250310 - 0. 132807994115193528796549573565 1,

p6 - 3. 20516323535003881259432639365 - 0. 1493462690930640776098294547901 },
{p2 - 4.06531917518590818524993310961 + 0. 084651532185702109491269078150 1,

p3 - 3.33393740866684166477548461995 + 0. 114603163763464490185687168556 1,

p4 - 3.50114431971106459614225250310 + 0. 132807994115193528796549573565 1,

p6 — 3. 20516323535003881259432639365 + 0. 1493462690930640776098294547901 },
{p2 - 3. 410399555922999865206180212852, p3 - 2. 639820227244579096147835614634,
p4 - 2.670787392912306521506906473997, p6 — 2. 302508899108472548137588049105},
{p2 - 2. 670745551893832740349664629445, p3 - 2. 002294539400708399249066984236,
p4 - 1. 796587965794341011952905001812, p6 —» 1. 431688832728137404271230457420},
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{p2 - 2.
p4 - 1.
{p2 - 1.
p4 - 0.
{p2 - 2.
p4 - 1.
{p2 - 2.
p4 - 1.
{p2 - 2.
p4 - 1.
{p2 - 3.
p3 - 2.
p4 - 2.
p6 - 2.
{p2 - 3.
p3 - 2.
p4 - 2.
p6 - 2.
{p2 - 2.
p4 - 2.

784202441310058554824077254490, p3 » 2.172252588137002058011812186923,
988936051004880139169051990648, p6 » 1. 651544060280237721801656378622},
904413901905022925823872255719, p3 » 1. 312163827080700659272418998602,
946319357645433001924158118058, p6 - 0. 532558348226846717566204208803},
328502190843818239919237610176, p3 » 1. 785027357710131653731338381237,
499633761650627047406374500205, p6 » 1. 145598369794868101735680902531},
026195449153659853757670640535, p3 » 1.482192939158884675370824849798,
142813337121778409447039169393, p6 —» 0. 753363202972735639047038281950},
461052545707877802625767777023, p3 » 1. 956329557569852804088369549319,
698087924671812827818995832075, p6 » 1. 368086790129084242478894782031},
07469076635937707631007157071 + 0. 285142194651457744131264280084 1,
63598897009754188245561562001 + 0. 009083202592245910699837441787 1,
468580389659578578122180207954 + 0. 038227949897923847179019614270 1,
242915961685472279391541163087 + 0. 009415723608015531543490994049 1 },
07469076635937707631007157071 - 0. 285142194651457744131264280084 1,
63598897009754188245561562001 - 0. 009083202592245910699837441787 1,
468580389659578578122180207954 - 0. 038227949897923847179019614270 1,
242915961685472279391541163087 - 0. 009415723608015531543490994049 1 },
920796528488233845747752393860, p3 —» 2. 485522534748737466303986136156,
332266235156253047923622137390, p6 » 2. 053236699581373070597056785642} } }
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