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Abstrakt

Ćılem této bakalářské práce je vytvořeńı virtuálńıch model̊u některých jednoduchých

systémů, které jsou použ́ıvány ve výuce a jsou umı́stěny v laboratoři K26 katedry ř́ıdićı

techniky fakulty elektrotechnické českého učeńı technického v Praze. Tyto virtuálńı mo-

dely snad pomohou ke zkvalitněńı výuky na katedře ř́ıdićı techniky a pomohou student̊um

v předmětech jako jsou SAM a SRI.
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Abstract

The main goal of this bachelor work is to create virtual models of some simple systems,

which are situated in the laboratory K26 at the Department of Control Engineering at

Electrotechnical Faculty of Czech Technical University in Prague. These virtual models

can be also used as teaching examples at the Department of Control Engineering and can

help to students to make their work easier in subjects like SAM and SRI.
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3.2 Simulace systému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitola 1

Úvod

Hlavńım úkolem této práce je vytvořeńı virtuálńıch model̊u jednoduchých systémů (vo-

dárny a inverzńıho kyvadla). Tyto virtuálńı modely pak budou použity ve výuce pro

jej́ı usnadněńı. Pro vytvořeńı virtuálńıch model̊u je třeba nalézt matematicko-fyzikálńı

popis systémů (Horáček, P., 1999), (Franklin, G. F. et al., 2005) a to systému

vodárny s jednou nádrž́ı, který je plněn pomoćı zubového čerpadla, systému vodárny

taktéž s jednou nádrž́ı, ale plněného odstředivým čerpadlem, systému inverzńıho kyvadla

a následné vytvořeńı virtuálńıch model̊u těchto systémů a také vytvořeńı virtuálńı reality

systému vodárny se dvěmi vodńımi nádržemi pro kapalinu, který je umı́stěn v laboratoři

K26 katedry ř́ıdićı techniky fakulty elektrotechnické českého vysokého učeńı technického

v Praze.

Pro źıskáńı matematicko-fyzikálńıho popisu těchto systémů se nejprve muśıme sez-

námit se základńımi fyzikálńımi vlastnostmi těles, ze kterých jsou tyto systémy složeny,

dále pak definovat pojmy, které budeme použ́ıvat.

Vlastńı matematicko-fyzikálńı popis dynamického chováńı reálného systému můžeme

dostat použit́ım vzorc̊u klasické fyziky, nebo pomoćı Lagrangeových rovnic. K matematic-

ko-fyzikálńımu popisu systémů vodáren bylo využito vzorc̊u klasické fyziky, popisuj́ıćıch

dynamiku reálných systémů. Matematicko-fyzikálńı model systému inverzńıho kyvadla

byl vytvořen pomoćı Lagrangeových rovnic druhého druhu.
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Kapitola 2

Systém vodárny se zubovým

čerpadlem

2.1 Matematicko-fyzikálńı popis

Vodárna je soustava složená ze zubového čerpadla, nádrže, př́ıtokového a odtokového

potrub́ı viz obr. 2.1. Čerpadlo čerpá kapalinu do nádrže a ta z ńı odtéká výtokovým

ventilem (mı́sto B na obr. 2.1).

Obrázek 2.1: Systém vodárna

Pro odvozeńı matematického modelu vo-

dárny si nejdř́ıve zopakujme některé základńı

vlastnosti kapalin (Feynman, R. P. et al.,

2001). Kapalina je látka, jej́ıž molekuly vyvo-

zuj́ı malé přitažlivé śıly, tud́ıž má možnost se

přemist’ovat i vlivem slabých silových poĺı, tj.

proudit. Tyto malé molekulárńı śıly zp̊usobu-

j́ı, že kapalina má schopnost zaplnit spojitě

část objemu nádrže (v klidu s minimálńı po-

tenciálńı energíı). Daľśım projevem těchto mezimolekulových sil je kapilarita, která zp̊uso-

buje odlǐsné mechanické vlastnosti vrstvy kapaliny na volném povrchu, které jsou d̊us-

ledkem nerovnoměrného p̊usobeńı vnitřńıch molekul.

Fyzikálńı veličinou charakterizuj́ıćı makroskopické vlastnosti kapalin je předevš́ım hus-

tota ρ [kgm−3] definovaná jako pod́ıl hmotnosti elementárńı částice kapaliny dm [kg]

a jej́ıho elementárńıho objemu kapaliny dV [m3]

ρ =
dm

dV
.

3
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Účinek elementárńı tlakové śıly kapaliny dF [N] na element povrchu dS [m2] vyjadřuje

fyzikálńı veličina zvaná tlak p [Pa]

p =
dF

dS
.

Stlačitelnost́ı kapaliny rozumı́me závislost objemu V na tlaku p za konstantńı teploty.

Na obr. 2.1 uvažujeme nádrž naplněnou ideálńı kapalinou (nestlačitelná a dokonale

tekutá – při pohybu se všechny částice pohybuj́ı př́ımočaře se stejnou rychlost́ı) do

výšky h [m]. Objem V [m3] kapaliny v nádrži vyjádř́ıme jako V (t) = Sh(t), kde S [m2] je

pr̊uřez nádrže. Potom změna objemu kapaliny v nádrži dV je rovna rozd́ılu mezi př́ıtokem

kapaliny do nádrže qi [m3 s−1] a výtokem kapaliny z nádrže qo [m3 s−1]

S
dh(t)

dt
= qi(t)− qo(t). (2.1)

Za předpokladu, že zanedbáme všechny ztráty (ztráty zp̊usobené třeńım a tvarem pot-

rub́ı), můžeme př́ıtok qi vyjádřit jako qi(t) = Sivi(t), kde Si [m2] je pr̊uřez př́ıtokového

potrub́ı a vi [m s−1] je rychlost kapaliny uvnitř př́ıtokového potrub́ı. Př́ıtok qi dostaneme

př́ımo z převodńı charakteristiky zubového čerpadla u → qi na obr. 2.2, kde u je vs-

tupńı napět́ı zubového čerpadla (dynamiku motoru čerpadla zanedbáme, protože časová

konstanta motoru čerpadla je zanedbatelně malá vzhledem k časové konstantě vodárny).

Z tohoto obrázku vid́ıme, že pro rozsah vstupńıho napět́ı u ∈ 〈1, 12〉V můžeme charak-

teristiku aproximovat lineárńı funkćı qi = 1,25 · 10−6 ui.

0 5 10 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
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1.6
x 10

−5
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q
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3  s
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Obrázek 2.2: Převodńı charakteristika zubového čerpadla ui → qi



2.2. SIMULINKOVÉ SCHÉMA 5

Uvažujeme vliv výtokového ventilu jako konstantu k [-], která nám umožńı měnit

pr̊uřez výtokové trubice

k =
So

Somax

, (2.2)

kde So [m2] ∈ 〈0, Somax〉 je velikost pr̊uřezu výtokového potrub́ı a Somax [m2] je maximálńı

velikost pr̊uřezu výtokového potrub́ı. Za tohoto předpokladu pak výtok qo vyjádř́ıme

jako qo(t) = kSomaxvo(t), kde vo [m s−1] je rychlost kapaliny uvnitř výtokového potrub́ı.

Výtokovou rychlost vo můžeme určit z Bernoulliho rovnice (Feynman, R. P. et al.,

2001) vyjadřuj́ıćı zákon zachováńı mechanické energie pro ustálené prouděńı ideálńı ka-

paliny v uzavřené trubici beze ztrát, kterou vyjádř́ıme mezi mı́stem na hladině kapaliny

v nádrži (bod A na obr. 2.1) a mı́stem těsně za výtokovým ventilem (bod B na obr. 2.1)

po

ρ
+

v2(t)

2
+ gh(t) =

po

ρ
+

v2
o(t)

2
+ gho(t) . (2.3)

V mı́stě A (levá strana rovnice) má kapalina rychlost v [m s−1], v mı́stě B (pravá strana

rovnice) má kapalina rychlost vo. V mı́stech A a B se také nacháźı stejný atmosférický

tlak po [Pa], který neńı na obr. 2.1 v mı́stě B z d̊uvodu přehlednosti uveden.

Z rovnice kontinuity pro ustálené prouděńı ideálńı kapaliny, taktéž pro mı́sta A a B,

tj. Sv(t) = Sovo(t) vyplývá, že pokud budeme uvažovat pr̊uřez výtokového potrub́ı So

zanedbatelně malý v̊uči pr̊uřezu nádrže S, bude pak také rychlost hladiny kapaliny v ná-

drži v zanedbatelně malá v̊uči výtokové rychlosti kapaliny vo. Tud́ıž můžeme předpo-

kládat v ≈ 0. Dále za tohoto předpokladu můžeme uvažovat nulovou výšku hladiny

v mı́stě B, tj. ho = 0. Pak výtokovou rychlost vo dostaneme z Bernoulliho rovnice (2.3)

jako

vo(t) =
√

2gh(t). (2.4)

Rovnici pro změnu výšky hladiny ideálńı kapaliny v nádrži obdrž́ıme vyjádřeńım

časové změny výšky vodńı hladiny z rovnice (2.1), tj. vyděleńım obou stran této rovnice

pr̊uřezem nádrže S a dosazeńım vzorc̊u pro př́ıtok qi a výtok qo

dh(t)

dt
= −k

Somax

S

√
2g

√
h(t) +

Si

S
vi(t). (2.5)

2.2 Simulinkové schéma

Simulinkové schéma kompletńıho modelu je na obr. 2.3.
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Obrázek 2.3: Simulinkové schéma modelu vodárny

2.3 Simulace systému

Proved’me nyńı několik experiment̊u pro ověřeńı správného fyzikálńıho chováńı našeho

modelu. Uvažujme tyto parametry vodárny: poloměr nárdže r = 5 cm, poloměr př́ıtoko-

vého potrub́ı ri = 0,5 cm, poloměr výtokového potrub́ı ro = 0,5 cm.

Nejprve ověř́ıme vliv velikosti napět́ı čerpadla u na načerpáváńı nádrže při kon-

stantńım otevřeńı výtokového ventilu k = 0,1. Počátečńı výšku hladiny v nádrži uvažujme

nulovou h(0) = 0. Z obr. 2.4(b) je vidět, že při velikosti vstupńıho napět́ı u = 8 V se hlad-

ina ustaluje ve výšce 8 cm, pro velikost vstupńıho napět́ı u = 10 V se hladina ustáĺı na

výšce 12,9 cm. Dále je vidět, že s rostoućı ustálenou výškou hladiny se také prodlužuje

doba ustáleńı.
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(a) vstupńı napět́ı u(t)
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Obrázek 2.4: Časové pr̊uběhy signál̊u pro r̊uzné vstupńı napět́ı u
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Obrázek 2.5: Časové pr̊uběhy signál̊u pro r̊uzná otevřeńı ventilu k

Na obr. 2.5(b) můžeme pozorovat změnu výšky hladiny kapaliny v nádrži podle ote-

vřenosti výtokového ventilu k pro vstupńı napět́ı na čerpadle u = 10V. Je-li výtokový

ventil uzavřen tj. k = 0, pak hladina kapaliny roste lineárně. K ustáleńı hladiny kapaliny

ve vodńı nádrži dojde, je-li výtokový ventil pootevřen (např. k = 0,1 nebo k = 0,2). Č́ım

je ventil v́ıce pootevřen, t́ım docháźı k rychleǰśımu ustáleńı výšky hladiny a také docháźı

k menš́ımu př́ır̊ustku okamžité výšky hladiny kapaliny.

2.4 Kontrola simulaćı systému

Správnost ustálené výšky hladiny kapaliny můžeme ověřit výpočtem: v ustáleném stavu

plat́ı qi = qo, tud́ıž můžeme ze vzorce pro výtok qo = Sovo určit výtokovou rychlost vo,

např́ıklad pro u = 10 V je

vo =
qo

So

=
1,25 · 10−6

π · 0,1 · 0,0052

.
= 1,59 m s−1.

Z rovnice (2.4) vyjádř́ıme výšku h

h =
v2

o

2g
=

1,592

2 · 9,81
.
= 0,129 m,

neboli h
.
= 12,9 cm, což je v souladu se simulacemi na obr. 2.4(b).
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2.5 Virtuálńı model systému

Rovnice (2.5) byla také použita pro vytvořeńı virtuálńıho modelu vodárny s ideálńı ka-

palinou a se zanedbáńım ztrát zp̊usobených třeńım a ztrát zp̊usobených změnou tvaru

potrub́ı, viz př́ıloha A ¿Water TankÀ. Tento virtuálńı model byl vytvořen pomoćı Vir-

tual Reality Toolboxu v Matlabu (The Mathworks [online], 2007). Virtuálńı svět tohoto

systému je uveden na obr. 2.6

Obrázek 2.6: Virtuálńı svět systému vodárny

Vstupem do systému virtuálńı reality je vstupńı napět́ı u na zubovém čerpadle c.

Výstupem je okamžitá výška kapaliny v nádrži h(t). Dále je v tomto modelu možno nas-

tavit pásmo necitlivosti a saturace čerpadla, poloměr nádrže r [cm], poloměr př́ıtokového

potrub́ı ri [cm], maximálńı poloměr výtokového potrub́ı romax [cm], počátečńı výšku

hladiny kapaliny v nádrži h(0) [cm] a otevřeńı výtokového ventilu pomoćı jeho kon-

stanty k ∈ 〈0, 1〉, kde hodnota konstanty k = 1 znač́ı úplné otevřeńı tohoto ventilu,

hodnota k = 0 pak znač́ı úplné uzavřeńı výtokového ventilu k.



Kapitola 3

Systém vodárny s odstředivým

čerpadlem

3.1 Matematicko-fyzikálńı popis

Uvažujme nyńı, že vodárna z kapitoly 2 je plněna pomoćı odstředivého čerpadla, které

je narozd́ıl od zubového čerpadla zdrojem konstantńıho tlaku v př́ıtokovém potrub́ı při

konstantńım vstupńım napět́ı. Toto odstředivé čerpadlo je umı́stěno př́ımo na hladině

zásobńıku s kapalinou. Převodńı charakteristika vstupńıho napět́ı ui [V] na tlak za čer-

padlem v př́ıtokovém potrub́ı pi [Pa] tohoto odstředivého čerpadla je na obr. 3.1. Z tohoto

obrázku urč́ıme matematickou aproximaci této chatakteristiky jako pi = 40 u2
i pro ui ∈

〈1, 10〉V.

9
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Obrázek 3.1: Převodńı charakteristika odstředivého čerpadla u → pi

Př́ıtok kapaliny do nádrže vyjádř́ıme rovněž jako v kapitole 2, čili qi (t) = Si vi (t).

Pro určeńı př́ıtokové rychlosti kapaliny vi sestav́ıme Bernoulliho rovnici, kterou budeme

uvažovat pro mı́sto za odstředivým čerpadlem (levá strana rovnice) a mı́sto na hladině

kapaliny ve vodńı nádrži (pravá strana rovnice)

po + pi (t)

ρ
+

v2
i (t)

2
+ ghi =

po

ρ
+

v2 (t)

2
+ gh (t) . (3.1)

Jelikož mı́sto, kde př́ıtoková trubice úst́ı do nádrže, pokládáme za nulovou hladinu,

pak hi = 0. Dále, protože pr̊uřez př́ıtokového potrub́ı Si je zanedbatelně malý v̊uči

pr̊uřezu nádrže S, můžeme opět považovat vi À v, tud́ıž v ≈ 0. V mı́stě na hladině

kapaliny v nádrži je atmosférický tlak po, pro jehož velikost plat́ı po
.
= 105Pa. Za těchto

předpoklad̊u se Bernoulliho rovnice (3.1) zjednoduš́ı na

pi (t)

ρ
+

v2
i (t)

2
= gh (t) .

Z této rovnice vyjádř́ıme př́ıtokovou rychlost vi

vi (t) = sign

(
2gh (t)− 2pi (t)

ρ

) √∣∣∣∣2
(

gh (t)− pi (t)

ρ

)∣∣∣∣. (3.2)

Tato rovnice však nerespektuje směr přitékaj́ıćı kapaliny, nebot’ člen 2gh (t) pravé strany

rovnice (3.2) se vztahuje k rychlosti kapaliny, která z nádrže vytéká. Člen pi (t) /ρ se

vztahuje k rychlosti kapaliny, která do nádrže přitéká vlivem odstředivého čerpadla.
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Zvoĺıme-li směr přitékaj́ıćı kapaliny do nádrže za kladný, pak rovnice (3.2) přejde na

vi (t) = sign

(
2pi (t)

ρ
− 2gh (t)

) √∣∣∣∣2
(

pi (t)

ρ
− gh (t)

)∣∣∣∣. (3.3)

Takto upravený vzorec již respektuje směr kapaliny v př́ıtokovém potrub́ı. Je-li rychlost

přitékaj́ıćı kapaliny menš́ı než rychlost kapaliny vytékaj́ıćı z nádrže, pak se kapalina vraćı

do zásobńıku kapaliny i prostřednictv́ım př́ıtokového potrub́ı. Čili pro př́ıtok qi plat́ı

qi (t) = Si sign

(
2pi (t)

ρ
− 2gh (t)

) √∣∣∣∣2
(

pi (t)

ρ
− gh (t)

)∣∣∣∣. (3.4)

Odtok qo z̊ustává stejný jako v př́ıpadě vodárny plněné zubovým čerpadlem

qo (t) = −k Somax

√
2g

√
h (t). (3.5)

Dosad́ıme-li rovnice pro př́ıtok (3.4) a rovnici pro výtok (3.5) do rovnice (2.1), dostaneme

rovnici časové změny vodńı hladiny v čase

dh (t)

dt
= −k

Somax

S

√
2g

√
h(t) +

Si sign
(

2pi(t)
ρ

− 2gh (t)
) √∣∣∣2

(
pi(t)

ρ
− gh (t)

)∣∣∣
S

. (3.6)

3.2 Simulace systému

Proved’me nyńı opět několik simulaćı systému vodárny plněné odstředivým čerpadlem.

Výsledky těchto simulaćı jsou na obr. 3.2 a na obr. 3.3
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Obrázek 3.2: Časové pr̊uběhy signál̊u pro r̊uzné vstupńı napět́ı u
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Obrázek 3.3: Časové pr̊uběhy signál̊u pro r̊uzná otevřeńı ventilu k

Z výsledk̊u simulaćı můžeme na obr. 3.2(b) pozorovat, že kapalina se při velikosti

vstupńıho napět́ı U = 10 V ustáĺı na hladině
.
= 40,5 cm a při velikosti vstupńıho napět́ı

U = 8 V se kapalina ustáĺı na hladině h = 26 cm. Na obr. 3.3(b) můžeme opět pozorovat

vliv otevřenosti ventilu na výšku ustálené hladiny při vstupńım napět́ı U = 10 V. Zde je

vidět hlavńı rozd́ıl mezi zubovým a odstředivým čerpadlem. Zat́ımco u zubového čerpadla

hladina při vstupńım napět́ı U = 10 V lineárně rostla, při použit́ı odstředivého čerpadla

dojde k ustáleńı hladiny kapaliny v nádrži, nebot’ je-li hydrostatický tlak u dna nádrže

vyvolaný výškou kapaliny v nádrži větš́ı než hydrostatický tlak vznikaj́ıćı za odstředivým

čerpadlem při daném vstupńım napět́ı, kapalina se vraćı př́ıtokovým potrub́ım zpět do

zásobńıku s kapalinou, dokud se oba tyto tlaky nevyrovnaj́ı. Pro otevřeńı ventilu k = 0,1

se kapalina ustaluje ve výšce h
.
= 40,6 cm a pro otevřeńı ventilu k = 0,2 se hladina

ustaluje ve výšce h
.
= 39,2 cm.

3.3 Kontrola simulaćı systému

Nyńı ještě proved’me kontrolu této simulace např́ıklad pro otevřeńı výtokového ventilu

k = 0,2. Poloměr výtokového i př́ıtokového potrub́ı je ri = ro = 0,5 cm, vstupńı napět́ı

na odstředivém čerpadle je U = 10 V. V ustáleném stavu opět plat́ı rovnice kontinuity
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Sivi = Sovo, dosazeńım za vi vzorec (3.3) dostáváme

Si

√
2

(
pi

ρ
− gh

)
= Sok

√
2gh.

Pro ustálenou výšku h dostáváme z této rovnice

h =
S2

i pi

(k2S2
og + gS2

i )ρ
.

Protože př́ıtokové i výtokové potrub́ı máj́ı stejný pr̊uřez, rovnice (3.3) se zjednoduš́ı na

h =
pi

(k2g + g)ρ
=

40 · 102

(0,22 · 9,81 + 9,81)1000
.
= 0,392m,

neboli h
.
= 39,2cm, což souhláśı se simulaćı z obr. 3.3(b).

3.4 Virtuálńı model systému

Pro vytvořeńı virtuálńıho modelu systému vodárny s odstředivým čerpadlem byla použita

rovnice (3.6). Tento virtuálńı model je možné nalézt v př́ıloze A ¿Water Tank2À. Na obr. 3.4

je zobrazeno simulinkové schéma tohoto systému s př́ıpojeńım k virtuálńımu modelu.

Obrázek 3.4: Simulinkové schéma

Tento systém využ́ıvá pro virtuálńı realitu stejný virtuálńı svět, jaký byl použit

pro systém vodárny se zubovým čerpadlem v kapitole 2. I zde kapalinu považujeme za
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ideálńı a zanedbáváme ztráty zp̊usobené třeńım. Vstup, výstup i nastavitelné parametry

virtuálńıho modelu jsou stejné jako v kapitole 2.



Kapitola 4

Systém inverzńı kyvadlo

4.1 Matematicko-fyzikálńı popis

Inverzńı kyvadlo je systém složený z pohyblivého voźıku hmotnosti m [kg] a tyče délky

l1 [m] a hmotnosti m1 [kg], viz obr. 4.1.

Obrázek 4.1: Inverzńı kyvadlo

Tento voźık se může vlivem vněǰśı śıly F (t) [N] po-

hybovat ve směru x-ové souřadnice. Tyč je s voźıkem

spojená otáčivým čepem a může se otáčet kolem to-

hoto čepu úhlovou rychlost́ı ω1(t) [rad s−1]. Fyzikálńı

popis dynamického chováńı celého modelu můžeme

odvodit např. pomoćı Lagrangeových rovnic druhé-

ho druhu (Feynman, R. P. et al., 2001), které jsou

založeny na principu virtuálńıch praćı. Podle principu

virtuálńıch praćı je virtuálńı práce δA(t) [J] všech

zobecněných sil Qi(t) [-] p̊usob́ıćıch na těleso nebo

soustavu těles v rovnováze rovna nule

δA(t) =
n∑

i=1

Qi(t) δqi(t) = 0, (4.1)

kde n je počet stupň̊u volnosti soustavy, δqi(t) [-] znač́ı zobecněný virtuálńı posuv po

zobecněné souřadnici.

Zobecněnými souřadnicemi rozumı́me geometrickou konfiguraci mechanické soustavy

o n stupńıch volnosti, která může být určena r̊uznými zp̊usoby. Vždy je však k tomu

zapotřeb́ı n veličin, např́ıklad vzdálenost́ı či úhl̊u. Zobecněnými souřadnicemi mohou být

třeba kartézské souřadnice, ale také jakékoli jiné. Zobecněné souřadnice mohou mı́t i r̊uzný

15
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fyzikálńı rozměr. Virtuálńı posuv je posuv, který může, ale nemuśı nastat po zobecněné

souřadnici. Je výsledkem p̊usobeńı zobecněné śıly, která taktéž může mı́t r̊uzný fyzikálńı

rozměr.

Śıly p̊usob́ıćı v soustavě můžeme rozdělit na konzervativńı a nekonzervativńı (Feyn-

man, R. P. et al., 2001). Konzervativńı śıly zachovávaj́ıćı energetickou bilanci systému.

Př́ıkladem konzervativńıch sil je např́ıklad t́ıhová śıla nebo śıla elektrostatická. Nekonz-

ervativńı śıly nezachovávaji energetickou bilanci systému, čili docháźı ke ztrátám energie.

Jde např́ıklad o śıly třeńı nebo o odpor prostřed́ı.

Základńı Lagrangeova rovnice druhého druhu má tvar

d

dt

∂L(t)

∂q̇i(t)
− ∂L(t)

∂qi(t)
= Q∗

i (t), (4.2)

kde L [J] je Lagrangeova funkce, zvaná též Lagrangian, qi [-] je zobecněná souřadnice, Q∗
i [-

] je zobecněná nekonzervativńı śıla. Index i nabývá hodnot i = 1, . . . , n. Lagrangeova

funkce L představuje rozd́ıl mezi kinetickou energíı celé soustavy Ek [J] a potenciálńı

energíı celé soustavy Ep [J]

L(t) = Ek(t)− Ep(t) (4.3)

Pro sestaveńı pohybových rovnic systému Lagrangeovou metodou muśıme určit:

1. nezávislé zobecnělé souřadnice q1, q2, . . . , qn, kde n je stupeň volnosti soustavy,

2. kinetickou energii Ek celé soustavy, jako funkci rychlost́ı q̇1, q̇2, . . . , q̇n zobecnělých

souřadnic q1, q2, . . . , qn,

3. potenciálńı energii Ep celé soustavy jako funkci zobecněných souřadnic q1, q2, . . . , qn,

4. Lagrangeovu funkci (4.3),

5. všechny zobecněné nekonzervativńı śıly Q∗
1(t), Q∗

2(t), . . . , Q∗
n(t),

6. odvozeńı pohybových rovnic podle vztahu(4.2).

Dle předchoźıho postupu nejprve urč́ıme nezávislé zobecněné souřadnice soustavy

inverzńıho kyvadla umı́stěného na pohyblivém voźıku. Tato soustava má dva stupně

volnosti, tud́ıž budeme mı́t celkem dvě nezávislé zobecněné souřadnice q1 a q2. Jako

prvńı nezávislou zobecněnou souřadnici soustavy inverzńıho kyvadla q1 urč́ıme úhel ky-

vadla ϕ1 [rad s−1], čili q1 = ϕ1. Druhou zobecněnou souřadnićı soustavy q2 je souřadnice

v ose x [m], čili q2 = x.
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Když již máme zjǐstěné zobecněné souřadnice soustavy, můžeme přej́ıt k určeńı kine-

tické energie celé soustavy. Kinetické energie záviśı na hmotnosti tělěsa a jeho rychlosti.

Tato soustava se skládá z tyče hmotnosti m1, která je na jednom jej́ım konci připevněná

k pohyblivému voźıku, který se může pohybovat rychlost́ı v(t) = ẋ(t). Tyč rotuje kolem

čepu úhlovou rychlost́ı ω1(t) = ϕ̇1(t). Jelikož tyč koná rotačńı pohyb, má rychlost tyče dvě

složky. Prvńı složkou je rychlost tyče ve směru osy x, druhou složkou je rychlost tyče ve

směru osy y. Rychlost tyče v ose x označ́ıme v1x a rychlost tyče v ose y označ́ıme v1y . Nyńı

si rotuj́ıćı tyč představ́ıme jako jediný hmotný bod (těžǐstě) rotuj́ıćı kolem ramene, které

se nacháźı přesně v polovině tyče, nebot’ předpokládáme,že tyč je vyrobena z homogenńıho

materiálu. Z obr. 4.1 plyne, že x-ová a y-nová složka souřadnic těžǐstě tyče jsou

x1 (t) = x (t) +
l1
2

cos ϕ1 (t)

y1 (t) =
1

2
l1 sin ϕ1 (t)

Jelikož x-ová složka rychlosti tyče v1x je časová derivace souřadnice x1 a také y-ová složka

rychlosti tyče v1y je časovou derivaćı souřadnice y1, dostáváme pro jednotlivé složky

rychlosti tyče

v1x (t) = ẋ1 (t) = ẋ (t)− l1
2

ϕ̇1 (t) sin ϕ1 (t) ,

v1y (t) = ẏ1 (t) =
l1
2

ϕ̇1 (t) cos ϕ1 (t) .

Jelikož je rychlost tyče v1 vektor, pak pro velikost vektoru rychlosti tyče plat́ı

v2
1 (t) = v2

1x
(t) + v2

1y
(t) = ẋ2 (t)− ẋ (t) ϕ̇1 (t) l1 sin ϕ1 (t) +

l21
4

ϕ̇1
2 (t) .

Pak kinetická energie této tyče bude mı́t tvar

Ek1(t) =
1

2
m1 v2

1(t) +
1

2
J1ω

2
1(t),

kde J1 [kg m2] je moment setrvačnosti ramene tyče k čepu.

Obecně, velikost momentu setrvačnosti J záviśı na rozložeńı hmoty v tělese vzhledem

k ose otáčeńı. Body (části) tělesa s větš́ı hmotnost́ı a umı́stěné dál od osy maj́ı větš́ı mo-
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Obrázek 4.2: Moment setrvačnosti

ment setrvačnosti. Pro velikost momentu setrvačnos-

ti obecného tělesa plat́ı vztah

J =

∫

(m)

r2 dm, (4.4)

kde r [m] je vzdálenost nekonečně malého elementu

hmotnosti dm [kg] o elementárńım objemu dV [m3]

od osy otáčeńı O, viz obr. 4.2. Tyč je vyrobena z homogenńıho materiálu, takže má

v každém mı́stě stejnou hustotu ρ. Jelikož plat́ı dm = ρ dV , můžeme rovnici (4.4) napsat

také jako

J =

∫

(V )

ρr2 dV.

Tyč má konstantńı kruhový pr̊uřez S, takže nekonečně malý objem tyče dV můžeme

vyjádřit dV = S dl, takže

J = ρS

l
2∫

0

r2 dr =
ρS l3

24
.

Dosad́ıme-li do rovnice (4.1) za hustotu tyče ρ

ρ =
m

V
=

m

S l
2

,

pak dostaneme vzorec pro výpočet momentu setrvačnosti rotuj́ıćı tyče hmotnosti m a

délky l v̊uči ose kolmé na tuto tyč a procházej́ıćı těžǐstěm této tyče

J =
1

12
ml2.

Tyč inverzńıho kyvadla ovšem nerotuje kolem osy procházej́ıćı jej́ım středem, ale otáč́ı se

kolem jednoho jej́ıho konce. Tuto skutečnost vyřeš́ıme pomoćı Steinerovy věty (Feyn-

man, R. P. et al., 2001), které určuje moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose ne-

procházej́ı jej́ım těžǐstěm. Steinerova věta má tvar Js = J0 + md, kde Js je výsledný

moment setrvačnosti, J0 je moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose procházej́ıćı jej́ım

těžǐstěm, m je hmotnost tělesa, d je vzdálenost mezi osou procházej́ıćı těžǐstěm tělesa a

osou procházej́ıćı mimo těžǐstě tělesa. V našem př́ıpadě je moment setrvačnosti J0 roven

momentu setrvačnosti J , který je odvozen v rovnici (4.1) a pro vzdálenost d plat́ı d = l/2.

Pak výsledný moment setrvačnosti tyče rotuj́ıćı kolem osy procházej́ıćı jedńım z jej́ıch
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koncových bod̊u má tvar

Js =
1

12
ml2 + m

(
l

2

)2

=
1

3
ml2. (4.5)

Jelikož v našem př́ıpadě je vzhledem k těžǐsti délka tyče l = l1/2, pak bude mı́t výsledná

kinetická energie rotuj́ıćı tyče připevněné k pohyblivému voźıku tvar

Ek1(t) =
1

2
m1 v2

1(t) +
1

6
m1

(
l1
2

)2

ϕ̇1
2(t).

Pro kinetickou energii voźıku, který se pohybuje po x-sové souřadnici, plat́ı vztah

Ekv(t) =
1

2
mvẋ(t).

Pro kinetickou energii celé soustavy plat́ı

Ek(t) = Ekv(t) + Ek1(t). (4.6)

Daľśım bodem je určeńı potenciálńı energie celé soustavy. Potenciálńı energie je druh

energie, kterou má každé těleso nacházej́ıćı se v potenciálńım poli určité śıly (Feyn-

man, R. P. et al., 2001). Podle śıly p̊usob́ıćı na dané těleso lze rozlǐsit v́ıce druh̊u po-

tenciálńı energie, např. gravitačńı potenciálńı energie, potenciálńı energie pružnosti, atd..

Potenciálńı energie může nabývat kladných i záporných hodnot. Potenciálńı energie je

relativńı, zálež́ı na tom, vzhledem k čemu se vztahuje. Při výpočtech se nulová hladina

potenciálńı energie voĺı zpravidla v rovnovážné poloze, kde jsou př́ıslušné śıly v rovnováze,

nebo v nekonečnu, kde je velikost př́ıslušných sil na těleso nulová. Kyvadlo je umı́stěné

v gravitačńım poli země, čili na něj p̊usob́ı gravitačńı potenciálńı energie. Pro potenciálńı

energii kyvadla plat́ı

Ep1(t) = m1 g y1(t) =
1

2
l1m1 g sin ϕ1(t),

kde g [m s−2] je t́ıhové zrychleńı.

Voźık se pohybuje pouze po ose x. Proto nedocháźı ke změně jeho potenciálńı en-

ergie Epv = mvghv, polož́ıme-li voźık do nulové hladiny potenciálńı energie hv = 0, pak

bude i jeho celková potenciálńı energie rovna nule a celková potenciálńı energie soustavy

bude

Ep(t) = Ep1(t) (4.7)
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Nyńı již známe celkovou kinetickou energii soustavy i celkovou potenciálńı energii sous-

tavy, takže můžeme přistoupit k sestaveńı Lagrangeovy funkce L

L(t) = Ek(t)− Ep(t) =
1
2

mv ẋ2(t) +
1
2

m1

(
ẋ2(t)− ẋ(t)ϕ̇1(t)l1 sinϕ1(t) +

1
4

l21ϕ̇1
2(t)

)
+

+
1
6

m1

(
l1
2

)2

ϕ̇1
2(t)− 1

2
l1m1 g sinϕ1(t).

Nyńı urč́ıme nekonzervativńı śıly Q∗
i v celé soustavě. V př́ıpadě rotuj́ıćı tyče bude

nekonzervativńı śıla Q∗
1, která tlumı́ kmity tyče a p̊usob́ı v otáčivém čepu. Pro jej́ı ve-

likost plat́ı Q∗
1 = −2δ1J1ϕ̇1(t), kde δ1 [s−1] ∈ 〈0,1〉 je koeficient tlumeńı v otáčivém

čepu. V př́ıpadě voźıku je nekonzervativńı śıla složena z vněǰśı śıly F (t) [N] a jej́ıho

úbytku zp̊usobeného vlivem třeńı δvẋ(t), čili pro velikost této nekonzervativńı śıy Q∗
2

plat́ı Q∗
2 = F (t)− δvẋ(t), kde δv [kg s−1] je koeficient třeńı pohybuj́ıćıho se voźıku.

Pohybové rovnice systému nyńı sestav́ıme podle rovnice (4.2) pro jednotlivé nezávislé

souřadnice ϕ1 a x

d

dt

∂L(t)

∂ϕ̇1(t)
− ∂L(t)

∂ϕ1(t)
= Q∗

1(t), (4.8)

d

dt

∂L(t)

∂ẋ(t)
− ∂L(t)

∂x(t)
= Q∗

2(t). (4.9)

K tomu potřebujeme znát parciálńı derivace Lagrangeovy funkce podle proměnných ẋ,

x, ϕ̇1 a ϕ

∂L(t)

∂ϕ̇1(t)
=

1

2
m1

(
−ẋ(t)l1 sin ϕ1(t) +

2

3
l21ϕ̇1(t)

)

∂L(t)

∂ϕ1(t)
=

1

2
m1 (−ẋ(t)ϕ̇1(t)l1 cos ϕ1(t))− 1

2
m1l1g cos ϕ1(t)

∂L(t)

∂ẋ(t)
= m ẋ(t) + m1 ẋ(t)− 1

2
l1 ϕ̇1(t) sin ϕ1(t)

∂L (t)

∂x (t)
= 0

Pro sestaveni Lagrangeových rovnic druhého druhu potřebujeme dále ještě znát časovou

derivaci prvńı a třet́ı rovnice

d

dt

∂L(t)

∂ϕ̇1(t)
=

1

2
m1

(
−ẍ(t)l1 sin ϕ1(t)− ẋ(t)ϕ̇1(t)l1 cos ϕ1(t) +

2

3
l21ϕ̈1(t)

)
,

d

dt

∂L(t)

∂ẋ(t)
= (m + m1) ẍ(t)− 1

2
m1 l1

(
ϕ̈(t) sin ϕ(t) + ϕ̇2(t) cos ϕ(t)

)
.
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Výslednou pohybovou rovnici pro rotuj́ıćı tyč urč́ıme z rovnice(4.8), výslednou pohybovou

rovnici pohyblivého voźıku urč́ıme z rovnice (4.9). Výsledné pohybové rovnice rotuj́ıćı tyče

a pohyblivého voźıku maj́ı tvar

2

3
ϕ̈1(t)+

4

3
δ1ϕ̇1(t)+

g

l1
cos ϕ1 =

1

l1
ẍ(t) sin ϕ1(t) (4.10)

(mv+m1) ẍ (t)− 1

2
m1 l1

(
ϕ̈1 (t) sin ϕ1 (t)+ϕ̇1

2 (t) cos ϕ1 (t)
)

= F (t)− δvẋ (t) (4.11)

4.2 Simulinkové schéma

Pro sestaveńı simulinkového schématu rotuj́ıćı tyče muśıme ještě vyjádřit nejvyšš́ı de-

rivaci ϕ1(t) z rovnice (4.10). Pro sestaveńı simulinkového schématu pohyblivého voźıku

muśıme vyjádřit nejvyšš́ı derivaci x(t) z rovnice (4.11)

ϕ̈1(t) = −2δ1ϕ̇1(t)− 3

2

g

l1
cos ϕ1(t) +

3

2

1

l1
ẍ(t) sin ϕ1(t)

ẍ(t) = − δv ẋ(t)

mv + m1

+
m1 l1

2 (mv + m1)

(
ϕ̈1(t) sin ϕ1(t) + ϕ̇1

2(t) cos ϕ1(t)
)

+
F (t)

mv + m1

(a) Schéma pohyblivého voźıku (b) schéma rotuj́ıćı tyče

Obrázek 4.3: Simulinková schémata

4.3 Simulace chováńı systému inverzńıho kyvadla

Proved’me nyńı pár experiment̊u pro zjǐstěńı chováńı našeho modelu. Uvažujeme pro naš́ı

simulaci tyto parametry: hmotnost voźık̊u mv = 0,5 kg, hmotnost tyče m1 = 0,275 kg,
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délka tyče l1 = 0,5 m, koeficient tlumeńı v otáčivém čepu δ1 = 0,25 s−1, koeficient třeńı

voźıku δv = 0,3 kg s−1, počátečńı úhel náklonu tyče ϕ1(0) = 90o. Výsledky této simulace

jsou na
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(c) úhel náklonu kyvadla ϕ1(t)

Obrázek 4.4: Časové pr̊uběhy simulace

Z obr. 4.4(b) vid́ıme, jak pohyb tyče ovlivňuje pozici voźıku. Pokud bychom chtěli

uvažovat voźık jako tvrdý zdroj polohy (pohyb voźıku neńı ovlivněn kývaj́ıćı se tyč́ı),

jeho pohybová rovnice by měla tvar

ẍ(t) =
F (t)

mv + m1

− δv

mv + m1

ẋ(t). (4.12)

Virtuálńı realita př́ıpadu, kde voźık je tvrdým zdrojem polohy je A ¿InvertedPendulum2À.

Výsledky této simulace pro stejné parametry simulace, jaké byly použity v př́ıpadě, kdy

voźık nebyl tvrdým zdrojem polohy jsou uvedené na obr. 4.5.
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(c) úhel náklonu kyvadla ϕ1(t)

Obrázek 4.5: Časové pr̊uběhy simulace inverzńıho kyvadla

Porovnáme-li tyto dvě simulace, zjist́ıme, že se od sebe lǐśı obr. 4.4(b), který nemá

hladký pr̊uběh simulace polohy x(t) a obr. 4.5(b), který má hladký pr̊uběh simulace

polohy x(t) - poloha voźıku je ovlivněna pouze dočasným p̊usobeńım vněǰśı sily F (t),

která voźıku dle druhého Newtonova zákona ud́ıĺı zrychleńı.

4.4 Virtuálńı realita systému

Simulinková schémata na obr. 4.3 byly použity pro modelováńı virtuálńı reality systému

inverzńıho kyvadla, viz př́ıloha A ¿InvertedPendulumÀ. Virtuálńı svět tohoto systému je

uveden na obr. 4.6
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Obrázek 4.6: Virtuálńı svět systému vodárny

V tomto systému je možné nastavit hmotnost voźıku mv, hmotnost tyče m1, délku

tyče l1, koeficient tlumeńı v otáčivém čepu δ1, koeficient třeńı voźıku δv a počátečńı úhel

náklonu tyče ϕ1(0).



Kapitola 5

Tvorba virtuálńı reality

Virtuálńı realita těchto model̊u byla vytvořena ve Virtual Reality Toolboxu (The Math-

works [online], 2007), který je součást́ı Matlabu.

Pro vytvořeńı virtuálńıho modelu se muśı nejdř́ıve vytvořit svět virtuálńı reality.

Př́ıklad virtuálńıho světa je uveden na obr. 5.1

Obrázek 5.1: Virtuálńı svět systému vodárny se dvěmi nádržemi

Matlab využ́ıvá pro tvorbu virtuálńıch svět̊u V-Realm Builder, který je součást́ı Vir-

tual Reality Toolboxu. V-Realm Builder nab́ıźı čtyři základńı tvary těles (kvádr, jehlan,

válec a kouli). Kromě těchto čtyř základńıch tvar̊u má V-Realm Builder knihovnu ob-

sahuj́ıćı již předem vytvořené tvary r̊uzných reálných těles (např. z dopravńıho, stavebńıho

a sportovńıho odvětv́ı). Mimo tyto již předem definovaná tělesa je ve V-Realm Builderu

také možnost vytvořeńı vlastńıch těles.

25
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Při tvorbě vlastńıch těles se nejprve muśı vytvořit uzel s transformačńımi možnosti

Transform. Jako Children tohoto uzlu je nutné vložit Shape a jako Geometry následně

Insert Extrusion nebo pomoćı Insert Indexed Face Set.

Vložeńım každého libovolného tělesa do světa virtuálńı reality se źıskaj́ı jeho trans-

formačńı možnosti. Transformačńı možnosti jsou: center, rotation, scale, scale orientation,

translation, bbox center, bbox size, children. V této práci bylo využito jen některých z

uvedených transformačńıch možnost́ı a to: center, rotation, translation, children.

Center jsou geometrické souřadnice středu rotace tělesa. Rotation je vlastńı rotace

tělesa, u ńıž můžeme nastavit osu, kolem které bude těleso rotovat(osy x, y, z) a také

úhel pootočeni tělesa. Translation jsou geometrické souřadnice středu tělesa. Uzel Chil-

dren se stará o vlastńı tvar, rozměry, nastaveńı barvy, materiálu a jasu daného tělesa.

Jako children se může připojit i daľśı libovolné tělesa, která budou mı́t stejné nastaveńı

transformačńıch možnost́ı.

Je-li již hotový svět virtuálńı reality daného modelu, zbývá ho ještě spojit se simu-

linkovým schématem. To umožňuje simulinkový bloček VR Sink, ve kterém otevřeme

požadovaný virtuálńı svět a zatrhneme transformačńı možnosti těles (těleso muśı být

přejmenováno - nesmı́ se jmenovat Transform, což je defaultńı název všech objekt̊u v

V-Realm Builderu), které jsou potřebné pro simulaci realného pohybu. Zatržené trans-

formačńı možnosti se objev́ı jako vstup bločku VR Sink. Do těchto vstup̊u se dále napoj́ı

signály z vlastńıho simulinkového shématu. Tyto signály je ještě nutné upravit pomoćı

simulinkového bločku VR Signal Expander, který umožńı simulinkový signál přeměnit na

požadovaný vstupńı vektor bločku VR Sink.



Kapitola 6

Závěr

V této práci byly vytvořeny virtuálńı modely systému vodárny s jednou nádrž́ı, který

je plněn pomoćı zubového čerpadla (viz kapitola 2), systému vodárny taktéž s jednou

nádrž́ı, ale plněného odstředivým čerpadlem(viz kapitola 3), systému inverzńıho kyvadla

(viz kapitola 4) a také vytvořeńı virtuálńı reality systému vodárny se dvěmi vodńımi

nádržemi pro kapalinu.

Pro systémy vodáren byly v d̊usledku zjednodušeńı matematicko-fyzikálńıho popisu

zanedbané ztráty vzniklé třeńım kapaliny o stěny nádrže, př́ıtokového, výtokového po-

trub́ı. Kapalina byla považována za ideálńı (dokonale tekutá a nestlačitelná).

V kapitole 5 je uveden zjednodušený postup vytvořeńı virtuálńıho model̊u reálných

systémů.

27



28 KAPITOLA 6. ZÁVĚR
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Př́ıloha A

CD

• Kapitola 2 Modelováńı fyzikálńıch systémů

– Water Tank: virtuálńı model zásobńıku vody se zubovým čerpadlem.

• Kapitola 3 Modelováńı fyzikálńıch systémů

– Water Tank2: virtuálńı model zásobńıku vody s odstředivým čerpadlem.

• Kapitola 4 Modelováńı fyzikálńıch systémů

– InvertedPendulum: virtuálńı model inverzńıho kyvadla s voźıkem, který neńı

tvrdým zdrojem polohy

– InvertedPendulum2: virtuálńı model inverzńıho kyvadla s voźıkem, který je tvr-

dým zdrojem polohy
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