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Abstrakt

Cilem této bakalarské prace je vytvotreni virtualnich modelu nékterych jednoduchych
systému, které jsou pouzivany ve vyuce a jsou umistény v laboratoii K26 katedry tidici
techniky fakulty elektrotechnické c¢eského uceni technického v Praze. Tyto virtualni mo-
dely snad pomohou ke zkvalitnéni vyuky na katedre ridici techniky a pomohou studentum

v predmétech jako jsou SAM a SRI.
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Abstract

The main goal of this bachelor work is to create virtual models of some simple systems,
which are situated in the laboratory K26 at the Department of Control Engineering at
Electrotechnical Faculty of Czech Technical University in Prague. These virtual models
can be also used as teaching examples at the Department of Control Engineering and can

help to students to make their work easier in subjects like SAM and SRI.
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Kapitola 1
Uvod

Hlavnim tkolem této prace je vytvoreni virtudlnich modelu jednoduchych systému (vo-
dédrny a inverzniho kyvadla). Tyto virtudlni modely pak budou pouzity ve vyuce pro
jeji usnadnéni. Pro vytvoreni virtualnich modelu je tfeba nalézt matematicko-fyzikalni
popis systému (HORACEK, P., 1999), (FRANKLIN, G. F. et al., 2005) a to systému
vodarny s jednou nadrzi, ktery je plnén pomoci zubového cerpadla, systému vodarny
taktéz s jednou nadrzi, ale plnéného odstredivym cerpadlem, systému inverzniho kyvadla
a nasledné vytvoreni virtualnich modelu téchto systému a také vytvoreni virtudlni reality
systému vodarny se dvémi vodnimi nadrzemi pro kapalinu, ktery je umistén v laboratori
K26 katedry tidici techniky fakulty elektrotechnické ¢eského vysokého uceni technického
v Praze.

Pro ziskani matematicko-fyzikalnitho popisu téchto systému se nejprve musime sez-
namit se zakladnimi fyzikalnimi vlastnostmi téles, ze kterych jsou tyto systémy slozeny,
dale pak definovat pojmy, které budeme pouzivat.

Vlastni matematicko-fyzikalni popis dynamického chovani realného systému muzeme
dostat pouzitim vzorcu klasické fyziky, nebo pomoci Lagrangeovych rovnic. K matematic-
ko-fyzikdlnimu popisu systému vodaren bylo vyuzito vzorcu klasické fyziky, popisujicich
dynamiku realnych systému. Matematicko-fyzikalni model systému inverzniho kyvadla

byl vytvoren pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu.
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Kapitola 2

Systém vodarny se zubovym

cerpadlem

2.1 Matematicko-fyzikalni popis

Vodarna je soustava slozena ze zubového cerpadla, nadrze, pritokového a odtokového
potrubi viz obr. 2.1. Cerpadlo ¢erpa kapalinu do nadrze a ta z ni odtékd vytokovym
ventilem (misto B na obr. 2.1)).

Pro odvozeni matematického modelu vo-

darny si nejdiive zopakujme nékteré zakladni p| A |P

vlastnosti kapalin (FEYNMAN, R. P. et al., v

2001). Kapalina je latka, jejiz molekuly vyvo- h

zuji malé pritazlivé sily, tudiz ma moznost se S ﬁ B q.v.
premistovat i vlivem slabych silovych poli, t;. h”I ; Vi S S h,

proudit. Tyto malé molekularni sily zpusobu-
ji, ze kapalina m& schopnost zaplnit spojité Obréazek 2.1: Systém vodérna
¢ast objemu nadrze (v klidu s minimalni po-
tencidlni energif). Dalsim projevem téchto mezimolekulovych sil je kapilarita, kterd zpuso-
buje odlisné mechanické vlastnosti vrstvy kapaliny na volném povrchu, které jsou dus-
ledkem nerovnomeérného pusobeni vnitinich molekul.

Fyzikalni veli¢inou charakterizujici makroskopické vlastnosti kapalin je predevsim hus-
tota p [kgm™3] definovand jako podil hmotnosti elementérni ¢dstice kapaliny dm [kg]
a jejiho elementarniho objemu kapaliny dV [m?]

dm

P=av-

3



4 KAPITOLA 2. SYSTEM VODARNY SE ZUBOVYM CERPADLEM

Ucinek elementérni tlakové sily kapaliny dF [N] na element povrchu dS [m?] vyjadiuje
fyzikalni veli¢ina zvand tlak p [Pa]

_dF

ds’
Stlacitelnosti kapaliny rozumime zavislost objemu V' na tlaku p za konstantni teploty.

Na obr. 2.1/ uvazujeme nadrz naplnénou idedlni kapalinou (nestlacitelnd a dokonale
tekutd — pii pohybu se vsechny ¢astice pohybuji pifmocafe se stejnou rychlosti) do
vysky h [m]. Objem V' [m?] kapaliny v nadrzi vyjadiime jako V (t) = Sh(t), kde S [m?] je
prufez nadrze. Potom zména objemu kapaliny v nadrzi dV je rovna rozdilu mezi pritokem
kapaliny do nddrze ¢; [m®s™!] a vytokem kapaliny z nadrze g, [m?s™!]

s M (1)~ ) (2.)
Za predpokladu, ze zanedbame vsechny ztraty (ztraty zpusobené tfenim a tvarem pot-
rubf), muzeme piftok ¢; vyjadrit jako ¢;(t) = Sjvi(t), kde S; [m?] je prufez piftokového
potrubi a v; [ms™!] je rychlost kapaliny uvniti piftokového potrubi. P¥itok ¢; dostaneme
piimo z prevodni charakteristiky zubového cerpadla u — ¢; na obr. 2.2 kde u je vs-
tupni napéti zubového cerpadla (dynamiku motoru ¢erpadla zanedbame, protoze ¢asova
konstanta motoru ¢erpadla je zanedbatelné mald vzhledem k ¢asové konstanté vodarny).

Z tohoto obréazku vidime, ze pro rozsah vstupniho napéti v € (1,12) V muzeme charak-

teristiku aproximovat linedrni funkef ¢; = 1,25 - 1075 w;.

x107°

1.6

1.4 8

q [m3 s‘l]

0.6 8

0.4 8

0.2 g

up]

Obrazek 2.2: Pievodni charakteristika zubového cerpadla u; — g;
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Uvazujeme vliv vytokového ventilu jako konstantu k [-], kterd ndm umozni ménit

prurez vytokové trubice

So
S )

Omazx

(2.2)

kde S, [m?] € (0, S,
velikost prufezu vytokového potrubi. Za tohoto predpokladu pak vytok ¢, vyjadrime

je velikost priifezu vytokového potrubi a S,, .. [m?] je maximaln{

max > max

jako q,(t) = kS, vo(t), kde v, [ms™!] je rychlost kapaliny uvniti vytokového potrubi.
Vytokovou rychlost v, muzeme uréit z Bernoulliho rovnice (FEYNMAN, R. P. et al.,
2001) vyjadfujici zdkon zachovani mechanické energie pro ustalené proudéni idedlni ka-
paliny v uzaviené trubici beze ztrat, kterou vyjadiime mezi mistem na hladiné kapaliny
v nadrzi (bod A na obr. 2.1) a mistem tésné za vytokovym ventilem (bod B na obr. 2.1))
po , V(1) po | va(t)

+——|—gh(t):;+ 5

p 5 + gho(t). (2.3)

V misté A (leva strana rovnice) m4 kapalina rychlost v [ms™!], v misté B (pravd strana
rovnice) mé kapalina rychlost v,. V mistech A a B se také nachdzi stejny atmosféricky
tlak p, [Pa], ktery neni na obr. 2.1 v misté B z duvodu piehlednosti uveden.

Z rovnice kontinuity pro ustalené proudéni idealni kapaliny, taktéz pro mista A a B,
tj. Sv(t) = Syve(t) vyplyva, ze pokud budeme uvazovat prufez vytokového potrubi S,
zanedbatelné maly vuci prutezu nadrze S, bude pak také rychlost hladiny kapaliny v na-
drzi v zanedbatelné mald vuci vytokové rychlosti kapaliny v,. Tudiz muzeme predpo-
kladat v ~ 0. Déle za tohoto predpokladu muzeme uvazovat nulovou vysku hladiny
v misté B, tj. h, = 0. Pak vytokovou rychlost v, dostaneme z Bernoulliho rovnice (2.3)
jako

vo(t) = /2gh(t). (2.4)

Rovnici pro zménu vysky hladiny idedlni kapaliny v nadrzi obdrzime vyjadienim
casové zmény vysky vodni hladiny z rovnice (2.1)), tj. vydélenim obou stran této rovnice

prufezem nadrze S a dosazenim vzorcu pro pritok ¢; a vytok g,

P S g 0) + D), (2.5)

2.2 Simulinkové schéma

Simulinkové schéma kompletniho modelu je na obr. 2.3.
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IHD*

u u->vi Si/S

Obrazek 2.3: Simulinkové schéma modelu vodarny

2.3 Simulace systému

Provedme nyni nékolik experimenti pro ovéfeni spravného fyzikdlntho chovani naseho
modelu. Uvazujme tyto parametry vodarny: polomér nardze » = 5cm, polomér piitoko-
vého potrubi r; = 0,5 cm, polomér vytokového potrubi r, = 0,5 cm.

Nejprve ovérime vliv velikosti napéti cerpadla u na nacerpavani nadrze pii kon-
stantnim otevieni vytokového ventilu £ = 0,1. Pocatecni vysku hladiny v nadrzi uvazujme
nulovou A(0) = 0. Z obr. 2.4(b) je videét, ze pii velikosti vstupniho napéti u = 8 V se hlad-
ina ustaluje ve vysce 8 cm, pro velikost vstupniho napéti u = 10V se hladina ustali na
vysce 12,9 cm. Dale je vidét, ze s rostouci ustalenou vyskou hladiny se také prodluzuje

doba ustaleni.

14

12r
12r

10
10r

ulVv]
h [cm]

0 1 —_—=(0->10)V
[ u=(0->8V

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
ts] t[s]

(a) vstupni napéti u(t) (b) hladina v nadrzi h(t)

Obréazek 2.4: Casové pritbéhy signéltl pro rizné vstupni napéti u
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(a) vstupni napéti u(t) (b) hladina v nadrzi h(t)

Obrazek 2.5: Casové pribéhy signali pro rizné otevieni ventilu k

Na obr. 2.5(b) muzeme pozorovat zménu vysky hladiny kapaliny v nddrzi podle ote-
vienosti vytokového ventilu & pro vstupni napéti na c¢erpadle u = 10V. Je-li vytokovy
ventil uzavien tj. k = 0, pak hladina kapaliny roste linedrné. K ustdleni hladiny kapaliny
ve vodni nadrzi dojde, je-li vytokovy ventil pootevien (napi. k = 0,1 nebo k = 0,2). Cfm
je ventil vice pootevien, tim dochézi k rychlejsimu ustédleni vysky hladiny a také dochazi

k mensimu prirustku okamzité vysky hladiny kapaliny.

2.4 Kontrola simulaci systému

Spravnost ustalené vysky hladiny kapaliny muzeme ovéfit vypoctem: v ustaleném stavu
plati ¢; = q,, tudiz muzeme ze vzorce pro vytok g, = S,v, ur¢it vytokovou rychlost v,,

napiiklad pro u = 10V je

4%  1,25-10°°

o= > = = 159ms .
Y TS, T 70,1 0,005 e
Z rovnice (2.4) vyjadiime vysku h
2 1,592
h=-2 = 2" =0129m,
29 2-981

neboli h = 12,9 cm, coz je v souladu se simulacemi na obr. 2.4(b).
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2.5 Virtualni model systému

Rovnice (2.5) byla také pouzita pro vytvoreni virtudlntho modelu vodarny s idedlni ka-
palinou a se zanedbanim ztrat zpusobenych tfenim a ztrat zpusobenych zménou tvaru
potrubi, viz pifloha Al «Water Tanks>. Tento virtudlni model byl vytvoren pomoci Vir-
tual Reality Toolboxu v Matlabu (The Mathworks [online], 2007). Virtudlni svét tohoto
systému je uveden na obr.

12 cm
9 cm
6 cm

Obréazek 2.6: Virtualni svét systému vodarny

Vstupem do systému virtualni reality je vstupni napéti v na zubovém cerpadle c.
Vystupem je okamzita vyska kapaliny v nddrzi h(t). Déle je v tomto modelu mozno nas-
tavit padsmo necitlivosti a saturace ¢erpadla, polomér nadrze r [cm], polomér piitokového
potrubi r; [em], maximélni polomér vytokového potrubi r,, . [cm], pocdtecni vysku
hladiny kapaliny v nddrzi h(0) [cm] a otevieni vytokového ventilu pomoci jeho kon-
stanty k € (0,1), kde hodnota konstanty k& = 1 znaé¢i tiplné otevieni tohoto ventilu,

hodnota k£ = 0 pak znaci uplné uzavieni vytokového ventilu k.



Kapitola 3

Systém vodarny s odstredivym

cerpadlem

3.1 Matematicko-fyzikalni popis

Uvazujme nyni, ze vodarna z kapitoly 2 je plnéna pomoci odstredivého cerpadla, které
je narozdil od zubového cerpadla zdrojem konstantniho tlaku v pritokovém potrubi pii
konstantnim vstupnim napéti. Toto odstiedivé cerpadlo je umisténo ptimo na hladiné
zasobniku s kapalinou. Prevodni charakteristika vstupniho napéti u; [V] na tlak za cer-
padlem v piitokovém potrubi p; [Pa] tohoto odsttedivého cerpadla je na obr. 3.1. Z tohoto
obrdzku uréime matematickou aproximaci této chatakteristiky jako p; = 40u? pro u; €
(1,10) V.
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Obrazek 3.1: Prevodni charakteristika odstiedivého cerpadla u — p;

Pritok kapaliny do nadrze vyjddiime rovnéz jako v kapitole 2 ¢ili ¢; (t) = S;v; (¢).
Pro urceni ptitokové rychlosti kapaliny v; sestavime Bernoulliho rovnici, kterou budeme
uvazovat pro misto za odstfedivym ¢erpadlem (levd strana rovnice) a misto na hladiné

kapaliny ve vodni nddrzi (pravé strana rovnice)

Potpi(t) VPO p  0R(0)
p 2 p 2

+gh(t). (3.1)

Jelikoz misto, kde pritokova trubice usti do nadrze, pokladame za nulovou hladinu,
pak h; = 0. Dale, protoze prufez pritokového potrubi S; je zanedbatelné maly vuci
prufezu nadrze S, muzeme opét povazovat v; > v, tudiz v &~ 0. V misté na hladiné
kapaliny v nadrzi je atmosféricky tlak p,, pro jehoZ velikost plati p, = 10°Pa. Za téchto

predpokladu se Bernoulliho rovnice (3.1) zjednodusi na

Z této rovnice vyjadiime pritokovou rychlost v;

vi (£) = sign (2gh (t) — 2”; (®) ) \/ ‘2 (gh () — pi/f” ) ‘ (3.2)

Tato rovnice viak nerespektuje smér piitékajici kapaliny, nebot ¢len 2gh (t) pravé strany
rovnice (3.2) se vztahuje k rychlosti kapaliny, kterd z nadrze vytéka. Clen p; (t) /p se

vztahuje k rychlosti kapaliny, kterd do nadrze pritéka vlivem odstredivého cerpadla.
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Zvolime-li smér pritékajici kapaliny do nadrze za kladny, pak rovnice (3.2) prejde na

0 = s (242 o0 wQ (240 o)

Takto upraveny vzorec jiz respektuje smér kapaliny v pritokovém potrubi. Je-li rychlost

(3.3)

pritékajici kapaliny mensi nez rychlost kapaliny vytékajici z nadrze, pak se kapalina vraci
do zasobniku kapaliny i prostiednictvim piftokového potrubi. Cili pro piftok ¢; plati

¢i () = S; sign (21’; 1) o (t)) \/ '2 (pif) —gh (t)) ‘ (3.4)

Odtok q, zustava stejny jako v pripadé vodarny plnéné zubovym ¢erpadlem

4o (t) = =k S,,..\/29\/h (t). (3.5)

Dosadime-li rovnice pro pritok (3.4) a rovnici pro vytok (3.5) do rovnice (2.1), dostaneme

rovnici ¢asové zmény vodni hladiny v case

S; sign (2’”7@ — 2gh (t)) \/’2 (’# — gh (t))‘
S .

R SO 39

3.2 Simulace systému

Provedme nyni opét nékolik simulaci systému vodarny plnéné odstiedivym cerpadlem.

Vysledky téchto simulaci jsou na obr. 3.2 a na obr. 3.3

45

12r

40

10r 35F

301

h [cm]

sl i
[ 4 m—u=(0->10)V
— = (0> 8)V

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
ts] t[s]

(a) vstupni napéti u(t) (b) hladina v nadrzi h(t)

Obrazek 3.2: Casové pritbéhy signéltl pro rizné vstupni napéti u
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h [cm]

—_—k =0
o
5F k =0.1[
o
—k =02
o

[¢] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t[s] t[s]

(a) vstupni napéti u(t) (b) hladina v nadrzi h(t)

Obrézek 3.3: Casové prubéhy signéli pro rizné otevieni ventilu k

Z vysledku simulaci muzeme na obr. 3.2(b) pozorovat, ze kapalina se pii velikosti
vstupniho napéti U = 10V ustali na hladiné = 40,5 cm a pii velikosti vstupniho napéti
U = 8V se kapalina ustali na hladiné h = 26 cm. Na obr. 3.3(b) muzeme opét pozorovat
vliv otevienosti ventilu na vysku ustalené hladiny pti vstupnim napéti U = 10V. Zde je
vidét hlavni rozdil mezi zubovym a odstredivym cerpadlem. Zatimco u zubového cerpadla
hladina pti vstupnim napéti U = 10V linearné rostla, pti pouziti odstiedivého cerpadla
dojde k ustaleni hladiny kapaliny v nadrzi, nebot je-li hydrostaticky tlak u dna néadrze
vyvolany vyskou kapaliny v nadrzi vétsi nez hydrostaticky tlak vznikajici za odstredivym
¢erpadlem pii daném vstupnim napéti, kapalina se vraci ptitokovym potrubim zpét do
zésobniku s kapalinou, dokud se oba tyto tlaky nevyrovnaji. Pro otevieni ventilu £ = 0,1
se kapalina ustaluje ve vySce h = 40,6 cm a pro otevieni ventilu £k = 0,2 se hladina

ustaluje ve vysce h = 39,2 cm.

3.3 Kontrola simulaci systému

Nyni jesté provedme kontrolu této simulace napifklad pro otevieni vytokového ventilu
k = 0,2. Polomér vytokového i piitokového potrubi je r; = r, = 0,5 cm, vstupni napéti

na odstfedivém cerpadle je U = 10V. V ustdleném stavu opét plati rovnice kontinuity
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S;v; = S,v,, dosazenim za v; vzorec (3.3) dostavame
Sii /2 (Zﬁ - gh) — S,k\/2gh.
p

Pro ustalenou vysku A dostavame z této rovnice
2
Sipi

h= .
(k2529 + gS?)p

Protoze piitokové i vytokové potrubi méji stejny prutez, rovnice (3.3) se zjednodusi na

Di 40 - 102 _
h = = = 0,392
(K2g+g)p  (022-981+981)1000 "

neboli h = 39,2cm, coz souhlasi se simulaci z obr. |3.3(b).

3.4 Virtualni model systému

Pro vytvoreni virtudlnitho modelu systému vodarny s odstiredivym ¢erpadlem byla pouzita
rovnice (3.6). Tento virtualni model je mozné nalézt v piiloze Al «<water Tank2s. Na obr.[3.4

je zobrazeno simulinkové schéma tohoto systému s pripojenim k virtualnimu modelu.

o b P

I beadZone Sign Abs SaturationMath  Gain
U U Function
e
.
. =
SilSo = ¢
Sign1

R Bt
4 Integrator Gain3 Out!

pumpout.rotation Ooutl |3 M ﬂ |
pump,rotation Out2 k So/S Math 2g
In2 Function2
water.scale Out3
water.translation outq In1
VR Sink Subsystem

Obrazek 3.4: Simulinkové schéma

Tento systém vyuziva pro virtualni realitu stejny virtualni svét, jaky byl pouzit

pro systém vodarny se zubovym cerpadlem v kapitole 2. I zde kapalinu povazujeme za
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idealni a zanedbavame ztraty zpusobené trenim. Vstup, vystup i nastavitelné parametry

virtualnitho modelu jsou stejné jako v kapitole 2.



Kapitola 4

Systém inverzni kyvadlo

4.1 Matematicko-fyzikalni popis

Inverzni kyvadlo je systém sloZeny z pohyblivého voziku hmotnosti m [kg] a tyce délky

l; [m] a hmotnosti m; [kg], viz obr. 4.1l

Tento vozik se muze vlivem vnéjsi sily F'(t) [N] po-
hybovat ve sméru z-ové soutadnice. Ty¢ je s vozikem
spojend otacivym ¢epem a muze se otacet kolem to-
hoto &epu tihlovou rychlosti w;(t) [rads™!]. Fyzikaln{
popis dynamického chovani celého modelu muzeme
odvodit napt. pomoci Lagrangeovych rovnic druhé-
ho druhu (FEYNMAN, R. P. et al., 2001), které jsou
zalozeny na principu virtualnich praci. Podle principu
virtudlnich praci je virtudlni préce 0A(t) [J] vSech
zobecnénych sil Q;(t) [-] pusobicich na téleso nebo

soustavu téles v rovnovaze rovna nule

SA(t) = Z Q,(t) 5q;(t) = 0, (4.1)

Obrazek 4.1: Inverzni kyvadlo

kde n je pocet stupnu volnosti soustavy, dg;(t) [-] znaci zobecnény virtudlni posuv po

zobecnéné souradnici.

Zobecnénymi soufadnicemi rozumime geometrickou konfiguraci mechanické soustavy

o n stupnich volnosti, kterd muze byt ur¢ena ruznymi zpusoby. Vzdy je vSak k tomu

zapotiebi n veli¢in, napriklad vzdélenosti ¢i tithlu. Zobecnénymi souradnicemi mohou byt

treba kartézské souradnice, ale také jakékoli jiné. Zobecnéné souradnice mohou mit i ruzny

15
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fyzikalni rozmeér. Virtualni posuv je posuv, ktery muze, ale nemusi nastat po zobecnéné
soutradnici. Je vysledkem pusobeni zobecnéné sily, kterd taktéz muze mit ruzny fyzikalni
rozmer.

Sily pusobici v soustavé muzeme rozdélit na konzervativni a nekonzervativni (FEYN-
MAN, R. P. et al., 2001). Konzervativni sily zachovévajici energetickou bilanci systému.
Prikladem konzervativnich sil je naptiklad tihova sila nebo sila elektrostatickd. Nekonz-
ervativni sily nezachovavaji energetickou bilanci systému, ¢ili dochazi ke ztratam energie.
Jde naptiklad o sily tfeni nebo o odpor prostiedi.

Zakladni Lagrangeova rovnice druhého druhu ma tvar

d OL(t OL(t
e~ So = Qi) (1.2
kde L [J] je Lagrangeova funkce, zvana téz Lagrangian, ¢; [-] je zobecnénd soutradnice, Q7 [-
| je zobecnénd nekonzervativni sila. Index ¢ nabyva hodnot ¢ = 1, ..., n. Lagrangeova
funkce L predstavuje rozdil mezi kinetickou energii celé soustavy Ej [J] a potencidlni
energii celé soustavy E, [J]
L(t) = Ex(t) — Ep(t) (4.3)

Pro sestaveni pohybovych rovnic systému Lagrangeovou metodou musime urcit:

1. nezavislé zobecnélé soutradnice qi, qs, ..., qn, kde n je stupen volnosti soustavy,

2. kinetickou energii E} celé soustavy, jako funkci rychlosti ¢, ¢a, ..., ¢, zobecnélych

soufadnic q1, g2, ..., Gn,
3. potencialni energii £, celé soustavy jako funkci zobecnénych souradnic q1, g2, - .., Gn,
4. Lagrangeovu funkci (4.3)),
5. vSechny zobecnéné nekonzervativni sily Qi (t), Q3(%), ..., QL (1),
6. odvozeni pohybovych rovnic podle vztahu(4.2)).

Dle ptedchoziho postupu nejprve urcéime nezavislé zobecnéné soutadnice soustavy
inverzniho kyvadla umisténého na pohyblivém voziku. Tato soustava ma dva stupné
volnosti, tudiz budeme mit celkem dvé nezéavislé zobecnéné soutadnice q; a go. Jako
prvni nezavislou zobecnénou soutadnici soustavy inverzniho kyvadla ¢; uréime thel ky-
vadla ¢, [rads™!], ¢ili ¢ = ¢;. Druhou zobecnénou soufadnici soustavy ¢ je souradnice

v ose z [m], ¢ili go = .
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Kdyz jiz méame zjisténé zobecnéné souradnice soustavy, muzeme prejit k urceni kine-
tické energie celé soustavy. Kinetické energie zavisi na hmotnosti télésa a jeho rychlosti.
Tato soustava se sklada z ty¢e hmotnosti my, kterd je na jednom jejim konci pripevnénd
k pohyblivému voziku, ktery se muze pohybovat rychlosti v(t) = &(t). Ty¢ rotuje kolem
¢epu tthlovou rychlosti wy (t) = 1 (t). Jelikoz ty¢ kond rotaéni pohyb, mé rychlost tyce dvée
slozky. Prvni slozkou je rychlost tyce ve sméru osy x, druhou slozkou je rychlost tyce ve
sméru osy y. Rychlost tyce v ose x oznac¢ime vy, a rychlost tyce v ose y oznac¢ime v;,. Nyni
si rotujici ty¢ predstavime jako jediny hmotny bod (tézisté) rotujici kolem ramene, které
se nachéz{ presné v poloviné tyce, nebot predpokldddme,ze ty¢ je vyrobena z homogenniho

materidlu. Z obr. 4.1/ plyne, ze x-ova a y-nova slozka soutadnic tézisté tyce jsou

n(t) = () + 2 coser (1)
y1 (1) = %ll sin @y ()

Jelikoz x-ova slozka rychlosti tyce vy, je Casova derivace souradnice x; a také y-ova slozka
rychlosti tyce vy, je casovou derivaci soufadnice y;, dostavdme pro jednotlivé slozky

rychlosti tyce

n (1) = B ()= ()~ L6 (s (1),
n, (1) = (1) = 6 () cosn ().

Jelikoz je rychlost tyce vy vektor, pak pro velikost vektoru rychlosti tyce plati

V) =02, ()0, (1) = (1) — & (1) () sin () + 2 0.

Pak kineticka energie této tyce bude mit tvar

1 1
Ej, (t> = 5 mi U%(t) + 5 le%(t)a
kde J; [kgm?] je moment setrvacnosti ramene tyce k ¢epu.
Obecné, velikost momentu setrvacnosti J zavisi na rozlozeni hmoty v télese vzhledem

k ose otaceni. Body (¢ésti) télesa s vétsi hmotnosti a umisténé dal od osy maji vétsi mo-
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ment setrvacnosti. Pro velikost momentu setrvacénos-

0
ti obecného télesa plati vztah
) dv, @ m
J = / r=dm, (4.4) ) o

(m) r

kde 7 [m] je vzdalenost nekoneéné malého elementu
hmotnosti dm [kg] o elementdrnim objemu dV [m?] Obrézek 4.2: Moment setrvatnosti
od osy otaceni O, viz obr. 4.2. Ty¢ je vyrobena z homogenniho materidlu, takze ma

v kazdém misté stejnou hustotu p. Jelikoz plati dm = pdV, muzeme rovnici (4.4) napsat

J = /pr2dV.

V)

také jako

Ty¢ mé konstantni kruhovy prutez S, takze nekonecné maly objem tyce dV muzeme
vyjadrit dV = Sdl, takze

L

pSI3
J=pS [ r*dr= .
p /r r 51
0
Dosadime-li do rovnice (4.1) za hustotu tyce p
~m _m
pP= V - Sé )

pak dostaneme vzorec pro vypocet momentu setrvacnosti rotujici tycée hmotnosti m a

1
J=—ml
12
Ty¢ inverzniho kyvadla ovSsem nerotuje kolem osy prochéazejici jejim stfedem, ale otaci se
kolem jednoho jejiho konce. Tuto skutecnost vyfesime pomoci Steinerovy véty (FEYN-

MAN, R. P. et al., 2001), které urcuje moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose ne-

osou prochazejici mimo tézisté télesa. V nasem ptipadé je moment setrvacnosti Jy roven
momentu setrvac¢nosti J, ktery je odvozen v rovnici (4.1) a pro vzdalenost d plati d = /2.

Pak vysledny moment setrvacnosti tyce rotujici kolem osy prochazejici jednim z jejich
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koncovych bodu mé tvar

J—imlz—i-m ! 2—1m12 (4.5)
12 2) 3 '

kinetické energie rotujici tyce ptripevnéné k pohyblivému voziku tvar

1, 1 L\° .,
By, (t) = 5 U1(t)+gm1 3 ] @ (t).

Pro kinetickou energii voziku, ktery se pohybuje po x-sové souradnici, plati vztah

1

Eg, (1) = 3 my,&(t).
Pro kinetickou energii celé soustavy plati
Ex(t) = Ex, (t) + Ey, (1). (4.6)

Dalsim bodem je urceni potencidlni energie celé soustavy. Potencidlni energie je druh
energie, kterou mé kazdé téleso nachézejici se v potencidlnim poli urcité sily (FEYN-
MAN, R. P. et al., 2001). Podle sily pusobici na dané téleso lze rozlisit vice druhu po-
tencialni energie, napt. gravitacni potencialni energie, potencidlni energie pruznosti, atd..
Potencidlni energie muze nabyvat kladnych i zapornych hodnot. Potencidlni energie je
relativni, zdlezi na tom, vzhledem k ¢emu se vztahuje. Pii vypoctech se nulova hladina
potencialni energie voli zpravidla v rovnovazné poloze, kde jsou prislusné sily v rovnovaze,
nebo v nekonecnu, kde je velikost prislusnych sil na téleso nulova. Kyvadlo je umisténé
v gravitac¢nim poli zemé, ¢ili na néj pusobi gravitacni potencialni energie. Pro potencialni
energii kyvadla plati

Ep (t) =miguy(t) = % limy gsin s (¢),
kde g [ms™?] je tihové zrychleni.

Vozik se pohybuje pouze po ose x. Proto nedochazi ke zméné jeho potencidlni en-
ergie £, = mygh,, polozime-li vozik do nulové hladiny potencidlni energie h, = 0, pak
bude i jeho celkova potencialni energie rovna nule a celkova potencialni energie soustavy
bude

Ey(t) = Ep, (1) (4.7)
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Nyni jiz zname celkovou kinetickou energii soustavy i celkovou potencialni energii sous-

tavy, takze muzeme pristoupit k sestaveni Lagrangeovy funkce L

LO = B0 - Bpt) = gm0+ pm (#0) - s0aaOlsinga(t) + ] 1620 ) +
2
+ éml (2) $12(t) — %llmlgSinSOl(t)-

Nyni urc¢ime nekonzervativni sily Q) v celé soustavé. V pripadé rotujici tyce bude
nekonzervativni sila @7, kterda tlumi kmity tyce a pusobi v otacivém cepu. Pro jeji ve-
likost plati Qf = —201.J141(¢), kde 07 [s7'] € (0,1) je koeficient tlumeni v otdcivém
cepu. V pifpadé voziku je nekonzervativni sila slozena z vnéjsi sily F(t) [N] a jejiho
ubytku zpusobeného vlivem tteni §,%(t), ¢ili pro velikost této nekonzervativni siy Q3
plati Q3 = F(t) — 0,2(t), kde 6, [kgs™] je koeficient tieni pohybujiciho se voziku.

Pohybové rovnice systému nyni sestavime podle rovnice (4.2) pro jednotlivé nezdvislé

soutadnice ¢ a x
d OL(t) _ OL(t)

= Qi(t)ﬂ (48)

doL(t) OL() ..
@ onn oa @ (4.9)

K tomu potiebujeme znat parcidlni derivace Lagrangeovy funkce podle proménnych i,

T, pragp
iffff) = %ml (—i“(t)h sinsol(t)Jr%l%go'l(t))
Gk = G (A0 s (D) 5 miligeosia(t)
OO i)+ )~ S 1) s
o

Pro sestaveni Lagrangeovych rovnic druhého druhu potfebujeme déle jesté znat casovou

derivaci prvni a tieti rovnice

% % - %ml (_5&@)11 sin 1 (t) — @(£)1 (t) cos o1 (t) + % lié <t)> :
d OL(t) . 1

i orD) (m +ma) #(t) — 5 mala (@(t) sinp(t) + @*(t) cos (1)) -
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Vyslednou pohybovou rovnici pro rotujici ty¢ uréime z rovnice(4.8), vyslednou pohybovou
rovnici pohyblivého voziku uréime z rovnice (4.9). Vysledné pohybové rovnice rotujici tyce

a pohyblivého voziku maji tvar

2 . 4 . 1 . .
SO+ aa (O + T cospr = —i(t)sing(t) (4.10)
1 1

(my+my) & (t)—%ml L (gb’l (t) sin oy (1) 412 (t) cos (t)) = F(t) =6, (t) (4.11)

4.2 Simulinkové schéma

Pro sestaveni simulinkového schématu rotujici tyce musime jesté vyjadrit nejvyssi de-
rivaci ¢q(t) z rovnice (4.10). Pro sestaveni simulinkového schématu pohyblivého voziku

musime vyjadfit nejvyssi derivaci z(t) z rovnice (4.11)

. . 3 31 . )
G1(t) = —20161(t) — = g cos p1(t) + = — Z(t) sin (1)
21 2 1
i) = — ot 2 (o ) (61(t) sin @y () + p1%(t) cospa(t)) + e —
e ol o 1]

—{Z] , phi
phi" sin(phi) + (phi')*2 cos(phi)

(a) Schéma pohyblivého voziku (b) schéma rotujicf tyce

Obrazek 4.3: Simulinkova schémata

4.3 Simulace chovani systému inverzniho kyvadla

Proved'me nyni par experimentii pro zjisténi chovani naseho modelu. Uvazujeme pro nasi

simulaci tyto parametry: hmotnost voziki m, = 0,5kg, hmotnost tyce m; = 0,275 kg,
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délka tyce [; = 0,5m, koeficient tlumeni v otd¢ivém cepu §; = 0,255}, koeficient tfeni
voziku §, = 0,3kgs™!, pocatecni tihel ndklonu tyce o;(0) = 90°. Vysledky této simulace

jsou na

0.8F

0.6

FIN]

0.4r

0.2

-0.2
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tls]

(a) vstupni signdl F'(N)

400

1.8f
350

300F

2501

x [m]

>

200+

150+
1001
50

; ; ; i i i i i i i i i i i i | | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s] t[s]

-0.2
0

(b) poloha voziku x(t) (¢) thel néklonu kyvadla ¢ (t)

Obrézek 4.4: Casové pribéhy simulace

Z obr. 4.4(b) vidime, jak pohyb tyce ovliviiuje pozici voziku. Pokud bychom chtéli
uvazovat vozik jako tvrdy zdroj polohy (pohyb voziku neni ovlivnén kyvajici se ty¢i),

jeho pohybova rovnice by méla tvar

s PO,

= r(t). 4.12
my + My mv—l—mlx() ( )

Virtudlni realita ptipadu, kde vozik je tvrdym zdrojem polohy je Al «InvertedPendulum2>.
Vysledky této simulace pro stejné parametry simulace, jaké byly pouzity v piipadé, kdy

vozik nebyl tvrdym zdrojem polohy jsou uvedené na obr. 4.5.
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0.8
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(a) vstupni signal F(N)

400

1.8

3501

300F

2501

x [m]

S

200

150
100
50

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ts] t[s]

-0.2
0

(b) poloha voziku x(t) (c) thel néklonu kyvadla ¢ (t)

Obrazek 4.5: Casové pribéhy simulace inverzniho kyvadla

Porovname-li tyto dvé simulace, zjistime, ze se od sebe lisi obr. 4.4(b), ktery nema
hladky prubéh simulace polohy x(¢) a obr. 4.5(b), ktery ma hladky prubéh simulace
polohy xz(t) - poloha voziku je ovlivnéna pouze docasnym pusobenim vnéjsi sily F'(t),

ktera voziku dle druhého Newtonova zdkona udili zrychleni.

4.4 Virtualni realita systému

Simulinkova schémata na obr. 4.3 byly pouzity pro modelovani virtualni reality systému
inverzniho kyvadla, viz pfiloha |Al <InvertedPendulum>. Virtualni svét tohoto systému je

uveden na obr. 4.6
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Obrézek 4.6: Virtualni svét systému vodarny

V tomto systému je mozné nastavit hmotnost voziku m,, hmotnost tyce my, délku
tyce [y, koeficient tlumeni v ota¢ivém ¢epu 97, koeficient tfeni voziku 0, a pocateéni tihel

néklonu tyce ¢;(0).



Kapitola 5
Tvorba virtualni reality

Virtudlni realita téchto modelu byla vytvorena ve Virtual Reality Toolboxu (The Math-
works [online|, 2007), ktery je soucasti Matlabu.
Pro vytvoreni virtudlniho modelu se musi nejdiive vytvofit svét virtualni reality.

Priklad virtualniho svéta je uveden na obr. 5.1/

27 ¢cm
24 em
21 ¢m
18 cm
15 ecm
12 em

9 cm
6 cm

Obrézek 5.1: Virtualni svét systému vodarny se dvémi nadrzemi

Matlab vyuzivéa pro tvorbu virtudlnich svéti V-Realm Builder, ktery je soucédsti Vir-
tual Reality Toolboxu. V-Realm Builder nabizi ¢tyti zakladni tvary téles (kvadr, jehlan,
vélec a kouli). Kromé téchto ¢étyi zédkladnich tvarua ma V-Realm Builder knihovnu ob-
sahujici jiz predem vytvotrené tvary ruznych realnych téles (napf. z dopravniho, stavebniho
a sportovniho odvétvi). Mimo tyto jiz predem definovand télesa je ve V-Realm Builderu

také moznost vytvoreni vlastnich téles.

25
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Pii tvorbé vlastnich téles se nejprve musi vytvorit uzel s transformac¢nimi moznosti
Transform. Jako Children tohoto uzlu je nutné vlozit Shape a jako Geometry néasledné
Insert Extrusion nebo pomoci Insert Indexed Face Set.

Vlozenim kazdého libovolného télesa do svéta virtualni reality se ziskaji jeho trans-
formacni moznosti. Transformacni moznosti jsou: center, rotation, scale, scale orientation,
translation, bbox center, bbox size, children. V této praci bylo vyuzito jen nékterych z
uvedenych transformacnich moznosti a to: center, rotation, translation, children.

Center jsou geometrické soutradnice stiedu rotace télesa. Rotation je vlastni rotace
télesa, u niz muzeme nastavit osu, kolem které bude téleso rotovat(osy z,y, z) a také
uhel pootoceni télesa. Translation jsou geometrické souradnice stfedu télesa. Uzel Chil-
dren se stard o vlastni tvar, rozmeéry, nastaveni barvy, materidlu a jasu daného télesa.
Jako children se muze pripojit i dalsi libovolné télesa, ktera budou mit stejné nastaveni
transformac¢nich moznosti.

Je-li jiz hotovy svét virtuadlni reality daného modelu, zbyva ho jesté spojit se simu-
linkovym schématem. To umoznuje simulinkovy blocek VR Sink, ve kterém otevieme
pozadovany virtudlni svét a zatrhneme transformac¢ni moznosti téles (téleso musi byt
prejmenovéano - nesmi se jmenovat Transform, coz je defaultni nédzev vsech objektu v
V-Realm Builderu), které jsou potfebné pro simulaci realného pohybu. Zatrzené trans-
formacni moznosti se objevi jako vstup blocku VR Sink. Do téchto vstupu se déle napoji
signaly z vlastniho simulinkového shématu. Tyto signdly je jesté nutné upravit pomoci
simulinkového blocku VR Signal Expander, ktery umozni simulinkovy signal preménit na

pozadovany vstupni vektor blocku VR Sink.



Kapitola 6
Zaveér

V této praci byly vytvoreny virtudlni modely systému vodarny s jednou nadrzi, ktery
je plnén pomoci zubového ¢erpadla (viz kapitola 2)), systému vodérny taktéz s jednou
nadrzi, ale plnéného odstredivym ¢erpadlem(viz kapitola 3)), systému inverzniho kyvadla
(viz kapitola 4) a také vytvoreni virtudlni reality systému vodarny se dvémi vodnimi
nadrzemi pro kapalinu.

Pro systémy vodéaren byly v dusledku zjednoduseni matematicko-fyzikalniho popisu
zanedbané ztraty vzniklé tfenim kapaliny o stény ndadrze, pritokového, vytokového po-
trubi. Kapalina byla povazovéna za idedlni (dokonale tekutd a nestlacitelnd).

V kapitole 5l je uveden zjednoduseny postup vytvoreni virtudlniho modelu realnych

systému.
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Priloha A

CD

e Kapitola 2 Modelovani fyzikalnich systému

— Water Tank: virtualni model zasobniku vody se zubovym ¢erpadlem.

e Kapitola 3l Modelovani fyzikalnich systému

— Water_Tank2: virtudlni model zasobniku vody s odstfedivym cerpadlem.

e Kapitola 4] Modelovani fyzikélnich systému
— InvertedPendulum: virtualni model inverzniho kyvadla s vozikem, ktery neni
tvrdym zdrojem polohy

— InvertedPendulum?: virtualni model inverzniho kyvadla s vozikem, ktery je tvr-

dym zdrojem polohy



