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Abstrakt
V této diplomové práci navrhuji regulátor pro aktivní tlumení automobilu
s využitím teorie H∞.
Aktivní tlumení pérování automobilu má dva hlavní důvody použití –

zvýšení jízdního komfortu a zlepšení jízdních vlastností vozidla. Oba tyto
požadavky se navzájem vylučují a nelze je tedy současně splnit pouze pasiv-
ním tlumením.
Základem celého návrhu je samozřejmě volba modelu. Nejprve použiji

model reprezentující čtvrtinu automobilu, který je složen z kola, tlumiče, péra
a akčního členu. Jako akční člen je uvažován lineárně řízený zdroj síly. Pro
tento model pak navrhuji a porovnám různé typy regulátorů, konkrétně PID,
LQ a nakonec H∞. Z výsledků zřetelně vyplývá vhodnost použití teorie H∞
pro aktivní tlumení automobilu a to jak z hlediska robustnosti, tak vlastností
řízeného systému.
V dalším kroku použiji model poloviny automobilu, tedy spojení dvou

čtvrtinových modelů pro přední a zadní nápravu. Tento model navíc zahrne
vzájemné ovlivnění kol při najetí na nerovnost a také lze simulovat brzdění
a rozjezd. I pro tento model se použití teorie H∞ velmi osvědčuje.

Abstract
In this diploma thesis I design an automotive active suspension controller
using H∞ theory.
Using of an automotive active suspension has two main reasons – increa-

sing ride comfort and improving handling performance. Both of this require-
ments are contradictory and it’s impossible to satisfy them only with passive
suspension simultaneously.
Basis of the whole design is, of course, model choosing. At first I use

a quarter car model representation, which consists of wheel, suspension,
spring and actuator. It is considered, that actuator is linear control power
source. I design and compare various type of control for this model, be con-
crete, the PID, LQ and obviously H∞. From result evidently appear usability
of the H∞ theory for an automotive active suspension, respecting both ro-
bustness and performance of control system.
In the next step I use a half vehicle model, thus integration of two quarter

car models for front and rear axles. In addition this model include interaction
between wheels upon drive in road irregularity and it is also possible to
simulate braking and accelerating. For this model is also approved using of
the H∞ theory.
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Seznam použitých symbolů

V diplomové práci používám následující syntaxi pro symboly (pokud význam
symbolu není zřejmý ze širších souvislostí):

• A – velké tučné písmeno značí matici,

• x – malé tučné písmeno značí sloupcový vektor,

• xT – transponovaný vektor je řádkový,

• O – nulová matice,

• En – jednotková matice dimenze n (v kapitole 3 značím I),

• ~0 – nulový sloupcový vektor,

• A∗ – komplexně sdružená traspozice matice A
(v této práci počítám s reálnými maticemi, potom A∗ ≡ AT ).

Pro přehlednost vykresluji charakteristiky v jednotných barvách a to násle-
dovně:

• modrá – vstupní veličina

• zelená – odezva pasivního tlumení

• červená – odezva uzavřeného regulačního obvodu

Programy pro simulace ve formátu m-file, simulační schémata pro MatLab
ve verzi 6.0 a zdrojové texty tohoto dokumentu jsou umístěny na přiloženém
CD. Dokument byl vytvořen v publikačním systému LATEX.
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1 Úvod

Tlumení pérování automobilu, stručně řečeno, má dva hlavní důvody použití
– zvýšení jízdního komfortu cestujících a zlepšení jízdních vlastností vozu.
Jízdní komfort je definován jako: 1) míra potlačení zrychlení karoserie, při-
cházejícího z nerovností povrchu vozovky a působící na pneumatiky auta
a 2) omezení překmitu polohy odpružené části automobilu, tedy karoserie.
Navíc je vhodné vzít v úvahu, že člověk je nejcitlivější na frekvence v rozsahu
asi 3 až 13 Hz a tudíž doplňkovým požadavkem na jízdní komfort je potla-
čovat zrychlení zvláště na těchto frekvencích. Jízdní vlastnosti se dají defi-
novat dvěma způsoby: 1) stabilitou a řiditelností vozidla určenou potlačením
naklánění vozidla při průjezdu zatáčkou a předklánění v důsledku brzdění
a rozjíždění se a 2) přilnutím k vozovce, tedy změnou tíhové síly působící na
kolo.
Klasické pasivní tlumení je obvykle složeno z pružiny a vzduchového či

kapalinového tlumiče. Potom pro zvýšení jízdního komfortu musí být tlumič
nastaven (respektive vyroben) měkce, aby omezil zrychlení karoserie způso-
bené nerovnostmi vozovky. Naopak, pro zlepšení jízdních vlastností, musí být
nastaven tvrdě, aby nedocházelo k velkému naklánění vozidla při řízení. Pa-
sivní tlumení tedy musí být navrhováno jako kompromis mezi ovladatelností
vozidla a pohodlím cestujících.
Aby bylo možné splnit oba požadavky zároveň, je nutné měnit charak-

teristiku tlumení dynamicky podle situace. Musí se tedy do soustavy přidat
prvek řídící tuto charakteristiku, čímž vznikne aktivní, popřípadě poloaktivní
tlumení.
Poloaktivní tlumení pérování má jako akční člen tlumič s proměnnou kon-

stantou tlumení. To je provedeno řízeným ventilem, který mění průchodnost
oleje v tlumiči a tím i tlumící konstantu. Těmito systémy se v diplomové
práci nezabývám.
Aktivní tlumení pérování má jako akční prvek řízený zdroj síly. Kon-

strukčně může být řešen jako hydraulické čerpadlo a servoventil, umožňující
napouštění a vypouštení oleje z tlumiče a tím vytváření potřebné síly. O kon-
krétní mechanické konstrukci se v práci nezmiňuji a předpokládám lineárně
řízený zdroj síly, což vzhledem k metodě návrhu není na závadu. Blokové
schéma vysvětlující konstrukční řešení skutečného aktivního tlumení a ma-
tematický popis takové soustavy lze nalézt například v [5].
Při použití regulovaného systému je možné narazit na problém robust-

nosti, zejména u automobilů, kde se některé hodnoty parametrů značně mění,
například u nákladních aut se jejich celková hmotnost několikanásobně mění.
Z tohoto hlediska je návrh robustního řízení pomocí teorie H∞ velmi vhodný.
Se všemi těmito aspekty návrhu se snažím v této práci vypořádat a navrh-
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nout regulátor, který splňuje, samozřejmě s určitými kompromisy, všechny
kladené požadavky. Pokusím se vytvořit zjednodušené modely automobilu,
konkrétně čtvrtinový a poloviční model. Na nich provedu syntézu různých re-
gulátorů a navzájem je porovnám jak z hlediska kvality řízení, tak citlivosti
na změny parametrů modelu.
K výpočtům a simulacím používám programu MatLab verze 6, jeho si-

mulační dodatek Simulink a některé základní toolboxy, konkrétně Robust
Toolbox a Control System Toolbox.
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2 Popis modelu

V této práci navrhuji model čtvrtiny a poloviny automobilu. Pro model čtvr-
tinový následně provádím syntézu regulátoru pomocí několika metod, kon-
krétně PID, LQ a H∞. Pro model poloviční už navrhuji pouze H∞ řízení,
které se pro případ aktivního tlumení pérování automobilu z výše vyjmenova-
ných regulátorů hodí nejlépe. Návrhem modelu celého automobilu se zabývá
třeba práce [6].

2.1 Čtvrtinový model

Základním modelem aktivního tlumení, který vypovídá o chování vozidla,
na němž je tedy možné simulovat vlastnosti regulátoru, je model čtvrtinový,
obsahující jedno kolo, tlumič, péro, řízený zdroj síly a čtvrtinu hmoty auto-
mobilu. Uspořádání je patrné z obrázku 1. Převedení modelu auta do ma-
tematického popisu provádím pomocí pohybových rovnic v diferenciálním
tvaru a jejich úprav. Podobnou soustavu a její převedení pomocí výkonových
grafů (Bound Graphs) popisuje [7].

mb

mw

k01

k12
Faks

zr

zw

zb

Obrázek 1: Čtvrtinový model automobilu.

Nevýhodou tohoto modelu je, že z něj můžeme analyzovat pouze verti-
kální pohyb.

2.1.1 Diferenciální rovnice

Podle obrázku 1 lze snadno napsat pohybové rovnice tohoto systému:

mbz̈b = Fa − k12(zb − zw)− ks(żb − żw), (1)
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mwz̈w = −Fa + k12(zb − zw)− k01(zw − zr) + ks(żb − żw).

Přičemž význam jednotlivých symbolů (u konstant i jejich hodnoty) je ná-
sledující:
zr . . . poloha nerovností vozovky,
zw . . . poloha osy kola,
zb . . . poloha odpružené části automobilu,
Fa . . . síla vyvíjená zdrojem síly,
mb . . . hmotnost odpružené části automobilu = 10900kg,
mw . . . hmotnost kol a neodpružené části automobilu = 1500kg,
ks . . . konstanta tlumení tlumiče = 50000Nsm−1,
k01 . . . konstanta tuhosti pružícího charakteru pneumatiky = 4900kNm−1,
k12 . . . konstanta tuhosti péra = 650kNm−1.

Všechny konstanty a hmotnosti jsou odvozeny od skutečných hodnot ná-
kladního automobilu a vztaženy pro čtvrtinový model celého automobilu.

2.1.2 Stavový popis

Pokud zvolím stavové proměnné následujícím způsobem, lze bez větších pro-
blémů převést pohybové diferenciální rovnice (1) na stavový popis:

x1 = zb − zw,

x2 = zw − zr,

x3 = żb,

x4 = żw,

u1 = żr,

u2 = Fa.

Stavový popis pak vypadá takto:

ẋ1 = x3 − x4, (2)

ẋ2 = x4 − u1,

ẋ3 = −k12
mb

x1 −
1

mb

u2,

ẋ4 = − k12
mw

x1 −
k01
mw

x2 −
1

mw

u2.

Pokud chceme rovnice přepsat do standardního maticového tvaru (s rozepsa-
nými vstupy) ẋ = Ax+B1u1 +B2u2, jsou jednotlivé matice rovny:
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A =


0 0 1 −1
0 0 0 1

−k12
mb

0 − ks

mb

ks

mb
k12
mw

− k01
mw

ks

mw
− ks

mw

 ,

B1 =


0
−1
0
0

 ,

B2 =


0
0
1

mb

− 1
mw

 .

2.1.3 Chování systému

Chování systému bez vnějších zásahů, tedy pasivní tlumení pérování auto-
mobilu, lze velmi dobře vystihnout některými základními grafickými charak-
teristikami.
Základní charakteristikou je přenos od odchylky poruchy vozovky, popří-

padě rychlosti poruchy vozovky, na rychlost nebo zrychlení odpružené části
automobilu a na tíhovou sílu působící na vozidlo. Na obrázku 4 je znázorněna
frekvenční charakteristika přenosu od odchylky poruchy vozovky na zrychlení
odpružené části. Tato charakteristika, respektive její amplitudová část, je
vhodná pro posouzení komfortnosti regulátoru.
Dalším kritériem pro posouzení komfortu regulace je odezva jednotkového

skoku odchylky nerovnosti vozovky na odchylku odpružené části (obrázek 2).
Vzhledem k matematickému modelu však simuluji odezvu na jednotkový skok
rychlosti nerovnosti na rychlost odpružené části. Výsledná charakteristika je
samozřejmě stejná, neboť se jedná o lineární systém a mohu tedy zderivovat
obě strany, vstupní i výstupní, a řešení rovnice se tím nezmění. Tuto úpravu
provádím kvůli implementaci do MatLabu a numerické stabilitě výpočtu.
Linearity a derivace rovnice budu i nadále využívat při dalších simulacích.
Pro srovnání jízdních vlastností použiji odezvu jednotkového skoku rych-

losti poruchy vozovky na tíhovou sílu (obrázek 3), která vlastně určuje přil-
navost pneumatik k vozovce.
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Step Response
zr* => zb*   |==|   zr => zb
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Obrázek 2: Odezva polohy odpružené části na jednotkový skok poruchy vo-
zovky.
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Obrázek 3: Odezva změny tíhové síly na jednotkový skok poruchy vozovky.
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Bode Diagram
zr => zb**
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Obrázek 4: Frekvenční charakteristika pasivního tlumení.
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2.2 Poloviční model

Model aktivního tlumení, který více ilustruje chování vozidla než model po-
pisovaný v předchozích odstavcích, je model poloviny vozidla (pro přední
a zadní část vozu). Skládá se ze dvou čtvrtinových modelů pevně spojených.
Přibudou tedy další konstanty – poloha těžiště a podélný moment setrvač-
nosti. Uspořádání je patrné z obrázku 5. Model umožňuje navíc sledovat
naklánění automobilu a vzájemnou vazbu přední a zadní části při najetí na
nerovnost. Postup pro odvození modelu je stejný jakou u čtvrtinového mo-
delu.

mw2

k01

k12
Fa2ks

zr2

zw2

zb2

m ,Jb p

mw1

k01

k12
Fa1ks

zr1

zw1

zb1 T

L1 L2

w

v

Obrázek 5: Poloviční model automobilu.

2.2.1 Diferenciální rovnice

Napíši pohybové diferenciální rovnice systému, který je znázorněn na obráz-
ku 5:

mbz̈b1 = Fa1 − k12(zb1 − zw1)− ks(żb1 − żw1), (3)

mbz̈b2 = Fa2 − k12(zb2 − zw2)− ks(żb2 − żw2),

mwz̈w1 = −Fa1 + k12(zb1 − zw1)− k01(zw1 − zr1) + ks(żb1 − żw1),

mwz̈w2 = −Fa2 + k12(zb2 − zw2)− k01(zw2 − zr2) + ks(żb2 − żw2).

Navíc přibude momentová rovnice předklánění karoserie a rovnice pohybu
těžiště:

mbz̈b1L1 −mbz̈b2L2 − Jpω̇ = 0, (4)

mbz̈b1 +mbz̈b2 −mbv̇T = 0.
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A zřejmě dále platí:

żb1 = vT + ωL1, (5)

żb2 = vT − ωL2.

Význam symbolů (u konstant i jejich hodnoty) je následující:
L1 . . . vzdálenost těžiště v klidovém stavu od předního kola = 3m,
L2 . . . vzdálenost těžiště v klidovém stavu od zadního kola = 3m,
Jp . . . podélný moment setrvačnosti = 43000kg ·m2,
ω . . . úhlová rychlost karoserie,
vT . . . vodorovná rychlost těžiště.

Ostatní symboly mají stejný význam jako pro čtvrtinový model a jsou
proto objasněny v kapitole o čtvrtinovém modelu (2.1.1). Hmotnost kola a
karoserie je nutno brát jako polovinu! Poslední index u proměnných značí,
zda se jedná o přední nebo zadní kolo.

2.2.2 Stavový popis

Stavové a vstupní proměnné volím takto:

x1 = zb1 − zw1 , u11 = żr1 ,
x2 = zw1 − zr1 , u12 = żr2 ,
x3 = żw1 , u21 = Fa1,
x4 = zb2 − zw2 , u22 = Fa2.
x5 = zw2 − zr2 ,
x6 = żw2 ,
x7 = vT ,
x8 = ω,

Stavový popis určím z rovnic (3),(4) a (5):

ẋ1 = −x3 + x7 + L1x8, (6)

ẋ2 = x3 − u11,

ẋ3 =
k12
mw1

x1 −
k01
mw1

x2 −
ks

mw1

x3 +
ks

mw1

x7 +
ksL1
mw1

x8 −
1

mw1

u21,

ẋ4 = −x6 + x7 − L2x8,

ẋ5 = x6 − u12,

ẋ6 =
k12
mw2

x4 −
k01
mw2

x5 −
ks

mw2

x6 +
ks

mw2

x7 −
ksL2
mw2

x8 −
1

mw2

u22,

ẋ7 = −k12
mb

x1 +
ks

mb

x3 −
k12
mb

x4 +
ks

mb

x6 −
2ks

mb

x7 +
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+
ksL2 − ksL1

mb

x8 +
1

mb

u21 +
1

mb

u22,

ẋ8 = −L1k12
Jp

x1 +
L1ks

Jp

x3 +
L2k12

Jp

x4 −
L2ks

Jp

x6 +

+
L2ks − L1ks

Jp

x7 −
ksL

2
1 + ksL

2
2

Jp

x8 +
L1
Jp

u21 −
L2
Jp

u22.

Matice stavového popisu ẋ = Ax+B1u1+B2u2 lze získat jednoduchým
přepisem předcházejících rovnic (6).

2.2.3 Chování systému

U polovičního modelu lze sledovat stejné veličiny jako u čtvrtinového, ale
je možné je rozdělit zvlášť pro přední a zadní kolo. Navíc je možné sledo-
vat předklánění vozidla. Na dalších obrázcích jsou znázorněny nejdůležitější
charakteristiky pasivního tlumení pérování pro poloviční model. Frekvenční
charakteristiky přenosu nerovnosti vozovky pod předním kolem na zrychlení
předního a zadního kola jsou na obrázcích 6 a 7. Odezva polohy odpružené
části automobilu na poruchu od nerovnosti vozovky je na obrázcích 8 a 9.
Na posledních obrázcích (10 a 11) této kapitoly je odezva změny tíhové síly
předního a zadního kola na nerovnost vozovky.
Průběh nerovnosti vozovky pod předním a zadním kolem je samozřejmě (i

v praxi) téměř stejný, pouze posunutý o vzdálenost mezi koly. Při simulacích
uvažuji rychlost pohybu automobilu 50km/h, tedy časový posun :

∆t[s] =
(L1 + L2)[m]

50 · 103/3600[m/s]
.
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Obrázek 6: Frekvenční charakteristika pasivního tlumení polovičního modelu
pro přední kolo (od poruchy na předním kole).
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Obrázek 7: Frekvenční charakteristika pasivního tlumení polovičního modelu
pro zadní kolo (od poruchy na předním kole).
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Obrázek 8: Odezva polohy odpružené části polovičního modelu na jednotkový
skok poruchy pro přední kolo.
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Obrázek 9: Odezva polohy odpružené části polovičního modelu na jednotkový
skok poruchy pro zadní kolo.
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Obrázek 10: Odezva změny tíhové síly polovičního modelu na jednotkový
skok poruchy pro přední kolo.
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Obrázek 11: Odezva změny tíhové síly polovičního modelu na jednotkový
skok poruchy pro zadní kolo.
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3 Teorie H∞

3.1 Norma systému

Nejdříve je nutné objasnit co je ∞-norma. V této práci se omezím pouze
na vysvětlení ∞-normy systémů, neboť ji budu nadále využívat. O normách
signálů a vlastnostech norem se zmiňuje [2]. Budu-li uvažovat lineární, časově
invariantní SISO1 systém s přenosovou funkcí G(jω), potom je ∞-norma,
označená ‖G‖∞:

‖G‖∞ , sup |G(jω)|. (7)

Tuto normu je možné graficky interpretovat dvěma způsoby jako:

- maximální hodnotu amplitudové části frekvenční charakteristiky systé-
mu: max |G(jω)|,

- vzdálenost v komplexní rovině od počátku k nejvzdálenějšímu bodu
Nyquistovy charakteristiky.

Vezmu-li v úvahu MIMO2 systém, potom je situace poněkud komplikova-
nější a je potřeba zmínit pojem singulární čísla matice (singular values). Pro
matici A jsou to odmocniny z vlastních čísel matice A∗A. Označím-li σ̄(A)
největší singulární číslo matice A, potom je ∞-norma systému:

‖G‖∞ , sup σ̄(G(jω)). (8)

3.2 Výpočet ∞-normy
Výpočet ∞-normy je složitější než výpočet jiných norem. Jedna možnost je
počítat normu podle grafické interpretace, to znamená, pro SISO systémy
z aproximace frekvenční charakteristiky nebo aproximace Nyquistovy cha-
rakteristiky a pro MIMO systémy z frekvenční charakteristiky singulárních
čísel.
Další možnost je využít vlastnosti singularity matice Hamiltoniánu a me-

todu půlení intervalu. Nechť je systém, pro který počítám∞-normu, ve tvaru:

G(s) =

[
A B
C D

]
= C(sI − A)−1B +D, (9)

1Single Input Single Output - systém s jedním vstupem a jedním výstupem
2Multiple Input Multiple Output - systém s více vstupy a více výstupy
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potom matice Hamiltoniánu je:

H =

[
A+BR−1D∗C BR−1B∗

−C∗(I +DR−1D∗)C −(A+BR−1D∗C)∗

]
, (10)

kde R = γ2I −D∗D.

Věta 1 Pro reálné γ > 0 platí, že ‖G‖∞ < γ tehdy a jen tehdy, když
σ̄(D) < γ a matice H nemá vlastní čísla na imaginární ose.

Metodou půlení intervalu pak lze získat normu systému a to tak, že pro
zvolené γ hlídáme, zda matice H má vlastní čísla na imaginární ose. Důkaz
věty a podrobněji vysvětlený algoritmus hledání γ je například v [4].

3.3 Neurčitost a robustní stabilita

Neurčitost
Žádný matematický model nemůže přesně popisovat fyzikální systém, pro-
to se zavádí neurčitost, která vyjadřuje rozdíl mezi systémem a matema-
tickým modelem. Systém se potom popisuje jako množina všech neurčitých
soustav P ∈ Π. Množina neurčitostí může být:

• strukturovaná – neurčitost vnitřních parametrů modelu (to je případ
systému aktivního tlumení, kdy se mění například zatížení vozidla nebo
poloha těžiště),

• nestrukturovaná – představuje frekvenčně závislé prvky, saturační ome-
zení akčních členů a zejména nemodelovanou dynamiku na vyšších frek-
vencích.

Stabilita systémů
Nejdříve je nutné objasnit pojem vnitřní stabilita. Předpokládám model
systému popsaný blokovým schématem podle obrázku 12. Takový systém
se nazývá vnitřně stabilní, když matice přenosů (11), respektive její čtyři
přenosové matice jsou ryzí, reálné, racionální a stabilní (přesněji řečeno, když
jsou analytické a omezené v pravé polorovině):[

e1
e2

]
=

[
I −K
−P I

]−1 [
w1
w2

]
= (11)

=

[
I +K(I − PK)−1P K(I − PK)−1

(I − PK)−1P (I − PK)−1

]−1 [
w1
w2

]
.
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Obrázek 12: Standardní regulační obvod.

V souvislosti s objasněním pojmu vnitřní stabilita mohu uvést definici
nominální a robustní stability:

• Systém je nominálně stabilní, když K vnitřně stabilizuje nominální
model P0.

• Systém je robustně stabilní, když K vnitřně stabilizuje všechny ne-
určité modely P ∈ Π, kde Π je množina neurčitých modelů.

Věta o malém zesílení
Nyní je ještě potřeba nástroj pro určení robustní stability. Budu-li uvažovat
model systému podle obrázku 13, pak platí následující věta (Věta o malém
zesílení):

Věta 2 Nechť M a ∆ jsou ryzí, stabilní přenosy (přenosové matice) a nechť
γ > 0. Potom systém podle obrázku 13 je vnitřně stabilní pro všechna ∆:
‖∆‖∞ ≤ 1/γ tehdy a jen tehdy, když ‖M‖∞ < γ.

+

+

w1

w2

e1

e2

M

D

Obrázek 13: M −∆ smyčka pro analýzu stability.

Větu o malém zesílení je možné interpretovat v Nyquistově charakteris-
tice, protože věta říká, že Nyquistova křivka nikdy neobkličuje kritický bod
−1 a systém je tedy podle Nyquistova kritéria stabilní.
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3.4 Standardní problém

Standardní regulační obvod je znázorněn na obrázku 14. Veličiny u1, u2, y1 a
y2 mohou být vektorové:

• u1 je vnější vstup, většinou složený z řídícího signálu, rušení či šumu
čidla,

• u2 je akční veličina,

• y1 je řízený výstup, většinou regulační odchylka nebo filtrované signály
systému,

• y2 je měřený výstup.

G

K

u1

u2

y1

y2

Obrázek 14: Standardní regulační obvod.

Předpokládá se, že přenosové matice G a K jsou reálné, racionální a ryzí.
Přičemž G je soustava rozšířená o váhové funkce a K představuje hledaný
regulátor.

Přenos přímé větve z u1 na y1 označím jako Ty1u1 , potom standardní pro-
blém nalezení optimálního H∞ regulátoru je: nalézt všechny přípustné3

regulátory K(s) takové, že ‖Ty1u1‖∞ je minimální.

Optimální H∞ regulátor tak jak byl definován, není pro MIMO systém
obecně jediný. Navíc nalezení optimálního H∞ regulátoru je analyticky i nu-
mericky velmi komplikované. V praxi však často není nutné navrhovat op-
timální H∞ regulátor a většinou je také mnohem levnější získat regulátor
suboptimální, který má normu ‖Ty1u1‖∞ velmi blízkou té minimální.
3Regulátor se nazývá přípustným, když vnitřně stabilizuje systém.
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Lze tedy formulovat problém nalezení suboptimálního H∞ regulátoru:
pro dané γ > 0 nalézt všechny přípustné regulátory K(s), pokud existují,
takové, že ‖Ty1u1‖∞ < γ.

3.5 Řešení zjednodušeného standardního problému

Naznačím pouze řešení zjednodušeného standardního problému hledání sub-
optimálního H∞ regulátoru. Zjednodušení spočívá v požadavcích kladených
na tvar a vlastnosti stavové realizace systému.
Předpokládám tedy stavovou realizaci v tomto tvaru:

G(s) =

 A B1 B2
C1 0 D12
C2 D21 0

 , (12)

a následující vlastnosti této realizace:

1. dvojice (A, B1) je řiditelná, dvojice (C1, A) je pozorovatelná,

2. dvojice (A, B2) je dosažitelná, dvojice (C2, A) je rekonstruovatelná,

3. D∗
12

[
C1 D12

]
=

[
0 I

]
,

4.

[
B1
D21

]
D∗
21 =

[
0
I

]
.

Pro další pokračování je nutné nadefinovat dvě matice Hamiltoniánu:

H∞ =

[
A γ−2B1B

∗
1 −B2B

∗
2

−C∗
1C1 −A∗

]
, (13)

J∞ =

[
A∗ γ−2C∗

1C1 − C∗
2C2

−B1B
∗
1 −A

]
.

A nyní lze vyslovit následující větu:

Věta 3 Přípustný regulátor takový, že ‖Ty1u1‖∞ < γ, existuje tehdy a jen
tehdy když jsou splněny následující tři podmínky:

1. H∞ ∈ dom(Ric) a zároveň X∞ = Ric(H∞) > 0,

2. J∞ ∈ dom(Ric) a zároveň Y∞ = Ric(J∞) > 0,

3. ρ(X∞Y∞) < γ2.
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A pokud jsou tyto podmínky splněny, pak jeden takový regulátor je:

Ksub(s) =

[
(̂A)∞ −Z∞L∞
F∞ 0

]
, (14)

kde Â∞ = A+ γ−2B1B
∗
1X∞ +B2F∞ + Z∞L∞C2,

F∞ = −B∗
2X∞, L∞ = −Y∞C∗

2 a Z∞ = (I − γ−2Y∞X∞)−1.

Pro upřesnění je nutné dovysvětlit některé pojmy vyskytující se ve větě.

• Oblast dom(Ric) se skládá z matice Hamiltoniánu H se dvěmi vlast-
nostmi:

1. matice H nemá vlastní čísla na imaginární ose,

2. podprostory X (H) = Im

[
X1
X2

]
a Im

[
0
I

]
jsou komplementár-

ní.

• Im(A) je obraz (image) matice, definovaný jako:

Im(A) = {y ∈ C : Ax = y, x ∈ C}.

• Ric(H) je stabilizující řešení algebraické Riccatiho rovnice.

• Spektrální poloměr ρ je roven ρ(A) = max |λi|, přičemž λi jsou vlastní
čísla A.

Důkaz této věty o výpočtu a řešení suboptimálního regulátoru pro zjedno-
dušený problém a řešení dalších standardních problémů H∞ je možné nalézt
v [4]. V diplomové práci se nezabývám hlubším matematickým pozadím H∞
teorie a pro potřebné výpočty využívám Robust Toolbox, komponentu pro-
gramu MatLab.
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4 Návrh regulátorů

Cílem mé diplomové práce není pouze navrhnout řízení pro aktivní tlumení
pérování automobilu metodou H∞, ale také porovnání vhodnosti použití jak
moderních, tak klasických metod pro řízení takovéto soustavy.
Blokové schéma uspořádání regulačního obvodu je znázorněno na obrázku

15. Jedná se o víceportovou soustavu se dvěma porty na vstupu (vstup poru-
chy a vstup akční veličiny) a dvěma porty na výstupu (kontrolovaný výstup
a zpětnovazební výstup), přičemž se jedná o vektorové veličiny.

y1

y2u2

u1

regulátor

s o u s t a v a
aktivního tlumení

Obrázek 15: Blokové schéma regulačního obvodu

Aby bylo možné jednotlivé navržené regulátory kvantitativně porovnávat,
provádím na každém z nich vždy několik experimentů.

1. Jako vstupní poruchu rychlosti vozovky volím mezi třemi tvary signálů:

• jednotkový skok,
• bílý šum omezené frekvence,
• harmonický průběh dané frekvence (jako důkaz nevhodných rezo-
nančních vlastností).

2. Z těchto vstupních signálů simuluji výstupní odezvy:

• polohu, rychlost a zrychlení odpružené části automobilu,
• zásah akční veličiny,
• tíhovou sílu působící na pneumatiku (nápravu) vozidla.

3. Analyticky počítám přenos uzavřené smyčky a vykresluji amplitudovou
část frekvenční charakteristiky:

• z rychlosti poruchy vozovky na zrychlení odpružené části automo-
bilu,
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• z polohy poruchy vozovky na zrychlení odpružené části automo-
bilu.

4. Provádím test citlivosti regulované soustavy na změnu vnějších podmí-
nek, zejména zatížení vozidla.

Výpočet přenosu uzavřené smyčky
Jelikož výpočet přenosu uzavřené smyčky vícevstupové (MIMO) regulo-
vané soustavy nepovažuji za triviální, stručně se o něm zmíním v následujícím
odstavci.
Jedná se o víceportový systém, přičemž každý port obsahuje více signálů.

Napíšeme-li si matici přenosů4 soustavy z obrázku 15:[
y13
y2

]
=

[
P3 P4
P1 P2

] [
u1
u2

]
,

známe přenos regulátoru K a hledáme přenos z prvního vstupu na třetí
veličinu prvního výstupu za předpokladu uzavřené regulační smyčky, pak jej
lze analyticky vypočítat jako:

Pu1y1 = P3 +
P1KP4
1−P2K

Z tohoto analytického vztahu je už pak jednoduché pouhým dosazením
za přenosy získat výsledný přenos uzavřené smyčky regulované soustavy.
Uvedený postup platí pro čtvrtinový model automobilu. Přechod k polo-

vičnímu modelu spočívá pouze ve zvýšení dimenze vstupních veličin a tedy
zvýšení dimenze přenosů P1, . . . , P4, K.

4.1 Čtvrtinový model

Pro čtvrtinový model automobilu ukážu návrh a výsledné vlastnosti pro tři
vybrané regulátory. Konkrétně pro klasický PID (Proportional, Integrate and
Derivate) regulátor, dále pro LQ (Linear Quadratic) regulátor a jejich srov-
nání s H∞ regulátorem.

4.1.1 PID regulace

Teorie
PID regulátor je základním regulačním prvkem s velmi jednoduchým na-
stavováním a implementací. Skládá se ze tří paralelních prvků: 1) propor-
ciálního - což je zesilovací prvek, 2) integračního a 3) derivačního - který

4Tučné symboly velkým písmem znamenají matice přenosových funkcí, netučné pak
přenosové funkce. Tučné symboly malým písmem značí vektory.
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může být doplněn filtrem představujícím saturační omezení fyzické realizace
při derivování. V této práci používám matematický model regulátoru podle
obrázku 16.

Obrázek 16: Schéma PID regulátoru.

Tedy regulační přenos je: K(s) = P + I 1
s
+D s

1
N

s+1
,

kde P je hodnota proporcionálního zesílení, I je integrační konstanta, D kon-
stanta derivační a N je násobitel určující filtraci v derivačním členu.

Návrh konstant
Pro určení konstant PID regulátoru volím nejjednodušší metodu. Zpětnou
vazbu uzavřu přes x3, tedy żb a iterativně dosazuji za parametry, všímám si
jejich vlivu na chování soustavy a vyberu nejvhodnější hodnoty parametrů.
Po několika experimentech vychází, že není nutné použít integrační složku,
proporcionální složka je P = −105, derivační složka D = 103 a filtrační
násobitel volím N = 102. Proporcionální složka působí dojmem, že se jedná
o kladnou zpětnou vazbu, avšak není tomu tak, neboť regulační obvod (viz.
obrázek 15) není ve standardním odchylkovém tvaru.
Podrobnější popis PID regulátoru a metody nastavování konstant lze najít

v [3].

Výsledky experimentů
Experimenty provádím pomocí simulačního prostředí Simulink programu
MatLab. Simulované průběhy odezev soustavy řízené PID regulátorem sro-
vnávám s pasivním tlumením pérování automobilu. Na následujících obráz-
cích je znázorněna odezva polohy odpružené části, akčního zásahu a změny
tíhové síly na jednotkový skok poruchy a odezva polohy odpružené části na
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bílý šum na vstupu poruchy a dále pak amplitudová část frekvenční cha-
rakteristiky přenosu polohy poruchy vozovky na zrychlení odpružené části
vozidla (pro posouzení míry potlačení zrychlení karoserie).
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Obrázek 17: Odezva polohy odpružené části na jednotkový skok.
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Obrázek 18: Odezva změny tíhové síly na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 19: Odezva akčního zásahu na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 20: Odezva polohy odpružené části na bílý šum poruchy.
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Obrázek 21: Amplitudová část frekvenční charakteristiky zr → z̈b.
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4.1.2 LQ regulace

Teorie
Lineárně kvadraticky optimální řízení vychází z principu optimality: za
předpokladu, že u je optimální řídicí posloupnost v čase t = 0 . . . T − 1, a že
do času t byla aplikována posloupnost u(0), u(1), . . . , u(t− 1), která dovedla
soustavu do stavu x(t), potom také zbývající hodnoty řídicí posloupnosti
u(t), . . . , u(T − 1) musí být optimální řídicí posloupností ve smyslu minima-
lizace ztrátové funkce V

(
x(t);u(T − 1); t

)
.

Pokud je lineární kvadratické kritérium zvoleno takto:

J = xT (T )Q(T )x(T ) +
∫ T

0
xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)dt, (15)

kde Q(t) a R(t) jsou kriteriální matice v čase t, potom je optimální hodnota
ztrátové funkce V rovna:

V ∗(x(t); t) = min
u(τ),τ∈〈t,T 〉

{
xT (T )Q(T )x(T ) +

+
∫ T

0
xT (τ)Q(τ)x(τ) + uT (τ)R(τ)u(τ)dτ

}
. (16)

Optimální ztrátová funkce je kvadratickou funkcí stavu:

V ∗(x(t); t) =
1
2
xT (t)P (t)x(t).

Několika způsoby lze pak odvodit algebraické řešení Riccatiho rovnice řešící
výše uvedený problém:

AT P + PA+Q− PBR−1BT P = 0, (17)

kde A a B jsou matice stavového popisu a P hledáme.
Kalmanovo zesílení, což je vlastně zesílení regulátoru se stavovou zpětnou

vazbou, se následně vypočítá jako:

K = R−1BT P. (18)

Poté stačí uzavřít stavovou zpětnou vazbu u = −Kx.
Odvození pomocí doplnění na čtverec je například v [9], pomocí variačních

metod se pak nalézá třeba v [8].
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Návrh kriteriálních matic
Nejdříve je nutné zvolit, které kvadratické členy z kriteriální funkce J je
opravdu nutné vážit. Pro dosažení podmínek kladených na regulátor stačí
pro návrh LQ řízení vážit tři veličiny:

• váha ka pro odchylku zb − zw, tedy x1 – kvůli nulové odchylce v ustá-
leném stavu,

• váha kb pro rychlost odpružené části żb, tedy x3 – kvůli potlačení rych-
losti a překmitů polohy odpružené části,

• váha kc pro akční zásah síly Fa, tedy u2 – kvůli omezení velikosti akční
veličiny.

Volbou signálů, které chceme vážit se výrazně zjednodušila situace, neboť
kriteriální matice tak obsahují pouze diagonální prvky. Matice pak lze napsat
ve tvaru dosaditelném do kritéria takto:

Q =


ka 0 0 0
0 0 0 0
0 0 kb 0
0 0 0 0

 , (19)

R = [kc] .

Hodnoty jednotlivých váhových konstant jsem určil po několika experi-
mentech tak, aby výsledné chování splňovalo, s určitými kompromisy, poža-
davky uvedené v úvodní kapitole:

ka = 102,

kb = 5 · 102,
kc = 10−8.

Výsledky experimentů
Experimenty provádím opět v programu MatLab a komponentě Simu-
link, s využitím Control System Toolboxu a funkce care, která počítá ře-
šení spojité algebraické Ricatiho rovnice. Výsledné Kalmanovo zesílení je
K = [ 0.0765 −6.3495 1.8350 0.0395 ] ·105. Na dalších obrázcích jsou vý-
sledky simulací. Jsou provedeny stejné experimenty, za stejných podmínek
jako u PID regulátoru a jsou srovnávány s pasivním tlumením pérování.

30



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−2

0

2

4

6

8

10

12

14

16
x 10−3

Step Response
zr => zb

LQ controller

Time

D
ev

ia
tio

n

vstupní porucha 
pasívní tlumení 
LQ regulátor 

Obrázek 22: Odezva polohy odpružené části na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 23: Odezva tíhové síly na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 24: Odezva akčního zásahu na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 25: Odezva polohy odpružené části na bílý šum poruchy.
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Bode Magnitude Diagram
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Obrázek 26: Amplitudová část frekvenční charakteristiky zr → z̈b.
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4.1.3 H∞ regulace

Rozšíření soustavy
H∞ regulátor se počítá jako minimalizace normy ‖Ty1u1‖∞ přenosu ze
vstupu u1 na výstup y1, je tedy možné upravit vlastnosti uzavřené regulační
smyčky váhovými funkcemi v této větvi. Vzhledem k tomu, že se nejedná
o standardní situaci (regulaci na žádanou hodnotu), ale vstupem je poru-
cha působící uvnitř soustavy, nelze využít funkce augss nebo augtf z Robust
Toolboxu, které rozšiřují soustavu o váhové funkce. Soustavu tedy rozšířím
způsobem popsaným níže. Schéma rozšíření je na obrázku 27.

y1

y2u2

u1

regulátor

s o u s t a v a
aktivního tlumení

váhové
funkce

y1

xW

Obrázek 27: Rozšíření soustavy váhovými funkcemi.

Samozřejmě před samotným rozšířením je nutné zvolit, jak bude vypadat
zpětná vazba a které veličiny budu vážit. Zpětnou vazbu volím jako stavovou.
K vážení je potřeba zvolit ty veličiny, které ovlivňují parametry uzavřené
regulační smyčky, na které byly kladeny nějaké požadavky. Vliv váhových
konstant a funkcí na návrh regulátoru je většinou zřejmý, navíc je ověřen
simulacemi. Do prvního výstupu tedy musí patřit:

• x2 ≡ zw − zr . . . vážím konstantou5, zlepšuje průběh ustálení odchylky.

• x1 ≡ zb−zw . . . vážím konstantou, zlepšuje odchylku v ustáleném stavu.

• ẋ3 ≡ z̈b . . . vážím funkcí, upravuje míru potlačení zrychlení odpružené
části vozidla. Jedná se o funkci (W1), aby bylo možné upravit vlastnosti
na frekvencích pro člověka nejcitlivějších.

• x3 − x4 ≡ żb − żw . . . vážím konstantou, potlačuje velké rychlosti od-
pružené části oproti neodpružené části, zlepšuje stabilitu nominální re-
gulace.

• u2 ≡ Fa . . . vážím funkcí, omezuje akční zásah. Jedná se o funkci (W2),
protože z experimentu vyplývá nutnost omezit také vyšší frekvence
akčního zásahu, ne pouze jeho velikost.

5Vážící konstanty značím ε1 až ε6.
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• k01 ·x2 ≡ ∆Ft . . . vážím konstantou. Vážení x2 se zde vyskytuje dvakrát
pro ilustraci dvou různých vlivů této veličiny (odchylka a třecí síla).
Nemá vliv na výpočet regulátoru, bylo by možné obě vážící konstanty
sečíst (ε1 + k01ε6) a výsledný regulátor by byl totožný.

Nyní tedy mohu doplnit stavový popis podle (2) o výstupní rovnice v mati-
covém tvaru:

y1 = C1x+D11u1 +D12u2, (20)

y2 = C2x+D21u1 +D22u2.

Do uvedených matic dosadím podle veličin, které volím pro vážení a zpětnou
vazbu následovně:

C1 =



0 1 0 0
1 0 0 0

−k12
mb

0 − ks

mb

ks

mb

0 0 −1 1
0 0 0 0
0 k01 0 0

 , (21)

C2 = E4,
D11 = O,

D12 =
[
0 0 1

mb
0 −1 0

]T
,

D21 = E4,
D21 = O.

Rozšíření váhovými konstantami ε1, . . . , ε6 nepřináší do soustavy žádnou
dynamiku, ale naopak rozšiřování váhovými funkcemi W1 a W2 novou dyna-
miku do soustavy vnáší a je dána charakterem funkcí. K převodu přenosových
funkcí vah do stavového popisu využívám funkci tf2ss. V dalším postupu tedy
mohu předpokládat, že jejich stavový popis znám:

W1(s)→W1A,W1B,W1C,W1D,

W2(s)→W2A,W2B,W2C,W2D.

Nejprve sloučím dynamiku váhových funkcí a přidám váhové konstanty,
takže vznikne vážící MIMO systém se šesti vstupy (y1), šesti výstupy (ȳ1) a
dynamikou ẋW (obrázek 27):
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WA =

[
W1A O
O W2A

]
,

WB =

[
~0 ~0 W1B ~0 ~0 ~0
~0 ~0 ~0 ~0 W2B ~0

]
,

WC =



~0T ~0T

~0T ~0T

W1C ~0T

~0T ~0T

~0T W2C
~0T ~0T


,

WD = diag
[

ε1 ε2 ε3W1D ε4 ε5W2D ε6
]
.

Nyní mohu přistoupit k rozšíření samotné soustavy. Stavy rozšířené soustavy
si napíšu jako

x̄ =

[
xW

x

]
a pro stavové rovnice nominálního systému a váhových funkcí platí, že:

ẋ = Ax+B1u1 +B2u2, (22)

y1 = Cx+D11u1 +D12u2,

y2 = Cx+D21u1 +D22u2,

ẋW = WAxW +WBy1,

ȳ1 = WCxW +WDy1.

Spojím-li předcházející rovnice (22), potom mohu psát:

ẋW = WAxW +WB(C1x+D12u2), (23)

= WAxW +WBC1x+WBD12u2,

ȳ1 = WCxW +WD(C1x+D12u2),

= WCxW +WDC1x+WDD12u2,

tedy maticově zapsáno:

˙̄x =

[
WA WBC1
O A

]
︸ ︷︷ ︸

Ā

[
xW

x

]
︸ ︷︷ ︸

x̄

+

[
WBD11

B1

]
︸ ︷︷ ︸

B̄1

u1 +

[
WBD12

B2

]
︸ ︷︷ ︸

B̄2

u2, (24)
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ȳ1 =
[

WC WDC1
]︸ ︷︷ ︸

C̄1

x̄+WDD11︸ ︷︷ ︸
D̄11

u1 +WDD12︸ ︷︷ ︸
D̄12

u2,

y2 =
[
O C2

]︸ ︷︷ ︸
C̄2

x̄+D21u1 +D22u2.

A po zavedení pozměněných matic (s pruhem):

˙̄x = Āx̄+ B̄1u1 + B̄2u2, (25)

ȳ1 = C̄1x̄+D11u1 + D̄12u2,

y2 = C̄2x+D21u1 +D22u2.

Váhové konstanty a funkce
Váhové funkce jsou vlastně dány tím, co požadujeme od chování soustavy
v uzavřené smyčce. Váha W1 specifikuje míru potlačení zrychlení odpru-
žené části automobilu. Lidské tělo je nejcitlivější na frekvence v rozsahu asi
3 ÷ 13 Hz, tedy 18.8 ÷ 81.7 rad · s−1. Z toho plyne váhová funkce W1 cha-
rakteru pásmová propust, jejíž amplitudová část frekvenční charakteristiky
je znázorněna na obrázku 28a. Váha W2 určuje potlačení vyšších frekvencí
v akční veličině. Z toho plyne charakter funkce. Jedná se o horní propust
s mezní frekvencí 0.27rad · s−1. Amplitudová část frekvenční charakteristiky
váhové funkce W2 je na obrázku 28b.
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Obrázek 28: Amplitudová část frekvenční charakteristiky vah W1 a W2.

Smysl charakteru váhových funkcí je zřejmější při zobrazení komplemen-
tárních funkcí, tedy 1/W1 a 1/W2 (obrázek 29). Což plyne z následující úvahy:

H∞ regulátor se počítá jako minimalizace normy ‖Ty1u1‖∞. Vezmu-li tedy
pro jednoduchost výpočet regulátoru pro soustavu s přenosem v otevřené
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smyčce L a jedinou váhou W1, pak se minimalizuje norma uzavřené smyčky∥∥ W1
1+L

∥∥
∞
. Což je totéž jako hledat co největší γ takové, aby byla splněna

podmínka
∥∥ W1
1+L

∥∥
∞

< 1/γ. To znamená, že musí
∣∣∣ W1(jω)
1+L(jω)

∣∣∣ < 1/γ platit pro

všechny ω. Jinak zapsáno, pro všechna ω platí
∣∣∣ γ
1+L(jω)

∣∣∣ <
∣∣∣ 1
W1(jω)

∣∣∣. Z čehož
vyplývá, že násobek přenosu uzavřené smyčky na dané frekvenci je menší
než přenos převrácené váhové funkce na této frekvenci. Charakter převrácené
váhové funkce je již tedy zřejmý.
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Obrázek 29: Amplitudová část frekvenční charakteristiky komplementárních
vah 1/W1 a 1/W2.

Váhové konstanty navrhuji podle experimentu tak, aby regulace splňo-
vala kladené požadavky. Bohužel některé konstanty působí proti sobě (stejně
jako kladené požadavky). Volím tedy kompromisní řešení. Srovnám-li váhové
konstanty do vektoru, pak mají tyto hodnoty:

ε =
[
1.00 0.96 8.50 1.00 0.70 10−5

]
.

H∞ regulátor
Když je k dispozici stavový popis rozšířené soustavy, je možné vypočítat

H∞ regulátor. K tomu využiji funkci hinfopt obsaženou v Robust Toolboxu.
Tato funkce vypočítá suboptimální H∞ regulátor iteračním postupem pro
různá γ tak, aby byla norma ‖Ty1u1 ·γ‖∞ < 1 a γ bylo co největší. Výsledkem
je stabilní regulátor osmého řádu (tak jako rozšířená soustava). Podrobnosti
k použití funkcí Robust Toolboxu jsou v [10].

Výsledky experimentů
Pro srovnání provádím stejné experimenty jako u PID regulátoru a LQ
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regulátoru. Srovnávám opět s pasivním tlumením. Na obrázcích jsou tedy
znázorněny tyto průběhy: odezva polohy odpružené části, akčního zásahu a
tíhové síly na jednotkový skok poruchy, odezva polohy odpružené části na bílý
šum na vstupu poruchy, amplitudová část frekvenční charakteristiky přenosu
polohy poruchy vozovky na zrychlení odpružené části vozidla.
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Obrázek 30: Odezva polohy odpružené části na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 31: Odezva změny tíhové síly na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 32: Odezva změny akčního zásahu na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 33: Odezva polohy odpružené části na bílý šum poruchy.
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Obrázek 34: Amplitudová část frekvenční charakteristiky zr → z̈b.
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Nevhodná volba vážení
Pokusím se demonstrovat důležitost správného výběru veličin vážení, váho-
vých konstant a váhových funkcí. Provedl jsem experiment bez frekvenčního
vážení Fa (vážil jsem pouze konstantou). Odezva na jednotkový skok (ob-
rázek 35) splňuje velmi dobře všechny požadavky. V důsledku konstantního
vážení ale obsahuje akční zásah vyšší frekvence (obrázek 36). Navíc z ampli-
tudové části frekvenční charakteristiky (obrázek 37) je patrné, že regulátor
potlačuje zrychlení karoserie na všech frekvencích kromě 57.2rad · s−1, která
je rezonanční frekvencí uzavřené smyčky, což znamená, že pokud by se vy-
skytla porucha obsahující tuto frekvenci, začal by ji regulátor zesilovat místo
tlumit.
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Obrázek 35: Odezva polohy odpružené části na jednotkový skok při konstant-
ním vážení Fa.

42



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

16000

18000

Actuator Force
Hoo controller   / W2(s) = 1 /

Time

Fo
rc

e

Obrázek 36: Odezva akčního zásahu na jednotkový skok při konstantním
vážení Fa.
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Obrázek 37: Amplitudová část frekvenční charakteristiky zr → z̈b při kon-
stantním vážení Fa.
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4.1.4 Srovnání regulátorů a jejich citlivosti

Aby bylo možné chování jednotlivých regulátorů porovnat mezi sebou, vy-
kresluji zde vybrané charakteristiky do jediného grafu.
Důležitým požadavkem je odolnost regulačního obvodu proti vnějším

změnám parametrů. U čtvrtinového modelu se jedná zejména o změnu zatí-
žení vozidla. Odezva polohy odpružené části na jednotkový skok poruchy při
trojnásobné zátěži (což je u nákladního automobilu běžné) je znázorněna na
obrázku 41.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−2000

−1500

−1000

−500

0

500

Time

Fo
rc

e

Force of Gravity
(wheel)

pasivní tlumení 
PID regulace 
LQ regulace 
Hoo regulace 

Obrázek 38: Srovnání regulátorů - odezva změny tíhové síly na jednotkový
skok poruchy.
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Obrázek 39: Srovnání regulátorů - odezva akčního zásahu na jednotkový skok
poruchy.
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Obrázek 40: Srovnání regulátorů - odezva polohy odpružené části na jednot-
kový skok poruchy.
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Obrázek 41: Srovnání regulátorů - odezva polohy odpružené části na jednot-
kový skok poruchy při trojnásobném zatížení automobilu.
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4.2 Poloviční model

Blokové schéma regulačního obvodu je stejné jako u čtvrtinového modelu
(obrázek 15), pouze se zdvojnásobí dimenze vstupních a výstupních signálů.
Pro tento model navrhuji pouze H∞ regulátor.

4.2.1 H∞ regulace

Rozšíření soustavy
Také u polovičního modelu upravuji vlastnosti uzavřené regulační smyčky
pomocí váhových funkcí a konstant. Jedná se o stejnou situaci (obrázek 42)
jako u čtvrtinového modelu. Nelze tedy využít funkce z Robust Toolboxu pro
rozšíření soustavy.

y2

u2

u1

regulátor

s o u s t a v a
aktivního tlumení

váhové
funkce

y1

y1

xW

Obrázek 42: Rozšíření soustavy polovičního modelu váhovými funkcemi.

Samozřejmě je opět nutné zvolit, které veličiny budu vážit. Zpětnou vazbu
volím jako stavovou a k vážení stejné veličiny jako pro vážení u čtvrtinového
modelu, zdvojnásobí se však velikost vektoru prvního výstupu (pro přední a
zadní kolo) a přibude vážení úhlové rychlosti předklánění vozidla ω. Doplním
tedy výstupní rovnice stavového popisu o vážící systém:

y1 = C1x+D11u1 +D12u2, (26)

y2 = C2x+D21u1 +D22u2,

kde y1 a y2 jsou:

y1 = [ zw1 − zr1 , zb1 − zw1 , z̈b1 , żb1 − żw1 , Fa1 , ∆Ft1 ,

zw2 − zr2 , zb2 − zw2 , z̈b2 , żb2 − żw2 , Fa2 , ∆Ft2 , ω ]T

= [ x2, x1, ẋ7 + L1ẋ8, x7 − x3 + L1x8, Fa1 , k01x2,

x5, x4, ẋ7 + L2ẋ8, x7 − x6 − L2x8, Fa2 , k01x5, x8 ]
T ,

y2 = [ x1, . . . , x8 ]T .

Z čehož lze jednoduchým postupem získat matice C1, C2 a D11 až D22.
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Frekvenčně vážím opět Fa1 , Fa2 , Ft1 a Ft2 . Ostatní veličiny vážím pouze
konstantami. K převodu přenosových funkcí vah do stavového popisu použiji
funkci tf2ss, sloučím dynamiku váhových funkcí a přidám váhové konstanty,
takže vznikne vážící MIMO systém s třinácti vstupy (y1), třinácti výstupy
(ȳ1) a dynamikou ẋW (obrázek 42). Převedu-li váhové funkce (pomocí tf2ss)
takto do stavového popisu:

W11(s)→W1A1 ,W1B1 ,W1C1 ,W1D1 ,

W12(s)→W1A2 ,W1B2 ,W1C2 ,W1D2 ,

W21(s)→W2A1 ,W2B1 ,W2C1 ,W2D1 ,

W22(s)→W2A2 ,W2B2 ,W2C2 ,W2D2 ,

kde první index označuje vážící funkci (pro zrychlení, pro tíhovou sílu) a dru-
hý index určuje kolo (přední, zadní). Potom vážící MIMO systém zapsaný
maticově je:

WA =


W1A1 O O O
O W2A1 O O
O O W1A2 O
O O O W2A2

 ,

WB =


~0 ~0 W1B1

~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0
~0 ~0 ~0 ~0 W2B1

~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0
~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 W1B2

~0 ~0 ~0 ~0
~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 W2B2

~0 ~0

 ,

WC =



~0T ~0T ~0T ~0T

~0T ~0T ~0T ~0T

W1C1
~0T ~0T ~0T

~0T ~0T ~0T ~0T

~0T W2C1
~0T ~0T

~0T ~0T ~0T ~0T

~0T ~0T ~0T ~0T

~0T ~0T ~0T ~0T

~0T ~0T W1C2
~0T

~0T ~0T ~0T ~0T

~0T ~0T ~0T W2C2
~0T ~0T ~0T ~0T

~0T ~0T ~0T ~0T



,

WD = diag[ ε1 ε2 ε3W1D1 ε4 ε5W2D1 ε6

ε7 ε8 ε9W1D2 ε10 ε11W2D2 ε12 ε13 ],
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kde ε1 . . . ε13 jsou váhové konstanty příslušející stejně číslovaným výstupům.
S takto vytvořeným vážícím systémem se soustava rozšiřuje stejně jako u

čtvrtinového modelu, tedy:

˙̄x = Āx̄+ B̄1u1 + B̄2u2, (27)

ȳ1 = C̄1x̄+ D̄11u1 + D̄12u2,

y2 = C̄2x+D21u1 +D22u2,

kde pozměněné (s pruhem) matice jsou:

Ā =

[
WA WBC1
O A

]
B̄1 =

[
WBD11

B1

]
B̄2 =

[
WBD12

B2

]
C̄1 =

[
WC WDC1

]
C̄2 =

[
O C2

]
D̄11 =

[
WDD11

]
D̄12 =

[
WDD12

]
.

Odvození postupu rozšíření soustavy je podrobněji vysvětleno v kapitole
4.1.3 o čtvrtinovém modelu.

Váhové konstanty a funkce
Vzhledem k tomu, že požadavky na regulaci pro přední i zadní kolo jsou
stejné, lze použít pro jednotlivá kola také stejné váhové funkce.
Váhy W11 a W12 jsou stejné jako u čtvrtinového modelu, neboť váží

zrychlení odpružené části. Kvalita regulace zrychlení odpružené části je dána
citlivostí člověka na určité frekvence a ne modelem. Váhy W21 a W22 mají
pouze stejný charakter (horní propust), ale mají nižší mezní frekvenci (asi
8 · 10−4rad · s−1). Amplitudové části frekvenčních charakteristik jsou na
obrázku 43.
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Obrázek 43: Amplitudová část frekvenční charakteristiky váhy W1 a W2.

Pro lepší představivost jsou na obrázku 44 znázorněny komplementární
váhové funkce 1/W1 a 1/W2. Z těchto komplementárních funkcí je charakter
jejich vážení zřejmější.

Bode Magnitude Diagram

Frequency (rad/sec)

M
ag

ni
tu

de
 (d

B
)

10
0

10
1

10
2

10
3

−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

Complementary Weighted Function 1/W1 

Bode Magnitude Diagram

Frequency (rad/sec)

M
ag

ni
tu

de
 (d

B
)

10
−4

10
−3

10
−2

55

60

65

70

75

80

85

90

95

100

Complementary Weighted Function 1/W2 

Obrázek 44: Amplitudová část frekvenční charakteristiky komplementárních
vah 1/W1 a 1/W2.

Váhové konstanty navrhuji podle experimentu tak, aby regulace splňo-
vala kladené požadavky. Váhové konstanty, srovnané do vektoru v původním
pořadí jsou:

[ 1, 0.948, 22, 1, 2.7, 1.11 · 10−4,
1, 0.948, 22, 1, 2.7, 1.11 · 10−4, 10−3 ].
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Regulátor a výsledky experimentů
Nyní mám k dispozici stavový popis rozšířené soustavy. Pomocí funkce
hinfopt obsažené v Robust Toolboxu vypočítám H∞ regulátor. Výsledkem je
stabilní regulátor šestnáctého řádu (stejně jako rozšířená soustava). Experi-
menty v simulačním prostředí Simulink provádím stejně jakou u čtvrtinového
modelu, jen přibude rozdělení pro přední a zadní kolo. Na obrázcích jsou
znázorněny tyto průběhy - odezva polohy odpružené části (obrázek 46 a 47),
rychlosti předklánění vozidla (obrázek 45), akčního zásahu (obrázek 50 a 51)
a tíhové síly (obrázek 48 a 49) na jednotkový skok poruchy, odezva polohy
odpružené části (obrázek 54 a 55) a rychlosti předklánění vozidla (obrázek
56) na bílý šum na vstupu poruchy, odezva a amplitudová část frekvenční
charakteristiky přenosu polohy poruchy vozovky na zrychlení odpružené části
vozidla (obrázek 52 a 53).
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Obrázek 45: Odezva předklánění vozidla na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 46: Přední kolo - odezva polohy odpružené části na jednotkový skok
poruchy.
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Obrázek 47: Zadní kolo - odezva polohy odpružené části na jednotkový skok
poruchy.
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Obrázek 48: Přední kolo - odezva změny tíhové síly na jednotkový skok po-
ruchy.
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Obrázek 49: Zadní kolo - odezva změny tíhové síly na jednotkový skok poru-
chy.
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Obrázek 50: Přední kolo - odezva akčního zásahu na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 51: Zadní kolo - odezva akčního zásahu na jednotkový skok poruchy.
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Obrázek 52: Amplitudová část frekvenční charakteristiky zr → z̈b1 .
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Obrázek 53: Amplitudová část frekvenční charakteristiky zr → z̈b2 .
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Obrázek 54: Přední kolo - odezva polohy odpružené části na bílý šum poruchy.
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Obrázek 55: Zadní kolo - odezva polohy odpružené části na bílý šum poruchy.
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Obrázek 56: Odezva předklánění vozidla na bílý šum poruchy.
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4.2.2 Citlivost regulace na změny

Pro porovnání odolnosti regulačního obvodu proti vnějším změnám parame-
trů vykresluji odezvu polohy odpružené části na jednotkový skok poruchy pro
nominální a zatížený model systému. Obě charakteristiky jsou vykresleny ve
stejném grafu (pro zatížený model tečkovaně). Na obrázku 57 je odezva pro
přední a na obrázku 58 pro zadní kolo. Zatížení vozidla jsem demonstroval
ztrojnásobením hmotnosti karoserie a přesunutím těžiště o 1m dozadu.
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Obrázek 57: Přední kolo - odezva polohy na jednotkový skok poruchy pro
nominální a rušený regulační obvod, srovnání s pasivním tlumením.
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Obrázek 58: Zadní kolo - odezva polohy na jednotkový skok poruchy pro
nominální a rušený regulační obvod, srovnání s pasivním tlumením.
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5 Závěr

Cílem mé diplomové práce bylo seznámit se s teorií H∞, využít ji pro návrh
řídícího systému aktivního tlumení pérování automobilu a posoudit vhodnost
jejího použití, zejména v souvislosti s jinými metodami návrhu. Pro syntézu
regulačního obvodu jsem vytvořil zjednodušený čtvrtinový a poloviční model
automobilu.

Čtvrtinový model
Základním modelem aktivního tlumení pérování automobilu, na němž je
možné provádět experimenty je model čtvrtinový. Neumožňuje sice simulo-
vat všechny potřebné parametry automobilu, ale je možné jej použít pro
sledování dvou nejdůležitějších parametrů – zrychlení karoserie a tíhové síly
neodpružené části vozidla. Navrhnul jsem tři různé regulátory. Mám tedy
možnost porovnat jejich vhodnost použití pro systémy aktivního tlumení au-
tomobilu.
Klasický PID regulátor je sice nejjednodušší, ale má mnoho nedostatků.

Zpětnou vazbu je možné uzavřít pouze přes jedinou veličinu, v tomto pří-
padě zrychlení karoserie. V důsledku toho dochází k počátečnímu podkmitu
polohy odpružené části při odezvě na jednotkový skok, protože regulátoru
chybí informace obsažená ve skokové změně polohy kola. Z amplitudové části
frekvenční charakteristiky přenosu od poruchy na zrychlení karoserie je navíc
patrné, že regulátor zrychlení nepotlačuje dostatečně. Co se týče citlivosti na
změny parametrů, vykazuje PID nejhorší výsledky. Jako jedinou přednost
PID regulátoru bych hodnotil jednoduchost jeho návrhu i realizace.
LQ regulátor již nabízí větší možnosti, neboť umožňuje při návrhu spe-

cifikovat požadavky regulace a zpětnou vazbu uzavírá jako stavovou. Díky
tomu lze eliminovat podkmit při odezvě na jednotkový skok, který se vysky-
toval u PID regulátoru. Potlačení zrychlení odpružené části však také není
dostatečné. Realizace LQ regulátoru je ale také poměrně jednoduchá, což je
nesporně jeho výhodou.
Konstrukčně nejsložitější je H∞ regulátor. Nabízí však kvalitnější a ro-

bustnější regulaci. Regulační obvod s H∞ regulátorem se jako jediný nejvíce
přibližuje ideálním požadavkům kladeným na systém tlumení pérování au-
tomobilu. Potlačuje dobře na všech frekvencích zrychlení karoserie (včetně
frekvencí na něž je člověk nejcitlivější) a má malý překmit polohy odpružené
části při kvalitativně téměř stejné tíhové síle a rozumné velikosti a rychlosti
akčního zásahu.

Některé podrobnosti k čtvrtinovému modelu jsou také publikovány v pří-
spěvku [1], jehož jsem spoluautorem.
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Poloviční model
S využitím poznatků o návrhu čtvrtinového modelu a H∞ regulátoru ne-
bylo obtížné navrhovat řídící systém pro poloviční model. Poloviční model
umožňuje navíc sledovat předklánění vozidla a tudíž i ovlivňovat druhý kla-
dený požadavek – řiditelnost vozidla. Regulátor navržený pomocí teorie H∞
opět splňuje s určitými kompromisy všechny požadavky kladené na regu-
lační obvod, stejně jako pro čtvrtinový model, ale tentokrát jak z hlediska
komfortu, tak řiditelnosti automobilu.

Realizace návrhu
Pro úplnost návrhu řízení systému aktivního tlumení pérování automo-
bilu je nutné se zamyslet také nad realizací takového regulačního obvodu.
Konstrukční řešení akčních členů bylo naznačeno v kapitole Úvod. Samotný
regulátor by mohl být řešen například signálovým procesorem. Zbývá tedy
otázka měřitelnosti stavových proměnných. Pro měření żb, żw a ω by se daly
použít akcelerační čidla, pro zr třeba ultrazvukové čidlo. Složitější by to bylo
při měření vT . Ne příliš složitým a nenáročným řešením by bylo navrhnout
pozorovatel stavu.
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A Příloha - simulační schémata
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Obrázek 59: Simulační schéma pro čtvrtinový model
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Obrázek 60: Simulační schéma pro poloviční model

61



Reference

[1] Stříbrský A., Honců J., Hyniová K., and Kruczek A. H∞ control of active
suspension systems. In Proceedings of the 5th International Scientific
Technical Conference Process Control 2002. Kouty nad Desnou, June
2002.

[2] Doyle J. C., Francis B. A., and Tannebaum A. R. Feedback Control
Theory. Macmillan Publishing Company, 1992.

[3] John J. Systémy a řízení. Vydavatelství ČVUT, 1998.

[4] Zhou K. and Doyle J. C. Essentials of Robust Control. Prentice Hall,
1998.

[5] Yamashita M., Fujimori K., and Uhlik C. H∞ control of an automotive
active suspension. In Proceedings of the 29th Conference of Decision
and Control, pages 2244–2250. Honolulu, Hawai, December 1990.

[6] Yamashita M., Fujimori K., Hayakawa K., and Kimura H. Application
of H∞ control to active suspension systems. In Proceedings of the 12th
IFAC World Congress, pages 1717–1729. Sydney, 1993.

[7] Horáček P. Systémy a modely. Vydavatelství ČVUT, 1999.

[8] Štecha J. Optimální rozhodování a řízení. Vydavatelství ČVUT, 2000.

[9] Havlena V. and Štecha J. Moderní teorie řízení. Vydavatelství ČVUT,
2000.

[10] Chiang R. Y. and Safonov M. G. Robust Control Toolbox User’s Guide.
The MathWorks, Inc., 1997.

62


	Úvod
	Popis modelu
	Ctvrtinový model
	Diferenciální rovnice
	Stavový popis
	Chování systému

	Polovicní model
	Diferenciální rovnice
	Stavový popis
	Chování systému


	Teorie H
	Norma systému
	Výpocet -normy
	Neurcitost a robustní stabilita
	Standardní problém
	Rešení zjednodušeného standardního problému

	Návrh regulátoru
	Ctvrtinový model
	PID regulace
	LQ regulace
	H regulace
	Srovnání regulátoru a jejich citlivosti

	Polovicní model
	H regulace
	Citlivost regulace na zmeny


	Záver
	Príloha - simulacní schémata

