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Anotace

Tato práce se zabývá analýzou, identifikaćı a ř́ızeńım laboratorńıho modelu CE108

se spojenými pohony, který se nacháźı v laboratoři teorie automatického ř́ızeńı K26. Ćıl

této diplomové práce spoč́ıvá v ř́ızeńı dvou elektrických motor̊u, které jsou spojeny dohro-

mady v rámci jednoho systému. To zavede čtenáře ke studiu interaguj́ıćıho dynamického

systému a ř́ızeńı systému s v́ıce vstupy a výstupy. Základńım úkolem je pomoćı měńıćıho

se točivého momentu motor̊u ř́ıdit napnut́ı a rychlost pásu. Ukázky ř́ızeńı jsou prováděny

pomoćı simulačńıch model̊u reálného systému. Základńı ř́ızeńı laboratorńıho systému je

realizováno pomoćı PI regulátoru, LQ a LQG regulátor̊u. Pro závěrečné ř́ızeńı celého

MIMO systému je využito decentralizované zpětnovazebńı ř́ızeńı, LQ regulátor a dyna-

mický rozvazbovaćı regulátor.

Annotation

This thesis deals with the analysis, identification and control of the laboratory model

CE108 with coupled drives which is situated in the Laboratory of Automatic Control

Theory K26. The goal of this diploma work consist in controlling two electric drives that

are coupled together through the system. It will introduce readers to interacting dynamical

system and multivariable control. The basic control problem is to vary the torque in the

motors to regulate the belt speed and tension. The control demonstrations are performed

using models of real system. The basic control of the laboratory system is implemented by

PI controllers, LQ and LQG controllers. For the final control of the whole MIMO system

is used decentralized feedback control, LQ controller and decoupling controller.
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Seznam použitých zkratek

V této práci je použito několik zkratek (p̊uvodem z angličtiny) předevš́ım z oblasti

ř́ıdićı techniky:

SISO system

Single-Input-Single-Output system ⇒ systém s 1 vstupem a 1 výstupem

MIMO system

Multiple-Input-Multiple-Output system ⇒ systém s v́ıce vstupy a v́ıce výstupy

PI controller

Proportional-Integral controller ⇒ proporcionálńı a integračńı regulátor

LQ controller

Linear-Quadratic controller ⇒ kvadraticky optimálńı regulátor pro lineárńı systémy

LQG controller

Linear-Quadratic-Gaussian controller⇒ kvadraticky optimálńı regulátor pro lineárńı sys-

témy s b́ılým gaussovským šumem

RGA

Ralative gain array ⇒ matice relativńıch ześıleńı
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Kapitola 1

Úvod

Laboratorńı model Spojené pohony TQ (Coupled Drives) umı́stěný v laboratoři teorie

automatického ř́ızeńı K26 [8] je fyzikálńı systém vyrobený firmou TecQuipment Ltd [5]
1. Jedná se o MIMO systém, který je velmi dobrým př́ıkladem systému s v́ıce vstupy a

výstupy. Fotografie tohoto systému je na následuj́ıćım obrázku 1.1.

Obrázek 1.1: Laboratorńı model spojených pohon̊u CE108

Na tomto mı́stě je nutné poznamenat, že se nejedná o systém, který by byl vyvinut

pouze pro školńı a teoretické účely. Jeho velkou výhodou je skutečná a konkrétńı vazba na

reálné aplikace v pr̊umyslu. V tomto př́ıpadě může být model chápán např. jako určitá část

paṕırenského, textilńıho nebo válcovaćıho stroje, kde hlavńımi otázkami, které je zapotřeb́ı

řešit, jsou pružnost a rychlost pásu, př́ıp. problémy spojené s ř́ızeńım v́ıce nestejných

pohon̊u v jednom systému. Tyto aspekty spojené s ř́ızeńım takovýchto systémů jsou tedy

1Se śıdlem v Nottinghamu ve Velké Británii

2



jistě velmi podstatné a d̊uležité pro správný chod nejr̊uzneǰśıch výrobńıch linek, a proto

je velmi dobré se jimi zabývat.

To bude i ćılem této diplomové práce, jakožto ukázka toho, jak takovýto složitý systém

s v́ıce vstupy a výstupy efektivně ř́ıdit. Svoj́ı roli zde jistě tedy bude hrát i studium in-

terakćı mezi jednotlivými vstupy a výstupy systému a následný správný návrh zvoleného

ř́ızeńı. Správná spolupráce v́ıce servomotor̊u, které jsou spojeny v rámci jedné aplikace,

je potom nesmı́rně d̊uležitá. V extrémńıch př́ıpadech by totiž mohlo doj́ıt bud’ k povo-

leńı nebo přetržeńı pásu, poškozeńı nějaké komponenty, či vyráběného produktu nebo

nestabilitě celého systému. Nejr̊uzněǰśı daľśı d̊usledky nesprávného nastaveńı systému se

spojenými pohony jsou v́ıce rozepsány v [3].

Na následuj́ıćım obrázku 1.2 je schematicky načrtnuta výrobńı linka využ́ıvaj́ıćı právě

spojených pohon̊u.

Obrázek 1.2: Nákres výrobńı linky se spojenými pohony

Pracovńı stanice tady má funkci jakéhosi kontrolńıho členu, jehož úkolem je sledovat

a ř́ıdit rychlost a napět́ı pásu výrobńı linky (za účasti pohonu 1 a 2).

1.1 Rozbor ćıl̊u této diplomové práce

Jedńım z počátečńıch ćıl̊u této práce bude detailńı seznámeńı čtenáře s modelem spojených

pohon̊u a některými jeho vlastnostmi, které bude třeba brát v úvahu při návrhu jeho ř́ızeńı.

Velkým př́ınosem této práce určitě bude možnost studia a návrh ř́ızeńı pro MIMO systém

jakožto celek.

Jednotlivé úkoly, které budou realizovány v rámci této práce, by se tedy daly shrnout

do těchto několika d́ılč́ıch krok̊u:

• odvozeńı a sestaveńı matematicko fyzikálńıho popisu modelu

• identifikace laboratorńıho modelu

• návrh základńıho typu ř́ızeńı (PID a LQ regulátor) pouze pro samostatné vstupy a

výstupy - tj. návrh pro jednotlivé ”‘SISO”’ systémy
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• návrh pokročilé metody ř́ızeńı (LQG regulátor) pouze pro samostatné vstupy a

výstupy - tj. návrh pro jednotlivé ”‘SISO”’ systémy

• návrh decentralizovaného ř́ızeńı celého MIMO systému

• návrh centralizovaného ř́ızeńı celého MIMO systému

• návrh dynamického rozvazbovaćıho regulátoru pro celý MIMO systém

• zhodnoceńı výsledk̊u a použitých metod

Práce tedy bude mı́t následuj́ıćı strukturu. Ve druhé kapitole se seznámı́me se struk-

turou a jednotlivými částmi modelu. V kapitole třet́ı pak bude následovat odvozeńı mate-

maticko fyzikálńıho modelu celého systému. Ve čtvrté kapitole poṕı̌si postup identifikace

laboratorńıho modelu. Od páté kapitoly až do zbytku práce se již budu věnovat návrhu

ř́ızeńı, přičemž v úvodu každé takové kapitoly (př́ıp. podkapitoly) bude vždy naznačen

teoretický úvod a teprve potom bude následovat praktická aplikace na laboratorńım mo-

delu. Náplńı páté kapitoly bude návrh ř́ızeńı pro jednotlivé d́ılč́ı podsystémy laboratorńıho

modelu a ve stěžejńı šesté kapitole bude potom rozebráno několik možných typ̊u ř́ızeńı

pro celý MIMO systém. V závěru potom jednotlivé př́ıstupy vyhodnot́ım.
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Kapitola 2

Seznámeńı s laboratońım modelem

2.1 Popis laboratorńıho modelu spojených pohon̊u

Náčrtek systému spojených pohon̊u TQ (CD1) je na obrázku 2.1 (obrázek upraven z

[8]).

Obrázek 2.1: Náčrtek modelu Spojené pohony TQ

Základem modelu spojených pohon̊u jsou dva stejnosměrné elektromotory - levý motor

M1 a parametrově naprosto shodný pravý motor M2, které poháněj́ı pružný pás v podobě

gumy. Jejich směr otáčeńı je možné ř́ıdit nezávisle v obou směrech danými vstupńımi

napět́ımi. Skutečné otáčky těchto motor̊u jsou měřeny pomoćı tachogenerátor̊u. Na obr.

2.2 je zachycen pohled zezadu na jeden z motor̊u a zepředu na hnaćı válec.

Model dále obsahuje rameno se třet́ı kladkou, přes kterou také procháźı pás (obr.

2.3a). Toto rameno je zavěšeno na pružině (obr. 2.3b) a vyṕıná gumový pás soustavy

spojených pohon̊u. Dı́ky pohyblivému rameni je možné indikovat a měřit protažeńı pásu

jakožto odchylku polohy ramene od své nulové polohy a t́ım tak určitým zp̊usobem si-
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mulovat pracovńı stanici z obrázku 1.2. Na obrázku 2.3b je patrný i ladićı šroub, pomoćı

něhož je možné ovlivňovat vlastnosti pružiny jako je tuhost a tlumeńı. To bude mı́t velký

význam při identifikaci laboratorńıho modelu (viz kapitola 4.2.2). U třet́ı kladky je po-

tenciometrem sńımán úhel vychýleńı ramene a úhlová rychlost kladky, která je měřena

rovněž tachogenerátorem.

Obrázek 2.2: Pohled na jeden z hnaćıch motor̊u ze zadńı části a zepředu

Obrázek 2.3: a) Horńı kladka, b) Pružina s ladićım šroubem

Daľśı d̊uležité parametry týkaj́ıćı se laboratorńıho modelu CE108 jsou shrnuty v

následuj́ıćı tabulce 2.1. Vı́ce parametr̊u viz stránky výrobce [5].
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Rozměry modelu 540 mm × 330 mm × 625 mm

Celková hmotnost modelu 26.4 kg

Napájećı napět́ı 230 V

Otáčky hnaćıch motor̊u M1 a M2 0 až 3000 ot./min

Tabulka 2.1: Vybrané parametry modelu CE108

Na obrázku 2.4 můžeme vidět předńı panel modelu CE108 a rozmı́stěńı a zapojeńı

jeho jednotlivých část́ı. Veškeré připojeńı jeho vstup̊u a výstup̊u je realizováno pomoćı

kabĺık̊u a 2mm zd́ı̌rek.

Obrázek 2.4: Předńı panel modelu CE108

2.2 Náhled na model z hlediska teorie systémů

Z hlediska teorie systémů se tedy jedná o systém se 2 vstupy:

• vstupńı napět́ı levého motoru u1(t) [V] (akčńı veličina),

• vstupńı napět́ı pravého motoru u2(t) [V] (akčńı veličina nebo poruchová veličina ⇒
poruchový zatěžovaćı moment mz(t) - využito a rozebráno v kapitole 5.6).

7



a 4 měřitelnými výstupy:

• úhlová rychlost levého motoru (M1) ω1(t) [rad · s−1],

• úhlová rychlost pravého motoru (M2) ω2(t) [rad · s−1],

• úhlová rychlost kladky na pohyblivém rameni ω3(t) [rad · s−1],

• úhel vychýleńı ramene α(t) [rad].

Přestože máme k dispozici 4 výstupńı veličiny, t́ım hlavńım co nás předevš́ım zaj́ımá,

a co se budeme snažit ř́ıdit, bude úhlová rychlost kladky a úhel vychýleńı ramene, jak

nám to ukazuje blokový nákres spojených pohon̊u 2.5.

Obrázek 2.5: Blokový nákres systému spojených pohon̊u

2.3 Připojeńı modelu CE108 k PC

Všechny vstupy a výstupy laboratorńıho modelu spojených pohon̊u jsou nejprve přive-

deny do universálńı svorkovnice TB620 (jak nám ukazuje obrázek 2.6) a dále připojeny k

PC přes poč́ıtačovou kartu MF614 od firmy Humusoft, s.r.o. Tato karta je podporována

baĺıkem Real Time Toolbox a umožňuje tak plně ovládat laboratorńı model a měřit jeho

výstupńı veličiny v prostřed́ı MATLAB/SIMULINK [12]. Přehled použitých signál̊u karty

je uveden v tabulce 2.2.

Typ signálu Název Rozsah signálu Hodnoty v Matlabu

Vstup modelu Ř́ızeńı motoru M1 +/-10 V 〈−1, 1〉
Vstup modelu Ř́ızeńı motoru M2 +/-10 V 〈−1, 1〉
Výstup modelu Otáčky motoru M1 +/-10 V 〈−1, 1〉
Výstup modelu Otáčky motoru M2 +/-10 V 〈−1, 1〉
Výstup modelu Otáčky horńı kladky +/-10 V 〈−1, 1〉
Výstup modelu Vychýleńı ramene +/-10 V 〈−1, 1〉

Tabulka 2.2: Vstupy a výstupy karty MF614
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Vychýleńı ramene převedené na napět’ový signál v rozsahu od -10 do 10 V udává mı́ru

protažeńı gumového pásu. Tedy -10 V udává minimálńı protažeńı pásu (tj. povoleńı), 0

V klidový stav a +10 V maximálńı protažeńı.

Obrázek 2.6: Universálńı svorkovnice TB620

Ve vlastnostech komunikace v prostřed́ı Matlab/Simulink je pro odběr vzork̊u zvolena

perioda vzorkováńı Ts = 0, 01 s. Na obrázku 2.7 je znázorněna vnitřńı struktura virtuálńı

bloku laboratorńıho modelu v Simulinku.

Obrázek 2.7: Vnitřńı struktura bloku modelu v Simulinku

Na závěr této kapitoly bych ještě rád zmı́nil, že k modelu CE108 od firmy TecQuipment

je možné také př́ımo zakoupit regulátor pro analogové a digitálńı ř́ızeńı (pod označeńım

CE120) nebo také digitálńı rozhranńı CE122, které umožňuje propojeńı modelu s ř́ıdićım

poč́ıtačem. V našem př́ıpadě nám ale bohatě dostačuje již zmiňovaná karta MF614 a

prostřed́ı Matlab/Simulink.
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Kapitola 3

Odvozeńı matematického modelu

Z hlediska teorie ř́ızeńı je naprostým základem pro studium vlastnost́ı systému a návrh

jeho ř́ızeńı (bez ohledu na použitou metodu) co možná nejpřesněǰśı a nejrobustněǰśı mate-

matický model systému, který je ideálně platný v celém pracovńım pásmu i při p̊usobeńı

nejr̊uzněǰśıch okolńıch vliv̊u a podmı́nek. Ne vždy lze ale tohoto úplně dosáhnout. V

této kapitole se ale pokuśıme skloubit matematiku, fyziku a teorii systémů a sestavit tak

model spojených pohon̊u, který bude co možná nejvěrněǰśı kopíı chováńı skutečného la-

boratorńıho modelu CE108 a bude tvořit ”stavebńı kámen” pro celý zbytek této práce. K

tomu bude potřeba systém rozdělit na tyto r̊uzné dynamické komponenty

• pohonný systém (2 stejnosměrné motory)

• pružný pás pohonu

• kyvné rameno s pružinou

a ty potom sloučit v jeden celek.

3.1 Matematický popis stejnosměrného motoru

Prvńı součást́ı spojených pohon̊u (elektrická část), kterou se budeme snažit namo-

delovat je tedy stejnosměrný motor s ciźım buzeńım (model má takové pohony 2). Ze

základńımi znalostmi fyziky a silnoproudé elektrotechniky [13] je možné odvodit tyto 2

rovnice popisuj́ıćı chováńı motoru

i̇(t) = −R
L
i(t)− ke

L
ω(t) +

1

L
u(t), (3.1)

ω̇(t) =
km

J
i(t)− b

J
ω(t)− 1

J
Mz(t). (3.2)

Rovnice 3.1 popisuje elektrický obvod kotvy (rotoru stejnosměrného motoru), kde i(t)

[A] je elektrický proud procházej́ıćı obvodem kotvy, R [Ω] a L [H] je odpor a indukčnost

vinut́ı kotvy motoru, ke [s ·V−1] je elektrická konstanta motoru, ω(t) [rad · s−1] je úhlová
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rychlost otáčeńı motoru a u(t) [V] je vstupńı napět́ı motoru (přivedené přes komutátor

na kotvu).

Rovnice 3.2 zahrnuje mechanický popis motoru pomoćı momentové rovnice

Mh(t) = MJ(t) +Mb(t) +Mz(t). (3.3)

V rovnici 3.2 je km [kg · m2 · s−2 · A−1] mechanická konstanta motoru, J [kg · m2] je

moment setrvačnosti válce a hř́ıdele motoru, b [kg · m2 · s−1] je konstanta tlumeńı (třećı

konstanta) a Mz(t) [Nm] je zatěžovaćı moment motoru.

Jelikož ani jeden z parametr̊u ke, km, R, L, J a b pro nás od výrobce modelu neńı

známý, nebudeme si situaci komplikovat (celkový model systému bude i tak zahrnovat

mnoho daľśıch neznámých parametr̊u - viz dále) a pro popis chováńı stejnosměrného

motoru s ciźım buzeńım si vystač́ıme pouze s jedinou diferenciálńı rovnićı pro úhlovou

rychlost otáčeńı motoru ω(t). Mı́sto rovnice 3.2 využijeme tedy tento obecný tvar stavové

rovnice

ω̇1(t) = −a1 · ω1(t)−Mz1(t) + k1u1(t), (3.4)

pro úhlovou rychlost levého motoru M1 a

ω̇2(t) = −a2 · ω2(t)−Mz2(t) + k2u2(t), (3.5)

pro úhlovou rychlost pravého motoru M2.

Daľśı části modelu, které budeme dále modelovat, budou již mechanického charakteru.

3.2 Matematický popis pružného pásu

Pro následuj́ıćı úvahy při odvozováńı popisu bude výhodné vycházet z nákresu systému

na obrázku 3.1. Pružný pás (zde zakreslený oranžově) vzájemně propojuje tažné śıly

motor̊u M1 a M2. Např́ıklad jestliže přivedeme napět́ı u1(t) na motor M1, rychlost a

napět́ı pásu se změńı a motor M2 se bude otáčet d́ıky tažné śıle motoru M1. Obdobným

zp̊usobem bude vypadat situace, pokud bychom přivedli pouze napět́ı u2(t) na motor M2.

Na obrázku 3.1 máme uvedený př́ıpad, kdy je úhlová rychlost ω1(t) motoru M1 vyšš́ı

než rychlost ω2(t) motoru M2. Vlivem rozd́ılných úhlových rychlost́ı motor̊u p̊usob́ı v

gumovém pásu tyto śıly

F12(t) = kg · l12(t), (3.6)

F13(t) = F23(t) = kg · l13(t) = kg · l23(t), (3.7)

kde kg [Nm−1] je pružnost gumového pásu, l12(t) [m] je prodloužeńı gumového pásu

v úseku mezi motory M1 a M2, l13(t) [m] je prodloužeńı pásu v úseku mezi motorem

M1 a horńı kladkou a l23(t) [m] je prodloužeńı pásu v úseku mezi motorem M2 a horńı
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kladkou. Pro náš zvolený př́ıpad ω1(t) > ω2(t) dojde vlivem nestejných úhlových rychlost́ı

k protažeńı gumového pásu mezi motory M1 a M2, tj. nár̊ustu veličiny l12(t) z nulové

polohy (kladné znaménko ”+” v nákresu), a zároveň k povoleńı (”smrštěńı”) pásu mezi

jednotlivými motory a horńı kladkou, tj. poklesu veličin l13(t) a l23(t) (záporná znaménka

”−” v nákresu). V d̊usledku toho vzniká výslednice sil Fp(t), jej́ıž výpočet můžeme z

obrázku 3.1 odvodit takto

cos β =
Fp(t)/2

F13(23)(t)
⇒ Fp(t) = 2 cos β · F13(23)(t) = 2 cos β · kg · l13(23)(t), (3.8)

a d́ıky které se závěsné rameno s kladkou pohybuje směrem nahoru.

Obrázek 3.1: Principiálńı nákres veličin p̊usob́ıćıch při spojeńı pohon̊u pružným pásem

pro př́ıpad ω1(t) > ω2(t)

Pokud bychom nyńı uvažovali př́ıpad, kdy ω1(t) < ω2(t), dojdeme podobným zp̊uso-

bem k opačným závěr̊um. Tzn. znaménka u sil F12(t), F13(t) a F23(t) a protažeńı l12(t),

l13(t) a l23(t) budou opačná oproti p̊uvodńım, t́ım pádem i výslednice Fp(t) bude mı́t

opačný směr a závěsné rameno s kladkou se bude pohybovat směrem dol̊u.

Z tohoto principu je zřejmé, že rychlost natažeńı gumového pásu (časová derivace)

záviśı na vzájemné velikosti (rozd́ılu) úhlových rychlost́ı ω1(t) a ω2(t). Pokud budou obě

úhlové rychlosti motor̊u stejné, k žádnému natahováńı nebo povolováńı gumového pásu

docházet nebude. Můžeme tedy napsat tuto rovnici pro rychlost natažeńı gumového pásu
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v úseku mezi motory M1 a M2

l̇12(t) = rk · ω1(t)− rk · ω2(t)− kl · l12(t), (3.9)

kde rk [m] je poloměr hnaćıch kol motor̊u M1 a M2 (i samotné horńı kladky) a člen

kl · l12(t) vyjadřuje prokluz gumového pásu (kl [s−1] je konstanta prokluzu).

Obrázek 3.2: Principiálńı nákres horńı kladky a ramene

Pokud využijeme rovnice z literatury [3] vyjadřuj́ıćı ”zákon zachováńı energie”

ẏ(t) · Fp(t) = F13(23)(t) · (v1(t)− v2(t)) , (3.10)

kde y(t) [m] je délková2 výchylka ramene (vyznačeno v obrázku 3.2), v1(t) [m · s−1]

je rychlost (nikoliv úhlová) levého motoru M1, v2(t) [m · s−1] je rychlost pravého motoru

M2. Využit́ım rovnice 3.8 potom rovnici uprav́ıme na tento tvar

ẏ(t) · 2 cos β· 6 F13(23)(t) =6 F13(23)(t) · (v1(t)− v2(t)) . (3.11)

Z této rovnice nyńı můžeme napsat rovnici pro rychlost natažeńı gumového pásu

(časová derivace) v úseku mezi motorem M1 a horńı kladkou nebo mezi motorem M2 a

horńı kladkou

l̇13(t) = l̇23(t) = v2(t)− v1(t) + 2 cos β · ẏ(t). (3.12)

2Nikoliv úhlová výchylka v podobě α(t), přepočet mezi těmito veličinami bude rozebrán v kapitole
4.1.4
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Pokud rychlosti v1(t) a v2(t) vyjádř́ıme takto pomoćı úhlových rychlost́ı

v1(t) = rk · ω1(t), (3.13)

v2(t) = rk · ω2(t) (3.14)

a dosad́ıme do 3.12, dostaneme tento tvar

l̇13(t) = l̇23(t) = rk · ω2(t)− rk · ω1(t) + 2 cos β · ẏ(t), (3.15)

do kterého můžeme obdobně jako ve vztahu 3.9 pro rychlost natažeńı gumového pásu

mezi motory opět přidat člen vyjadřuj́ıćı prokluz gumového pásu. Dostáváme tedy tento

konečný tvar

l̇13(t) = l̇23(t) = rk · ω2(t)− rk · ω1(t)− kl · l13(t) + 2 cos β · ẏ(t). (3.16)

3.3 Matematický popis kyvného ramene a chováńı

pružiny

Samotné závěsné kyvné rameno s horńı kladkou je možné modelovat pomoćı hmotnosti

mz [kg]. Pružina je potom reprezentována tuhost́ı pružiny kp [N ·m−1] a tlumeńım bp [N ·
m−1 · s], tak jak nám to naznačuje obrázek 3.3.

Obrázek 3.3: Principiálńı nákres pružiny, ramene a horńı kladky

Konstanta kp je jakási konstanta úměrnosti mezi odporovou silou a okamžitou rychlost́ı

kmitaj́ıćıho tělesa. Tato odporová śıla společně s direktivńı silou vazby (člen zahrnuj́ıćı

tuhost pružiny) nám tvoř́ı pohybovou rovnici harmonického oscilátoru, kterou můžeme

napsat v tomto tvaru

mzÿ(t) = −kpy(t)− bpẏ(t). (3.17)

Tato rovnice 3.17 by platila pro př́ıpad, kdy na oscilátor (pružinu) nep̊usob́ı žádná

vněǰśı bud́ıćı śıla. V našem př́ıpadě je ale bud́ıćı silou śıla Fp(t). Rovnici tedy přeṕı̌seme
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a uprav́ıme do tvaru, kde bud́ıćı śıla Fp(t) má pro zvolený směr výchylky y(t) záporné

znaménko

ÿ(t) = − kp

mz

y(t)− bp
mz

ẏ(t)− 1

mz

Fp(t). (3.18)

Pokud si zavedeme

ẏ(t) = vy(t) (3.19)

a zárověň do rovnice 3.18 dosad́ıme za Fp(t) z rovnice 3.8, dostaneme tuto výslednou

podobu diferenciálńı rovnice pro popis chováńı pružiny v laboratorńım modelu CE108

v̇y(t) = − bp
mz

vy(t)− kp

mz

y(t)− 2 cos β · kg

mz

l13(t). (3.20)

3.4 Dokončeńı modelu MIMO systému

Nyńı nám již pouze zbývá provázat odvozenou elektrickou část modelu (popis motor̊u)

z kapitoly 3.1 s část́ı mechanickou a sestavit kompletńı lineárńı časově neproměnný stavový

popis celého MIMO systému, který má obecně tvar

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.21)

y(t) = Cx(t) + Du(t), (3.22)

kde x(t) je vektor vnitřńıch stav̊u, u(t) je vektor vstup̊u a y(t) je vektor výstup̊u.

Provázáńı rovnic provedeme přes zatěžovaćı momenty Mz1(t) a Mz2(t) z rovnic 3.4 a

3.5. Vı́me totiž, že tyto momenty jsou dány přes př́ıslušné śıly takto

Mz1(t) = rkF12(t)− rkF13(t) = rkkg · l12(t)− rkkg · l13(t), (3.23)

Mz2(t) = rkF23(13)(t)− rkF12(t) = rkkg · l13(t)− rkkg · l12(t) (3.24)

Úvahou je např. pro př́ıpad ω1(t) > ω2(t) zřejmé, že veličina l12(t) bude kladná (tedy i

F12(t) bude kladné) a veličina l13(t) bude záporná (tedy i F13(t) bude záporné). T́ım pádem

i Mz1(t) bude kladné a motor M1 s úhlovou rychlost́ı ω1(t) bude pásem (a pomaleǰśım

motorem M2) bržd’en a naopak pravý motor M2 bude pásem (a rychleǰśım motorem M1)

urychlován. Po dosazeńı za Mz1(t) a Mz2(t) do rovnic 3.4 a 3.5 tedy źıskáme posledńı

stavové rovnice, které jsou k popisu systému zapotřeb́ı. Daľśımi stavovými rovnicemi jsou

totiž již odvozené diferenciálńı rovnice 3.9, 3.16, 3.19 a 3.20. Máme tedy zvoleny tyto

stavové proměnné

x(t) =
[
ω1(t) ω2(t) l12(t) l13(t) y(t) vy(t)

]T
, (3.25)

vektor vstupńıch proměnných

u(t) =
[
u1(t) u2(t)

]T
, (3.26)
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a vektor výstupńıch proměnných

y(t) =
[
ω1(t) ω2(t) y(t)

]T
. (3.27)

Jedná se tedy o systém 6. řádu, jehož lineárńı časově neproměnné stavové a výstupńı

rovnice můžeme souhrnně sepsat jako

ω̇1(t) = −a1 · ω1(t)− rkkg · l12(t) + rkkg · l13(t) + k1u1(t),

ω̇2(t) = −a2 · ω2(t) + rkkg · l12(t)− rkkg · l13(t) + k2u2(t),

l̇12(t) = rk · ω1(t)− rk · ω2(t)− kl · l12(t),

l̇13(t) = −rk · ω1(t) + rk · ω2(t)− kl · l13(t) + 2 cos β · vy(t),

ẏ(t) = vy(t),

v̇y(t) = −2 cos β · kg

mz

l13(t)−
kp

mz

y(t)− bp
mz

vy(t),

y1(t) = ω1(t),

y2(t) = ω2(t),

y3(t) = c · y(t).

(3.28)

Stavové matice systému ze vztah̊u 3.21 a 3.22 maj́ı potom tento tvar

A =



−a1 0 −rkkg rkkg 0 0

0 −a2 rkkg −rkkg 0 0

rk −rk −kl 0 0 0

−rk rk 0 −kl 0 2 cos β

0 0 0 0 0 1

0 0 0 −2 cos β · kg

mz

− kp

mz

− bp
mz


, B =



k1 0

0 k2

0 0

0 0

0 0

0 0


,

C =


1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 c 0

 , D =


0 0

0 0

0 0

 .

(3.29)

Zde je d̊uležité ještě zmı́nit, že zvolené výstupńı veličiny ve vektoru 3.27 se úplně přesně

neshoduj́ı s ř́ızenými výstupńımi veličinami ω3(t) a α(t) uvedenými v kapitole 2.2. To ale

neńı v̊ubec na škodu, protože převod těchto veličin je velmi zřejmý a v́ıce o tomto bude

napsáno v následuj́ıćı kapitole 4 zabývaj́ıćı se identifikaćı laboratorńıho modelu spojených

pohon̊u.

Jelikož se při sestavováńı matematematického modelu využilo větš́ıho množstv́ı veličin

a pomocných parametr̊u, jsou ještě jednou přehledně shrnuty v následuj́ıćı tabulce 3.1.
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Označeńı veličiny Rozměr Význam

ω1(t) [rad · s−1] úhlová rychlost levého motoru M1

ω2(t) [rad · s−1] úhlová rychlost pravého motoru M2

ω3(t) [rad · s−1] úhlová rychlost horńı kladky

α(t) [rad] úhel vychýleńı ramene

y(t) [m] délková výchylka ramene

vy(t) [m · s−1] rychlost výchylky ramene

u1(t) [V] vstupńı napět́ı levého motoru M1

u2(t) [V] vstupńı napět́ı pravého motoru M2

Mz1(t) [Nm] zatěžovaćı moment levého motoru M1

Mz2(t) [Nm] zatěžovaćı moment pravého motoru M3

l12(t) [m] prodloužeńı pásu v úseku mezi motory M1 a M2

l13(t) [m] prodloužeńı pásu mezi motorem M1 a kladkou

kg [Nm−1] pružnost gumového pásu

rk [m] poloměr hnaćıch kol motor̊u M1 a M2 (i kladky)

kl [s−1] konstanta prokluzu gumového pásu

β [rad] úhel mezi osou horńı kladky a pásem

mz [kg] hmotnost ramene (i s horńı kladkou)

kp [N ·m−1] tuhost pružiny

bp [N ·m−1 · s] tlumeńı pružiny

Tabulka 3.1: Vybrané d̊uležité veličiny a parametry použité při matematickém popisu

modelu
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Kapitola 4

Identifikace laboratorńıho modelu

spojených pohon̊u CE108

V předchoźı kapitole jsem se snažil na základě metematického popisu vytvořit celkový

dynamický virtuálńı model spojených pohon̊u (modelové rovnice 3.28 a 3.29), přičemž

bylo velmi málo bráno v potaz reálné provedeńı laboratorńıho modelu CE108. Ćılem

této kapitoly bude nejprve představit kontrétńı technické prostředky modelu (např. při

zpracováńı vstupńıch a výstupńıch signál̊u) a na základně těchto znalost́ı zvolit vhodné

metody identifikace modelu. To znamená nalezeńı neznámých konstant odvozeného mate-

matického modelu. Jedná se tedy o velmi konkrétńı a praktickou část. Problémy r̊uzných

faktor̊u, omezeńı a okolńı vlivy reálného světa p̊usob́ıćı na reálný model zde budou hrát

velkou roli. Daľśım d̊uležitým hlediskem je možnost vlastńı realizace identifikačńıho ex-

perimentu. Některé konstanty modelu se nám totiž nejsṕı̌s nepodař́ı př́ımo źıskat at’ už z

d̊uvodu nemožnosti rozebráńı systému nebo absence senzor̊u některých kĺıčových veličin.

Proto je bude nutné źıskat na základě simulaćı a experiment̊u. S t́ımto jevem se ale člověk

naprosto běžně setkává i v pr̊umyslové praxi. V závěru kapitoly potom porovnáme mate-

matický model systému s reálným chováńım modelu CE108.

4.1 Převod jednotek z PC do fyzikálńıch jednotek SI

Protože svět skutečných fyzikálńıch veličin a digitálńıch č́ısel je nutné nejprve sjednotit,

budu se v tuto chv́ıli zaj́ımat o převody mezi jednotkami veličin z Matlabu a skutečnými

fyzikálńımi rozměry. Ve většině č́ıslicově ř́ızených systémech totiž vždy hraje roli vzor-

kováńı měřených veličin a č́ıslicový výstup ř́ıdićıho poč́ıtače.

4.1.1 Převody jednotek vstupńıch veličin

Jak již bylo uvedeno v kapitole 2.3 a tabulce 2.2, pro vstupńı nápět́ı u1(t) a u2(t)

je převod z bezrozměrných jednotek prostřed́ı Matlab znám od výrobce. Hnaćı motory

maj́ı totiž předepsané jmenovité napět́ı. Přepočty jednotek Matlab→ měřená veličina
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proto jsou

u1(t), u2(t) : 1 [/]→ 10 [V]. (4.1)

4.1.2 Statické převodńı charakteristiky samotných motor̊u M1

a M2

Statickou převodńı charakteristikou je myšlena závislost mezi ustálenou vstupńı veliči-

nou a ustálenou výstupńı veličinou. Pod pojmem převodńı charakteristiky samotných

motor̊u M1 a M2 máme na mysli to, že v tomto okamžiku měř́ıme pouze charakteristiky

motor̊u, nikoliv celého kompletu spojených pohoh̊u. Pružný gumový pás spojuj́ıćı pohony

z obrázku 2.1 (hnědá barva) je tedy v tomto okamžiku sundaný.
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Obrázek 4.1: Statická převodńı charakteristika motoru M1 (bez gumového pásu)
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Obrázek 4.2: Statická převodńı charakteristika motoru M2 (bez gumového pásu)
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Protože již známe přepočet jednotek 4.1 pro vstupńı veličiny a z parametr̊u od výrobce

známe pro jmenovité napět́ı U = 10 V maximálńı hodnotu otáček hř́ıděle motoru (3000

ot./min), můžeme z tohoto bodu převodńı charakteristiky na obrázku 4.1 jednoduše určit

převodńı konstantu pro výstupńı veličinu úhlovou rychlost ω(t). Plat́ı totiž

3000 ot./min =̇ 314, 16 rad · s−1 (4.2)

Charakteristiky 4.1 a 4.2 se lǐśı velmi nepatrně, a to ve velikostech směrnic př́ımky. Pro

u1 = 10 V odeč́ıtáme ustálenou hodnotu ω1=̇1, 03 [/], pro u2 = 10 V potom ω2=̇1, 025 [/].

Dostáváme tedy tyto přepočty jednotek Matlab → měřená veličina

ω1(t) : 1, 03 [/]→ 314, 16 [rad · s−1] ⇒ 1 [/]→ 305 [rad · s−1], (4.3)

ω2(t) : 1, 025 [/]→ 314, 16 [rad · s−1] ⇒ 1 [/]→ 306, 5 [rad · s−1]. (4.4)

Z měřeńıch 4.1 a 4.2 provedených na samotných motorech lze vyhodnotit tyto d̊uležité

parametry uvedené v tabulce 4.1. Pásmo necitlivosti hraje d̊uležitou roli při zkoumáńı

linearity3. Saturace nás zase upozorňuje na omezeńı a maximálńı meze ř́ızeného systému.

Označeńı motoru Parametr Hodnota

M1 pásmo necitlivosti v počátku u1 = −0, 6 V až 0, 6 V

M1 saturace ±10 V

M2 pásmo necitlivosti v počátku u2 = −0, 72 V až 0, 72 V

M2 saturace ±10 V

Tabulka 4.1: Odečtené parametry ze statických převodńıch charakteristik motor̊u

Statické ześıleńı přenosu samotného motoru M1 na otáčky ω1 je možné źıskat jako

směrnici př́ımky ze statické převodńı charakteristiky z obrázku 4.1 takto

ksM1
=
ybod2 − ybod1

ubod2 − ubod1

=
0, 58− 0, 365

0, 6− 0, 4
= 1, 075. (4.5)

Obdobně pro samotný motor M2 dostáváme z obrázku 4.2 statické ześıleńı přenosu na

otáčky ω2

ksM2
=
ybod2 − ybod1

ubod2 − ubod1

=
0, 573− 0, 356

0, 6− 0, 4
= 1, 085. (4.6)

Experimentálńı identifikaćı přechodových charakteristik jednotlivých motor̊u orien-

tačně urč́ıme časové konstanty pro samotné motory. Tento zp̊usob identifikace je asi

nejméně přesný, zato velmi jednoduchý. Pro naše účely a přibližný náhled tedy prozat́ım

postač́ı. Pro levý servomotor M1 tedy byla změřena odezva ω1(t) na vstupńı skokový

signál napět́ı u1 = 3 V, viz obr. 4.3 (vlevo). Z charakteru přechodové charakteristiky lze

konstatovat, že se přibližně jedná o systém 1. řádu a pro ustálenou hodnotu výstupńı

3V obrázćıch 4.1 a 4.2 je červenou úsečkou vyznačena rozumná použitelná lineárńı oblast systému

20



veličiny 0, 63ω1(∞) lze přibližně odeč́ıst časovou konstantu TM1 = 0, 12 s. Z odezvy ω2(t)

na vstupńı skokový signál napět́ı u2 = 3 V na obrázku 4.3 (vpravo) lze podobně (při

detailńım náhledu) odeč́ıst pro ustálenou hodnotu výstupńı veličiny 0, 63ω2(∞) časovou

konstantu TM2 = 0, 13 s.
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Obrázek 4.3: Přechodové charakteristiky samotných motor̊u M1 a M2 (bez gumového

pásu)

Takto tedy můžeme napsat identifikovaný přenos pro samotný levý motor M1

GM1(s) =
Ω1(s)

U1(s)
=

ksM1

TM1 · s+ 1
=

1, 075

0, 12s+ 1
≡ kM1

s+ aM1

=
8, 96

s+ 8, 33
. (4.7)

A pododobně pro motor M2

GM2(s) =
Ω2(s)

U2(s)
=

ksM2

TM2 · s+ 1
=

1, 085

0, 13s+ 1
≡ kM2

s+ aM2

=
8, 35

s+ 7, 69
. (4.8)

4.1.3 Převody jednotek pro úhlovou rychlost horńı kladky

Do této chv́ıle jsme pro přepočty jednotlivých veličin využ́ıvali laboratorńıho modelu

bez spojeńı pohon̊u a horńı kladky pružným pásem. Nyńı gumový pás nasad́ıme a urč́ıme

chyběj́ıćı převod jednotek pro sledovanou výstupńı úhlovou rychlost horńı kladky ω3(t).

Na obrázku 4.4 máme vykresleny odezvy úhlových rychlost́ı ω1(t), ω2(t) a ω3(t) na vstupńı

skokový signál napět́ı u1 = u2 = 3 V. Pro tato stejná vstupńı napět́ı totiž nebude docházet

k žádnému prokluzováńı4 gumového pásu. Na prvńı pohled nás zaraźı, že úhlová rychlost

ω3(t) horńı kladky je vyšš́ı než úhlové rychlosti ω1(t) a ω2(t) hnaćıch motor̊u M1 a M2, což

neńı prakticky možné. Toto svědč́ı sṕı̌se o špatně zkalibrovaném senzoru pro rychlost ω3(t).

Úvahou by se totiž pro shodná vstupńı napět́ı měly velikosti všech měřených úhlových

rychlost́ı shodovat. S touto nepřesnost́ı si porad́ıme tak, že v Matlabu provedeme korekci

velikosti úhlové rychlosti, jak je naznačeno na obrázku 4.5.

4viz kapitola 4.2.1
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Obrázek 4.4: Odezvy úhlových rychlost́ı na skok vstupńıch napět́ı (model s gumovým

pásem)

Obrázek 4.5: Korekce velikosti úhlové rychlosti ω3(t) horńı kladky

Zároveň tak máme vyřešenu i d̊uležitou otázku volby jedné ř́ızené výstupńı veličiny

ω3(t) laboratorńıho modelu CE108, která se zdánlivě neshoduje s odvozenými a zvolenými

výstupńımi veličinami ω1(t) a ω2(t) z kapitoly 3.4 (rovnice 3.27). Na př́ıkladu obrázku

4.4 totiž vid́ıme, že za určitých podmı́nek a vstupńıch nastaveńı lze doćılit shody všech

měřených veličin ω1(t), ω2(t) a ω3(t) a soustava pohon̊u spojených pružným pásem se

otáč́ı ve všech 3 měřených mı́stech přibližně stejnou úhlovou rychlost́ı. Je tedy na nás,

kterou ze tř́ı úhlových rychlost́ı využijeme jako regulovanou veličinu. Měli bychom mı́t ale

vždy na paměti, že skutečnou regulovanou veličinou by měla být úhlová rychlost kladky

na pohyblivém rameni ω3(t). Ta totiž společně s úhlem vychýleńı ramene α(t) (odpov́ıdá

napnut́ı gumového pásu) reprezentuje veličinu z oblasti pracovńı stanice z obrázku 1.2.

Pro upravenou veličinu ω3UPRAV ENO potom přibližně dostáváme stejný přepočet jed-

notek Matlab → měřená veličina jako v př́ıpadě veličin ω1(t) a ω2(t) (přepočty 4.3,

4.4)

ω3UPRAV ENO(t) : 1 [/]→ 306 [rad · s−1]. (4.9)
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4.1.4 Převody jednotek pro úhel vychýleńı ramene

Převod jednotek Matlab→měřená veličina pro veličinu úhel vychýleńı ramene α(t)

je možné źıskat za pomoćı stupnice (indikátor vychýleńı ramene) z obrázku 2.4. Ručku

ramene totiž můžeme na stupnici vychýlit na daný úhel ve stupńıch a v Matlabu se pod́ıvat

na odpov́ıdaj́ıćı bezrozměrnou hodnotu této veličiny. Źıskáme tedy tento přepočet

α(t) : 1 [/]→ 4, 72 [◦] =̇0, 0824 [rad]. (4.10)

Aby bylo možné porovnávat tento měřený úhel vychýleńı ramene α(t) s délkovou výchyl-

kou ramene y(t) obsaženou v odvozeném matemetickém popisu (3.27), je nutné vyj́ıt z

obrázku 4.6, který odpov́ıdá veličinám zakreslených již na principiálńım obrázku horńı

kladky a ramene 3.2.

Obrázek 4.6: Přepočet z úhlu vychýleńı ramene α(t) na délkovou výchylku ramene y(t)

V obrázku 4.6 je α(t) [rad] okamžitý úhel vychýleńı ramene, y(t) [m] je okamžitá

délková výchylka ramene, l = 0, 12 m je vzdálenost středu horńı kladky a bodu, kde je

vodič ukotven a p [m] je vzniklá přepona. Plat́ı tedy

y(t) = l · tanα(t). (4.11)

Jelikož se úhel α(t) může prakticky pohybovat pouze v rozmeźı ±5◦, je možné provést

zjednodušeńı, kdy pro velmi malý úhel v radiánech přibližně plat́ı

tanα(t) ≈ sinα(t) ≈ α(t). (4.12)

Velikost veličiny y(t) bude ještě experimentálně korigována konstantou c obsaženou v ma-

tematickém popisu 3.28. Ta bude zvolena tak, aby se v Matlabu př́ımo shodovala velikost

měřené veličiny laboratorńıho modelu α(t) s velikost́ı veličiny y(t) teoretického matema-

tického modelu. V tuto chv́ıli je ale tedy možné d́ıky zjednodušeńı 4.12 předpokládat, že

přibližně plat́ı

y(t) [m] ≈ l · α(t) [rad] = 0, 12 · α(t) [rad]. (4.13)

Pokud si např́ıklad zvoĺıme úhel vychýleńı ramene α(t) = 1◦, dostaneme

α(t)=̇0, 0175 rad⇒ y(t)=̇0, 12 · 0, 0175 m = 2, 1 mm.

Tento údaj pro takto zvolený malý úhel přibližně odpov́ıdá reálné skutečnosti a potvrzuje

tak správnost naš́ı úvahy.
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4.2 Identifikace část́ı laboratorńıho modelu

V této fázi diplomové práce se již konkrétně zaměř́ım na samotnou identifikaci jed-

notlivých část́ı laboratorńıho modelu spojených pohon̊u → neboli identifikaci konstant

stavového modelu. Jedná se tedy o část elektrickou - 2 stejnosměrné motory a část

mechanickou - kyvné rameno s pružinou a gumový pás.

4.2.1 Identifikace parametr̊u stejnosměrných motor̊u

Před t́ım, než začnu popisovat zp̊usob zjǐst’ováńı samotných neznámých konstant mo-

tor̊u, provedu ještě s modelem nejprve sérii několika velmi d̊uležitých experiment̊u. Na

motory M1 a M2 budu připojovat vstupńı napět́ı u1(t) a u2(t) o r̊uzných velikostech. V

jeden okamžik ale vždy pouze jedno z napět́ı u1(t) nebo u2(t), zbylé bude nastaveno vždy

na hodnotu 0 V. A budu sledovat ustálené otáčky měřených veličin ω1(t), ω2(t) a ω3(t).

Vybrané výsledky těchto pokus̊u jsou znázorněny na obrázku 4.7.
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Obrázek 4.7: Prokluzováńı gumového pásu při velkých rozd́ılech v otáčkách motor̊u M1 a

M2

Na levém a pravém horńım obrázku jsou všechny měřené úhlové rychlosti přibližně

stejně velké a vše se zdá být v pořádku. Pokud se ale pod́ıváme na zbylé pr̊uběhy,
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všimneme si, že zde začne docházet ke značnému nárustu úhlové rychlosti ω1(t) nebo

ω2(t) a ostatńı měřené rychlosti př́ılǐs nevzr̊ustaj́ı. V tomto okamžiku totiž začne docházet

k prokluzováńı gumového pásu a u motoru, který se otáč́ı výrazně rychleji, začne

docházet k nárustu úhlové rychlosti a podkluzováńı pásu na úkor zbylých 2 část́ı spo-

jených pohon̊u. Lze tedy udělat závěr, který souviśı s rozd́ılem otáček ω1(t) nebo ω2(t),

tj. hnaćıch pohon̊u M1 a M2. Pokud je rozd́ıl těchto otáček př́ılǐs velký - lze zapsat jako

|ω1(t)− ω2(t)| 6= 0, (4.14)

bude docházet k prokluzováńı gumového pásu a t́ım pádem i velkým nelinearitám v

systému, které by bylo velmi složité popsat. Prokluz pásu by totiž nemusel být vždy de-

terministický. Dokončeńı experimentu z obrázku 4.7 i pro daľśı body měřeńı je přehledně

vyneseno na obrázku 4.8. Zde je otestován extrémńı př́ıklad prokluzu, kdy se nejprve po-

stupně zvyšuje vstupńı napět́ı u1(t) (tedy i otáčky ω1(t)) a u2(t) je nulové nebo se naopak

zvyšuje vstupńı napět́ı u2(t) a u1(t) je nulové.
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Obrázek 4.8: Statické charakteristiky - prokluzováńı při velkých rozd́ılech v otáčkách
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Tato nepř́ıjemná vlastnost prokluzováńı gumového pásu, která by nám velmi kompli-

kovala matematický model odvozený v kapilole 3 a vnášela by velké neurčitosti, nás nut́ı k

tomu, abychom si pro následné ř́ızeńı zvolili vhodný pracovńı bod a v jeho okoĺı se dále

pohybovali. Z předchoźıho je zřejmé, že vhodným pracovńım bodem bude určitě situace,

kdy se vstupńı napět́ı (tedy i otáčky) motor̊u shoduj́ı. Dále je jistě výhodné využ́ıt vhodně

zvolené lineárńı pracovńı oblasti motor̊u z obrázku 4.1 nebo 4.2. Jako zvolený pracovńı

bod tedy můžeme použ́ıt toto nastaveńı vstupńıch napět́ı

u10 = u20 = 3 V⇒ y10 = y20 = ω10 = ω20 = 61, 2 rad · s−1;

y30 = y0 ≈ α0 = 0 rad.
(4.15)

Nyńı přistouṕıme k samotnému identifikačńımu experimentu, který nám dopomůže k

nalezeńı neznámých konstant motoru M1 a M2. Pro zvolenou pracovńı oblast v okoĺı

pracovńıho bodu proměř́ıme statické charakteristiky pohon̊u spojených pohon̊u s na-

sazeným gumovým pásem pro př́ıpad u1 = u2, tedy statické převodńı charakteristiky

u1, u2 → ω1, ω2 (u1 = u2). V tomto př́ıpadě by totiž nemělo docházet k žádnému proklu-

zováńı pásu. Výsledky těchto měřeńı zároveň porovnáme se statickými charakteristikami

samotných motor̊u 4.1 a 4.2 (tedy s př́ıpadem bez spojeńı gumovým pásem) a vy-

neseme do společného grafu 4.9. V tomto grafu označeńı u1 = u2 u osy x nemuśı nutně

znamenat přesnou shodu napět́ı, ale zároveň tato charakteristika plat́ı i pro pr̊uměrnou

hodnotu vstupńıch napět́ı ! Rozd́ıl v těchto hodnotách napět́ı ovšem nesmı́ být velký,

jinak by začalo docházet ke zmiňovanému prokluzu gumového pásu.
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Obrázek 4.9: Statická charakteristika spojených pohon̊u pro otáčky

Z těchto kĺıčových měřeńı je zřejmé, že se směrnice př́ımky ze vztahu 4.5 (př́ıpadně

4.6) při spřažeńı pohon̊u gumovým pásem zmenšila. Poklesu otáček ω1(t) nebo ω2(t)

v měřeńıch s gumovým pásem oproti měřeńı bez něj při stejných vstupńıch napět́ıch

si bylo možné všimnout již při porovnáńı pr̊uběh̊u 4.3 a 4.7 (za použit́ı převodu 4.3 na
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radiány) např́ıklad pro vstupńı napět́ı 3 V. Tento pokles při užit́ı gumového pásu je nejsṕı̌s

zp̊usoben vzniklým valivým odporem , který vzniká mezi tělesem kruhového pr̊uřezu při

jeho valivém pohybu a podložkou. Př́ıčinou tohoto jevu je neexistence absolutně tuhého

tělesa, tj. tělesa, které se nedeformuje účinkem jakkoliv velké śıly - v́ıce o tomto pojednáno

v [14]. Je tedy nutné z obrázku 4.9 určit směrnici nové př́ımky (při spřažeńı pohon̊u

gumovým pásem), č́ımž identifikujeme prvńı z neznámých parametr̊u k1 modelu 3.29. Pro

zjednodušeńı totiž uvažujeme, že motory M1 a M2 jsou co do vlastnost́ı totožné

⇒ M1 ≡ M2⇒ k1 = k2, a1 = a2 (4.16)

a ovlivňuj́ı tak soustavu spojených pohon̊u stejnou měrou. Tato symetrie nakonec přispěje

k velké shodě laboratorńıho modelu s odvozeným matematickým modelem 3.29. Z nale-

zené směrnice ks (źıskané z obr. 4.9 využit́ım přepočt̊u do bezrozměrných jednotek 4.1 a

4.9) tedy urč́ıme

ks = 1, 02⇒ k1 = k2 =
ks

T1

=
ks

T2

=̇7, 8462, (4.17)

kde za T1 = T2 bylo zvoleno 0, 13 s (viz časová konstanta z 4.8). Plat́ı tedy

a1 = a2 =
1

T1

=
1

0, 13
=̇7, 6923. (4.18)

Z identifikace části stejnosměrných motor̊u máme v tuto chv́ıli určeny všechny potřebné

neznámé konstanty (při využit́ı zjednodušuj́ıćı úvahy 4.16) a můžeme se nyńı zaměřit na

identifikaci neznámých parametr̊u pružiny.

4.2.2 Identifikace parametr̊u kyvného ramene s pružinou

V kapitole 3.3 jsme dospěli ke konečnému tvaru pohybové rovnice pro harmonický

kmitavý pohyb (3.20). Pomoćı substituce

bp = 2 · b ·mz; kp = ω2
0 ·mz (4.19)

můžeme tuto rovnici přepsat do tvaru

v̇y(t) = −2bvy(t)− ω2
0y(t)− 2 cos β · kg

mz

l13(t), (4.20)

kde b je konstanta (součinitel) útlumu a ω0 je úhlová frekvence vlastńıch kmit̊u .

Nyńı můžeme s laboratorńım model provést identifikačńı experiment. Vychýĺıme ručku

ramene z klidové (vodorovné) polohy směrem dol̊u, pust́ıme a v Matlabu pomoćı sńımače

úhlu vychýleńı ramene zaznamenáme reakci pružiny. T́ım urč́ıme právě hodnoty konstant

b a ω0. Jejich velikost totiž můžeme nalézt porovnáńım modelu z rovnice 4.20 s pr̊uběhem

provedeného experimentu. Diferenciálńı rovnici 4.20 je možné za předpokladu substituce

3.19 zapsat do tvaru charakteristické rovnice

λ2 + 2bλ+ ω2
0 = 0, (4.21)
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která má řešeńı

λ1,2 = −b±
√
b2 − ω2

0. (4.22)

Pokud nyńı provedeme volbu

b < ω0, (4.23)

dostáváme př́ıpad tzv. slabého tlumeńı , který přesně charakterizuje náš př́ıpad tlu-

meného kmitavého pohybu pružiny a kdy oba kořeny charakteristické rovnice jsou kom-

plexńı. Pro dané nastaveńı ladićıho šroubu5 na laboratorńım modelu CE108 tedy byly

nakonec zvoleny tyto parametry

b = 1, 4; ω0 = 28. (4.24)

Posledńım chyběj́ıćım parametrem je hmotnost kyvného ramene s horńı kladkou, kterou

lze vyč́ıst z dokumentace [4] - mz = 0, 35 kg. Dosad́ıme-li tyto hodnoty do 4.19, dostame

hledané parametry pružiny

bp = 0, 98 [N ·m−1 · s]; kp = 274, 4 [N ·m−1]. (4.25)

Rovnici 4.20 je možné simulovat v Simulinku [12] pomoćı přenosu

Gpruz(s) =
zesileni

s2 + 2b · s+ ω2
0

. (4.26)

Simulačńı schéma pro porovnáńı naměřených dat laboratorńıho modelu a nalezeného

přenosu chováńı pružiny je na obr. 4.10. Bloky Constant a Constant1 slouž́ı pouze k po-

sunut́ı odezev pružiny do stejného mı́sta. Je totiž jednak potřeba potlačit offset sńımače

pro úhel vychýleńı ramene α(t), kdy i v klidové poloze ramene neńı v Matlabu sńımána

nulová hodnota měřené veličiny α(t). Dále je nutné pomoćı druhé konstanty posunout

přechodovou charakteristiku přenosu 4.26 do stejného mı́sta, do kterého je při experi-

mentu vychýlena ručka ramene.

Obrázek 4.10: Simulačńı schéma pro porovnáńı chováńı pružiny systému a teoretického

modelu

5ovlivňuje tuhost a tlumeńı pružiny

28



Na obrázku 4.11 vid́ıme výsledek celého experimentu jakožto porovnáńı odezvy pružiny

systému CE108 a teoretického modelu. Naměřená odezva kmitáńı pružiny se velmi dobře

shoduje s teoretickým modelem.
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Obrázek 4.11: Porovnáńı chováńı pružiny systému a teoretického modelu

Zbývaj́ıćı konstantu

−2 cos β · kg

mz

z šesté rovnice stavového modelu 3.28 jsem po sérii pokus̊u experimentálně nastavil na

hodnotu −3, 85. Pátou a šestou rovnici modelu 3.28 je tedy již v Simulinku možné namo-

delovat jako blok Pružina s vnitřńı strukturou dle obr. 4.12.

Obrázek 4.12: Vnitřńı struktura bloku Pružina
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4.2.3 Identifikace parametr̊u gumového pásu

Jediný parametr popisuj́ıćı vlastnosti pružného pásu laboratorńıho modelu spojených

pohon̊u z kapitoly 3.2, který můžeme nalézt v dokumentaci [4] je úhel

β = 30◦. (4.27)

Ostatńı parametry jako např́ıklad pružnost gumového pásu kg [Nm−1] a konstanta pro-

kluzu gumového pásu kl [s−1] jsou pro nás neznámé a zároveň i těžko identifikovatelné na

základě nějakého experimentu. To je dáno předevš́ım absenćı nějakého senzoru, který by

měřil prodloužeńı gumového pásu v úseku mezi motory M1 a M2 l12(t) [m] nebo prod-

loužeńı pásu v úseku mezi motory a horńı kladkou l13(t) [m] (či l23(t) [m]). Takové měřeńı

by ale bylo prakticky velmi těžko realizovatelné. Proto nám nezbyde nic jiného, než tyto

neznámé parametry zkoušet experimentálně nastavovat v Matlabu, a vyladit je za pomoćı

porovnáńı simulace se skutečnými pr̊uběhy laboratorńıho modelu. Séríı experimet̊u jsem

tedy v Matlabu dospěl k těmto konečným hodnotám konstant gumového pásu

kg = 10; kl = 10; rk = 10. (4.28)

Blok pro rovnice Protažeńı pásu (3. a 4. rovnice z 3.28) je tedy možné modelovat takto

- viz obr. 4.13.

Obrázek 4.13: Vnitřńı struktura bloku Protažeńı pásu
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4.3 Kompletace identifikovaného modelu

Na předchoźıch stránkách byla provedana identifikace jednotlivých část́ı laboratorńıho

modelu spojených pohon̊u CE108. Ćılem bylo postupně nalézt konstanty stavového mo-

delu, který byl sestaven na základě fyzikálńıch zákon̊u popisuj́ıćıch dynamiku systému.

Nyńı jednotlivé poznatky slouč́ıme a sestav́ıme tak celkový model MIMO systému spo-

jených pohon̊u, který bude tvořit základ pro návrh ř́ızeńı po celý zbytek práce.

Konstanty kg a rk, které jsou provázené s prvńı a druhou rovnićı (rovnice motor̊u)

modelu 3.28, jsem experimentálně zvolil již v 4.28. Vnitřńı struktura bloku Motory je

tedy již také známa a je rozkreslena na obr. 4.14.

Obrázek 4.14: Vnitřńı struktura bloku Motory

Pokud bychom provedli linearizaci systému 3.28, který lze obecně popsat soustavou

nelineárńıch rovnic

ẋ(t) = f(x(t),u(t)),

y(t) = g(x(t),u(t)),
(4.29)

pomoćı Taylorova rozvoje (např́ıklad dle [9])

fi (x(t),u(t)) ≈

≈ f (x0,u0) +
nx∑

k=1

∂fi

∂xk

|x0,u0 (xk(t)− xk0) +
nu∑

k=1

∂fi

∂uk

|x0,u0 (uk(t)− uk0),
(4.30)

31



kde vektor u(t) je vektor nu vstup̊u, x(t) je vektor nx vnitřńıch stav̊u a y(t) je vektor ny

výstup̊u, dostame opět stejné rovnice jako jsou v 3.28. Pouze se bude jednat o odchylkový

model ve tvaru

ẋ(t) = A∆x(t) + B∆u(t)), (4.31)

∆y(t) = C∆x(t) + D∆u(t)), (4.32)

kde vektory odchylek jsou

∆u(t) =

 u1(t)− u10

u2(t)− u20

 , ∆x(t) =


x1(t)− x10

x2(t)− x20

...

x6(t)− x60

 , ∆y(t) =


y1(t)− y10

y2(t)− y20

y3(t)− y30

 . (4.33)

A jak již bylo zmı́něno v kapitole 4.2.1, d́ıky složitě matematicky popsatelnému proklu-

zováńı gumového pásu je nutné provozovat systém právě v okoĺı zvoleného pracovńıho

bodu 4.15. Simulinkové zapojeńı celého teoretického (odchylkového) modelu spojených

pohon̊u vztaženého k pracovńımu bodu 4.15 je na obr. 4.15.

Obrázek 4.15: Simulinkové zapojeńı modelu spojených pohon̊u
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Model se skládá z již dř́ıve popsaných blok̊u Motory , Protažeńı pásu a Pružina .

Na obr. 4.16 je zobrazeno finálńı porovnáńı laboratorńıho modelu spojených pohon̊u s

modelem teoretickým.
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Obrázek 4.16: Ověřeńı shody laboratorńıho a teoretického modelu (skoky u1)

Ze všech pr̊ubeh̊u je patrná velmi dobrá shoda teoretického modelu s laboratorńım

modelem CE108. To svědč́ı o poměrně dostatečném zp̊usobu identifikace. Pouze je zde

potřeba vysvětlit některé mı́rné korekce a nedostatky laboratorńıho modelu, d́ıky kterým

bylo nutné část teoretického modelu popisuj́ıćı chováńı pružiny nepatrně upravit (viz obr.

4.15):
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1. Na všech pr̊uběźıch úhlu vychýleńı ramene α(t) (pravý sloupeček obr. 4.16) je patrný

výrazný netlumený harmonický pohyb pružiny. Ten by ale podle teoretického

modelu neměl v̊ubec nastávat. Podle matematického modelu by při přechodovém

ději mělo doj́ıt pouze k utlumeńı harmonických kmit̊u pružiny (viz obr. 4.11). Tento

neblahý kmitavý pohyb je nejsṕı̌s zp̊usoben t́ım, že se ve skutečnosti úplně přesně

neshoduj́ı otáčky ω1 a ω2. Tento jejich nesoulad pravděpodobně určitým zp̊usobem

přispěje ke chvěńı a rezonanci celého systému. Z tohoto d̊uvodu je tedy i do mate-

matického modelu na obr. 4.15 přidán blok Sine Wave (viz obr. 4.17) s amplitudou

0, 035 [/] ≈ 2, 884 · 10−3 rad a frekvenćı vlastńıch kmit̊u ω0 = 28 (viz. identifikace

vlastnost́ı pružiny 4.24).

2. Daľśım neblahým faktorem je výrazné vychýleńı ručky ramene z klidové po-

lohy i v př́ıpadě, že se nacháźıme v relativńı klidové poloze při shodných otáčkách

ω1 a ω2, kdy u1 = u2. V takovém př́ıpadě by teoreticky śıly měly být vyrovnané

a ručka ramene by měla být na 0◦. Nejsṕı̌s ale d́ıky ne úplně přesné konstrukci

a nesymetrii laboratorńıho modelu tomu tak neńı. Proto je i tento offset klidové

polohy přidán také do teoretického modelu v podobě ”‘matlabovské”’ hodnoty

0, 09 [/] ≈ 7, 416 · 10−3 rad - viz obr. 4.17.

Obrázek 4.17: Nastaveńı parametr̊u bloku Sine Wave pro korekci vlastnost́ı pružiny

3. Posledńım blokem modelu z obr. 4.15, který je třeba zmı́nit, je ześıleńı Gain1, který

představuje konstantu c z výstupńı matice matematického modelu 3.29 a slouž́ı k

nastaveńı ześıleńı v Matlabu pro shodu údaje úhlu vychýleńı laboratorńıho modelu

α(t) [/] a délkové výchylky teoretického modelu y(t) [/]. Poté již stač́ı pro přepočet
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na radiány využ́ıt pouze převodu 4.10.

Podobné skoky vstupńıho napět́ı z pracovńıho bodu jako na obrázćıch 4.16 může změřit

i pro napět́ı u2 - viz obr. 4.18.
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Obrázek 4.18: Ověřeńı shody laboratorńıho a teoretického modelu (skoky u2)

Pro výstupńı veličinu ω3(t) se odezvy přibližně shoduj́ı s obr. 4.16. Pro úhel vychýleńı

ramene opět poměrně dobře souhlaśı teoretický model s modelem laboratorńım. Ovšem

výchylky ramene jsou samozřejmě z principu spojených pohon̊u v opačném směru oproti

obr. 4.16.

35



Pro úplnost nyńı také uvedu změřenou statickou převodńı charakteristiku pro u1, u2 →
α (u1 = u2) - viz. obr. 4.19, kde se ustálená hodnota kmit̊u výchylky ramene α(t)

odeč́ıtala poměrně obt́ıžně. Proto jsou tyto hodnoty vyneseny formou bod̊u a proloženy

př́ımkou. Je zde patrný offset úhlu z nulové hodnoty pracovńıho bodu o 7, 416 · 10−3 rad

zmiňovaný v předchoźım textu. Rovněž zde plat́ı, že označeńı u1 = u2 u osy x nemuśı nutně

znamenat přesnou shodu napět́ı, ale zároveň tato charakteristika plat́ı i pro pr̊uměrnou

hodnotu vstupńıch napět́ı .
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Obrázek 4.19: Statická charakteristika spojených pohon̊u pro úhel vychýleńı ramene

Z charakteristik 4.16, 4.18 (nebo i za použit́ı pr̊uměrných hodnot vstupńıch napět́ı z

charakteristik 4.9 a 4.19) je dále možné vykreslit detail statických převodńıch charakte-

ristik celého MIMO systému v okoĺı pracovńıho bodu pro obě výstupńı veličiny (ω3 a α)

- viz obr. 4.20 a 4.21).
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Obrázek 4.20: Statická charakteristika spojených pohon̊u pro otáčky - DETAIL
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Obrázek 4.21: Statická charakteristika spojených pohon̊u pro úhel vychýleńı ramene -

DETAIL

Je vidět, že se vždy pohybujeme ve velmi malém okoĺı pracovńıho bodu 4.15. Důležité

ale je, že tato oblast je lineárńı. Proměřovat vzdáleněǰśı okoĺı pracovńıho bodu nemá smysl,

nebot’ již hnaćı otáčky obou motor̊u zač́ınaj́ı být př́ılǐs rozd́ılné a docháźı k prokluzováńı

pásu. Tato lineárńı pracovńı oblast z obrázk̊u 4.20 a 4.21 bude velmi kĺıčová při pozděǰśıch

návrźıch ř́ızeńı laboratorńıho modelu a bude nám omezovat pracovńı rozsah. Ze statické

charakteristiky pro úhel α je opět patrný offset úhlu pracovńıho bodu.

Nyńı se tedy můžeme pod́ıvat na konečnou č́ıselnou podobu jednotlivých matic lineárńıho

modelu (vztaženého k pracovńımu bodu 4.15), tj. dosazeńı námi identifikovaných hodnot

do 3.29:

A =



−7, 692 0 −1000 1000 0 0

0 −7, 692 1000 −1000 0 0

10 −10 −10 0 0 0

−10 10 0 −10 0 1, 732

0 0 0 0 0 1

0 0 0 −3, 85 −784 −2, 8


,

B =



7, 846 0

0 7, 846

0 0

0 0

0 0

0 0


,

C =


1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 105000 0

 , D =


0 0

0 0

0 0

 .

(4.34)
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Nyńı je možné v Matlabu z těchto matic vytvořit stavový systém pomoćı př́ıkazu

system = ss(A,B,C,D)

a z toho následně určit prvky této přenosové matice

G(s) =

U1(s) U2(s)

Ω1(s)

Ω2(s)

Y (s)


g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)

g31(s) g32(s)

 (4.35)

celého MIMO systému laboratorńıho modelu spojených pohon̊u. Tyto d́ılč́ı přenosy źıs-

káme v Matlabu např́ıklad pomoćı př́ıkazu

G = tf(system).

Dostáváme tedy přenosové funkce z 1. vstupu na př́ıslušné 3 výstupy

g11(s) =

7, 846s5 + 239, 2s4 + 1, 657 · 105s3 + 2, 191 · 106s2 + 1, 295 · 108s+

+1, 235 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

,

g21(s) =
1, 569 · 105s3 + 2, 009 · 106s2 + 1, 279 · 108s+ 1, 23 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

,

g31(s) =
3, 172 · 107s2 + 5, 612 · 108s+ 2, 44 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

(4.36)

a přenosové funkce z 2. vstupu na př́ıslušné 3 výstupy

g12(s) =
1, 569 · 105s3 + 2, 009 · 106s2 + 1, 279 · 108s+ 1, 23 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

,

g22(s) =

7, 846s5 + 239, 2s4 + 1, 657 · 105s3 + 2, 191 · 106s2 + 1, 295 · 108s+

+1, 235 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

,

g32(s) =
−3, 172 · 107s2−5, 612 · 108s− 2, 44 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

.

(4.37)
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Na závěr této kapitoly zabývaj́ıćı se indentifikaćı laboratorńıho modelu spojených pohon̊u

je třeba ještě poznamenat, že neblahým faktorem, který poměrně výrazně ovlivňuje vlast-

nosti laboratorńıho modelu, je okolńı teplota . Teplota má totiž také vliv na vlastnosti

hnaćıch motor̊u a nepratrně také na chováńı pružiny. Chováńı teoretického modelu z obr.

4.15 se potom ne vždy úplně shoduje s chováńım skutečného laboratorńı modelu a jeho

konstanty je potom nutné v tomto př́ıpadě nepatrně upravit.
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Kapitola 5

Regulace jednotlivých výstup̊u

MIMO systému

Hlavńım ćılem, ke kterému v této práci směřujeme, je návrh co možná neefektivněǰśıho

ř́ızeńı pro laboratorńı model spojených pohon̊u. V této kapitole se nebudeme snažit ř́ıdit

model jako celek, ale zaměř́ıme se nejprve na návrh regulátor̊u pro jednotlivé výstupńı

veličiny (”SISO př́ıstup”). Budou zde použity dva poměrně rozd́ılné př́ıstupy:

• ”Klasická teorie ř́ızeńı”: Jedná se o zpětnovazebńı ř́ızeńı se zápornou zpětnou vaz-

bou (předevš́ım návrh PID regulátor̊u). Schéma ”klasického” zpětnovazebńıho ob-

vodu je na obr. 5.1.

• ”Moderńı teorie ř́ızeńı”: Charakteristickou vlastnost́ı je využ́ıvańı matematických

model̊u k popisu ř́ızených proces̊u a převáděńı návrhu regulátor̊u na optimalizačńı

úlohu . Z této oblasti budeme předevš́ım využ́ıvat - kvadraticky optimálńı regulátor

(LQ regulátor), stochasticky optimálńıho pozorovatele stavu (Kalman̊uv filtr) a

zpětnou vazbu od výstupu stochastického systému (LQG regulátor).

Obrázek 5.1: Schéma klasického zpětnovazebńıho obvodu (regulačńı smyčka)

Pod pojmem zpětnovazebńı obvod [9] obvykle rozumı́me regulačńı smyčku, která nejčastěji

obsahuje dva základńı členy: regulovanou soustavu P a regulátor C.
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Dále se ve smyčce vyskytuj́ı signály:

w(t) . . . žádaná hodnota výstupu,

e(t) . . . regulačńı odchylka,

u(t) . . . akčńı zásah (výstup regulátoru, vstup soustavy),

y(t) . . . regulovaná veličina (výstupu soustavy),

d(t) . . . porucha (vstup soustavy).

Z regulačńıho obvodu na obrázku 5.1 je zřejmé, že regulačńı odchylka e(t) se urč́ı jako

rozd́ıl žádané hodnoty a výstupu soustavy

e(t) = w(t)− y(t). (5.1)

Na obrázku 5.1 je dále vyznačen přenos otevřené smyčky L(s) v Laplaceově trans-

formaci, který zahrnuje přenos regulačńı smyčky po rozpojeńı zpětné vazby

L(s) = P (s) · C(s). (5.2)

Veličinu T (s), která označuje přenos z w(t) na y(t), potom nazýváme přenosem uzavře-

né smyčky nebo též dolňkovou citlivost́ı

T (s) =
Y (s)

W (s)
=

P (s) · C(s)

1 + P (s) · C(s)
=

L(s)

1 + L(s)
. (5.3)

Kvalitu regulace můžeme posuzovat např́ıklad podle těchto několika ukazatel̊u a pojmů,

které se mohou v textu dále vyskytovat [2]:

1. Z přechodové charakteristiky uzavřeného regulačńıho obvodu:

• Doba náběhu

Urč́ı se jako rozd́ıl okamžik̊u, kdy regulovaná veličina y(t) dosahuje právě 10 %

a 90 % ustálené hodnoty.

• Doba ustáleńı

Je doba, za kterou klesne rozd́ıl mezi regulovanou veličinou y(t) a jej́ı ustálenou

hodnotou y(∞) pod 5 %.

• Maximálńı překmit

2. Z frekvenčńı charakteristiky uzavřeného regulačńıho obvodu:

• Rezonančńı převýšeńı

Je název pro maximálńı hodnotu ześıleńı ve frekvenčńı charakteristice (v jed-

notkách dB).

• Š́ıřka přenášeného pásma

Označuje frekvenci, na ńıž poklesne ześıleńı o 3 dB oproti ześıleńı na ńızkých

frekvenćıch.

41



• Amplitudová bezpečnost

Ř́ıká nám, kolikrát se ještě můžee zvětšit ześıleńı v otevřené smyčce, než se

uzavřený regulačńı obvod dostane na mez stability.

• Fázová bezpečnost

Ř́ıká nám, o jak velký úhel si můžeme dovolit zpozdit fázi v otevřené smyčce

L(jω) na frekvenci, pro kterou má přenos L(s) jednotkové ześıleńı, než se tato

fáze dostane na 180◦ a zpětnovazebńı systém (T (s)) se tak ocitne na hranici

stability.

Jak již bylo zmı́něno v úvodu práce, nejprve se pro jednoduchost zaměř́ıme na návrh

ř́ızeńı pro jednotlivé části laboratorńıho MIMO systému. A to na ř́ızeńı úhlové rychlosti

ω3(t) kladky na pohyblivém rameni a na ř́ızeńı úhlu vychýleńı ramene α(t). V prvńıch

podkapitolách (5.1 a 5.2) se budu věnovat návrhu regulátor̊u z oblasti ”klasická teorie

ř́ızeńı” a v daľśıch podkapitolách využiji pro návrh znalosti z oblasti ”moderńı teorie

ř́ızeńı”.

5.1 Návrh PI regulátoru pro ř́ızeńı úhlové rychlosti

kladky na pohyblivém rameni

Metod, jak navrhnout pro námi identifikovaný teoretický model spojených pohon̊u s

daným přenosem v Laplaceově transformaci spojité regulátory (PID), je v dnešńı době

několik. Může to být např́ıklad

• Metoda umist’ováńı pól̊u (GMK6),

• Frekvenčńı metoda návrhu,

• Specifická metoda založená na tvarováńı frekvenčńı charakteristiky (Loop-shaping),

• Kombinovaná metoda.

Já si nejprve v tomto př́ıpadě zvoĺım metodu návrhu spojitého regulátoru pomoćı aplikace

vytvořené v rámci bakalářské práce [10]. Stručně řečeno, metoda návrhu je v této apli-

kaci založena na principu tvarováńı frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky L(jω) =

P (jω)·C(jω) na základě tvaruj́ıćıch bod̊u odpov́ıdaj́ıćıch zadané amplitudové či fázové

bezpečnosti .

Při návrhu PI regulátoru vycháźıme ze znalosti spojitého přenosu ř́ızené soustavy.

Protože z předchoźı identifikace (kapitola 4.1.3) laboratorńıho modelu v́ıme, že se údaje

ze senzor̊u všech tř́ı měřených úhlových rychlost́ı ω1, ω2 a ω3 přibližně shoduj́ı, můžeme

použ́ıt prvńı přenos g11(s) z přenosové matice 4.35, tedy přenos z napět́ı prvńıho motoru

M1 na úhlovou rychlost ω1 (tj. prvńı rovnici z výrazu 4.36)

6geometrické mı́sto kořen̊u (též anglicky RL - Root Locus)
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P1(s) =

7, 846s5 + 239, 2s4 + 1, 657 · 105s3 + 2, 191 · 106s2 + 1, 295 · 108s+

+1, 235 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

. (5.4)

Tento přenos 5.4 se zadává do aplikace jako jeden ze vstupńıch parametr̊u formou koefi-

cient̊u čitatele a jmenovatele - viz obr. 5.2.

Obrázek 5.2: Aplikace PID Controller Designer pro návrh PI regulátoru pro ř́ızeńı úhlové

rychlosti ω3(t) horńı kladky

Jako vstupńı parametr aplikace vystihuj́ıćı kvalitu regulace jsem si zvolil fázovou

bezpečnost PM = 80◦. Na obrázku 5.2 v pravém horńım rohu (oblast ”PID parameters

plane”) je zobrazena parametrická křivka pro parametry kp a ki, která odpov́ıdá zvolené

fázové bezpečnosti. Na této křivce je možno si zvolit parametry kp a ki pro vhodnou rych-

lost odezvy a předevš́ım danou velikost překmitu regulované veličiny ω3(t). Při návrhu

ř́ızeńı dané soustavy je zároveň nutné a velmi d̊uležité myslet na omezuj́ıćı podmı́nky pro

vstupńı a výstupńı veličiny reálného laboratorńıho modelu. Jelikož jsem v mém př́ıpadě
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zvolil téměř minimálńı překmit regulované veličiny7 a budu se při ř́ızeńı modelu pohy-

bovat pouze v určitém menš́ım okoĺı zvoleného pracovńıho bodu (viz 4.15), je pro mne

úvaha nad reálnými omezeńımi veličin již vyřešena. Důležité je si uvědomit, že navrhu-

jeme ř́ızeńı pro odchylkový model (4.31). A tomu muśıme tedy přizp̊usobit i simulinkové

schéma jednak pro teoretický model a jednak pro reálný laboratorńı systém.

Parametry zvoleného PI regulátoru jsou tedy tyto:

kp = 0, 7; ki = 8, 87⇒ C(s) = kp +
ki

s
= 0, 7 +

8, 87

s
. (5.5)

Pro kontrolu správnosti návrhu PI regulátoru pro zvolenou fázovou bezpečnost se

můžeme přesvědčit obrázkem 5.3, na kterém je vykreslena Nyquistova křivka otevřené

regulačńı smyčky L(jω) s navrženým PI regulátorem. Fázová bezpečnost skutečně splňuje

náš zvolený požadavek PM = 80◦.
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System: L
Phase Margin (deg): 79.8
Delay Margin (sec): 0.332

At frequency (rad/sec): 4.19
Closed Loop Stable? Yes

L(jω)

Obrázek 5.3: Nyquistova křivka otevřené regulačńı smyčky L(jω) s navrženým PI re-

gulátorem

Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti ω3(t) horńı kladky

spojených pohon̊u pomoćı navrženého PI regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázćıch

A.1 (simulace) a A.2 (reálný systém). Ve schématu A.2 je možné si všimnout jednak

bloku ześıleńı Gain (0.92373), o kterém už je ale zmı́nka v kapitole 4.1.3, ale předevš́ım

je zde i blok Lowpass digital elliptic filter , d́ıky kterému je na výstup regulované

veličiny ω3(t) aplikována filtrace. Bez filtrace je totiž výstupńı signál velmi zašuměný.

To by znesnadňovalo samotnou regulaci, v akčńı veličině by se šum rovněž projevoval a

7i tak je rychlost odezvy při ř́ızeńı velmi uspokojivá
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následkem by bylo mnoho zbytečných změn při akčńım zásahu PI regulátoru. Proto jsem

se rozhodl do regulačńıho obvodu přidat filtr typu dolńı propust, který vysokofrekvenčńı

šum potlač́ı. Zvolil jsem si př́ımý návrh eliptického IIR8 filtru v Matlabu [12] pomoćı

př́ıkazu ellip.

Obrázek 5.4: Návrh eliptického fitru typu dolńı propust pomoćı Matlabu

Celý návrh filtru pomoćı Matlabu je uveden na obrázku 5.4, kde

• Vstupńımi parametry jsou:

Ts ... perioda vzorkováńı,

n .... řád filtru (dále jen n),

wn ... normovaný mezńı (hraničńı, kritický, zlomový) kmitočet - pokles o 3 dB,

rp ... zvlněńı v propustném pásmu (passband ripple) (dále jen rp),

rs ... odstup nepropustného pásma (stopband ripple) (dále jen rs),

• Výstupńımi parametry jsou:

b ... vektor koeficient̊u vstupńıch vzork̊u standardńı diferenčńı rovnice,

a ... vektor koeficient̊u výstupńıch vzork̊u standardńı diferenčńı rovnice.

Posledńım př́ıkazem z obrázku 5.4 vykresĺıme amplitudovou frekvečńı charakteristiku

navrženého filtru - viz obr. 5.5. Na obrázku 5.6 je zobrazen detail filtrace výstupńıho

signálu ω3(t) při regulaci. Je zde vidět, že zpožděńı signálu po filtraci je téměř minimálńı,

a o to nám šlo při návrhu filtru předevš́ım.

8Infinite Impulse Response = Filtr s nekonečnou impulzńı odezvou
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Obrázek 5.5: Amplitudová frekvenčńı charakteristika navrženého filtru - elliptic IIR, dolńı

propust, ωn = 0, 11 rad · s−1 =̇ 0, 0175 Hz
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Obrázek 5.6: Detail filtrace výstupńıho signálu ω3(t)

Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni spojených po-

hon̊u a matematického modelu pro zvolený schodovitý referenčńı signál w(t) pomoćı

navrženého PI regulátoru je zachycen na obrázku5.7.

Na závěr této kapitoly si dovoĺım ještě několik poznámek. Jde předevš́ım o výběr a

uplatněńı jednotlivých složek PID regulátoru. Jistě v́ıme, že s roustoućım ześıleńım kp

roste rychlost přechodového děje, t́ım pádem ale i velikost akčńıho zásahu. Větš́ı inte-

gračńı složka nám zase přechodový děj zpomaĺı, ale zaruč́ı nám nulovou trvalou regulačńı

odchylku. A to je velice podstatné. Derivačńı složka má zase schopnost rychle reagovat

na změny regulačńı odchylky e(t), t́ım pádem i změny žádané hodnoty w(t). Jednou z

nepř́ıjemných vlastnost́ı ”D složky” je ale zesilováńı a citlivost na vysokofrekvenčńı šumy.

A ty, jak jsme si mohli všimnout např. na obr. 5.7, jsou v této regulačńı úloze poměrně
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výrazné. Proto bezpečně postač́ı i vhodně nastavená složka P a I a derivačńı složku neńı

třeba využ́ıvat.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4

4.2

4.4

t [s]

u 1(t
) 

[V
]

Akcni zasah

 

 

model
system

0 2 4 6 8 10 12 14 16
60

65

70

75

80

85

t [s]

ω
3(t

) 
[r

ad
.s

−
1 ]

Reference, vystupy systemu a modelu

 

 

reference
model
system

Obrázek 5.7: Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni pomoćı

PI regulátoru

5.2 Návrh PI regulátoru pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı

ramene

Návrh ř́ızeńı v této části bude velmi podobný předchoźı kapitole. Regulovanou veličinou

již ale nebude úhlová rychlost kladky na pohyblivém rameni, nýbrž úhel vychýleńı ramene

α(t). K návrhu PI regulátoru využijeme rovněž stejné aplikace. Nyńı budeme ovšem na-

vrhovat regulátor pro přenos g31(s) z přenosové matice 4.35, tedy přenos z napět́ı prvńıho
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motoru M1 na výchylku y ≈ α (tj. třet́ı rovnici z výrazu 4.36)

P2(s) =
3, 172 · 107s2 + 5, 612 · 108s+ 2, 44 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

. (5.6)

Tento přenos zadáme opět do aplikace jako jeden ze vstupńıch parametr̊u formou koefi-

cient̊u čitatele a jmenovatele a zvoĺıme opět jako parametr aplikace vystihuj́ıćı kvalitu

regulace fázovou bezpečnost PM = 80◦ - viz obr. 5.8.

Obrázek 5.8: Aplikace PID Controller Designer pro návrh PI regulátoru pro ř́ızeńı úhlu

vychýleńı ramene α(t)

Parametry kp a ki jsem na parametrické křivce opět zvolil tak, aby nastával nulový

překmit regulované veličiny a přesto byla rychlost odezvy stále plně dostačuj́ı. Nad ma-

ximálńımi možnými hodnotami vstupńıch veličin laboratorńıho modelu už potom tedy

neńı nutné uvažovat (pohyb v malém okoĺı pracovńıho bodu + nulový překmit regulované

veličiny) a omezeńı jsou tedy splněna.

Parametry zvoleného PI regulátoru jsou tedy tyto:

kp = 0, 0897; ki = 1, 42⇒ C(s) = kp +
ki

s
= 0, 0897 +

1, 42

s
. (5.7)
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Pro kontrolu správnosti návrhu PI regulátoru pro zvolenou fázovou bepečnost se

můžeme opět přesvědčit obrázkem 5.9, na kterém je vykreslena Nyquistova křivka otevřené

regulačńı smyčky L(jω) s navrženým PI regulátorem. Fázová bezpečnost skutečně splňuje

náš zvolený požadavek PM = 80◦.
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Obrázek 5.9: Nyquistova křivka otevřené regulačńı smyčky L(jω) s navrženým PI re-

gulátorem

Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı ramene α(t) spojených

pohon̊u pomoćı navrženého PI regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázćıch A.3 (simulace)

a A.4 (reálný systém). V A.4 a nově i v A.3 je možné si opět bloku Lowpass digital

elliptic filter , d́ıky kterému je na výstup regulované veličiny α(t) aplikována filtrace.

Tu je nyńı potřeba nově přidat i do regulačńıho obvodu pro simulaci, nebot’ je potřeba se

fitrem zbavit parazitńıch netlumených kmit̊u9. V tomto př́ıpadě je tedy filtrace nutná. Bez

filtrace by akčńı veličina začala oscilovat v rytmu oscilace výstupńı veličiny a regulačńı

obvod by se mohl stát nestabilńı. Přidaný parazitńı oscilačńı člen totiž neńı u modelu

soustavy při návrhu PI regulátoru pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı ramene v̊ubec brán v úvahu!

Navrhnul jsem proto opět filtr typu dolńı propust, který eliminuje jak vysokofrekvenčńı

šum, tak zmiňované netlumené oscilace. Př́ımý návrh eliptického IIR filtru v Matlabu [12]

pomoćı př́ıkazu ellip provedeme naprosto stejným zp̊usobem jako na obrázku 5.4, lǐśı se

pouze vstupńı parametr pro zlomový kmitočet - nově wn = 0, 03 rad · s−1. Posledńım

př́ıkazem z obrázku 5.4 vykresĺıme amplitudovou frekvečńı charakteristiku navrženého

filtru - viz obr. 5.10.

9ty se vyskytuj́ı jak u reálného laboratorńıho modelu, tak byly přidány do teretického simulačńıho
modelu (viz kapitola 4.3)
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Obrázek 5.10: Amplitudová frekvečńı charakteristika navrženého filtru - elliptic IIR, dolńı

propust, ωn = 0, 03 rad · s−1 =̇ 0, 00477 Hz

Na obrázku 5.6 je zobrazena filtrace výstupńıho signálu α(t) při regulaci. Je zde vidět,

že zpožděńı signálu po filtraci je opět téměř minimálńı a nevnáš́ı tak př́ılǐs velké zpožděńı

do regulačńıho obvodu.
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Obrázek 5.11: Filtrace výstupńıho signálu α(t)

Pr̊uběh regulace úhlu vychýleńı α(t) spojených pohon̊u a matematického modelu pro

zvolený schodovitý referenčńı signál w(t) pomoćı navrženého PI regulátoru je zachycen

na obrázku 5.12.
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Obrázek 5.12: Pr̊uběh regulace úhlu vychýleńı α(t) ramene pomoćı PI regulátoru
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5.3 Návrh LQ regulátoru pro ř́ızeńı úhlové rychlosti

kladky na pohyblivém rameni

V této chv́ıli již opust́ıme oblast ”klasické teorie ř́ızeńı” a pust́ıme se do návrhu ř́ızeńı z

oblasti ”moderńı teorie”. Kontrétně budeme navrhovat LQ regulátor pro ř́ızeńı úhlové

rychlosti horńı kladky laboratorńıho modelu. Jak je již vysvětleno na začátku práce v

”Seznamu použitých zkratek”, označeńı LQ nám vyjadřuje, že se bude jednat o návrh

kvadraticky optimálńıho regulátoru pro lineárńı systém. Takový návrh pro nalezeńı op-

timálńıho ř́ızeńı zahrnuje nalezeńı řešeńı nějakého optimalizačńıho problému. V př́ıpadě

LQ regulátoru to bude minimalizace nějakého kvadratického kritéria. V takovém kritériu

potom mohou být velmi vhodně zahrnuty určité požadavky na kvalitu regulace (minima-

lizace vstupńıch, výstupńıch či jiných veličin regulačńıho obvodu). Ještě na dovysvětleńı

- podle stavu systému rozeznáváme 2 př́ıpady:

• stav je př́ımo měřitelný = LQR ř́ızeńı (zpětná vazba od stavu)

• stav neńı př́ımo měřitelný = LQG ř́ızeńı (zpětná vazba od výstupu + odhad

stavu systému)

LQ regulátor sám o sobě je zpětnovazebńı stavový regulátor, který ”nuluje” (sta-

bilizuje či minimalizaje) stavy systému podle kritéria

J
(
uN−1

0 |x(0)
)

= 1
2
xT (N)Qx(N) + 1

2

N−1∑
k=0

{
xT (k)Qx(k) + uT (k)Ru(k)

}
=

= 1
2
xT (N)Qx(N) + 1

2

N−1∑
k=0

[
xT (k) uT (k)

]  Q 0

0 R

 x(k)

u(k)

, (5.8)

kde uN−1
0 je aplikovaná posloupnost ř́ızeńı za předpokladu, že zač́ınáme ř́ıdit z nějakého

počátečńıho stavu x(0), prvńı součtový člen představuje tzv. cenu koncového stavu a

druhý člen cenu všech předchoźıch stav̊u a ř́ızeńı. Matice Q je pozitivně semidefinitńı

váhová matice stav̊u a matice R pozitivně definitńı váhová matice vstup̊u.

V př́ıpadě kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı potom řeš́ıme optimalizačńı úlohu typu:

u∗ (k) = arg min
u(k)

J. (5.9)

Tu můžeme dle literatury [11] d́ıky znalosti principu optimality a využit́ım operace

doplněńı na úplný čtverec postupnými úpravami vyřešit. Dostaneme tedy potom

minimum kritéria 5.8, což bude představovat optimálńı ř́ızeńı ve tvaru

u∗(k) = −
(
R + BT P(k + 1)B

)−1
BT P(k + 1)A · x(k) = −K(k) · x(k), (5.10)

kde

K(k) =
(
R + BT P(k + 1)B

)−1
BT P(k + 1)A (5.11)
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je tzv. Kalmanovo ześıleńı , P(k) je tzv. matice kvadratické formy a udává optimálńı

hodnotu kritéria 5.8 a matice A a B jsou matice stavového modelu diskrétńıho stabilizova-

telného dynamického systému. Optimálńı zákon ř́ızeńı 5.10 tedy vede na stavovou zpětnou

vazbu. Optimálńı hodnota kritéria P(k) se nazývá diferenčńı Riccatiho rovnice a má

tento tvar

P(k) = Q + AT P(k + 1)A−AT P(k + 1)BK(k). (5.12)

Rovnici 5.12 potom řeš́ıme zpětnou rekurźı (iteraćı) v čase s koncovou podmı́nkou P(N) =

Q. Pokud Kalmanovo ześıleńı K(k) konverguje k nějaké limitńı hodnotě, potom plat́ı

P(k)→ P, K(k)→ K =
(
R + BT PB

)−1
BT PA. (5.13)

Źıskáme tak časově neměnný LQ regulátor, který má stejnou strukturu jako běžná stavová

zpětná vazba. LQ ř́ızeńı může tedy stabilizovat libovolnou - i v́ıcerozměrovou (MIMO)

soustavu. To se nám bude hodit předevš́ım při návrhu ř́ızeńı pro celkový MIMO systém

spojených pohon̊u CE108 v kapitole 6.2. Dále je možné poznamenat, že všechny stabi-

lizuj́ıćı regulátory jsou parametrizovány maticemi kritéria Q a R. Volbou těchto matic

potom docháźı k ”laděńı” regulátoru.

Naš́ı ćılem ale neńı stabilizovat stavy systému do počátku (to je úloha LQ regulace -

stav systému x(k)→ 0), ale optimálně sledovat určitou trajektorii w(k) (výstup systému

y(k)→ w(k)). Bude tedy muset klasickou úlohu LQ regulace poměrně zmodifikovat. Úloze

kvadraticky optimálńıho sledováńı se potom ř́ıká kvadraticky optimálńı servo-

mechanismus, kdy referenčńı trajktorie je generována lineárńım dynamickým

systémem10.

Jelikož v našem př́ıpadě navrhujeme ř́ızeńı v diskrétńı oblasti s periodou vzorkováńı

Ts = 0, 01 s, provedeme nejprve diskretizaci identifikovaného přenosu P1(s) (5.4) pro

úhlovou rychlost. Obecně zapsaný stavový popis tohoto diskretizovaného systému vypadá

takto:

xd(k + 1) = Adxd(k) + Bdu(k), (5.14)

y(k) = Cdxd(k) + Ddu(k). (5.15)

Hlavńı změnou oproti předchoźı LQ regulaci bude formulace nového kritéria optimality.

Ćılem bude do kritéria 5.8 zahrnout výstup systému y(k), který má (na zvoleném hori-

zontu délky N) sledovat konstantńı referenčńı signál w(k). Protože v́ıme, že pro regulačńı

obvod plat́ı

e(k) = w(k)− y(k), (5.16)

můžeme nové kritérium definovat takto

J = · · ·+ 1

2

N−1∑
k=0

{
eT (k)Q′e(k) + uT (k)R′u(k)

}
, (5.17)

10existuje také úloha kvadraticky optimálńıho programového ř́ızeńı , kde je ale referenčńı trajek-
torie dána předem jako funkce času
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kde Q′ je váhová matice regulačńı odchylky a R′ je ”nová” váhová matice vstup̊u.

V úloze kvadraticky optimálńıho servomechanismu je tedy referenčńı trajektorie w(k)

dána jako výstup lineárńıho dynamického systému. Tento systém je možné jakožto ge-

nerátor referenčńıho signálu zapsat takto11

xw(k + 1) = xw(k), (5.18)

w(k) = xw(k). (5.19)

Do vztahu pro regulačńı odchylku 5.16 je potom možné dosadit z 5.15 takto

e(k) = w(k)− y(k) = w(k)−Cdxd(k)−Ddu(k). (5.20)

Pro odstraněńı trvalé regulačńı odchylky , která může vznikat z d̊uvodu nějaké

neurčitosti v systému, bude nutné rozš́ı̌rit p̊uvodńı diskretizovaný systém (rovnice 5.14)

ještě o integračńı složku, tj. sumátor regulačńı odchylky , jehož diskrétńı stavové rov-

nice lze zapsat takto

xsum(k + 1) = xsum(k) + e(k) = xsum(k) + xw(k)−Cdxd(k)−Ddu(k), (5.21)

ysum(k) = xsum(k). (5.22)

Výsledná úloha kvadraticky optimálńıho servomechanismu tedy nakonec bude za-

hrnovat tyto 3 hlavńı části:

• diskrétńı stavový model regulované soustavy

• generátor referenčńıho signálu

• sumátor regulačńı odchylky

Z d̊uvodu rozš́ı̌reńı systému o sumátor regulačńı odchylky je nutné přidat do kritéria 5.17

ještě daľśı člen

J = · · ·+ 1

2

N−1∑
k=0

{
eT (k)Q′e(k) + yT

sum(k)Qsumysum(k) + uT (k)R′u(k)
}
, (5.23)

kde Qsum je váhová matice regulačńı odchylky.

Pro náš př́ıpad tedy na závěr zkompletujeme matice ”super rozš́ıřeného systému”

(kompletace stavových rovnic). Pro tento stavový vektor

x(k) =


xd(k)

xw(k)

xsum(k)

 (5.24)

tedy máme systém

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (5.25)

11jedná se vlastně o diskrétńı integrátor
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kde

A =


Ad 0 0

0 1 0

−Cd 1 1

 ; B =


Bd

0

−Dd

 . (5.26)

Jelikož umı́me naj́ıt pouze minimum kritéria ve tvaru 5.8 (standardńı problém kvadraticky

optimálńıho regulátoru), muśıme nejprve i kritérium 5.23 převést do této formy. Jedině v

tomto tvaru totiž umı́me nalézt řešeńım diferenčńı Riccatiho rovnice 5.12 optimálńı zákon

ř́ızeńı 5.10. Do kritéria pro kvadraticky optimálńı sledováńı 5.23 tedy dosad́ıme z 5.20 a

dostáváme

J = · · ·+ 1

2

N−1∑
k=0

{
(Cdxd(k) + Ddu(k)− xw(k))T Q′ (Cdxd(k) + Ddu(k)− xw(k)) + . . .

}
.

(5.27)

Po daľśıch úpravách dostáváme standardńı tvar kritéria LQ regulátoru:

J = · · ·+1

2

N−1∑
k=0


[

xT (k) uT (k)
]


CT
d Q′Cd −CT

d Q′ 0 0

−Q′Cd Q′ 0 0

0 0 Qsum 0

0 0 0 DT
d Q′Dd + R′


 x(k)

u(k)



,

(5.28)

kde

Q =


CT

d Q′Cd −CT
d Q′ 0

−Q′Cd Q′ 0

0 0 Qsum

 ; R = DT
d Q′Dd + R′ (5.29)

jsou váhové matice stav̊u a vstupu. Řešeńım pomoćı iterativńıho výpočtu Kalmanova

ześıleńı 5.11 a Riccatiho rovnice 5.12 pro náš konkrétńı př́ıpad spojených pohon̊u nyńı

źıskáváme tyto matice

K =
[

K1 K2 K3

]
, (5.30)

které použijeme do optimálńıho zákona ř́ızeńı 5.10

u∗(k) = −K(k) · x(k) = −K1xd(k)−K2xw(k)−K3xsum(k). (5.31)

Optimálńı hodnoty vah kritéria 5.23 byly po sérii experiment̊u v Matlabu a Simuliku

zvoleny jako

Q′ = 1 · 10−3, Qsum = 1 · 10−8, R′ = 1 · 10−3. (5.32)

Pr̊uběh Kalmanova ześıleńı K optimálńıho zákona ř́ızeńı 5.31 je vykreslen na obrázku

5.13, kde zpětným postupem v čase dostáváme ustálené hodnoty jednotlivých složek

K1 =
[

0, 143 −0, 037 0, 64 0, 238 0, 5 0, 608
]
, K2 = −2, 219, K3 = −0, 0031.

(5.33)
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Obrázek 5.13: Pr̊uběhy iteraćı Kalmanova ześıleńı LQ regulátoru

Oproti návrhu PI regulátoru bylo nyńı při návrhu LQ regulátoru respektováno omezeńı

na ř́ızeńı. Při tomto ř́ızeńı se totiž již objevuje mı́rný překmit regulované veličiny, proto

bylo nutné zajistit, abychom se při ř́ızeńı př́ılǐs nevzdalovali od pracovńıho bodu a akčńı

zásah byl u1(t) adekvátńı. Dále zde ale byla opět snaha o co nejlepš́ı kvalitu regulace.

Výsledky navržené LQ regulace byly demonstrovány na zvoleném referenčńım signálu.

Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti ω3(t) horńı kladky spo-

jených pohon̊u pomoćı navrženého LQ regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázćıch A.5

(simulace) a A.6 (reálný systém). Simulinková schémata muśı být opět přizp̊usobena pro

správnou regulaci z pracovńıho bodu. Regulovaná úhlová rychlost reálného systému je

opět na výstupu pro ”hladš́ı zobrazeńı” filtrována již navrženým eliptickým filtrem typu

dolńı propust. Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni spo-

jených pohon̊u a matematického modelu pro zvolený schodovitý referenčńı signál w(t)

pomoćı navrženého LQ regulátoru je zachycen na obrázku 5.14.

Pokud se pod́ıváme na zp̊usob ř́ızeńı v zapojeńı na obrázku A.6, můžeme si všimnout,

že stavy, které jsou použity pro ř́ızeńı laboratorńıho modelu spojených pohon̊u, jsou

źıskávány z identifikovaného modelu, nikoliv tedy ze systému reálného. Mohlo by se tedy

zdát, že se jedná o př́ımovazebńı ř́ızeńı. V tomto zapojeńı je ovšem vnášena informace o

výstupu reálného systému prostřednictv́ım sumátoru regulačńı odchylky. Zpětná vazba je

tedy vytvořena touto formou. Úplná stavová zpětná vazba je navržena hned v následuj́ıćı

kapitole 5.4.

Na závěr této kapitoly o LQ sledováńı (kvadraticky optimálńı servomechanismus) je

možné ještě zmı́nit, že v simulinkových schematech je zpětnovazebńı část s K1 nezávislá

na vlastnostech generátoru referenčńıho signálu a stavy generátoru referenčńıho signálu

tvoř́ı tzv. část př́ımovazebńı (K2).
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Obrázek 5.14: Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni po-

moćı LQ regulátoru

5.4 Návrh LQG regulátoru pro ř́ızeńı úhlové rych-

losti kladky na pohyblivém rameni

V př́ıpadě, kdy neńı měřitelný stav procesu, je nutné tento stav optimálně odhado-

vat na základě pozorováńı vstup̊u a výstup̊u systému. V deterministické formulaci

problému je možné k odhadováńı stavu sestrojit klasického pozorovatele stavu . Ve

stochastické formulaci problému lze úlohu dohadu stavu formulovat ve smyslu op-

timálńıho LMS12 odhadu stavu. Výsledný pozorovatel stavu se potom nazývá Kalman̊uv

filtr a k jeho činnosti se postupně propracujeme.

12Linear Mean Square
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Necht’ x̃LMS(y) je označeńı pro odhad stavu źıskaný na základě měřených dat y

výstupu systému a chyba odhadu stavu necht’ je

x̃ = x− x̂LMS(y). (5.34)

LMS odhad je potom lineárńı odhad minimalizuj́ıćı středńı kvadratickou chybu. Je

možné definovat kritérium

JLMS = ε
{
x̃T x̃

}
, (5.35)

kde předpokládáme, že hledaná data x̂LMS(y) jsou pouze afinńı funkćı měřených dat y

x̂LMS(y) = Ay + b. (5.36)

Dle literatury [11] je potom možné dokázat, že optimálńı odhad stavu minimalizuj́ıćı

středńı kvadratickou chybu je tedy dán vztahem

x̂LMS(y) = µx + PxyP
−1
yy (y − µy). (5.37)

Můžeme tedy vidět, že odhad x̂LMS(y) záviśı pouze na prvńıch dvou momentech - střed-

ńıch hodnotách µx a µy a kovariančńıch matićıch odhadu Pxy a Pyy. Kovariančńı ma-

tici chyby odhadu stavu je potom možné po dosazeńı odvodit

Px̃ = ε
{

(x− x̂LMS(y)) (x− x̂LMS(y))T
}

= Pxx −PxyP
−1
yy Pyx. (5.38)

Nyńı si můžeme napsat rovnice diskrétńıho stachastického systému

x(k + 1) = Adx(k) + Bdu(k) + v(k), (5.39)

y(k) = Cdx(k) + Ddu(k) + e(k), (5.40)

kde šum procesu v(k) a šum měřeńı e(k) jsou diskrétńı b́ılé posloupnosti s nulovou

středńı hodnotou

ε


 v(k)

e(k)

 = 0 (5.41)

a známou kovariančńı matićı

ε


 v(k)

e(k)

 v(k)

e(k)

T
 =

 Q S

ST R

 δ(k1− k2), δ(k1− k2)

 = 1 k1 = k2

= 0 k1 6= k2

. (5.42)

Ze vztahu 5.42 vid́ıme, že šumy jsou navzájem korelované, ale v r̊uzných časových okam-

žićıch jsou již nezávislé. Kovariančńı matice jsou symetrické a uvažujeme Q ≥ 0 a R > 0.

Nyńı předpokládejme, že v k-tém kroku algoritmu známe apriorńı odhad stavu x(k)

(tj. odhad využ́ıvaj́ıćı data až do času k − 1, ale neberoućı v úvahu data y(k)), jehož

podmı́něnou středńı hodnotu můžeme označit

x̂(k |k − 1). (5.43)
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Kovariančńı matici chyby odhadu stavu můžeme označit

P(k |k − 1). (5.44)

Po změřeńı hodnoty výstupu y(k) chceme tyto hodnoty aktualizovat a źıskat aposte-

riorńı odhad stavu x̂(k |k) (tj. odhad zahrnuj́ıćı měřeńı y(k)) a př́ıslušnou kovariančńı

matici chyby odhadu P(k |k ). Pro Kalman̊uv filtr pro nekorelované šumy procesu a měřeńı

(S = 0 !!!) nyńı nejprve odvod́ıme vývoj středńı hodnoty13 rovnic systému 5.39 a 5.40

x̂(k + 1 |k − 1) = ε {Adx(k) + Bdu(k) + v(k)} = Adx̂(k |k − 1) + Bdu(k),(5.45)

ŷ(k |k − 1) = ε {Cdx(k) + Ddu(k) + e(k)} = Cdx̂(k |k − 1) + Ddu(k). (5.46)

Dále také máme vývoj chyb odhadu rovnic systému

x̃(k + 1 |k − 1) = x(k + 1)− x̂(k + 1 |k − 1) = Adx̃(k |k − 1) + v(k), (5.47)

ỹ(k |k − 1) = y(k)− ŷ(k |k − 1) = Cdx̃(k |k − 1) + e(k), (5.48)

d́ıky kterým můžeme odvodit také kovariančńı matice chyby odhadu stavu a výstupu

ε


 x̃(k + 1)

ỹ(k)

 x̃(k + 1)

ỹ(k)

T

|k − 1

 =

 Pxx Pxy

Pyx Pyy

 . (5.49)

Např́ıklad Pxx potom urč́ıme dosazeńım a úpravou vztahu 5.47

Pxx = ε
{
x̃(k + 1 |k − 1)x̃T (k + 1 |k − 1)

}
= AdP(k |k − 1)AT

d + Q (5.50)

Podobným zp̊usobem bychom źıskali i Pxy, Pyx a Pyy Pxx Pxy

Pyx Pyy

 =

 AdP(k |k − 1)AT
d + Q AdP(k |k − 1)CT

d

CdP(k |k − 1)AT
d CdP(k |k − 1)CT

d + R

 . (5.51)

Stále uvažujeme, že šumy procesu a měřeńı jsou nekorelované (S = 0). Nyńı můžeme

dosadit složky výrazu 5.51 do 5.37 a źıskáváme konečný vztah pro odhad stavu

x̂(k + 1 |k − 1) = Adx̂(k |k − 1) + Bdu(k)+

+AdP(k |k − 1)CT
d

(
CdP(k |k − 1)CT

d + R
)−1

(y(k)−Cdx̂(k |k − 1) + Ddu(k)) .

(5.52)

Dosazeńım jednotlivých složek výrazu 5.51 zase dostaneme konečný vztah pro kovariančńı

matici chyby odhadu stavu, která bývá označována jako Riccatiho rovnice pro Kal-

man̊uv filtr

P(k + 1 |k − 1) = AdP(k |k − 1)AT
d + Q−

−
(
AdP(k |k − 1)CT

d

) (
CdP(k |k − 1)CT

d + R
)−1 (

CdP(k |k − 1)AT
d

)
.

(5.53)

V rovnićıch 5.52 a 5.53 je možné označit jako Kalmanovo ześıleńı filtru

L(k) = AdP(k |k − 1)CT
d

(
CdP(k |k − 1)CT

d + R
)−1

. (5.54)

13označeńı x̂ má v textu stejný význam jako µx a ŷ jako µy - viz rovnice 5.37

59



Rovnice 5.52 a 5.53 představuj́ı algoritmus Kalmanova filtru a daj́ı se rozdělit do dvou

nezávislých krok̊u

1. Datový (filtračńı) krok Kalmanova filtru

x̂(k |k ) = x̂(k |k − 1) + L′(k)ε(k |k − 1), (5.55)

P(k |k ) = P(k |k − 1)− L′(k)CdP(k |k − 1), (5.56)

kde L′(k) je Kalmanovo ześıleńı datového kroku a ε(k |k − 1) je chyba od-

hadu výstupu

ε(k |k − 1) = y(k)− ŷ(k |k − 1) = y(k)−Cdx̂(k |k − 1) + Ddu(k). (5.57)

2. Časový (predikčńı) krok Kalmanova filtru

x̂(k + 1 |k ) = Adx̂(k |k ) + Ddu(k), (5.58)

P(k + 1 |k ) = AdP(k |k )AT
d + Q. (5.59)

Na závěr vysvětleńı činnosti Kalmanova filtru je možné si všimnout, že do rovnice 5.52

je možné dosadit Kalmanovo ześıleńı (5.54) a dostáváme podobný tvar jako v př́ıpadě

deterministického pozorovatele stav̊u

x̂(k + 1 |k − 1) = Adx̂(k |k − 1) + Bdu(k) + L(k) (y(k)−Cdx̂(k |k − 1) + Ddu(k)) .

(5.60)

Matice L(k) je ovšem navržena optimálně pro kovariančńı matici šumu procesu Q

a kovariančńı matici šumu měřeńı R.

Při návrhu Kalmanova filtru pro laboratorńı model spojených pohon̊u jsem tedy nej-

prve výpočtem rozptylu ustálené hodnoty měřené reugolované veličiny ω3(t) přibližně

stanovil hodnotu kovariančńı matice šumu měřeńı

R = σ2
e = 1 · 10−6 (5.61)

a kovariančńı matici šumu procesu jsem potom vhodně zvolil jako

Q = eye(6) =


1 · · · 0
...

. . . 0

0 0 1

 . (5.62)

Dále se návrh Kalmanova filtru řeš́ı obdobným zp̊usobem jako u LQ regulátoru. V tomto

př́ıpadě se iteračně řeš́ı rovnice 5.55 a 5.56 datového kroku a rovnice 5.58 a 5.59 časového

kroku, dokud nedosáhneme ustáleného Kalmanova ześıleńı datového kroku L′(k) → L′.

Kalmanovo ześıleńı celého filtru potom v závěru źıskáme

L→ AdL
′. (5.63)
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Pomoćı Matlabu tedy byla nalezena tato Kalmanova ześıleńı

L =
[
−0, 192 0, 0284 0, 1015 0, 0851 0, 128 0, 132

]T
. (5.64)

Pr̊uběhy iteraćı Kalmanova ześıleńı L pro Kalman̊uv filtr pro 6 stav̊u systému jsou vy-

kresleny na obrázku 5.15. U Kalmanova filtru se oproti návrhu LQ ř́ızeńı neiteruje zpětně

v čase, ale ve směru času.
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Obrázek 5.15: Pr̊uběhy iteraćı Kalmanova ześıleńı pro Kalman̊uv filtr

Výsledky navržené LQG regulace byly demonstrovány na zvoleném referenčńım signá-

lu. Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti ω3(t) horńı kladky

spojených pohon̊u pomoćı navrženého LQG regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázćıch

A.7 (simulace) a A.8 (reálný systém).

Simulinková schémata muśı být opět přizp̊usobena pro správnou regulaci z pracovńıho

bodu. Regulovaná úhlová rychlost reálného systému je opět na výstupu pro ”hladš́ı zob-

razeńı” filtrována již navrženým eliptickým filtrem typu dolńı propust. Vnitřńı struktury

blok̊u Kalman̊uv filtr a LQ regulátor z těchto schemat jsou rozkresleny na obrázćıch

5.16 a 5.17.
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Obrázek 5.16: Vnitřńı struktura bloku Kalman̊uv filtr (z LQG regulátoru)

Obrázek 5.17: Vnitřńı struktura bloku LQ regulátor (z LQG regulátoru)

Na obrázćıch 5.18, 5.19, 5.20 a 5.21 jsou potom vykresleny pr̊uběhy skutečných a

odhadovaných stav̊u a skutečného a odhadovaného výstupu s př́ıslušnými autokorelačńımi

funkcemi chyb odhadu. Z autokorelačńı funkce chyby odhadu výstupu je vlastně vidět, že

se jedná o b́ılý šum.
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Obrázek 5.18: Pr̊uběhy skutečných a odhadovaných stav̊u x1(k) a x2(k) teoretického mo-

delu spojených pohon̊u
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Obrázek 5.19: Pr̊uběhy skutečných a odhadovaných stav̊u x3(k) a x4(k) teoretického mo-

delu spojených pohon̊u
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Obrázek 5.20: Pr̊uběhy skutečných a odhadovaných stav̊u x5(k) a x6(k) teoretického mo-

delu spojených pohon̊u
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Obrázek 5.21: Pr̊uběhy skutečného a odhadovaného stav̊u výstupu y(k) teoretického mo-

delu spojených pohon̊u

Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni spojených po-

hon̊u a matematického modelu pro zvolený schodovitý referenčńı signál w(t) pomoćı

navrženého LQG regulátoru je zachycen na obrázku 5.22. Z těchto regulačńıch pr̊uběh̊u

je patrné, že se od LQ regulace př́ılǐs nelǐśı a je tedy možné pouze na základě vstupu a

výstupu systému pomoćı Kalmanova filtru velmi dobře odhadovat všech 6 stav̊u.
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Obrázek 5.22: Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni po-

moćı LQG regulátoru

5.5 Návrh LQG regulátoru pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı

ramene

V předchoźı kapitole jsme navrhovali LQG regulátor pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

na pohyblivém rameni (tedy pro přenos matematického modelu 5.4). Nyńı navrhneme

naprosto stejným zp̊usobem i ř́ızeńı pro úhel vychýleńı ramene α(t), tedy pro přenos 5.6.

Kovariančńı matici šumu měřeńı jsem v tomto př́ıpadě ponechal stejnou jako v před-

choźı kapitole

R = 1 · 10−6 (5.65)
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a kovariančńı matici šumu procesu jsem potom po sérii experiment̊u nastavil jako

Q =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 100 0

0 0 0 0 0 1


. (5.66)

Výsledky navržené LQG regulace byly demonstrovány na zvoleném referenčńım signálu.

Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı ramene α(t) spojených

pohon̊u pomoćı navrženého LQG regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázku A.9 (simu-

lace). Simulinkové schéma pro ř́ızeńı reálného modelu je až na parametry pracovńıho bodu

a zapojeńı výstupu shodné se schematem A.8.
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Obrázek 5.23: Pr̊uběh regulace úhlu vychýleńı α(t) ramene pomoćı LQG regulátoru
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Novinkou v regulačńım obvodě pro simulaci na matematickém modelu na obrázku

A.9 je začleněńı parazitńıho kmitáńı úhlu vychýleńı. To je realizováno pomoćı přidaného

bloku Sine Wave . Regulovaný výstup (úhel vychýleńı) je tedy již při simulaci filtrován

navrženým eliptickým filtrem typu dolńı propust z obrázku 5.10. Pr̊uběh regulace úhlu

vychýleńı α(t) spojených pohon̊u a matematického modelu pro zvolený schodovitý refe-

renčńı signál w(t) pomoćı navrženého LQG regulátoru je zachycen na obrázku 5.23.

5.6 Úprava LQG regulátoru pro ř́ızeńı úhlové rych-

losti kladky na pohyblivém rameni s odhadem

poruchového zatěžovaćıho momentu

V této kapitole provedeme rozš́ı̌reńı návrhu Kalmanova filtru z kapitoly 5.4 o infor-

maci o př́ıdavném poruchovém zatěžovaćım momentu . Ten může být simulován po-

moćı druhého motoru M2 (tj. pravého motoru). K tomuto účelu použijeme pro návrh

tzv. metodu ”unknown input observer”, jej́ıž princip spoč́ıvá v přidáńı integračńı

složky do Kalmanova filtru (tzn. ke stavovému popisu, který se při návrhu filtru použ́ıvá).

Přičemž předpokládáme, že do tohoto př́ıdavného integrátoru vstupuje b́ılý šum v′(k) a

jeho výstup bude vytvářet ”barevný šum” procesu . T́ımto tedy vytvoř́ıme tzv. odha-

dovač neznámé (neměřitelné) poruchy, kterou představuje zatěžovaćı moment.

• Původńı stavový popis systému se po diskretizaci skládá z matic: Ad, Bd, Cd, Dd.

• Př́ıdavný integrátor se spojitým přenosem Pint(s) = 1/s je možné považovat za

jakýsi tvarovaćı filtr šumu procesu , který je po diskretizaci a převodu do sta-

vového popisu popsán maticemi Av, Bv, Cv, Dv.

Výsledný ROZŠÍŘENÝ SYSTÉM (tzn. stav p̊uvodńıho systému + stav tvaro-

vaćıho filtru šumu procesu), pro který budeme navrhovat Kalman̊uv filtr, bude nyńı vy-

padat takto

 x(k + 1)

xv(k + 1)

 =


Ad


Cv

...

Cv


0 Av


 x(k)

xv(k)

+

 Bd

0

u(k) +




Dv

...

Dv


Bv

 v
′(k),

y(k) =
[

Cd 0
]  x(k)

xv(k)

+ Dd + e(k),

(5.67)
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kde




Dv

...

Dv


Bv

 v
′(k) je nový šum procesu a e(k) šum měřeńı . Je tedy nutné přepo-

č́ıtat kovariančńı matici šumu procesu Qnew

ε






Dv

...

Dv


Bv


[
v′(k) v′(k)

]  v′(k)

v′(k)





Dv

...

Dv


Bv



T


=

=




Dv

...

Dv


Bv

 · I ·



Dv

...

Dv


Bv



T

= Qextend.

(5.68)

Matice Qnew už bude mı́t nyńı rozměr 7. Máme tedy nové matice rozš́ı̌reného systému

Aextend =


Ad


Cv

...

Cv


0 Av

 , Bextend =

 Bd

0

 ,

Cextend =
[

Cd 0
]
, Dextend = Dd,

(5.69)

pro které provedeme výpočet matice Kalmanova ześıleńı

L =
[
−0, 252 −0, 048 0, 241 0, 265 0, 264 0, 232 1, 386

]T
. (5.70)

Pr̊uběhy iteraćı Kalmanova ześıleńı L pro Kalman̊uv filtr nyńı již pro 7 stav̊u systému

jsou vykresleny na obrázku 5.24.

Výsledky této modifikované LQG regulace otáček ω3(t) byly demonstrovány při

p̊usobeńı poruchového zatěžovaćıho momentu, který byl vytvářen uměle pomoćı pravého

motoru (vstup u2(t)). Referenčńı signál byl nastaven na konstantńı hodnotu. Simulinkové

schéma regulačńı smyčky je uvedeno v př́ıloze na obrázku A.8 (reálný systém). Je možné

si zde všimnout odděleného stavu pro pozorováńı odhadovaného zatěžovaćıho momentu.

Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) při p̊usobeńı poruchového zatěžovaćıho mo-

mentu pro zvolený schodovitý referenčńı signál w(t) pomoćı navrženého LQG regulátoru

je zachycen na obrázku 5.25. V tomto pr̊uběhu je vidět, že poruchový zatěžovaćı moment

byl bez problému vyregulován.
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Obrázek 5.24: Pr̊uběhy iteraćı Kalmanova ześıleńı pro Kalman̊uv filtr
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Pr̊uběh odhadu zatěžovaćıho momentu je potom vykreslen na obrázku 5.26. Zde

si můžeme všimnout, že tento odhad tvarově skutečně velmi dobře odpov́ıdá vstupńımu

poruchovému zatěžovaćımu momentu z obrázku 5.25.
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Obrázek 5.26: Odhad poruchového zatěžovaćıho momentu
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Kapitola 6

Regulace MIMO systému jako celku

V př́ıpadě laboratorńıho modelu spojených pohon̊u (a samozřejmě i velmi často v

technické praxi) se setkáváme se systémem, který má v́ıce vstupńıch a výstupńıch veličin.

Každá ze vstupńıch veličin může tedy současně ovlivňovat v́ıce výstupńıch veličin. Vzáje-

mnými interakcemi mezi vstupńımi a výstupńımi veličinami potom mohou vznikat složité

dynamické souvislosti a vazby (viz [7] a [1]).

Na tomo mı́stě je třeba zmı́nit, že MIMO systémy je možné ř́ıdit bud’ jedńım re-

gulátorem (centralizované ř́ızeńı), nebo v́ıce regulátory. Pokud předpokládáme ř́ızeńı

v́ıce regulátory a neexistuj́ı žádná strukturálńı omezeńı na ř́ıdićı systém (tj. regulátory

mohou být propojeny s libovolnými vstupy a výstupy), budeme hovořit o v́ıcesmyčkové

regulaci . Charakteristickým rysem v́ıcesmyčkové regulace je interaktivnost regulačńıch

smyček a metody návrhu smyčkových regulátor̊u muśı doćılit eliminaci vlivu inter-

akćı . O to se budeme předevš́ım v závěru této finálńı kapitoly snažit.

V prvńı podkapitole 6.1 se budu nejprve zabývat návrhem v́ıcesmyčkového PI re-

gulátoru , v podkapitole 6.2 provedu návrh centralizovaného ř́ızeńı pro celý MIMO

systém v podobě LQ regulátoru a v posledńı podkapitole bude předveden zp̊usob návrhu

regulátoru pro eliminaci interakćı z kapitoly 6.3 - konkrétně v podobě dynamického roz-

vazbovaćıho regulátoru .

Ř́ızeńı MIMO systémů je tedy komplikované předevš́ım z d̊uvodu interakćı mezi jed-

notlivými vstupy a výstupy. Mı́ru těchto interakćı je možné určit pomoćı tzv. matice

relativńıch ześıleńı RGA13 (rozebráno v [1]). RGA se použ́ıvá jako hlavńı nástroj pro

párováńı vstup̊u a výstup̊u pro MIMO systémy. A to předevš́ım při návrhu v́ıcesmyčkové

regulace. RGA nám tedy ukáže, jaká kombinace vstup-výstup bude s nejmenš́ı mı́rou

interakce pro ostatńı regulačńı smyčky. Dı́ky této informaci potom bude možný návrh

izolovaných regulátor̊u v kapitole 6.1 pro tyto konkrétńı páry vstup-výstup.

Náš MIMO systém spojených pohon̊u z kapitoly 2.2 je možné schematicky překreslit

dle použ́ıvaných vstup̊u a výstup̊u obrázkem 6.1, kde y1 = ω3 a y2 = α.

13viz Seznam použitých zkratech v úvodu práce
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Obrázek 6.1: Možné párováńı vstup̊u a výstup̊u (pro MIMO systém 2× 2)

Z přenosové matice systému spojených pohon̊u (4.35) použijime tedy pouze přenosy

pro 2 vstupy a 2 výstupy (prvńı a třet́ı řádek matice), nebot’ z již odvozeného matema-

tického modelu plat́ı, že ω1 ≈ ω2 ≈ ω3. Máme tedy

Gnew(s) =

u1 u2

y1

y2

 g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)

 . (6.1)

Tuto přenosovou matici 6.1 je potom možné symbolicky rozkreslit do obrázku 6.2.

Obrázek 6.2: Blokové schéma d́ılč́ıch přenos̊u přenosové matice Gnew(s)

Pro ustálený stav (ω = 0) potom můžeme z tohoto obrázku sepsat výstupńı rovnice

y = Gnew(s) · u

y1 = g11(0)u1 + g12(0)u2, (6.2)

y2 = g21(0)u1 + g22(0)u2. (6.3)

Pro posouzeńı mı́ry interaktivnosti a vhodného párováńı můžeme nyńı zavést již zmiňo-

vanou RGA matici relativńıch ześıleńı Λ = [λij], jej́ıž prvky jsou určeny poměrem

statických ześıleńı otevřené smyčky a statických ześıleńı otevřené smyčky při

respektováńı uzavřeńı druhé smyčky .
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• Pro určeńı statického ześıleńı otevřené smyčky se předpokládá, že je nějaká smyčka

otevřená (rozpojená), tj. vstup nějakého okruhu je nulový. Z obrázku 6.2 tedy

můžeme např́ıklad z rovnice 6.2 vyjádřit př́ıpad otevřeńı druhé smyčky, kdy

u2 = 0 ⇒ y1 = g11(0)u1. (6.4)

Jedńım z hledaných statických ześıleńı otevřené smyčky je tedy g11(0). Totéž

je možné provést i pro zbylé 3 př́ıpady z rovnic 6.2 a 6.3

u1 = 0 ⇒ y1 = g12(0)u2. (6.5)

u2 = 0 ⇒ y2 = g21(0)u1. (6.6)

u1 = 0 ⇒ y2 = g22(0)u2. (6.7)

• Pro určeńı statického ześıleńı otevřené smyčky při respektováńı uzavřeńı druhé

smyčky se předpokládá, že je uzavřen zpětnovazebńı obvod druhé smyčky a jej́ı

výstup je nulový. Dva možné př́ıpady uzavřeńı smyček nám ilustruje obrázek 6.3.

Obrázek 6.3: Bloková schémata 2 možných uzavřených smyček

Pro podmı́nku y2 = 0 např́ıklad dostáváme z rovnice 6.3

0 = g21(0)u1 + g22(0)u2 ⇒ u2 = −g21(0)

g22(0)
u1. (6.8)

Dosazeńım do 6.2 potom dostáváme hledané statické ześıleńı otevřené smyčky

ĝ11(0) při respektováńı uzavřeńı druhé smyčky

y2 = 0 : y1 =

(
g11(0)− g21(0)

g22(0)

)
︸ ︷︷ ︸

=ĝ11(0)

u1. (6.9)
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Porovnáńım vztah̊u 6.4 a 6.9 je vidět, že ześıleńı g11(0) se změńı na ĝ11(0). Důležité

hledané relativńı ześıleńı λ11 (prvek matice Λ = [λij]) tedy nakonec bude

λ11 =
g11(0)

ĝ11(0)
=

g11(0)g22(0)

g11(0)g22(0)− g12(0)g21(0)
. (6.10)

Pro podmı́nku y1 = 0 bychom potom dostali z rovnice 6.2

0 = g11(0)u1 + g12(0)u2 ⇒ u1 = −g12(0)

g11(0)
u2. (6.11)

Dosazeńım do 6.3 potom dostáváme hledané statické ześıleńı otevřené smyčky

ĝ22(0) při respektováńı uzavřeńı druhé smyčky

y1 = 0 : y2 =

(
g22(0)− g12(0)

g11(0)

)
︸ ︷︷ ︸

=ĝ22(0)

u2. (6.12)

Porovnáńım vztah̊u 6.7 a 6.12 je vidět, že ześıleńı g22(0) se změńı na ĝ22(0). Nyńı

vid́ıme, že hledané relativńı ześıleńı λ22 vyjde po úpravách naprosto stejně jako

relativńı ześıleńı λ11 (6.10)

λ22 =
g22(0)

ĝ22(0)
=

g11(0)g22(0)

g11(0)g22(0)− g12(0)g21(0)
= λ11. (6.13)

Jednou z d̊uležitých vlastnost́ı RGA matice je, že řádkový i sloupcový součet této

matice je vždy roven 1. Pro RGA matici MIMO systému 2× 2, která má obecně tvar

Λ =

 λ11 λ12

λ21 λ22

 , (6.14)

potom můžeme na základě znalosti doplňku do 1 rovnou psát

Λ =

 λ 1− λ
1− λ λ

 . (6.15)

Nyńı si můžeme napsat něco o tom, o čem nám vlastně prvky RGA matice vypov́ıdaj́ı a

jak je možné na jejich základě vhodně zvolit párováńı vstup-výstup. Pokud

• λij = 1 . . . máme nejlepš́ı párováńı (yi, uj), protože ześıleńı otevřené smyčky

neńı ovlivněno uzavřeńım druhé smyčky (interakce jsou tedy minimálńı).

• λij > 1 . . . bude nutné větš́ı ześıleńı regulátoru v uzavřené smyčce – pokud by

ostatńı smyčky byly otevřené, je nebezpeč́ı nestability (silné interakce a citlivost na

neurčitosti).

• λij < 0 . . . ześıleńı uzavřené smyčky má opačné znaménko než ześıleńı otevřené

smyčky, což může zp̊usobit nestabilitu při regulaci v otevřené smyčce.
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• 0 < λij < 1 . . . lze doporučit λij ∈ (0, 5; 1).

V výše popsaného lze tedy udělat závěr - lze doporučit párováńı těch vstupńıch a

výstupńıch veličin, kde λij → 1, ale vyhnout se párováńı, kde λij je nulové

nebo záporné .

Přenosy naš́ı nové přenosové matice Gnew(s) pro laboratorńı model spojených pohon̊u,

se kterými budeme nyńı pracovat, pro připomenut́ı jsou

g11(s) =

7, 846s5 + 239, 2s4 + 1, 657 · 105s3 + 2, 191 · 106s2 + 1, 295 · 108s+

+1, 235 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

,

g21(s) =
3, 172 · 107s2 + 5, 612 · 108s+ 2, 44 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

,

g12(s) =
1, 569 · 105s3 + 2, 009 · 106s2 + 1, 279 · 108s+ 1, 23 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

,

g22(s) =
−3, 172 · 107s2−5, 612 · 108s− 2, 44 · 109

s6 + 38, 18s5 + 4, 136 · 104s4 + 8, 516 · 105s3 + 3, 693 · 107s2+

+5, 666 · 108s+ 2, 417 · 109

.

(6.16)

V čitateli posledńıho přenosu g22(s) vid́ıme samá záporná znaménka. Př́ıslušný PI re-

gulátor v následuj́ıćı kapitole bude ale vhodněǰśı navrhovat pro ”kladný” přenos a do

regulačńı smyčky s ř́ızeńım u2(t) přidat blok se ześıleńım −1. Po této drobné úpravě se

ale změńı známénko čitatele přenosu g12(s) (jeho vstupem je rovněž ř́ızeńı u2(t)). Pro

tento (nediagonálńı) přenos ale ř́ızeńı nenavrhujeme, proto jsou již všechny daľśı úvahy v

pořádku. Nyńı tedy po této drobné úpravě provedeme výpočet pro ustálený stav (ω = 0),

kdy dostaneme

g11(0) = 0, 511; g21(0) = 1, 0095; g12(0) = −0, 509; g22(0) = 1, 0095. (6.17)

Po dosazeńı tohoto do rovnice 6.13 dostáváme RGA matici relativńıch ześıleńı pro labo-

ratorńı model spojených pohon̊u

Λ =

 λ11 λ12

λ21 λ22

 =

 λ 1− λ
1− λ λ

 =

 0, 501 0, 499

0, 499 0, 501

 . (6.18)

Dle výše napsaného je vidět, že hodnota λ = 0, 501 ještě lež́ı v doporučeném intervalu

λij ∈ (0, 5; 1) (i když na samé hranici). Zvolená kombinace párováńı u1 → y1 (přes g11(s))
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a u2 → y2 (přes g22(s)) je tedy ještě poměrně vhodná. Je ale zřejmé, že k poměrně silným

interakćım docházet bude. Pokud bychom prohodily ř́ıdićı (utvořili tedy páry u1 → y2

a u2 → y1), dojde pouze k prohozeńı řádk̊u v RGA matici relativńıch ześıleńı. Dostaly

bychom tedy relativńı ześıleńı

λ̃ = 1− λ = 0, 499. (6.19)

Tato varianta párováńı již lež́ı mimo doporučený interval a je tedy horš́ı než předchoźı.

6.1 Návrh v́ıcesmyčkového PI regulátoru

Po předchoźı analýze MIMO systému jsme tedy nyńı již schopni navrhnout ”decen-

tralizované” PI ř́ızeńı celého laboratorńıho modelu spojených pohon̊u. Ćılem metody

v́ıcesmyčkové regulace je navrhnout jednotlivé smyčkové regulátory pro přenosy na dia-

gonále (tedy pro přenosy g11(s) a g22(s)) nějakou metodou použ́ıvanou pro SISO systémy.

Neuvažujeme tud́ıž ”interakčńı přenosy” v přenosové matici Gnew(s), tj. přenosy g12(s) a

g21(s) budeme ignorovat. V našem př́ıpadě již neńı d̊uvod, proč bychom nemohli použ́ıt

PI regulátory navrhnuté pro zmiňované přenosy již v kapitolách 5.1 a 5.2. Vždyt’ právě

ty již byly navrženy pro jednotlivé okruhy jako nejvhodněǰśı. Schematické znázorněńı

dvousmyčkové PI regulace MIMO systému je na obrázku 6.4.

Obrázek 6.4: Schematické znázorněńı dvousmyčkové PI regulace MIMO systému

Pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky na pohyblivém rameni ω3(t) ≡ y1(t) tedy použijeme

PI regulátor s přenosem 5.5 a pro regulaci úhlu vychýleńı ramene α(t) ≡ y2(t) zase PI

regulátor s přenosem 5.7. Simulinkové schéma dvousmyčkové PI regulace MIMO systému

spojených pohon̊u je uvedeno v př́ıloze na obrázćıch A.11 (simulace) a A.12 (reálný

systém). V regulačńı smyčce pro akčńı veličinu u2(t) je možné si všimnout již zmiňovaného

přidaného bloku ześıleńı ”−1”.
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Na obrázćıch 6.5 a 6.6 je odezva systému (akčńı zásahy, reference a výstupy) na jed-

notkový skok žádané hodnoty w1(t) v čase 1 s a na jednotkový skok žádané hodnoty w2(t)

v čase 8 s při dvousmyčkové PI regulaci. Na obrázku 6.6 je vidět, že změna w1(t) má

vliv i na výstup y2(t) a w2(t) má zase vliv na výstup y1(t). Docháźı tedy ke zmiňovaným

interakćım. S t́ım jsme ale již při návrhu teoreticky poč́ıtali a interakce jsou poměrně

rychle vyregulovány.
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Obrázek 6.5: Pr̊uběh dvousmyčkové PI regulace - akčńı zásahy
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Obrázek 6.6: Pr̊uběh dvousmyčkové PI regulace - výstupńı veličiny

6.2 Návrh LQ regulátoru pro celý MIMO systém

V kapitole 5.3 jsme navrhovali LQ ř́ızeńı úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyb-

livém rameni. Šlo tedy o regulaci pouze jediného okruhu MIMO systému (návrh byl

proveden pouze pro d́ılč́ı přenos g11(s)). Nic nám ovšem nebráńı navrhnout ř́ızeńı pro

přenosovou matici Gnew(s) celého MIMO systému. Jelikož se při návrhu LQ sledováńı

pracuje předevš́ım se stavovým popisem systému, je přechod výpočtu na složitěǰśı systém

velice přirozený. Dojde předevš́ım k rozš́ı̌reńı př́ı̌slušných matic a vektor̊u použ́ıvaných

při výpočtech o př́ıslušné rozměry. LQ regulace MIMO systému je typický zástupce cen-
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tralizovaného typu ř́ızeńı .

Návrh tedy provád́ıme pro přenosovou matici Gnew(s) (6.1), ze které źıskáme nejprve

pomoćı př́ıkazu

system = ss(Gnew)

stavový popis celého MIMO systému, který bude mı́t nyńı nově 12 stav̊u, 2 vstupy, 2

výstupy. Po diskretizaci tohoto systému s periodou vzorkováńı Ts = 0, 01 s tedy máme

pro

xd(k + 1) = Adxd(k) + Bdu(k), (6.20)

y(k) = Cdxd(k) + Ddu(k), (6.21)

vektory

xd(k) =


x1

...

x12

 , u(k) =

 u1(t)

u2(t)

 , y(k) =

 y1(t) = ω3(t)

y2(t) = α(t)

 (6.22)

a rozměry matic

Ad . . . 12× 12, Bd . . . 12× 2, Cd . . . 2× 12, Dd . . . 2× 2. (6.23)

Nyńı již máme nově 2 generátory referenčńıch signál̊u

xw1(k + 1) = xw1(k), (6.24)

xw2(k + 1) = xw2(k), (6.25)

dále potom také 2 rovnice sumátor̊u regulačńıch odchylek

xsum1(k + 1) = xsum1(k) + e1(k) = xsum1(k) + xw1(k)− y1(t) =

= xsum1(k) + xw1(k)−Cd(1, :)xd(k)−Dd(1, :)u1(k),
(6.26)

xsum2(k + 1) = xsum2(k) + e2(k) = xsum2(k) + xw2(k)− y2(t) =

= xsum2(k) + xw2(k)−Cd(2, :)xd(k)−Dd(2, :)u2(k).
(6.27)

Pokud slouč́ıme všechny tyto stavy

x(k) =



x1(k)
...

x12(k)

xw1(k)

xw2(k)

xsum1(k)

xsum2(k)


(6.28)
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do ”super rozš́ıřeného MIMO systému”, dostáváme tyto matice

A =



Ad 0 0

0

 1 0

0 1

 0

−Cd

 1 0

0 1

  1 0

0 1




; B =


Bd

0

−Dd

 ;

C =

 0 0

 1 0

0 1

  ; D = [0] .

(6.29)

Váhové matice Q′, Qsum a R′ kritéria 5.23 maj́ı nyńı nově d́ıky 2 vstup̊um a 2 výstup̊um

rozměr 2 × 2. Optimálńı hodnoty vah kritéria byly po sérii experiment̊u v Matlabu a

Simulinku zvoleny jako

Q′ = 1 · 10−3

 1 0

0 1

 , Qsum = 1 · 10−7

 1 0

0 1

 , R′ = 1 · 10−3

 1 0

0 1

 . (6.30)

Váhové matice Q a R upraveného kritéria 5.28 maj́ı stejný tvar (jako v 5.29), změńı se

opět jejich rozměr

Q . . . 16× 16, R . . . 2× 2. (6.31)

Zpětným postupem v čase dostáváme ustálené hodnoty jednotlivých složek Kalmanova

ześıleńı. V tomto př́ıpadě již nep̊ujde o vektory, nýbrž o matice

K1 =

 2, 06 0, 66 10, 04 4, 61 1, 69 0, 91

−1, 78 −0, 62 −8, 62 −4, 32 −1, 13 −0, 24

−1, 77 −0, 3 −4, 3 −4, 32 −1, 12 −0, 24

2, 07 0, 34 5, 03 4, 62 1, 69 0, 91

 ,

K2 =

 −1, 27 −0, 75

−1, 27 0, 75

 , K3 =

 −0, 007 −0, 006

−0, 007 0, 006

 .

(6.32)

Simulinkové schéma regulace MIMO systému spojených pohon̊u pomoćı navrženého LQ

regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázćıch A.13 (simulace) a A.14 (reálný systém).

Jedná se o velmi podobné jako při LQ ř́ızeńı jednotlivého okruhu MIMO systému. Rozd́ıl

je ovšem v rozš́ı̌reńı pro 2 vstupńı a 2 výstupńı veličiny.

Na obrázćıch 6.7 a 6.8 je odezva systému (akčńı zásahy, reference a výstupy) na jed-

notkový skok žádané hodnoty w1(t) v čase 1 s a na jednotkový skok žádané hodnoty w2(t)

v čase 8 s při LQ regulaci MIMO systému. Na obrázku 6.8 je vidět, že vliv interakćı je

oproti dvousmyčkové PI regulaci z předcházej́ıćı části téměř potlačen.
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Obrázek 6.7: Pr̊uběh regulace MIMO systému LQ regulátorem - akčńı zásahy
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Obrázek 6.8: Pr̊uběh regulace MIMO systému LQ regulátorem - výstupńı veličiny

6.3 Návrh dynamického rozvazbovaćıho regulátoru

V kapitole 6.1 jsme navrhovali PI regulátory pouze pro diagonálńı prvky přenosové

matice systému. Nediagonálńı přenosy g12(s) a g21(s) jsme při návrhu nebrali v úvahu,

proto jsme mohli na obrázku 6.6 pozorovat interakce. Ty byly vyvolány právě zbylými

vazbami u1 → y2 a u2 → y1. Nyńı si tedy ukážeme jak navrhnout rozvazbuj́ıćı kon-

penzátor R(s), d́ıky kterému dosáhneme diagonálńı přenosové matice ř́ızeného systému.

Dojde k tzv. rozvazbeńı MIMO systému (anglicky decoupling).
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Diagonálńı přenosové matice je možné dle [6] dosáhnout 2 zp̊usoby

• dynamickým rozvazbovaćım regulátorem

• stavovým rozvazbovaćım regulátorem

Prvńı př́ıpad využ́ıvá vněǰśıho popisu ř́ızeného systému a druhý popisu vnitřńıho. Já se

v této kapitole zaměř́ım pouze na návrh dynamického rozvazbovaćıho regulátoru. Jeho

schematické znázorněńı je na obrázku 6.9

Obrázek 6.9: Schematické znázorněńı dynamického rozvazbovaćıho regulátoru

Zp̊usob návrhu toho typu regulátoru spoč́ıvá v těchto kroćıch

1. Výběr vhodného párováńı vstup̊u a výstup̊u podle RGA.

2. Návrh kompenzátoru R(s).

3. Návrh smyčkových regulátor̊u.

Určeńı správného párováńı již bylo rozebráno v úvodu této kapitoly 6, proto se nyńı

můžeme věnovat návrhu rozvazbuj́ıćıho kompenzátoru R(s). Dle literatury [6] budeme

požadovat, aby

D(s) = R(s)Gnew(s), (6.33)

kde D(s) bude vhodně zvolená diagonálńı matice přenosových funkćı

D(s) =

 d11 0

0 d22

 . (6.34)

Dle 6.33 by matice rozvazbovaćıho kompenzátoru R(s) měla být určena jako

R(s) = G−1
new(s)D(s) =

adj Gnew(s)

det Gnew(s)
D(s). (6.35)

Pokud budeme vycházet z požadavku zamezeńı interakce regulačńıch smyček, je pro nás

nejlepš́ı volba

D(s) =

 g11(s) 0

0 g22(s)

 . (6.36)
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Po dosazeńı 6.36 do rovnice 6.35 dostáváme konečný tvar matice přenosových funkćı

R(s) rozvazbovaćıho kompenzátoru, který by měl zaručit diagonalitu přenosové matice

systému,

R(s) =

 r11(s) r12(s)

r21(s) r22(s)

 =

 g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)

−1  g11(s) 0

0 g22(s)

 =

=

 g22(s) −g12(s)

−g21(s) g11(s)

 g11(s) 0

0 g22(s)


g11(s)g22(s)− g12(s)g21(s)

=

 g11(s)g22(s) −g12(s)g22(s)

−g21(s)g11(s) g11(s)g22(s)


g11(s)g22(s)− g12(s)g21(s)

.

(6.37)

Z tohoto tedy dostáváme přenosové funkce matice R(s)

r11(s) = r22(s) =
g11(s)g22(s)

g11(s)g22(s)− g12(s)g21(s)
=

1

1−K(s)
= K̄−1(s),

r12(s) = − g12(s)g22(s)

g11(s)g22(s)− g12(s)g21(s)
=

1

1−K(s)

g12(s)

g11(s)
= −K̄−1(s)

g12(s)

g11(s)
,

r21(s) = − g21(s)g11(s)

g11(s)g22(s)− g12(s)g21(s)
=

1

1−K(s)

g21(s)

g22(s)
= −K̄−1(s)

g21(s)

g22(s)
,

(6.38)

kde

K(s) =
g12(s)g21(s)

g11(s)g22(s)
(6.39)

je vazbový činitel a K̄(s) = 1−K(s).

Pokud má být kompenzátor R(s) realizovatelný, tak muśı být realizovatelný přenos

K(s) =
g12(s)g21(s)

g11(s)g22(s)
=
b11(s)b22(s)a12(s)a21(s)

a11(s)a22(s)b12(s)b21(s)
, (6.40)

kde aij(s) a bij(s) jsou polynomy čitatel̊u a jmenovatel̊u přenos̊u gij(s). Dostáváme tedy

podmı́nku realizovatelnosti dynamického rozvazbovaćıho kompenzátoru pro MIMO sytém

2× 2

deg (a11(s)a22(s)b12(s)b21(s)) ≥ deg (b11(s)b22(s)a12(s)a21(s)) . (6.41)

Naš́ım posledńım úkolem je nyńı navrhnout regulátory C1(s) a C2(s) z obrázku 6.9

zvlášt’ pro přenosy g11(s) a g22(s) metodami SISO návrhu. My ale máme tyto 2 PI re-

gulátory navrženy již z kapitoly 6.1, proto je opět využijeme a posoud́ıme nyńı vliv dy-

namického kompenzátoru na potlačeńı interakćı. Na obrázku 6.10 je zobrazeno schéma

detailu zapojeńı ř́ızeného MIMO systému s dynamickým kompenzátorem. Simulinkové

schéma regulace MIMO systému spojených pohon̊u pomoćı navrženého dynamického roz-

vazbovaćıho regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázćıch A.15 (simulace) a A.16 (reálný

systém).
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Obrázek 6.10: Schematické znázorněńı dynamického rozvazbovaćıho regulátoru - DETAIL
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Obrázek 6.11: Pr̊uběh regulace MIMO systému dynamickým rozvazbovaćım re-

gulátorem - akčńı zásahy
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Na obrázćıch 6.11 a 6.12 je odezva systému (akčńı zásahy, reference a výstupy) na

jednotkový skok žádané hodnoty w1(t) v čase 1 s a na jednotkový skok žádané hodnoty

w2(t) v čase 8 s při regulaci MIMO systému dynamickým rozvazbovaćım regulátorem.

Na obrázku 6.12 je vidět, že přidáńım rozvazbovaćıho kompenzátoru mezi regulátory a

soustavu byly interakce mezi u1 → y2 a u2 → y1 oproti dvousmyčkové PI regulaci naprosto

eliminovány, dokonce ještě d̊ukladněji než při LQ regulaci celého MIMO systému.
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Obrázek 6.12: Pr̊uběh regulace MIMO systému dynamickým rozvazbovaćım re-

gulátorem - výstupńı veličiny
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Kapitola 7

Závěr

V této práci se mi povedlo aplikovat teoretické znalosti (at’ už ty základńı či nověǰśı

moderněǰśı př́ıstupy) z oblasti regulačńı techniky na praktický model pohon̊u spojených

gumovým pásem. Tento vyrobený laboratorńı model CE10813 může poměrně věrohodně

koṕırovat nějaký segment pohon̊u pr̊umyslového stroje, at’ už např́ıklad paṕırenského,

textilńıho apod. Je vhodně zhotoven tak, aby bylo možné využ́ıvat oba jeho vstupy (napět́ı

2 motor̊u) a měřit 4 výstupy, jedná se tedy o ukázkového zástupce MIMO systémů.

Nejv́ıce času v této práci jsem strávil při sestavováńı matematicko-fyzikálńıch rovnic

pro nalezeńı a sestaveńı matematického modelu, který by co možná nejv́ıce zahrnoval

skutečné vlastnosti ř́ızeného laboratorńıho modelu. Nalezený model se nakonec sestává

ze 3 hlavńıch část́ı - motor̊u, pružného pásu a pružiny. Pro jeho celkovou identifikaci

bylo tedy nutné postupně provést d́ılč́ı identifikace v těchto 3 oblastech. U hnaćı části

bylo třeba postupovat nejprve od samotných motor̊u bez gumového pásu a až poté se

zat́ıžeńım gumovým pásem. Jednou z prvńıch komplikaćı, se kterou jsme se mohli již na

začátku setkat, bylo prokluzováńı gumového pásu při větš́ım rozd́ılu otáček hnaćıch

motor̊u M1 a M2. Na tento nedostatek jsem musel zareagovat zavedeńım pracovńıho

bodu a regulaćı v jeho bĺızkém okoĺı. Větš́ı rozd́ıly v otáčkách motor̊u by totiž zp̊usobovaly

nelinearity, které by nebylo možné simulovat. Daľśı již drobněǰśı komplikaćı bylo netlumené

kmitáńı a chvěńı ručky skutečného laboratorńıho modelu, které bylo rovněž nutné do

simulačńıho modelu zahrnout. Negativńım faktorem byla rovněž i měńıćı se okolńı teplota

v mı́stnosti, která nepatrně ovlivňovala chováńı hnaćıch motor̊u a pružiny. Tu ale nebylo

možné do simulace zahrnout.

Při návrhu ř́ızeńı byly nejprve navrženy regulátory pro d́ılč́ı okruhy MIMO systému

(kapitola 5), tedy pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky na pohyblivém rameni a pro ř́ızeńı

úhlu vychýleńı ramene. Pro lepš́ı vlastnosti regulačńıho obvodu bylo téměř nutné navrh-

nout i vhodné filtry pro fitrováńı šumu na výstupu ř́ızených veličin. Výsledky regulaćı z

těchto kapitol jsou vyneseny v souhrnných grafech na obrázku 7.1. Z těchto pr̊uběh̊u je

patrné, že LQ a LQG regulace přinesla oproti PI regulaci mı́rné zvýšeńı rychlosti odezvy.

Ćılem LQG úhlové regulace rychlosti byl i odhad neznámého poruchového zatěžovaćıho

13umı́stěný v laboratoři K26 katedry ř́ıdićı techniky
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momentu, který se podařilo v kapitole 5.6 pomoćı metody ”unknown input observer”

poměrně úspěšně realizovat.
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Obrázek 7.1: Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni a úhlu

vychýleńı α(t) ramene

V závěrečné kapitole 6 jsme se již zabývali návrhem ř́ızeńı celého MIMO systému spo-

jených pohon̊u. Mohli jsme si tedy s úspěchem nastavovat 2 žádané hodnoty najednou a

sledovat vzájemné ovlivňováńı veličin systému. K určeńı nejvhodněǰśıho párováńı vstup-

výstup a následné ”dvousmyčkové decentralizované PI regulace” nám přispěla tzv.

matice relativńıch ześıleńı RGA. Dále byl navržen centralizovaný typ ř́ızeńı po-

moćı LQ reguláru , jehož návrh pro MIMO systém nebyl oproti SISO př́ıstupu o mnoho

komplikovaněǰśı. V závěrečné části jsem pro eliminaci interakćı nediagonálńıch přenos̊u

přenosové matice systému navrhl dynamický rozvazbovaćı regulátor . Výsledky těch-

to regulačńıch pokus̊u z kapitoly 6 jsou souhrnně vyneseny na obrázku 7.2. V těchto

charakteristikách si můžeme všimnout interakćı při dvousmyčkové PI regulaci. Ty jsou

již ovšem výrazně potlačeny při LQ regulaci. Dynamický rozvazbovaćı regulátor elimi-

nuje interakce již definitivně a nav́ıc ještě urychĺı regulačńı pochod. Pr̊uběhy modelu a

reálného systému se velmi dobře shoduj́ı a jenom tak potvrzuj́ı správnost teoretického

návrhu. Ř́ızeńı na v́ıce žádaných hodnot MIMO systému se tedy podařilo velmi dobře a

to je jistě velký úspěch této práce.
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Obrázek 7.2: Pr̊uběh regulace úhlové rychlosti ω3(t) kladky na pohyblivém rameni a úhlu

vychýleńı α(t) ramene

Laboratorńı model spojených pohon̊u CE108 byl tedy využit téměř beze zbytku a bylo

na něm možné dobře propojit teorii s prax́ı.
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Př́ıloha A

Simulinková schémata

.
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Obrázek A.1: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

na pohyblivém rameni pomoćı navrženého PI regulátoru - SIMULACE NA MODELU

.
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Obrázek A.2: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

na pohyblivém rameni pomoćı navrženého PI regulátoru - REÁLNÝ SYSTÉM
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.

Obrázek A.3: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı ramene

pomoćı navrženého PI regulátoru - SIMULACE NA MODELU
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.

Obrázek A.4: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı ramene

pomoćı navrženého PI regulátoru - REÁLNÝ SYSTÉM

.
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Obrázek A.5: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

pomoćı navrženého LQ regulátoru - SIMULACE NA MODELU
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Obrázek A.6: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

pomoćı navrženého LQ regulátoru - REÁLNÝ SYSTÉM

.
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Obrázek A.7: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

pomoćı navrženého LQG regulátoru - SIMULACE NA MODELU
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Obrázek A.8: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

pomoćı navrženého LQG regulátoru - REÁLNÝ SYSTÉM

.
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Obrázek A.9: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlu vychýleńı ramene

pomoćı navrženého LQG regulátoru - SIMULACE NA MODELU
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Obrázek A.10: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı úhlové rychlosti kladky

s přidaným poruchovým zatěžovaćım momentem pomoćı navrženého LQG re-

gulátoru - REÁLNÝ SYSTÉM
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.

Obrázek A.11: Simulinkové schéma dvousmyčkové PI regulace MIMO systému -

SIMULACE NA MODELU
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Obrázek A.12: Simulinkové schéma dvousmyčkové PI regulace MIMO systému -

REÁLNÝ SYSTÉM
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Obrázek A.13: Simulinkové schéma regulace MIMO systému pomoćı navrženého LQ re-

gulátoru - SIMULACE NA MODELU
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Obrázek A.14: Simulinkové schéma regulace MIMO systému pomoćı navrženého LQ re-

gulátoru - REÁLNÝ SYSTÉM
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Obrázek A.15: Simulinkové schéma regulace MIMO systému pomoćı navrženého dyna-

mického rozvazbovaćıho regulátoru - SIMULACE NA MODELU
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Obrázek A.16: Simulinkové schéma regulace MIMO systému pomoćı navrženého dyna-

mického rozvazbovaćıho regulátoru - REÁLNÝ SYSTÉM
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Př́ıloha B

Obsah přiloženého CD

K této práci je přiloženo CD, na kterém jsou uloženy zdrojové kódy pro Matlab-Simulink

a daľśı podp̊urné soubory.

• Adresář Formálńı dokumenty - zde je uložen tento dokument diplomové práce ve

formátu pdf, originálńı zadávaćı formulář a prohlášeńı o samostatném zpracováńı.

• Adresář Fotogalerie - zde jsou uloženy fotografie poř́ızené při identifikaci labora-

torńıho modelu spojených pohon̊u a ukázkové video jeho finálńıho ř́ızeńı.

• Adresář Identifikace - zde jsou uloženy zdrojové kódy a data pro Matlab, které

souviśı s kapitolou ”Identifikace laboratorńıho modelu spojených pohon̊u CE108”

(složky: 01 Samotné motory M1M2, 02 Převody jednotek, 03 Identifikace motor̊u (s

gumou), 04 Identifikace pružiny a 05 Kompletace modelu).

• Adresář Regulace - zde jsou uloženy zdrojové kódy a data pro Matlab a Simu-

link, které souviśı s kapitolou ”Regulace jednotlivých výstup̊u MIMO systému” a

”Regulace MIMO systému jako celku” (složky: 06 PI regulátor - pro omega3, 07

PI regulátor - pro alpha, 08 LQ regulátor - pro omega3, 09 LQG regulátor - pro

omega3, 10 LQG regulátor - pro alpha, 11 LQG s odhadem poruchy - pro omega3,

12 Vı́cesmyčkový PI regulátor, 13 LQR pro celý MIMO systém a 14 Dynamický

rozvazbovaćı regulátor).
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