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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá matematickým odvozeńım modelu a identifikaćı reál-

ného laboratorńıho modelu se spojenými servomotory ETH, který se nacháźı v laboratoři

teorie automatického ř́ızeńı K26. Pro identifikaci systému jsou zvoleny 4 rozd́ılné me-

tody (identifikace z přechodové charakteristiky, identifikace parametr̊u stavového modelu,

identifikace využ́ıvaj́ıćı analýzu ve frekvenčńı oblasti a identifikace ARX modelu).

Poté je pozornost věnována základńım a pokročilým metodám ř́ızeńı. Pro identi-

fikovaný model je nejprve navrženo základńı ř́ızeńı pomoćı klasických v praxi běžně

použ́ıvaných PID regulátor̊u. Toto ř́ızeńı je aplikováno na reálný ETH systém v labo-

ratoři. Ve snaze doćılit lepš́ı kvality regulace jsou v daľśı části této práce použity pokročilé

algoritmy ř́ızeńı z oblasti moderńı teorie ř́ızeńı jako LQ, LQG a robustńı ř́ızeńı.

Regulovanou veličinou je zpravidla úhlová rychlost, je ale také navržen jeden regulátor

polohy. Všechny výsledky dosažené navrženými regulátory jsou porovnány a posléze shr-

nuty v závěru.
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Abstract

This thesis deals with the mathematical derivation of the model and the identification

of the real laboratory model with coupled servomotors ETH which is situated in the

Laboratory of Automatic Control Theory K26. There are chosen 4 different methods for

the identification of the system (identification from step response, identification of the

parameters of the state model, identification using frequency domain analysis and ARX

model identification).

After that is the attention devoted to basic and advanced control engineering prin-

ciples. For the identificated model is designed at first the basic control by classical PID

controllers commonly used in practise. And this is applied to the real ETH system in the

laboratory. In effort to achieve better quality of the regulation are used in the next part of

this thesis advanced control algorithms from the area of the modern control engineering

as LQ, LQG and robust control.

The angular speed is generally controlled variable, but also one controller of the posi-

tion is designed. All results accomplished by designed controllers are compared and finally

summarized in the conclusion.
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1.1 Seznámeńı se s laboratorńım modelem ETH (SE) . . . . . . . . . . . . . . 1
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”
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6.1 Návrh LQ regulátoru pro ř́ızeńı otáček servomechanismu ETH . . . . . . . 42
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V



Kapitola 1

Úvod

V této kapitole se stručně seznámı́me s vlastńım laboratorńım modelem se spojenými

servomotory ETH, který si detailněji poṕı̌seme a přestav́ıme jeho d̊uležité části a zp̊usob

připojeńı k PC.

1.1 Seznámeńı se s laboratorńım modelem ETH (SE)

Laboratorńı model se spojenými servomotory ETH
”
Zuri“92-04 (viz obr. 1.1) nacháze-

j́ıćı se v laboratoři teorie automatického ř́ızeńı K26 na katedře ř́ıdićı techniky fakulty elek-

trotechnické ČVUT v Praze je modelem rychlostńıho servomechanismu p̊uvodně navržené-

ho a zkonstruovaného na katedře ř́ızeńı technické university v Zürichu (IfA ETH1) a jedná

se o model určený převážně k výukovým účel̊um modelováńı dynamických systémů a jejich

ř́ızeńı.

Model tvoř́ı dva identické stejnosměrné servomotory (levý a pravý). Prvńı motor

(vlevo) slouž́ı k ř́ızeńı otáček resp. úhlu natočeńı hř́ıdele motoru. Druhý motor (vpravo)

je použ́ıván jako simulace proměnného zatěžovaćıho momentu. Tyto servomotory jsou

ovládány př́ıslušnými vstupńımi napět́ımi.

Na hř́ıdeli každého motoru je namontován jeden tachogenerátor pro měřeńı úhlové

rychlosti a jeden inkrementálńı rotačńı sńımač (IRC) pro měřeńı úhlu natočeńı. Hř́ıdele

jsou ve středńı části modelu spojeny pružinou a je možné na ně namontovat doplňkové

disky a t́ım měnit moment setrvačnosti př́ıslušné hř́ıdele (detail pružiny a disk̊u namon-

tovaných na hř́ıdeli motoru jsou znázorněny na obr. 1.2).

1Department of Information Technology and Electrical Engineering of the Swiss Federal Institute of
Technology in Zurich (http://control.ee.ethz.ch/)
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Obrázek 1.1: Laboratorńı model se spojenými servomotory ETH (SE)

Obecně lze tedy ř́ıci, že model reprezentuje jakýsi systém spojených pohon̊u podobný

těm, které často bývaj́ı součást́ı velkých technických a pr̊umyslových zař́ızeńıch, kde jsou

pohony spojeny dlouhými hř́ıdelemi, u nichž již neńı zanedbatelná pružnost a krut.

Obrázek 1.2: Detail pružiny a disk̊u namontovaných na hř́ıdeli jednoho z motor̊u servo-

mechanismu ETH

Schématicky je tento model naznačen na obr. 1.3 (převzato z [5]). Z tohoto prin-

cipiálńıho obrázku je na prvńı pohled poměrně dobře patrné, že se jedná o systém s v́ıce

vstupy a v́ıce výstupy (MIMO2 systém).

2Multiple-input multiple-output
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Konkrétně tedy jde o systém se:

• dvěma vstupy:

– napět́ı levého motoru ul [V],

– napět́ı pravého motoru ur [V]

• a čtyřmi výstupy:

– úhlová rychlost levé hř́ıdele ωl [rad/s],

– úhlová rychlost pravé hř́ıdele ωr [rad/s],

– úhel natočeńı levé hř́ıdele ϕl [rad],

– úhel natočeńı pravé hř́ıdele ϕr [rad].

Obrázek 1.3: Schematické znázorněńı servomechanismu ETH

Všechny veličiny jsou převedeny na elektrická napět́ı a k ovládáńı modelu je použito

PC s programem v prostřed́ı MATLAB/Simulink s Real Time Toolboxem (v́ıce o připojeńı

v kap. 1.2), kde jsou všechny veličiny převedeny na bezrozměrná č́ısla v intervalu (−1, +1).

Jak již bylo řečeno, jedná se tedy o MIMO systém s v́ıce vstupy a v́ıce výstupy.

Nicméně pokud budeme jako vstup uvažovat pouze napět́ı ul na kotvě levého motoru a

jako výstup úhlovou rychlost ωr pravé hř́ıdele, p̊ujde o systém s jedńım vstupem a jedńım

výstupem (SISO3).

Zatěžováńı hřidele pomoćı pravého motoru4 je sice možné, ale vzhledem ke značnému

namáháńı pružiny již při malém rozd́ılu otáček ωl a ωr mezi levým a pravým moterem se

tato možnost př́ılǐs nedoporučuje a pro účely této práce jsme ji raději nevyužili.

3Single-Input and Single-Output
4Ve schématech někdy označovaném také jako Motor 2 resp. Generátor U
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1.2 Připojeńı systému k PC

Aby bylo možné laboratorńı model ř́ıdit př́ımo z prostřed́ı MATLAB, je připojen k PC

přes I/O kartu MF614 firmy Humusoft, s.r.o. Tyto karty jsou podporovány produkty

Real Time Toolbox pro MATLAB/Simulink [9], které umožňuj́ı komunikovat (ovládat

laboratorńı modely a měřit jednotlivé veličiny na modelech) pomoćı prostřed́ı Simulink.

Přehled vstup̊u a výstup̊u měřićı a převodńıkové karty je uveden v tabulce 1.1, blo-

kové znázorněńı připojeńı laboratorńıho modelu v prostřed́ı Simulink na obr. 1.4 a reálný

pohled na připojeńı servomechanismu ETH na obr. 1.5.

Vstupy IO karty poloha hř́ıdele 1

poloha hř́ıdele 2

otáčky hř́ıdele 1

otáčky hř́ıdele 2

Výstupy IO karty napět́ı pro motor 1

napět́ı pro motor 2

Tabulka 1.1: Vstupy a výstupy měřićı a převodńıkové karty MF614

Celý systém se v podstatě skládá ze 3 hlávńıch část́ı. Prvńı část obsahuje vlastńı

měřićı a převodńıkovou kartu MF614 firmy Humusoft s analogovými a digitálńımi vstupy

a výstupy. Druhou část tvoř́ı napět’ový zdroj s proudovými senzory a zesilovači a třet́ı část

se potom skládá ze dvou motor̊u a dvou senzor̊u úhlové rychlosti a úhlu natočeńı hř́ıdele.

Obrázek 1.4: Blokové znázorněńı připojeńı laboratorńıho modelu v prostřed́ı Simulink
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Obrázek 1.5: Reálný pohled na připojeńı servomechanismu ETH k PC
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Kapitola 2

Měřeńı základńıch charakteristik

jednotlivých část́ı systému ETH

Ćılem této kapitoly je předevš́ım představit výsledky měřeńı základńıch charakteristik

sńımač̊u a motor̊u, které jsou součást́ı laboratorńıho modelu ETH. Ty jsou totiž nesmı́rně

d̊uležité pro návrh libovolného typu ř́ızeńı (kapitoly 5 a 6) a je třeba je respektovat.

Kapitola 2.3 se potom věnuje návrhu vhodného filtru pro zpracováńı signálu ze senzoru

úhlové rychlosti.

2.1 Měřeńı statických převodńıch charakteristik sńı-

mač̊u

Na obr. 2.1 je vidět připojeńı pravého servomotoru, tachodynama a IRC sńımače

laboratorńıho modelu se spojenými servomotory ETH.

Obrázek 2.1: Připojeńı sńımač̊u servomechanismu ETH
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Jak již v́ıme z předchoźı kapitoly, všechny měřené veličiny odpov́ıdaj́ıćı 4 výstup̊um

servomechanismu ETH jsou postupně převáděny na elektrická napět́ı a do prostřed́ı Si-

mulinku vstupuj́ı již jako bezrozměrné č́ıselné hodnoty v intervalu (−1, +1).

Abychom se co nejv́ıce přibĺıžili skutečnému ř́ızeńı reálného systému, je nutné nejprve

nalézt převodńı vztah mezi bezrozměrnými hodnotami zobrazovanými v prostřed́ı Simu-

link a reálnými rozměry jednotek jednotlivých veličin v soustavě SI. Za t́ımto účelem byla

provedena dvojice experiment̊u, jejichž výsledkem bylo určeńı vzájemných převodńıch

vztah̊u pro úhlovou rychlost ωr a úhel natočeńı pravé hř́ıdele ϕr:

• IRC: ϕr = 1 [/]5 ≈ 21.74 [ot.] ≈ 136.6 [rad] ≈ 7826.4◦

• Tachodynamo: ωr = 1 [/] ≈ 1217.5 [ot./min] ≈ 127.5 [rad/s]

Pokud se dále v́ıce zamysĺıme nad výstupńımi daty z IRC senzor̊u polohy lévé i právé

hř́ıdele vykreslenými na obrázku 2.2, vid́ıme již zmiňované omezeńı měřených veličin

ϕl, ϕr do intervalu (−1, +1). Takto upravený výstup z IRC sńımač̊u polohy může v jistém

smyslu zp̊usobit komplikace např. při snaze o porovnáváńı měřených pr̊uběh̊u skutečného

systému ETH s jeho matematickým model (odvozeným v následuj́ıćı kapitole 3), kde by

odezvy na stejný vstupńı signál ul = 0.4 (t) nebyly nijak omezeny a bylo by tedy nutné

provést úpravu at’ už na jedné nebo druhé straně.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

→ t [s]

→
 φ

l [/
], 

φ r [/
]

 

 

φ
l
 − system ETH

φ
r
 − system ETH

Obrázek 2.2: Signály IRC sńımač̊u - odezva na vstupńı signál ul = 0.4 (t)

Dále si také můžeme všimnout, že měřené pr̊uběhy ϕl a ϕr nevycházej́ı úplně přesně

z počátku, což se dá zd̊uvodnit t́ım, že se celá senzorová a měřićı soustava pro měřeńı

polohy hř́ıdele chová v jistém smyslu velmi podobně jako sńımač absolutńı (ARC6). Ta-

kový sńımač totiž neztráćı informaci o měřené poloze hř́ıdele ani tehdy, když přestane být

napájen.

5Bezrozměrná jednotková hodnota v prostřed́ı Simulink
6Absolutńı rotačńı sńımač
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Na druhou stranu může být tato vlastnost v některých aplikaćıch poměrně užitečná.

Pokud ale navrhujeme ř́ızeńı pouze ve smyslu regulace o jistou žádanou hodnotu úhlu

natočeńı hř́ıdele vzhledem k aktuálńı poloze hř́ıdele (a bylo by např. nutné opětovné

spuštěńı simulace v prostřed́ı Simulink), bylo by jistě mnohem výhodněǰśı použ́ıt nějaký

zcela relativńı mechanismus (př́ıp. mechanismus s nulováńım), který by vždy zač́ınal

od hodnoty 0◦.

2.2 Měřeńı statické převodńı charakteristiky motoru

Vzhledem k tomu, že se při vlastńım ř́ızeńı laboratorńıho modelu ETH budeme nadále

zabývat zejména ř́ızeńım úhlové rychlosti ωr pravé hř́ıdele pomoćı napět́ı lévého motoru

ul, byla velmi d̊ukladně proměřena právě závislost ustálených otáček ωr na vstupńım

napět́ı ul (viz obr. 2.3) a to pro kladný smysl otáčeńı (napět́ı ul > 0).

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

→ u
l

→
 ω

r

 

 

u
l
 → ω

r
Linearni oblast
Pracovni bod

Obrázek 2.3: Statická převodńı charakteristika motoru: ul → ωr

Jeden z nejd̊uležitěǰśıch poznatk̊u z této charakteristiky je asi ten, že je již na prvńı

pohled zřejmé, že se jedná o relativně lineárńı stabilńı SISO systém a určitým lineárńım

matematickým modelem ho lze tedy velmi dobře aproximovat.

Z naměřené statické převodńı charakteristiky motoru byly dále určeny tyto d̊uležité

parametry, což jsou základńı omezeńı, kterými se muśıme ř́ıdit:

Vstupńı necitlivost motoru (pásmo necitlivosti) ul < 0.05

Mez saturace motoru ul = 0.6

Tabulka 2.1: Necitlivost a saturace levého motoru
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Z obr. 2.3 je mj. také vidět, že při ř́ızeńı otáček dokonce neńı ani př́ılǐs nutné motor

nejprve rozb́ıhat na určité pracovńı otáčky ωr resp. volit nějaký významný pracovńı bod,

abychom se po celou dobu regulace pohybovali pouze v
”
lineárńı oblasti“ (tedy někde v in-

tervalu 0.1 ≤ ul ≤ 0.6), protože chyba vzniklá určitou drobnou nelinearitou při uvažováńı

rozběhu motoru již od ul ≥ 0.05 bude poměrně zanedbatelná. Přesto se jako vhodný

pracovńı bod jev́ı hodnota přibližného středu
”
lineárńı oblasti“: ul = 0.4.

2.3 Návrh filtru pro zpracováńı signálu ze senzor̊u

úhlové rychlosti

Na rozd́ıl od signál̊u IRC sńımač̊u znázorněných na obr. 2.2 jsou data źıskaná ze sen-

zor̊u úhlové rychlosti (ωl a ωr) poměrně citelně zat́ıžena vysokofrekvenčńım šumem (jak

je vidět dále na obr. 2.6). Nehledě na to, že tento šum velmi výrazně zakrývá i vlastńı

dynamiku systému. Je tedy nezbytně nutné tyto signály nejprve vhodným zp̊usobem

předzpracovat, tzn. navrhnout vhodný zp̊usob filtrace.

Z tohoto d̊uvodu tedy byl proveden návrh dvou č́ıslicových filtr̊u typu dolńı propust

ve verzi FIR i IIR a následně vybrán ten lepš́ı z nich:

1. FIR - Lowpass Equiripple filter

• Zvolené parametry filtru:

– mezńı frekvence zlomu: 5 Hz

– řád filtru: požadován co nejnižš́ı

– vzorkovaćı frekvence: 100 Hz

Obrázek 2.4: Návrh dolnofrekvenčńıho filtru typu FIR (Lowpass Equiripple filter, 5 Hz)

pomoćı nástroje fdatool
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Tento filtr navržený pomoćı nástroje fdatool7 fungoval při simulaćıch velmi spoleh-

livě, nicméně na druhou stranu vzhledem k poměrně velkému řádu filtru (n = 84)

př́ılǐs nevyhověl z hlediska zpožděńı filtrovaného signálu. Proto byl proveden ještě

jeden principielně odlǐsný návrh filtru typu IIR, jehož řád byl zvolen výrazně nižš́ı.

2. IIR - Lowpass Elliptic filter

Obrázek 2.5: Př́ımý návrh dolnofrekvenčńıho filtru typu IIR (Lowpass Elliptic filter, 5

Hz) v MATLABu a jeho aplitudová frekvenčńı charakteristika

Odezva filtru IIR je výrazně rychleǰśı než v př́ıpadě filtru FIR a zpožd’eńı filtrovaného

signálu je prakticky zanedbatelné. Proto byl tento filtr nakonec vybrán jako vhodněǰśı.

Úspěšnost filtrováńı vf šumu ze signál̊u úhlové rychlosti ωl a ωr je potom prezen-

tována na obrázku 2.6. V právé části je zachycen detail rozběhu levého motoru, kde je

po vyfiltrováńı nežádoućıho šumu také mnohem lépe patrná i vlastńı dynamika systému

ETH.

Je zde vidět, že se otáčivý moment přenáš́ı přes pružinu postupně z levé hř́ıdele na pra-

vou, u které je pr̊uběh úhlové rychlosti ωr jakoby fázově zpozděn.

7Běžně dostupný nástroj pro návrh č́ıslicových filtr̊u, který je součást́ı systému MATLAB (Signal

Processing Toolbox)
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Kapitola 3

Odvozeńı matematického modelu

systému ETH

Smyslem této kapitoly je na základě fyzikálńı podstaty ř́ızeného laboratorńıho mo-

delu se spojenými servomotory ETH nálezet jeho přesný matematický popis zachycuj́ıćı

všechny d̊uležité aspekty dynamického chováńı tohoto systému a tento popis za účelem

matematického modelováńı převést do tvaru stavových rovnic.

3.1 Fyzikálńı popis systému ETH

Odvozováńı matematického modelu začneme připomenut́ım blokového schématu ser-

vomechanismu ETH s vyznačenými d̊uležitými částmi celé soustavy.

Obrázek 3.1: Blokové schéma servomechanismu ETH

Mimo jiné si lze v tomto blokovém schématu ale i na čelńım panelu laboratorńıho

modelu na obr. 1.5 také všimnout použit́ı dvou zcela odlǐsných typ̊u zesilovač̊u pro ř́ızeńı

levého a pravého motoru, což naznačuje, že buzeńı levého a pravého motoru je rozd́ılné.

Zat́ımco levý servomotor je buzen z výkonového zdroje proudu, pravý motor je buzen

ze zdroje napět́ı.

Stručný přehled nejd̊uležitěǰśıch parametr̊u motoru potom udává tab. 3.1, kde jsou

uvedeny všechny d̊uležité parametry levého (hnaćıho) motoru servomechanismu ETH7.

7Převzato z originálńı dokumentace
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Jmenovité napět́ı 24 V

Vydávaný výkon 23 W

Max. otáčky 9000 ot./min

Indukčnost kotvy 0.75 mH

Odpor vinut́ı kotvy 6.2 Ω

Převodńı konstanta momentu 33 · 10−3 Nm/A

Moment setrvačnosti rotoru 2 · 10−6 kgm2

Mechanická časová konstanta 11 · 10−3 s

Tabulka 3.1: Parametry levého servomotoru

Při sestaveńı matematického modelu elektromechanického systému se soustřednými

parametry budeme dále podle [3] vycházet z jeho kinematického schématu, které u rotač-

ńıch soustav zpravidla obsahuje tyto 3 základńı vzájemně vázané stavebńı prvky (obr.

3.2).

Obrázek 3.2: Základńı prvky rotačńıch soustav

Pohybová rovnice kotouče (2. Newton̊uv pohybový zákon pro rotačńı pohyb) vypadá

následovně:

J
dω

dt
= Mh, (3.1)

kde Mh je vněǰśı hnaćı moment a J je moment setrvačnosti rotuj́ıćıho tělesa.

Moment Mk přenášený torzńı pružinou je potom úměrný úhlu zkrouceńı pružiny ϕ

podle vztahu:

Mk = k · ϕ, (3.2)

kde k je tzv. torzńı tuhost pružiny.

Torzńı tlumič je prvek, na kterém se energie soustavy mař́ı, přeměňuje se v jinou formu

energie - tepelnou. Moment Mb vyvozený torzńım tlumičem je úměrný úhlové rychlosti ω

podle vztahu:

Mb = b · ω, (3.3)

kde b je koeficient torzńıho tlumeńı.
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Nyńı se na náš systém spojených servomotor̊u pod́ıváme trochu podrobněji. Servome-

chanismus ETH z fyzikálńıho hlediska představuje systém se dvěma stupni volnosti typu

”
pružná hř́ıdel“ (se skutečnou pružinou uprostřed spojuj́ıćı oba hř́ıdele motor̊u), která se

dá modelovat jako pružné spojeńı dvou kotouč̊u, obr. 3.3.

Obrázek 3.3: Kinematické schéma servomechanismu ETH

Nejprve opět připomeňme, že při sestavováńı matematického modelu nebudeme dále

uvažovat p̊usobeńı zatěžovaćıho momentu Mz simulovaného pomoćı pravého (brzdićıho)

motoru, který je ř́ızen napět́ım ur (Mz = 0).

Pokud při odvozováńı matematického modelu vycháźıme z tzv. d’ Alembertova prin-

cipu moment̊u na hřideli, dostáváme vztah pro rovnováhu moment̊u na levé ȟŕıdeli:

Mh = MJl
+Mkl

+Mbl , (3.4)

kde Mh je hnaćı moment levého motoru a MJl
moment setrvačných sil levé

”
p̊ulhř́ıdele“

daný celkovým momentem setrvačnosti motoru a všech rotačńıch část́ı Jl na levé straně

modelu podle:

MJl
= Jl

dωl
dt
. (3.5)

Obdobně jako v rovnićıch (3.2) a (3.3) lze dále psát vztahy pro direktivńı moment Mkl

a brzdićı moment Mbl pouze s t́ım rozd́ılem, že tyto momenty jsou vždy dány rozd́ılem

úhl̊u natočeńı obou hř́ıdeĺı resp. rozd́ılem úhlových rychlost́ı levé a pravé hř́ıdele:

Mkl
= k (ϕl − ϕr) , (3.6)

Mbl = b (ωl − ωr) . (3.7)

Např. pokud by byly úhly natočeńı ϕl a ϕr stejné, potom by jistě nedocházelo ke zkru-

cováńı pružiny (obr. 1.2) a tedy moment Mkl
by byl roven nule. Obdobně pro nulový

rozd́ıl úhlových rychlost́ı ωl a ωr je Mbl = 0.

Rovnici (3.4) popisuj́ıćı rovnováhu moment̊u na hř́ıdeli tedy můžeme přepsat do tvaru:

Mh = Jl
dωl
dt

+ k (ϕl − ϕr) + b (ωl − ωr) . (3.8)
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Zcela analogicky odvod́ıme i rovnováhu moment̊u na na pravé ȟŕıdeli:

0 = MJr +Mkr +Mbr (3.9)

a tedy:

0 = Jr
dωr
dt

+ k (ϕr − ϕl) + b (ωr − ωl) . (3.10)

3.2 Odvozeńı stavového popisu matematického mo-

delu ETH

Jako stavové proměnné, které jednoznačně popisuj́ı stav našeho laboratorńıho modelu

se spojenými servomotory, se v našem př́ıpadě př́ımo nab́ıźı zvolit všechny 4 výstupńı

veličiny servomechanismu ETH.

Vektor stavových proměnných tedy bude vypadat následovně:

x (t) =


ϕl (t)

ωl (t)

ϕr (t)

ωr (t)

 (3.11)

Stavové rovnice potom snadno odvod́ıme tak, že po jednoduchých algebraických úpra-

vách rovnic (3.8) a (3.10) k těmto rovnićım pouze formálně přiṕı̌seme známé vztahy

pro výpočet úhlových rychlost́ı ωl (t) a ωr (t) levého a pravého motoru:

ωl (t) =
dϕl (t)

dt
, ωr (t) =

dϕr (t)

dt
. (3.12)

Stavové rovnice systému ETH tedy potom vypadaj́ı následovně:

ϕ̇l (t) = ωl (t) , (3.13)

ω̇l (t) =
1

Jl
(−kϕl (t)− bωl (t) + kϕr (t) + bωr (t) +Mh (t)) , (3.14)

ϕ̇r (t) = ωr (t) , (3.15)

ω̇r (t) =
1

Jr
(kϕl (t) + bωl (t)− kϕr (t)− bωr (t)) . (3.16)

Jediným úskaĺım však v tomto př́ıpadě z̊ustává to, že vstupem do systému je nyńı

hnaćı moment Mh (t) a my máme jako vstup pro ř́ızeńı laboratorńıho modelu k dispozici

pouze napět́ı motoru ul.

Nicméně právě pomoćı vstupńıho napět́ı levého motoru ul (t) docháźı k přeměně elek-

trické energie na energii mechanickou s vyvozeńım hnaćıho momentu Mh (t). Zbývá tedy

určit, jak záviśı velikost hnaćıho momentu levého motoru Mh (t) na vstupńım napět́ı ul (t).
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Levý servomotor je v principu klasický stejnosměrný motor s ciźım buzeńım, pro jehož

obvod kotvy lze nakreslit náhradńı schéma, obr. 3.4.

Obrázek 3.4: Náhradńı schéma pro obvod kotvy levého motoru

Hnaćı moment Mh je pro stejnosměrný motor s ciźım buzeńım úměrný proudu proté-

kaného obvodem kotvy Ik podle vztahu:

Mh = kM · Ik, (3.17)

kde kM je konstanta motoru nebo též konstanta momentu a podle tab. 3.1 je kM =

33 · 10−3 Nm/A. Odpor vinut́ı kotvy Rk potom je 6.2 Ω. Indukčnost kotvy Lk je relativně

malá a vzhledem k tomu, že je motor buzen z výkonového zdroje proudu, ji lze zanedbat.

Jelikož se v obvodu 3.4 vyskytuj́ı dva rozd́ılné typy zdroj̊u - jeden zdroj proudu Il

ř́ızený napět́ım ul a jeden zdroj indukovaného protinapět́ı Ui, je vhodné výsledný proud

kotvy Ik, vypoč́ıtat pomoćı principu superpozice jako součet př́ıspěvk̊u od obou zdroj̊u:

Ik = Il − Ii = kui · ul −
kM · ωl
Rk

, (3.18)

kde indukované napět́ı Ui je úměrné úhlové rychlosti ωl (Ui = kM · ωl).
Po dosazeńı (3.18) do (3.17) můžeme stavové rovnice přepsat do tvaru:

ϕ̇l (t) = ωl (t) , (3.19)

ω̇l (t) = − k
Jl
ϕl (t)−

(
b

Jl
+

k2
M

JlRk

)
ωl (t) +

k

Jl
ϕr (t) +

b

Jl
ωr (t) +

kMkui
Jl

ul (t)(3.20)

ϕ̇r (t) = ωr (t) , (3.21)

ω̇r (t) =
k

Jr
ϕl (t) +

b

Jr
ωl (t)−

k

Jr
ϕr (t)− b

Jr
ωr (t) , (3.22)

kde vstupem je tentokrát napět́ı levého motoru (u (t) = ul (t)).
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Pokud jako výstup SISO systému zvoĺıme úhlovou rychlost pravé hř́ıdele (y (t) =

ωr (t)), můžeme náš systém zapsat v maticovém tvaru jako:

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) , (3.23)

y (t) = Cx (t) + Du (t) , (3.24)

kde

A =


0 1 0 0

− k
Jl
− b
Jl
− k2

M

Jl·Rk

k
Jl

b
Jl

0 0 0 1
k
Jr

b
Jr

− k
Jr
− b
Jr

 , B =


0

kM ·kui

Jl

0

0

 ,

C =
[

0 0 0 1
]
, D = 0.

Simulinkové schéma tohoto matematického modelu je uvedeno v př́ıloze na obrázku

A.1.

Aby bylo možné porovnávat stavové veličiny matematického modelu př́ımo s reálnými

měřenými pr̊uběhy výstup̊u laboratorńıho modelu ETH v prostřed́ı Simulink, jsou tyto

veličiny přenásobeny převodńımi konstantami podle statických převodńıch charakteristik

sńımač̊u uvedených v 2.1.

Neznámé koeficienty Jl, Jr, k, b budou dále předmětem identifikace v sekci 4.2.

3.3 Teoretický výpočet momentu setrvačnosti jedné

”
p̊ulhř́ıdele“

Jak je vidět z výše odvozených stavových rovnic matematického modelu, je parametr

momentu setrvačnosti Jl resp. Jr všech rotačńıch část́ı na levé nebo pravé hř́ıdeli labora-

torńıho modelu ETH základńım a rozhoduj́ıćım parametrem určuj́ıćım dynamiku celého

systému. Proto je třeba tento parametr určit s co možná největš́ı přesnost́ı.

Jako jedna z možných variant se mj. nab́ıźı využit́ı výpočtu momentu setrvačnosti

rotačńıho válce:

Ji =
1

2
mir

2
i =

1

2
ρiVir

2
i (3.25)

a t́ımto tělesem všechny rotačńı části i složitěǰśı tělesa zjednodušit. To s sebou sice

přináš́ı riziko vzniku jistých nepřesnost́ı, nicméně pro vytvořeńı představy o tom, v jakých

řádech a jednotkách se bude parametr pohybovat to postačuje.

Jelikož měřeńı hmotnost́ı všech rotačńıch části by vyžadovalo d̊ukladné rozebráńı a

sestaveńı celého modelu, je v tomto př́ıpadě lepš́ı využ́ıt výpočtu pomoćı hustoty a objemu

dané součástky tak, jak je uvedeno v (3.25).
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Daľśı významné zjednodušeńı nám potom může přinést předpoklad, že servomecha-

nismus ETH je dokonale symetrický, a tud́ıž můžeme považovat momenty setrvačnosti na

levé a právé hř́ıdeli laboratorńıho modelu za zcela totožné (Jl = Jr).

Změřeńım rozměr̊u všech základńıch součástek a určeńım jejich objemu s využit́ım

tabulky na obr. 3.5, můžeme touto přibližnou metodou doj́ıt k výsledku:

J = Jl = Jr =
∑
i

Ji =̇ 8.03 · 10−4 kgm2. (3.26)

Obrázek 3.5: Přehled parametr̊u rotačńıch část́ı jedné
”
p̊ulhř́ıdele“

Daľśı možnost́ı, jak určit parametr J , by bylo např. měřeńım tzv.
”
křivek doběhu“,

nicméně ani tato metoda neńı př́ılǐs přesná a tedy ani př́ılǐs vhodná.
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Kapitola 4

Identifikace systému se spojenými

servomotory ETH

V předchoźı kapitole jsem se zabývali modelováńım reálného systému se spojenými

servomotory ETH, tj. nalezeńım rovnic popisuj́ıćıch dynamické chováńı tohoto systému

na základě matematicko fyzikálńıch zákon̊u. Nyńı přejdeme k vlastńı identifikaci systému,

tzn. nalezeńı neznámých konstant na základě zvolených experiment̊u. Volba identifikačńı-

ho experimentu přitom často bývá velmi zásadńı a měla by být vždy podmı́něna možnost-

mi konkrétńıho typu systému.

V této kapitole se tedy budeme postupně zabývat identifikaćı systému na zákla-

dě měřeńı jeho přechodové charakteristiky, identifikaćı stavového popisu, identifikaćı na

základě frekvenčńı analýzy a identifikaćı tzv. ARX modelu metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

U každé metody identifikace potom nezapomeneme provést srovnáńı modelu a reálného

systému, abychom mohli ř́ıci, zda má náš model odpov́ıdaj́ıćı přesnost.

4.1 Identifikace z přechodové charakteristiky

Experimentálńı identifikace měřeńım přechodové charakteristiky systému je nejjed-

nodušš́ı ale zároveň také nejméně přesnou metodou identifikace systému. Přesto se v praxi

většinou nejv́ıce použ́ıvá.

Pro reálný systém servomechanismu ETH byla změřena odezva ωr (t) na zvolený

vstupńı skokový signál napět́ı levého servomotoru ul = 0.4 (t), viz obr. 4.1, přičemž jsme

pro jednoduchost předpokládali, že se levý servomotor chová lineárně pro vstupńı rozsah

ul ∈ 〈0.05; 0.6〉 (≈ ωr ∈ 〈0; 0.85〉) podle statické převodńı charakteristiky 2.3 a nebylo

tedy nutné vycházet z nějakého zvoleného pracovńıho bodu.

Podle tvaru charakteristiky 4.1 lze velmi zjednodušeně ř́ıci, že se v podstatě jedná

o systém 1. řádu, přestože v́ıme nebo tuš́ıme, že chováńı systému na vyšš́ıch frekvenćıch

může být ve skutečnosti podstatně složitěǰśı.
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Obrázek 4.1: Identifikace systému měřeńım přechodové charakteristiky

Nicméně tato metoda nám nedává žádnou představu o vnitřńı struktuře systému a

tud́ıž ho lze přenosem typu:

Ps (s) =
Ωr (s)

Ul (s)
=

ks
Ts+ 1

(4.1)

velmi dobře aproximovat.

Časovou konstantu T jsme přibližně určili jako pr̊useč́ık asymptoty ya = 0.5556 a tečny

ke křivce ωr (t) v počátku (viz obr. 4.1), př́ıp. je to také čas, ve kterém charakteristika

ωr (t) nabývá 63 % své ustálené hodnoty (ωr (T ) =̇0.632 · ωr (∞) =̇0.351⇒ T =̇10.22s).

Statické ześıleńı ks jsme potom určili z poměru ustálených hodnot vstupńı a výstupńı

veličiny, ovšem podle 2.3 muśıme ještě u vstupńıho napět́ı levého servomotoru ul odeč́ıst

velikost pásma necitlivosti, aby náš model odpov́ıdal reálnému systému, tedy:

ks =
ωr (∞)

ul (∞)− 0.05
=̇

0.5556

0.4− 0.05
=̇ 1.5874.

Výsledný přenos takto zjednodušeného modelu źıskaného měřeńım přechodové cha-

rakteristiky reálného systému tedy potom vypadá následovně:

Ps (s) =
Ωr (s)

Ul (s)
=

1.5874

10.22s+ 1
. (4.2)

Srovnáńı modelu a reálného systému ETH je znázorněno na obrázku 4.2.

Model (4.2) je opravdu velmi zjednodušeným modelem reálného servomechanismu

ETH, nicméně i přesto nám dává základńı představu o chováńı systému a může být

použit např. při návrhu nějakého typu robustńıho regulátoru (viz kap. 7.1), kde nám může

velmi dobře posloužit jako tzv.
”
nominálńı model“, u kterého vlivem neurčitosti neumı́me

dost dobře popsat nebo neznáme chováńı systému na vyšš́ıch frekvenćıch.
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Obrázek 4.2: Srovnáńı odezev reálného systému a jeho modelu

4.2 Identifikace stavového popisu

Obecně lze ř́ıci, že asi nejlepš́ı, nejpřesněǰśı ale většinou také nejsložitěǰśı metodou

identifikace je odvodit stavový popis dané technologie (viz kap. 3.2) a poté navrhnout ex-

perimenty, které povedou na určeńı neznámých konstant. Velkou výhodou tohoto postupu

je, že źıskáme model, jehož struktura odpov́ıdá reálnému systému, což je velká výhoda

při sestavováńı zpětnovazebńıho ř́ızeńı.

Nevýhodou ovšem je, že se nám nemuśı vždy podařit přesně určit všechny konstanty,

protože nebudeme moci realizovat dostatečné množstv́ı experiment̊u, at’ už z fyzikálńıch

omezeńı (systém nemůžeme rozebrat) nebo nemožnosti měřeńı (některé veličiny prostě

neumı́me změřit nebo je to přinejmenš́ım velice nákladné).

V této části si tedy ukážeme identifikaci konstant stavového modelu (3.23), tedy na-

vrhneme experimenty, ze kterých budeme moci tyto neznámé koeficienty určit. Konkrétně

se tedy jedná o identifikaci následuj́ıch čtyřech parametr̊u stavového modelu:

• J = Jl = Jr... moment setrvačnosti rotačńıch část́ı levé nebo pravé hř́ıdele,

• kui... převodńı konstanta výkonového zdroje proudu (ř́ızený napět́ım ul),

• k... koeficient torzńı tuhosti pružiny,

• b... koeficient torzńıho tlumeńı.

Po sérii experiment̊u provedených s matematickým modelem (3.23) v prostřed́ı Si-

mulink (A.1) bylo zjǐstěno, že každý zmı́něný parametr ovlivňuje dynamiku systému

jiným zp̊usobem a přesto je počet stupň̊u volnosti dostatečně velký na to, abychom mohli
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poměrně jednoduše a přitom téměř nezávisle na sobě potřebné hodnoty těchto koeficient̊u

postupně určit.

Začneme nejprve určeńım velikosti momentu setrvačnosti J . V kapitole 3.3 jsme se již

zabývali jeho hrubým odhadem a teoretickým výpočtem (3.26). Nyńı se proto můžeme

při identifikačńım experimentu v́ıce zaměřit předevš́ım na zpřesněńı této hodnoty.

Jak již vyplývá z fyzikálńı podstaty systému i fyzikálńıho významu této veličiny, rozho-

duje velikost momentu setrvačnosti J zejména o rychlosti odezvy stavových a výstupńıch

veličin ωl (t) a ωr (t) na vstupńı napět́ı ul (t). Má tedy zásadńı vliv na dynamiku celého

systému a ve své podstatě se dá ř́ıci, že jej́ı hodnota ovlivňuje předevš́ım dominantńı

časovou konstantu T celého systému, která byla určována také v předchoźım odstavci 4.1.

Přesněǰśı hodnota momentu setrvačnosti J byla stanovena postupnou komparaćı pr̊u-

běh̊u odezvy ωr (t) odvozeného stavového modelu se skutečnou změřenou a šumu zbavenou

odezvou reálného systému, obr. 4.3 (J = 8.989 · 10−4 kgm2).
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Obrázek 4.3: Srovnáńı odezev reálného systému a jeho modelu pro J = 8.989 · 10−4 kgm2

a kui = 1.0767858

V souvislosti s určeńım momentu setrvačnosti J musela být zároveň také vhodně

stanovena i převodńı konstanta kui. Ta má naopak určuj́ıćı vliv na ustálenou hodnotu

stavových a výstupńıch veličin ωl (t) , ωr (t) a rozhoduje o celkovém statickém ześıleńı

v př́ıslušných přenosech.

Vzhledem k tomu, že vstupńı signál ul (t) procháźı během své cesty od PC až ke svor-

kám servomotoru r̊uznými převody typu ześıleńı a tedy neńı v našich silách vzhledem

k absenci podrobněǰśı dokumentace k laboratorńımu modelu přesnou hodnotu konstanty

kui nijak jinak experimentálně stanovit, byla jednoduše zvolena tak, aby byl stavový model

co nejv́ıce ve shodě s reálným systémem, obr. 4.3 (kui = 1.0767858).
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Daľśım předmětem identifikace bylo určeńı koeficientu torzńı tuhosti pružiny k a koe-

ficientu torzńıho tlumeńı b, tedy parametr̊u popisuj́ıćıch
”
dynamiku pružného spojeńı“

obou hř́ıdeĺı ve středńı části modelu a určuj́ıćıch, jak moc se na dynamice systému pod́ıĺı

pružnost a krut při rotačńım pohybu celé soustavy.

Stanoveńı těchto parametr̊u vycháźı ze stejných změřených dat jako na obrázku 4.3,

ovšem ve zcela jiném
”
měř́ıtku“, viz obr. 4.4.
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Obrázek 4.4: Detail srovnáńı odezev reálného systému a jeho modelu pro k = 0.06 Nm/rad

a b = 3 · 10−5 Nms/rad

Ke stanoveńı hodnot těchto parametr̊u jsme opět podobně jako u momentu setrvačnosti

J využili jejich fyzikálńı interpretace.

Simulacemi bylo zjǐstěno, že s rostoućı velikost́ı koeficientu torzńı tuhosti pružiny k

roste i frekvence kmitáńı stavové a výstupńı veličiny ωl (t) resp. ωr (t) podle obr. 4.5. Jako

optimálńı nakonec byla zvolena hodnota k = 0.06 Nm/rad. Obdobně bylo ověřeno, že

s rostoućım koeficientem torzńıho tlumeńı b docháźı k postupnému útlumu stavových a

výstupńıch veličin ωl (t) , ωr (t) podle obr. 4.6. Ovšem z naměřených pr̊uběh̊u reálného

systému bylo zjǐstěno, že s rostoućım časem prakticky nedocháźı k útlumu kmit̊u ωl (t)

resp. ωr (t), a proto je hodnota koeficientu b relativně malá (b = 3 · 10−5 Nms/rad).

Na obr. 4.7 je potom pouze pro doplněńı vykreslena odezva ωr (t) na zvolený vstupńı

schodovitý signál ul (t), která jen potvrzuje, že reálný systém je skutečně lineárńı a stabilńı

pro vstupńı rozsah napět́ı ul ∈ 〈0.05; 0.6〉 a s naš́ım stavovým model se velmi dobře

shoduje.

Souhrn všech identifikovaných parametr̊u včetně sestaveného stavového modelu servo-

mechnismu ETH je potom uveden ve zdrojovém kódu na obr. 4.8.
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Obrázek 4.5: Vliv koeficientu torzńı pružiny k na dynamiku systému (k1 < k2)
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Obrázek 4.6: Vliv koeficientu torzńıho tlumeńı b na dynamiku systému (b1 < b2)
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Obrázek 4.7: Srovnáńı odezev reálného systému a jeho stavového modelu pro zvolený

vstupńı schodovitý signál ul (t)
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Obrázek 4.8: Identifikovaný stavový model servomechanismu ETH

Výsledný identifikovaný přenos matematického modelu se vstupem ul (t) [/] a výstu-

pem ωr (t) [rad/s] tedy vycháźı takto:

PMATH (s) =
Ωr (s)

Ul (s)
= C (sI−A)−1 B + D =

1.319s+ 2639

s3 + 0.2621s2 + 133.5s+ 13.04
=

=
1.319s+ 2639

(s+ 0.0977) (s2 + 0.1644s+ 133.4832)
, resp. takto : (4.3)

PMATH (s) =
Ωr (s)

Ul (s)
=

0.0103s+ 20.698

s3 + 0.2621s2 + 133.5s+ 13.04
=

=
0.0103s+ 20.698

(s+ 0.0977) (s2 + 0.1644s+ 133.4832)
pro ωr (t) [/] . (4.4)

Přenos (4.4) je jen modifikaćı přenosu (4.3) zahrnuj́ıćı v sobě nav́ıc pouze převod úhlové

rychlosti pravé hř́ıdele ωr (t) v [rad/s] na bezrozměrnou hodnotu v Simulinku korespoduj́ıćı

s měřeńım ωr (t) pomoćı sńımače úhlové rychlosti v př́ıpadě reálného servomechanismu

(podle kap. 2.1 tedy násobeńı ześıleńım 1/127.5).

Z přenosu (4.4) lze opět dopoč́ıtat statiské ześıleńı ks=̇1.587 a dále je z obou přenos̊u

zřejmé, že systém má oscilačńı charakter a póly systému jsou tedy následuj́ıćı:

• p1 = −0.0977... dominantńı pól (resp. dominantńı časová konstanta T = 10.23s),

• p2,3 = −0.0822± 11.5532j... kmitavé póly systému.
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Dva komplexně sdružené póly p2,3 jsou podle obr. 4.9 velmi bĺızko imaginárńı ose

s velmi malým relativńım tlumeńım ζ:

s2 + 0.1644s+ 133.4832 ≈ s2 + 2ζωns+ ω2
n

⇒ ωn=̇11.55 [rad/s] , ζ=̇0.00712,

což může poněkud komplikovat pozděǰśı návrh ř́ızeńı k tomuto systému.
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Obrázek 4.9: Póly přenosu matematického modelu

4.3 Identifikace na základě frekvenčńı analýzy

Dobrá metoda identifikace sytému je dále analýza ve frekvenčńı oblasti. Výhoda tohoto

př́ıstupu je, že źıskáme model, který je proměřený v širokém frekvenčńım spektru a který

je tedy dostatečně přesný. To vše ale pouze za předpokladu, že nám to reálný systém

umožńı.

Aby totiž byla tato metoda použitelná, muśı být identifikovaný systém lineárńı a

stabilńı a muśı j́ıt o takový systém, kterému harmonický vstupńı signál nijak neubĺıž́ı a

nezp̊usob́ı žádné škody. Servomechanismus ETH všechny tyto předpoklady splňuje a proto

u něj bylo provedeno měřeńı frekvenčńı charakteristiky podle Simulinkového zapojeńı, obr.

4.10.

Levý servomotor servomechanismu ETH tedy byl postupně buzen vstupńım harmo-

nickým signálem s frekvenćı v intervalu ω ∈ 〈0.05; 4〉 rad/s. Amplituda harmonického

signálu i středńı hodnota vstupńıho budićıho signálu byly zvoleny tak, aby se výstupńı

otáčky systému ωr (t) nacházeli po celou dobu měřeńı v linearńı oblasti podle statické

převodńı charakteristiky 2.3.
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Obrázek 4.10: Simulikové schéma měřeńı frekvenčńı charakteristiky servomechanismu

ETH

Byl tedy zvolen pracovńı bod ul = 0.4, na který byl v čase t = T = 2π/ω superponován

př́ıslušný harmonický signál s amplitudou Aul
= 0.1 a frekvenćı ω, jinými slovy pro vstupńı

budićı signál plat́ı:

ul (t) = 0.4 + 0.1 sinωt, pro t ≥ T = 2π/ω, (4.5)

viz obr. 4.11.
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Obrázek 4.11: Zvolený vstupńı harmonický signál ul (t) pro měřeńı frekvenčńı charakte-

ristiky servomechanismu ETH

Vlastńı amplitudová a fázová frekvenčńı charakteristika měřeného servomechanismu

ETH byla po změřeńı dostatečného počtu odezev vypoč́ıtána podle známých vztah̊u:

|P (jω)| = 20 log
Aωr (ω)

Aul

= 20 log
Aωr (ω)

0.1
[dB] , (4.6)

ϕ =
∆t

T
· 360 [◦] . (4.7)
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Vykreslená frekvenčńı charakteristika reálného systému byla zároveň porovnána s frek-

venčńı charakteristikou matematického modelu (4.4), obr. 4.12.
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Obrázek 4.12: Srovnáńı změřené frekvenčńı charakteristiky reálného systému a jeho ma-

tematického modelu

Z této změřené frekvenčńı charakteristiky lze opět na prvńı pohled usuzovat, že se

vhledem k poklesu amplitudové frekvenčńı charakteristiky |P (jω)| o 20 dB/dek. pro frek-

vence ω < 4 rad/s jedná o systém 1. řádu, s frekvenćı zlomu ωz1=̇0.1 rad/s resp. pólem

systému s1=̇−0.1, což je přibližně ve shodě s dominantńım pólem matematického modelu

uvedeného dř́ıve.

Nicméně dynamika systému na vyšš́ıch frekvenćıch (ω > 4 rad/s) z̊ustává při této frek-

venčńı analýze opět stejně jako v př́ıpadě identifikace pomoćı přechodové charakteristiky

(kap. 4.1) skryta.

28



4.4 Identifikace ARX modelu metodou nejmenš́ıch

čtverc̊u (LS)

Identifikace pomoćı ARX8 modelu metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (LS9), viz [4] a [8], je

velmi často použ́ıvaná metoda většinou v př́ıpadech, kdy nev́ıme téměř nic nebo jen velmi

málo o fyzikálńı podstatě identifikovaného systému (tzv.
”
black-box“ resp.

”
gray-box“

př́ıpad) nebo prostě jen chceme potvrdit správnost nějakého jiného modelu.

Metoda identifikace ARX modelu se použ́ıvá pro identifikaci lineárńıch systémů na zá-

kladě vstupńıch a výstupńıch dat (bez detailńı znalosti vnitřńı struktury systému). Jedná

se tedy o čistě statistickou identifikaci systému.

Výstupem této metody je diskrétńı přenos:

G (z) =
Y (z)

U (z)
=

Ωr (z)

Ul (z)
=

bn−1z
n−1 + bn−2z

n−2 + . . .+ b1z + b0
zn + an−1zn−1 + an−2zn−2 + . . .+ a1z + a0

, (4.8)

kde n je zvolený řád systému.

Tento přenos převedeme pomoćı zpětné Z-transformace do časové oblasti a dostáváme

diferenčńı rovnici ve tvaru:

y (k + n) = −a0y (k)− a1y (k + 1)− . . .− an−1y (k + n− 1) + b0u (k) + b1u (k + 1) +

+ . . .+ bn−1u (k + n− 1) ,

kterou pro N měřeńı můžeme rozepsat na soustavu (N − n) diferenčńıch rovnic s 2n

neznámými koeficienty a0, a1 až an−1 a b0, b1 až bn−1:

y (n+ 1) = −a0y (1)− a1y (2)− . . .− an−1y (n) + b0u (1) + b1u (2) + . . .+ bn−1u (n) +

+e (n+ 1) ,

y (n+ 2) = −a0y (2)− a1y (3)− . . .− an−1y (n+ 1) + b0u (2) + b1u (3) + bn−1u (n+ 1) +

+e (n+ 2) ,
...

y (N) = −a0y (N − n)− a1y (N − n+ 1)− . . .− an−1y (N − 1) + b0u (N − n) +

+b1u (N − n+ 1) + . . .+ bn−1u (N − 1) + e (N) ,

kde e (n+ 1) , e (n+ 2) až e (N) je předpokládaný (neznámý) šum10 v jednotlivých

okamžićıch měřeńı.

Tuto soustavu vyjádř́ıme maticově jako:

y = Zθ + e, (4.9)

8z anglického AutoRegressive model with eXternal input
9z anglického Least Squares

10exterńı vstup ARX modelu
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kde matice Z =
[

YD UD

]
je matice změřených vstupńıch a výstupńıch dat, kde

YD =


−y (1) −y (2) . . . −y (n)

−y (2) −y (3) . . . −y (n+ 1)
...

...
...

−y (N − n) −y (N − n+ 1) . . . −y (N − 1)

 ,

UD =


u (1) u (2) . . . u (n)

u (2) u (3) . . . u (n+ 1)
...

...
...

u (N − n) u (N − n+ 1) . . . u (N − 1)

 ,

a

θ =



a0

a1

...

an−1

b0

b1
...

bn−1



, y =


y (n+ 1)

y (n+ 2)
...

y (N)

 , e =


e (n+ 1)

e (n+ 2)
...

e (N)

 ,

kde θ je vektor neznámých parametr̊u, y vektor změřených výstupńıch dat a e vektor

šumu.

Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u budeme nyńı hledat takový vektor neznámých parametr̊u

θ, aby součet kvadrátu
”
chyb“ e (n+ 1) , e (n+ 2) , . . . , e (N) byl co nejmenš́ı. Jedná se

tedy o optimalizačńı úlohu, kterou můžeme matematicky zapsat takto:

θ∗ = arg min
θ


N∑

i=n+1

e2 (i)

 = arg min
θ

{
eTe

}
= arg min

θ

{
(y − Zθ)T (y − Zθ)

}
(4.10)

Doplněńım kvadratické formy (y − Zθ)T (y − Zθ) na úplný čtverec podle [4] dostává-

me optimálńı řešeńı ve tvaru:

θ∗ =
(
ZTZ

)−1
ZTy (4.11)

T́ım je problém identifikace pomoćı ARX modelu po teoretické stránce vyřešen a nyńı

zbývá jeho praktická realizace.

Řád systému n byl v souladu s matematickým modelem (4.4) a předchoźımi zkušenost-

mi zvolen n = 3.
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Dále zbývá vhodně zvolit také vstupńı posloupnost u (k) = ul (k), změřit jej́ı odezvu

na výstupu systému (y (k) = ωr (k)) a na změřená data aplikovat výpočet neznámých

parametr̊u ARX modelu podle (4.11).

Při volbě vstupńıho signálu nesmı́me zapomenout, že tato měřeńı muśıme opět prová-

dět v lineárńı části statické převodńı charakterstiky motoru, viz obr. 2.3. Pro správnou

identifikaci je třeba, aby vstupńı signál co nejv́ıce vybuzoval daný systém a identifikace

tak mohla prob́ıhat v co neǰsirš́ım frekvenčńım rozsahu, který je samozřejmě omezen

periodou vzorkováńı. Ta byla ve všech měřeńıch zvolena jako Ts = 0.01s. Jako vhodný

budićı signál byl zvolen náhodný obdélńıkový signál s proměnnou stř́ıdou (tzv. náhodný

PWM11 signál), viz obr. 4.13, který se se svým minimem i maximem pohybuje v lineárńı

oblasti statické převodńı charakteristiky 2.3.

Ovšem při výpočtu ARX modelu nesmı́me opět u vstupńıch dat u (k) = ul (k) za-

pomenout odeč́ıst velikost pásma necitlivosti levého motoru (0.05), aby dynamika ARX

modelu souhlasila s dynamikou reálného systému.
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Obrázek 4.13: Odezva reálného systému na zvolený vstupńı náhodný PWM signál ul (t)

(ARX identifikace)

Po realizaci výpočtu neznámých parametr̊u ARX modelu v Matlabu podle (4.11) tedy

dostáváme přenos ARX modelu reálného systému:

G (z) =
Y (z)

U (z)
=

Ωr (z)

Ul (z)
=

1.017 · 10−4z2 + 1.057 · 10−4z + 2.542 · 10−5

z3 − 2.98z2 + 2.975z − 0.9951
. (4.12)

Jelikož se návrh klasického ř́ızeńı zpravidla realizuje ve spojité oblasti a se spojitými

regulátory, byl přenos (4.12) převeden pomoćı metody
”
Zero-order hold“ v MATLABu

na spojitý přenos ARX modelu:

PARX (s) =
Y (s)

U (s)
=

Ωr (z)

Ul (z)
=

0.006025s2 + 0.7654s+ 21.53

s3 + 0.4902s2 + 152s+ 13.63
. (4.13)

11z anglického Pulse Width Modulation
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Srovnáńı odezvy ARX modelu a reálného systému ETH na zvolený náhodný PWM

obdélńıkový signál ul (t) s proměnnou stř́ıdou je znázorněno na obrázku 4.14 a v detailu

na obr. 4.15.
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Obrázek 4.14: Srovnáńı odezev reálného systému a ARX modelu pro zvolený náhodný

PWM obdélńıkový signál s proměnnou stř́ıdou
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Obrázek 4.15: Srovnáńı odezev reálného systému a ARX modelu pro zvolený náhodný

PWM obdélńıkový signál s proměnnou stř́ıdou (detail)
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Kapitola 5

Zpětnovazebńı ř́ızeńı

servomechanismu ETH -
”
klasická“

PID regulace

Daľśım ćılem této diplomové práce bylo pro identifikovaný a v předchoźıch kapitolách

podrobněji analyzovaný laboratorńı model se spojenými servomotory ETH navrhnout,

realizovat a vzájemně mezi sebou porovnat zvolené, principelně odlǐsné zp̊usoby regulace.

Při návrhu ř́ızeńı servomechanismu ETH (lineárńı stabilńı SISO systém) jsme přitom

vycházeli z těchto dvou zcela odlǐsných př́ıstup̊u:

1.
”
Klasické“ návrhy regulátor̊u, popsané v lit. [1] (založené na analýze vlastnost́ı

systému převážně ve frekvenčńı oblasti)

2. Pokročilé metody návrhu ř́ızeńı využ́ıvaj́ıch princip̊u moderńı teorie ř́ızeńı, popsané

v lit. [2] a [8] (založené na analýze vlastnost́ı systému převážně v časové oblasti)

V této kapitole se tedy nejprve zaměř́ıme na návrh
”
klasického“ zpětnovazebńıho

ř́ızeńı, obr. 5.1, kde P (s) je přenos identifikovaného servomechanismu ETH, C (s) je

přenos zpětnovazebńıho regulátoru, u (t) je akčńı zásah (výstup regulátoru, vstup sou-

stavy), y (t) je regulovaná veličina (výstup soustavy) a e (t) je regulačńı odchylka de-

finovaná jako rozd́ıl žádané hodnoty výstupu w (t) a výstupńı hodnoty y (t) (e (t) =

w (t)− y (t)).

Obrázek 5.1: Zpětnovazebńı regulačńı smyčka
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Přičemž přenos C (s) postupně nahrad́ıme přenosem typických a v pr̊umyslu stále často

použ́ıvaných spojitých regulátor̊u typu PID. Požadavky na kvalitu regulace jsou potom

v tomto př́ıpadě nejčastěji garantovány prostřednictvým zvolené amplitudové resp. fázové

bezpečnosti, viz např. [7].

Jako možná alternativa potom budou v následuj́ıćı kapitole 6 a 7 předvedeny návrhy

regulátor̊u vycházej́ıch z princip̊u moderńı teorie ř́ızeńı, konkrétně jde o návrhy regulátor̊u

typu LQ, LQG a dále regulátor̊u z oblasti robustńı teorie ř́ızeńı [2]. V obou př́ıpadech bu-

deme až na jednu výjimku (kap. 5.1) uvažovat jako řiditelný vstup systému napět́ı levého

motoru ul (t) a jako výstupńı-regulovanou veličinu úhlovou rychlost pravé hř́ıdele ωr (t).

Výsledky všech navržených regulačńıch smyček potom stručně shrneme a zhodnot́ıme v

kapitole 8.

5.1 Návrh PI regulátoru pro ř́ızeńı polohy hř́ıdele

servomechanismu ETH

Návrh regulace úhlu natočeńı pravé hř́ıdele ϕr (t) pomoćı napět́ı levého motoru ul (t)

je zde uveden předevš́ım kv̊uli dokresleńı představy o možnostech ř́ızeného laboratorńıho

modelu se spojenými servomotory ETH. V daľśıch kapitolách se budeme zabývat pouze

a jen návrhem regulátor̊u pro ř́ızeńı úhlové rychlosti ωr (t).

Existuje mnoho metod návrhu spojitých PID regulátor̊u, některé z nich jsou uve-

deny dále, nyńı jsme však pro začátek zvolili návrh pomoćı aplikace vytvořené v rámci

bakalářské práce [7]. A to hlavně z toho d̊uvodu, že ř́ızeńı polohy hř́ıdele bylo vzhle-

dem k problémům s vyhodnoceńım signálu IRC sńımače úhlu natočeńı hř́ıdele popsaných

v kap. 2.1 opravdu v́ıceméně okrajovou záležitost́ı.

Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı polohy ϕr (t) pravé hř́ıdele servome-

chanismu ETH pomoćı navrženého PI regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázku A.2.

Ve schématu je mimo jiné vidět, že mı́sto př́ımého měřeńı polohy ϕr (t) pomoćı inkre-

mentálńıho IRC čidla je signál poč́ıtán pomoćı integrace úhlové rychlosti ωr (t) měřené

tachodynamem, což je v tomto př́ıpadě možné, protože plat́ı vztah:

ϕr (t) =

t∫
0

ωr (τ) dτ . (5.1)

Zároveň ve schématu A.2 také vid́ıme, že oproti přenosu matematického modelu (4.4)

je přidán ještě jeden řád astatismu resp. nulový pól p4 = 0. Při návrhu PI regulátoru

tedy vycháźıme ze znalosti tohoto spojitého přenosu, který také v aplikaci zadáme jako

vstupńı informaci o regulované soustavě, viz obr. 5.2.

Metoda návrhu je v této aplikaci založena na principu tvarováńı frekvenčńı charakteris-

tiky otevřené smyčky L (jω) = P (jω) ·C (jω) na základě tvaruj́ıćıch bod̊u odpov́ıdaj́ıćıch

zadané amplitudové resp. fázové bezpečnosti.
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Obrázek 5.2: Návrh PI regulátoru pro ř́ızeńı polohy ϕr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu

ETH v aplikaci PID Controller Designer

Pro požadovanou kvalitu regulace byla v tomto př́ıpadě zvolena hodnota fázové bez-

pečnosti PM = 75◦.

Při návrhu resp. výběru vhodného typu PI regulátoru, který splňuje11 požadovanou

fázovou bezpečnost PM = 75◦ byla sledová nejen rychlost odezvy ale předevš́ım také

velikost překmitu regulované veličiny ϕr (t). Bylo totiž nutné zvolit takový PI regulátor,

který by zajǐst’oval dostatečně tlumený (aperiodický) pr̊uběh regulované veličiny ϕr (t),

tj. pr̊uběh s nulovým překmitem.

Pokud by se totiž v pr̊uběhu regulované veličiny vyskytl překmit, bylo by nutné

levým motorem vrátit polohu hř́ıdele na žádanou hodnotu, což lze reálně zajistit pouze

p̊usobeńım záporného akčńıho zásahu u (t) PI regulátoru. To ovšem znamená vybočeńı

z
”
lineárńı oblasti“ statické převodńı charakteristiky motoru (obr. 2.3) přes pásmo necit-

livosti do hodnot se zaporným vstupńım napět́ı ul (t). Ř́ızeńı by tedy již nebylo lineárńı

a my bychom nemohli zaručit shodu reálného a matematického modelu ba dokonce ani

požadovanou kvalitu regulace.

11hodnoty parametr̊u kp, ki PI regulátor̊u lež́ı na parametrické křivce v oblasti PID parameters plane
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Dále také bylo respektováno vstupńı omezeńı systému s max. hodnotou dovoleného

vstupńıho napět́ı ul (t) = 0.6, kterou nesmı́ překročit akčńı zásah PI regulátoru. To ovšem

bylo při žádané hodnotě w (t) = ϕr (∞) = 10 [/] ≈ 10 · 127.5 = 1275 [rad] ≈ 202.9 [ot.]

nadmı́ru splněno, nebot’ PI regulátor při této regulaci polohy ϕr (t) ř́ıd́ı otáčky ωr (t) pravé

hř́ıdele
”
velmi opatrně“ resp. tyto otáčky nedosahuj́ı nijak vysokých hodnot a neńı tedy

nutné připojovat př́ılǐs velké napět́ı ul (t) levého motoru.

• Nalezené parametry PI regulátoru:

kp = 0.0167, ki = 2.09 · 10−6 ⇒ C (s) = kp +
ki
s

= 0.0167 +
2.09 · 10−6

s

Na obr. 5.3 jsou potom vykresleny všechny d̊uležité pr̊uběhy na vstupech a výstupech

servomechanismu ETH naměřené při regulaci polohy ϕr (t) pravé hř́ıdele pomoćı navrže-

ného PI regulátoru.
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Obrázek 5.3: Pr̊uběh ř́ızeńı polohy ϕr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH pomoćı PI

regulátoru
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Drobný rozd́ıl v pr̊uběhu regulované veličiny ϕr (t) reálného systému a matematického

modelu může být zp̊usobený např. t́ım, že motoru
”
stač́ı“ při postupném zvyšováńı a

následném pozvolném poklesu otáček ωr (t) o něco málo menš́ı velikost napět́ı ul (t),

než pro jejich dosažeńı v počátečńı fázi rozběhu motoru. Jinými slovy je možné, že se

při nár̊ustu a následně pozvolném poklesu otáček ωl (t) resp. ωr (t) projevuje nepatrně

vliv hystereze.

Na obr. 5.3 jsou potom pro doplněńı vykresleny pr̊uběhy ř́ızeńı polohy ϕr (t) při dvou-

hodnotové skokové změně referenčńıho signálu w (t).
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Obrázek 5.4: Sledováńı reference žádané hodnoty úhlu natočeńı ϕr (t) při regulaci pomoćı

PI regulátoru
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5.2 Návrh PI regulátoru pro ř́ızeńı otáček servome-

chanismu ETH

V této časti se nyńı budeme zabývat opět návrhem PI regulátoru ovšem regulovanou

veličinou bude již od nyněǰska úhlová rychlost ωr (t).

Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı otáček ωr (t) pravé hř́ıdele pomoćı

navrženého PI regulátoru je v tomto př́ıpadě poměrně jednoduché a je uvedeno na obr.

A.3 v př́ıloze.

Nyńı se sṕı̌se zaměř́ıme na metodu návrhu samotného PID resp. PI regulátoru. De-

rivačńı složka byla v tomto př́ıpadě vynechána hned z několika následuj́ıćıch praktických

př́ıčin. Jednou z nich je ta, že dominantńı časová konstanta regulované soustavy je poměr-

ně velká (T = 10.23s) a z teorie ř́ızeńı v́ıme, že pomalá soustava předpokládá také pomalý

regulátor. Nemá tedy př́ılǐs velký smysl, aby v PID regulátoru měla zastoupeńı složka,

jej́ıž hlavńı úlohou je schopnost rychle reagovat na změny regulačńı odchylky e (t) resp.

změny žádané hodnoty w (t).

Daľśım d̊uvodem bylo dále to, že derivačńı složka má mj. tu nepř́ıjemnou vlastnost, že

zesiluje vysokofrekvenčńı šumy, pro které jsme tak pracně navrhovali č́ıslicové filtry v kapi-

tole (2.3). Jinými slovy pokud bychom tento vysokofrekvenčńı šum dostatečně nefiltrovali,

propagoval by se i velmi výrazně do akčńıho zásahu regulátoru u (t). Derivačńı složka by

tedy musela být minimálně doplněna o filtračńı člen regulátoru přidáńım filtračńıho pólu

v přenosu C (s). Integračńı složka naopak hraje nezastupitelnou roli v otázce eliminace

trvalé regulačńı odchylky e (t).

Připomeňme nejprve přenos PI regulátoru:

C (s) =
U (s)

E (s)
= kp +

ki
s

=
kps+ ki

s
=
ki (Tis+ 1)

s
=
kp (s+ ωi)

s
, ωi =

ki
kp
. (5.2)

Při návrhu PI regulátoru frekvenčńımi metodami podle [6] zvoĺıme nejprve zlomovou

frekvenci ωi. Voĺıme ji tak, aby byla shodná se zat́ım neznámou frekvenćı ωPM , na ńıž

budeme požadovat fázovou bezpečnost PM = 80◦ výsledné frekvenčńı charakteristiky

otevřené regulačńı smyčky L (jω), plat́ı tedy:

ωi = ωPM . (5.3)

Podle (5.2) v́ıme, že na této frekvenci sńıž́ı PI regulátor fázi frekvenčńı charakteristiky

otevřené regulačńı smycky L (jω) o 45◦, tedy:

arg {L (jωPM)} = arg {L (jωi)} = arg {P (jωi)}+ arg {C (jωi)} = (5.4)

= arg {P (jωi)} − 45◦.
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Z definice fázové bezpečnosti PM , plat́ı:

arg {L (jωPM)} = PM − 180◦. (5.5)

Kombinaćı vztah̊u (5.4) a (5.5) źıskáme rovnici pro výpočet fáze regulované soustavy

P (s):

arg {P (jωi)} = PM − 180◦ − arg {C (jωi)} = 80◦ − 180◦ + 45◦ = −55◦, (5.6)

na které budeme odeč́ıtat hledanou zlomovou frekvenci ωi (viz obr. 5.5).
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Obrázek 5.5: Bodeho frekvenčńı charakteristika regulované soustavy

Z Bodeho frekvenčńı charakteristiky regulované soustavy na obr. 5.5 tedy odeč́ıtáme

ωi=̇0.14 rad/s.

Nyńı urč́ıme druhý neznámý parametr PI regulátoru z podmı́nky, že pokud je frekvence

ωPM = ωi frekvence, na které se odeč́ıtá fázová bezpečnost PM otevřené regulačńı smyčky,

muśı být na této frekvenci ześıleńı otevřené smyčky |L (jωPM)| jednotkové, tedy plat́ı:

|L (jωPM)| = |L (jωi)| = |C (jωi)| · |P (jωi)| =
|kp (jωi + ωi)|
|jωi|

· |P (jωi)| = (5.7)
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=
√

2 · kp · |P (jωi)|
!

= 1.

Odtud źıskáme vztah pro výpočet parametru kp:

kp =
1√

2 |P (jωi)|
. (5.8)

Muśıme tedy z charakteristiky 5.5 odeč́ıst na frekvenćı ωi i velikost ześıleńı regulované

soustavy P (s) - |P (jωi)|dB =̇− 0.87 dB. Po předvodu jednotek:

|P (jωi)| = 10
|P(jωi)|dB

20 =̇0.9047 (5.9)

Tedy podle (5.8) dopoč́ıtáme:

kp =
1√

2 |P (jωi)|
=̇0.7816. (5.10)

S využit́ım (5.2) dopoč́ıtáme i velikost neznámého parametru ki:

ki = kp · ωi=̇0.109424. (5.11)

Přenos navrženého PI regulátoru je tedy:

C (s) =
U (s)

E (s)
= kp +

ki
s

= 0.7816 +
0.109424

s
(5.12)

Správnost návrhu si můžeme zkontrolovat pomoćı Nyquistovy křivky otevřené re-

gulačńı smyčky L (jω), obr. 5.6, kde je skutečně zaručena požadovaná kvalita regulace

dosažeńım zvolené fázové bezpečnosti PM = 80◦.

Nyquist Diagram
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System: Ls_ETH
Phase Margin (deg): 79.9
Delay Margin (sec): 9.93

At frequency (rad/sec): 0.14
Closed Loop Stable? Yes

L(jω)

Obrázek 5.6: Nyquistova křivka navržené otevřené regulačńı smyčky L (jω) s PI re-

gulátorem
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Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH i jeho matema-

tického modelu pro zvolený schodovitý referenčńı signál w (t) pomoćı navrženého PI re-

gulátoru (5.12) je zachycen na obr. 5.7.
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Obrázek 5.7: Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH pomoćı

PI regulátoru

Poznamenejme, že pr̊uběh napět́ı ul (t) se opět nacháźı po celou dobu regulace pouze

v
”
lineárńı oblasti“ statické převodńı charakteristiky motoru 2.3.
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Kapitola 6

Návrh pokročilých metod ř́ızeńı -

LQ, LQG

V této kapitole se budeme opět zabývat návrhem ř́ızeńı servomechanismu ETH nyńı

ovšem z pohledu moderńı teorie ř́ızeńı.

Představa moderńı teorie ř́ızeńı je p̊uvodně spjata převážně s pokročilými metodami

návrhu ř́ızeńı a to předevš́ım v časové oblasti. Matematicky se tento př́ıstup velmi často

oṕırá o lineárńı maticovou algebru a jeho rozš́ı̌reńı pro návrh ř́ızeńı MIMO systémů je

na rozd́ıl od předchoźıho
”
klasického“ př́ıstupu zcela přirozené. V těchto př́ıpadech je

na systém nejčastěji oproti
”
klasickému“ zpětnovazebńımu ř́ızeńı (obr. 5.1) aplikována

(bud’ př́ımo nebo pomoćı technik optimálńıho odhadu stavu) stavová zpětná vazba.

Regulátor je potom obvykle navrhován pomoćı formulace nějakého optimalizačńıho

problému (např. minimalizace kvadratického kritéria v př́ıpadě LQ regulátoru). Charak-

teristickým rysem této procedury je také to, že regulátor neńı
”
laděn“ př́ımo změnou

jeho parametr̊u, ale volbou tzv. váhových matic v př́ıslušných kritéríıch. Tato procedura

návrhu regulátoru může také zahrnovat mnoho požadavk̊u jako jsou např. r̊uzná omezeńı

na vstupy a výstupy apod.

H∞ př́ıstup (kapitola 7) a postupy př́ımého tvarováńı uzavřené regulačńı smyčky po-

tom zvyšuj́ı robustnost celého systému.

6.1 Návrh LQ regulátoru pro ř́ızeńı otáček servome-

chanismu ETH

LQ12 regulátor (LQR) je zpětnovazebńı stavový regulátor, který minimalizuje (nuluje,

stabilizuje do počátku) stavy systému podle kvadratického kritéria:

J =
1

2
xT (N) Qx (N) +

1

2

N−1∑
k=0

{
xT (k) Qx (k) + uT (k) Ru (k)

}
= (6.1)

12z anglického označeńı Linear system and a Quadratic criterion
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=
1

2
xT (N) Qx (N) +

1

2

N−1∑
k=0

[
xT (k) uT (k)

]  Q 0

0 R

  x (k)

u (k)

 , (6.2)

kde prvńı součtový člen představuje tzv. cenu koncového stavu a druhý člen cenu

všech předchoźıch stav̊u a ř́ızeńı. Matice Q je pozitivně semidefinitńı váhová matice stav̊u

a matice R pozitivně definitńı váhová matice vstup̊u.

V př́ıpadě kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı řeš́ıme optimalizačńı úlohu typu:

u∗ (k) = arg min
u(k)

J. (6.3)

Podle [8] vede tato úloha na řešeńı ve tvaru tzv. diferenčńı Riccatiho rovnice:

K (k) =
(
R + BTP (k + 1) B

)−1
BTP (k + 1) A, (6.4)

P (k) = Q + ATP (k + 1) A−ATP (k + 1) BK (k) , (6.5)

kterou řeš́ıme zpětnou rekurźı v čase s koncovou podmı́nkou P (N) = Q, kde P je tzv.

matice kvadratické formy a udává optimálńı hodnotu kritéria (6.1) a matice A a B jsou

matice stavového modelu diskrétńıho stabilizovatelného dynamického systému.

Kritérium (6.1) potom nabývá svého minima pro ř́ızeńı ve tvaru:

u∗ (k) = −K (k) x (k) , (6.6)

kde K je tzv. Kalmanovo ześıleńı. Optimálńı zákon ř́ızeńı (6.6) tedy vede na stavovou

zpětnou vazbu. Pokud Kalmanovo ześıleńı K (k) konverguje k nějaké limitńı hodnotě,

potom plat́ı:

P (k)→ P, K (k)→ K =
(
R + BTPB

)−1
BTPA. (6.7)

Źıskáme tak časově neměnný LQ regulátor, který má stejnou strukturu jako běžná

stavová zpětná vazba.

Naš́ım ćılem ovšem dále neńı stabilizace stav̊u systému do počátku, a proto budeme

základńı úlohu LQ regulátoru modifikovat na úlohu tzv. kvadraticky optimálńıho servome-

chanismu neboli úlohu kvadraticky optimálńıho sledováńı.

Přičemž řeš́ıme návrh diskrétńıho LQ regulátoru, a je tedy nutné provést nejprve také

diskretizaci identifikovaného matematického modelu servomechanismu ETH. Disktretizaćı

přenosu (4.4) s periodou vzorkováńı Ts = 0.01s dostáváme diskrétńı stavový model, obr.

6.1, který definujeme jako:

xd (k + 1) = Adxd (k) + Bdu (k) , (6.8)

y (k) = Cdxd (k) + Ddu (k) . (6.9)
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Obrázek 6.1: Diskretizovaný stavový model servomechanismu ETH

Jelikož má výstup systému y (k) na zvolém horizontu délky N sledovat konstantńı

referenčńı signál w (k), definujeme také nové kvadratické kritérium optimality ve tvaru:

J = · · ·+ 1

2

N−1∑
k=0

{
eT (k) Qee (k) + uT (k) Ruu (k)

}
, (6.10)

kde pro regulačńı odchylku plat́ı:

e (k) = w (k)− y (k) . (6.11)

V úloze kvadraticky optimálńıho servomechanismu je referenčńı trajektorie w (k) dána

jako výstup dynamického LTI13 systému, který lze zapsat ve tvaru:

xr (k + 1) = xr (k) , (6.12)

w (k) = xr (k) . (6.13)

Regulačńı odchylku (6.11) lze tedy vyjádřit jako:

e (k) = w (k)− y (k) = xr (k)−Cdxd (k)−Ddu (k) . (6.14)

Pokud dále nav́ıc požádujeme nulovou trvalou regulačńı odchylku (e (∞) = w (∞) −
y (∞) = 0), rozš́ı̌ŕıme naši úlohu kvadraticky optimálńıho servomechanismu ještě o tzv.

sumátor regulačńıch odchylek, který lze opět modelovat diskrétńım systémem ve tvaru:

xse (k + 1) = xse (k) + e (k) = xse (k) + xr (k)−Cdxd (k)−Ddu (k) , (6.15)

yse (k) = xse (k) . (6.16)

Současně s t́ımto formálńım rozš́ı̌reńım přiṕı̌seme také ještě jeden člen do kritéria

(6.10) a dostáváme tak:

J = · · ·+ 1

2

N−1∑
k=0

{
eT (k) Qee (k) + yTse (k) Qseyse (k) + uT (k) Ruu (k)

}
, (6.17)

13z anglického Linear Time Invariant system
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kde Qe je váhová matice regulačńı odchylky a Qse je váhová matice součtu regulačńıch

odchylek.

Kvadraticky optimálńı servomechanismus tedy obsahuje tyto 3 základńı část́ı:

• diskrétńı stavový model regulované soustavy (standardńı úloha LQ regulátoru)

• generátor konstantńı reference

• sumátor regulačńıch odchylek

Kompletńı zapojeńı navrženého kvadraticky optimálńıho servomechanismu je znázor-

něno na obr. 6.2, kde jsou pro nás zat́ım neznámé hodnoty ześıleńı Kx, Kr a Kse.

Obrázek 6.2: Simulinkové zapojeńı úlohy kvadraticky optimálńıho servomechanismu

Za účelem sjednoceńı všech těchto část́ı zavedeme nový formálńı systém se stavovým

vektorem:

x (k) =


xd (k)

xr (k)

xse (k)

 , tedy : (6.18)

x (k + 1) = Ax (k) + Bu (k) , (6.19)

kde A =


Ad 0 0

0 1 0

−Cd 1 1

 , B =


Bd

0

−Dd

 . (6.20)
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Abychom ovšem v̊ubec mohli tuto úlohu kvadraticky optimálńıho sledováńı řešit,

muśıme nejprve kritérium (6.17) převést zpátky na standardńı problém kvadraticky op-

timálńıho regulátoru (6.1), protože jedině v tomto tvaru umı́me řešeńım diferenčńı Ric-

catiho rovnice (6.4) a (6.5) nalézt optimálńı zákon ř́ızeńı (6.6).

Dosad́ıme tedy do kritéria (6.17) a uprav́ıme ho do tvaru:

J = · · ·+ 1
2

N−1∑
k=0

{
eT (k) Qee (k) + yTse (k) Qseyse (k) + uT (k) Ruu (k)

}
=

= · · ·+ 1
2

N−1∑
k=0

{
(Cdxd (k) + Ddu (k)− xr (k))T (k) Qe (Cdxd (k) + Ddu (k)− xr (k)) + . . .

}
a pro Dd = 0 dostáváme standardńı tvar kritéria LQ regulátoru:

J = · · ·+ 1

2

N−1∑
k=0


[

x (k) uT (k)
]


CT
dQeCd −CT

dQe 0 0

−QeCd Qe 0 0

0 0 Qse 0

0 0 0 Ru


 x (k)

uT (k)



,

(6.21)

kde Q =


CT
dQeCd −CT

dQe 0

−QeCd Qe 0

0 0 Qse

 , R = Ru (6.22)

jsou váhové matice stav̊u a vstupu.

Nyńı již můžeme řešit diferenčńı Riccatiho rovnici (6.4) resp. (6.5), která limitně po-

vede na optimálńı zákon ve tvaru:

u∗ (k) = −Kx (k) = −
[

Kx Kr Kse

] 
xd (k)

xr (k)

xse (k)

 . (6.23)

Optimálńı hodnoty vah kvadratického kritéria (6.17) byly po sérii experiment̊u v MAT-

LABu a Simulinku zvoleny jako:

Qe = 0.1, Qse = 1 · 10−6, Ru = 1. (6.24)

Při návrhu LQ regulátoru resp. při volbě váhových matic (6.24) bylo stejně jako

v př́ıpadě PID regulátor̊u respektováno předevš́ım omezeńı na vstup (u (k)
!
< 0.6).

Pr̊uběh Kalmanova ześıleńı K optimálńıho zákona ř́ızeńı (6.23) je vykreslen na obr.

6.3, kde zpětným postupem v čase dostáváme ustálené hodnoty jeho jednotlivých složek:

Kd =
[

0.2334 0.0041 0.2287
]
, Kr = −1.337, Kse = −0.001. (6.25)
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Obrázek 6.3: Pr̊uběhy iteraćı Kalmanova ześıleńı LQ regulátoru

Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servome-

chanismu ETH pomoćı navrženého LQ regulátoru je uvedeno v př́ıloze na obrázku A.4.

Blok14 matematického modelu zde implementuje zapojeńı diskrétńıho modelu uvedeného

na obr. 6.1 a vnitřńı struktura zapojeńı bloku LQ regulátor je nakreslena na obr. 6.4.

Obrázek 6.4: Implementace vnitřńı struktury LQ regulátoru jako bloku Subsystem

v prostřed́ı Simulink.

Výsledky navrženého kvadraticky optimálńıho sledováńı po částech konstantńı refe-

renčńı trajektorie w (k) s reálným laboratorńım modelem se spojenými servomotory i jeho

matematickým modelem jsou vykresleny na obr. 6.5.

14Subsystem v prostřed́ı Simulink
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Obrázek 6.5: Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH pomoćı

LQ regulátoru

Z pr̊uběh̊u regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH si mužeme mimo

jiné všimnout poměrně nepř́ıjemně velkého překmitu regulované veličiny ωr (t). Ten je

zp̊usobený předevš́ım př́ıtomnost́ı sumátoru regulačńıch odchylek, který sice spolehlivě

zajǐst’uje nulovou trvalou regulačńı odchylku, ovšem má také tu nepř́ıjemnou vlastnost,

že podobně jako integračńı složka PID regulátoru výrazně prodlužuje dobu regulace.

Zcela náhodou bylo zvoleno poněkud netradičńı a matematicky ne zcela korektńı

řešeńı založené na experimentech s matematickým modelem reálného systému. Modifi-

kace navrženého LQ regulátoru (obr. 6.4) spoč́ıvala v zachováńı všech složek ustáleného

Kalmanova ześıleńı (6.25), tedy až na jednu. Ześıleńı sumátoru regulačńıch odchylek Kse

bylo mı́sto p̊uvodńı hodnoty Kse=̇ − 1 · 10−3 zcela vynulováno, č́ımž v podstatě došlo

k úplnému vyřazeńı sumátoru regulačńıch odchylek z činnosti.

Poznamenejme, že toto je naprosto odlǐsný postup, než kdybychom celou úlohu kva-

draticky optimálńıho sledováńı definovali jako úlohu bez sumátoru regulačńıch odchylek,

což je v praxi zcela běžný a použ́ıvaný postup. Ten ale v př́ıpadě ř́ızeńı servomechanismu

ETH vzhledem k neúměrně velké trvalé regulačńı odchylce zcela selhal. Úloha sumátoru

regulačńıch odchylek se tak pro návrh LQ regulátoru stala naprosto nepostradatelnou.
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Ovšem při aplikaci LQ ř́ızeńı s modifikovanou hodnotou ześıleńı Kse = 0 dojdeme

ke zjǐstěńı, že pr̊uběhy regulované veličiny dosahuj́ı o mnoho lepš́ıch výsledk̊u, když je

sumátor regulačńıch ochylek změnou ześıleńı Kse takto zcela vyřazen z činnosti a ne-

zpožd’uje tak pr̊uběh regulace.

Pr̊uběh takto modifikované LQ regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu

ETH i jeho matematického modelu s vyřazeným sumátorem regulačńıch odchylek jsou

zachyceny na obr. 6.6.
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Obrázek 6.6: Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH pomoćı

modifikovaného LQ regulátoru s vyřazeným sumátorem regulačńıch odchylek

Je zde patrné, že překmit regulované veličiny se zde již prakticky nevyskytuje, což

znamená velice výrazné zlepšeńı kvality regulace oproti pr̊uběhu LQ ř́ızeńı zachyceném

na obrázku 6.5.

Na závěr této kapitoly ještě dodejme, že realizované LQ ř́ızeńı otáček servomechanismu

ETH v podstatě představuje ř́ızeńı v otevřené regulačńı smyčce (pouze na základě stav̊u

diskrétńıho stavového modelu regulované soustavy nikoliv stav̊u reálného systému). Úplná

stavová zpětná vazba je navržena hned v kapitole následuj́ıćı.
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6.2 Návrh LQG modifikace regulátoru pro ř́ızeńı otá-

ček servomechanismu ETH

V př́ıpadě, kdy neńı stav procesu x (k) př́ımo měřitelný, je možné na základě po-

zorováńı vstup̊u a výstup̊u systému tento stav odhadovat. V deterministické formulaci

problému lze k odhadováńı stavu sestavit tzv. pozorovatele stavu metodou umist’ováńı

pól̊u. Ve stochastické formulaci problému lze úlohu odhadu stavu formulovat ve smyslu

optimálńıho LMS15 odhadu. Výsledný optimálńı pozorovatel se potom nazývá Kalmanův

filtr.

Zkratka LQG potom znač́ı rozš́ı̌reńı již navrženého LQ regulátoru o tento Kalman̊uv

filtr, který pracuje s optimálńım odhadem stav̊u ovlivněných Gaussovým šumem (šum

s nulovou středńı hodnotou a znamým rozptylem). Vstupem Kalmanova filtru jsou vstupy

a výstupy systému a výstupem Kalmanova filtru jsou odhadované stavy systému.

Uzavřená regulačńı smyčka s LQ regulátorem a Kalmanovým filtrem pro ř́ızeńı otáček

ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH je ukázána na obr. A.5 v př́ıloze.

V př́ıpadě návrhu Kalmanova filtru řeš́ıme optimalizačńı úlohu LMS odhadu minima-

lizuj́ıćıho středńı kvadratickou chybu odhadu stavu. Kritérium je tedy ve tvaru:

JLMS = ε
{
x̃T x̃

}
, x̃LMS = x− x̂LMS, (6.26)

kde předpokládáme, že hledáná data x̂LMS (y) jsou pouze afinńı funkćı měřených dat

y:

x̂LMS (y) = Ay + b. (6.27)

Podle [8] lze odvodit, že lineárńı odhad středńı hodnoty stavu x̂LMS minimalizuj́ıćı

středńı kvadratickou chybu odhadu (6.26) je dán vztahem:

x̂LMS (y) = µx + PxyP
−1
yy (y − µy) . (6.28)

Důležitou vlastnost́ı odhadu x̂LMS je právě skutečnost, že záviśı pouze na prvńıch

dvou momentech - středńıch hodnotách µx, µy a kovariančńıch matićıch Pxy, Pyy. Plat́ı

samozřejmě vlastnost ε {x̂LMS (y)} = µx. Dále můžeme odvodit kovariančńı matici chyby

odhadu:

Px̂LMS
= ε

{
(x− x̂LMS (y)) (x− x̂LMS (y))T

}
= (6.29)

= ε
{(

(x− µx)−PxyP
−1
yy (y − µy)

) (
(x− µx)−PxyP

−1
yy (y − µy)

)T}
=

= Pxx −PxyP
−1
yy Pyx −PxyP

−1
yy Pyx + PxyP

−1
yy PyyP

−1
yy︸ ︷︷ ︸

I

Pyx =

= Pxx −PxyP
−1
yy Pyx.

15z anglického Linear Mean Square
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Za regulovanou soustavu nyńı považujeme diskrétńı, lineárńı, pozorovatelný, stochas-

tický model ve tvaru:

x (k + 1) = Ax (k) + Bu (k) + v (k) , (6.30)

y (k) = Cx (k) + Du (k) + e (k) , (6.31)

kde šum procesu v (k) a šum měřeńı jsou diskrétńı b́ılé šumy s nulovou středńı hod-

notou:

ε


 v (k)

e (k)

 = 0 (6.32)

a známou kovariančńı matićı:

ε


 v (k1)

e (k1)

  v (k2)

e (k2)

T
 =

 Q S

ST R

 δ (k1 − k2) , δ (k1 − k2)

 = 1 pro k1 = k2

= 0 pro k1 6= k2

.

(6.33)

Z (6.33) vid́ıme, že šumy jsou navzájem korelované, ale v r̊uzných časových okamžićıch

jsou již nezávislé. Kovariančńı matice šumu procesu Q je symetrická pozitivně semidefi-

nitńı matice a kovariančńı matice šumu měřeńı R je symetrická pozitivně definitńı matice.

Myšlenka odhadu stavu je potom taková, že předpokládáme, že v k-tém kroku al-

goritmu známe apriorńı odhad stavu x (k) (tj. odhad využ́ıvaj́ıćı data do času k − 1,

ale neberoućı v úvahu data y (k)), jehož podmı́něnou středńı hodnotu budeme značit

x̂ (k |k − 1) a kovariančńı matici chyby odhadu P (k |k − 1).

Po změřeńı hodnoty výstupu y (k) chceme tyto hodnoty aktualizovat a źıskat aposte-

riorńı odhad stavu x̂ (k |k ) (tj. odhad zahrnuj́ıćı měřeńı y (k)) a kovariančńı matici chyby

odhadu P (k |k ).

Kalman̊uv filtr pro nekorelované šumy procesu a měřeńı (S = 0) postupně odvod́ıme

vyjádřeńım vývoje středńı hodnoty systému (6.30),(6.31):

x̂ (k + 1 |k − 1) = ε {Ax (k) + Bu (k) + v (k)} = Ax̂ (k |k − 1) + Bu (k) (6.34)

ŷ (k |k − 1) = ε {Cx (k) + Du (k) + e (k)} = Cx̂ (k |k − 1) + Du (k) (6.35)

a vývoje chyby odhadu stavu:

x̃ (k + 1 |k − 1) = x (k + 1)− x̂ (k + 1 |k − 1) = Ax̃ (k |k − 1) + v (k) (6.36)

ỹ (k |k − 1) = y (k)− ŷ (k |k − 1) = Cx̃ (k |k − 1) + e (k) . (6.37)
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Kovariančńı matici chyby odhadu stavu potom vyjádř́ıme jako:

ε


 x̃ (k + 1)

ỹ (k)

 x̃ (k + 1)

ỹ (k)

T |k − 1

 =

 Pxx Pxy

Pyx Pyy

 . (6.38)

Odvod́ıme Pxx:

Pxx = ε
{
x̃ (k + 1 |k − 1) x̃T (k + 1 |k − 1)

}
= (6.39)

= ε
{

[Ax̃ (k |k − 1) + v (k)] [Ax̃ (k |k − 1) + v (k)]T
}

=

= ε
{
Ax̃ (k |k − 1) x̃T (k |k − 1) AT + v (k) x̃T (k |k − 1) AT + . . .

}
=

= AP (k |k − 1) AT + 0 + 0 + Q,

kde jsme předpokládali nezávislost šumu procesu a stav̊u. Obdobně źıskáme Pxy,Pyx

a Pyy:

 Pxx Pxy

Pyx Pyy

 =

 AP (k |k − 1) AT + Q AP (k |k − 1) CT

CP (k |k − 1) AT CP (k |k − 1) CT + R

 . (6.40)

Dosad́ıme-li nyńı do (6.28), źıskáme vztah pro odhad stavu x (k):

x̂ (k + 1 |k − 1) = µx + PxyP
−1
yy (y − µy) = Ax̂ (k |k − 1) + Bu (k) + (6.41)

+AP (k |k − 1) CT
(
CP (k |k − 1) CT + R

)−1
(y (k)−Cx̂ (k |k − 1)−Du (k)) .

Označ́ıme-li

L (k) = AP (k |k − 1) CT
(
CP (k |k − 1) CT + R

)−1
(6.42)

jako Kalmanovo ześıleńı Kalmanova filtru, vid́ıme, že dostáváme podobný tvar jako

v př́ıpadě deterministického pozorovatele stav̊u:

x̂ (k + 1 |k − 1) = Ax̂ (k |k − 1) + Bu (k) + (6.43)

+L (k) (y (k)−Cx̂ (k |k − 1)−Du (k)) .

Dosazeńım do (6.29) potom źıskáme tzv. Riccatiho rovnici pro Kalman̊uv filtr:

P (k + 1 |k − 1) = Pxx −PxyP
−1
yy Pyx = AP (k |k − 1) AT + Q− (6.44)

−AP (k |k − 1) CT
(
CP (k |k − 1) CT + R

)−1
CP (k |k − 1) AT .
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Rovnice (6.41) a (6.44) představuj́ı algoritmus Kalmanova filtru a daj́ı se rozdělit

do dvou nezávislých krok̊u:

• Datový (filtračńı) krok Kalmanova filtru:

x̂ (k |k ) = x̂ (k |k − 1) + L′ (k) + ε (k |k − 1) , (6.45)

P (k |k ) = P (k |k − 1)− L′ (k) CP (k |k − 1) , (6.46)

kde ε (k |k − 1) je chyba odhadu výstupu:

ε (k |k − 1) = y (k)−Cx̂ (k |k − 1)−Du (k) (6.47)

a L′ (k) je Kalmanovo ześıleńı datového kroku:

L′ (k) = P (k |k − 1) CT
(
CP (k |k − 1) CT + R

)−1
. (6.48)

• Časový (predikčńı) krok Kalmanova filtru:

x̂ (k + 1 |k ) = Ax̂ (k |k ) + Bu (k) , (6.49)

P (k + |k ) = AP (k |k ) AT + Q. (6.50)

Shrneme tedy, že časový krok Kalmanova filtru odhaduje (predikuje) stav systému

na základě znalosti modelu a datový krok následně aktualizuje odhad stavu na základě

měřeného výstupu y (k).

Kalman̊uv filtr je tedy algoritmus generuj́ıćı posloupnost odhad̊u stav̊u x̂ (k |k ) a kova-

riančńıch matic chyb odhadu P (k |k ). Abychom mohli Kalman̊uv filtr navrhnout, muśıme

znát parametry šumu procesu a šumu měřeńı (kovariančńı matice Q a R) nebo je nějak

odhadnout. V našem př́ıpadě byly po sérii experiment̊u s diskrétńım stochastickým mo-

delem servomechanismu ETH (6.30), (6.31) odhadnuty parametry těchto šumů jako:

Q =


0.001 0 0

0 1000 0

0 0 0.001

 , R = 1 · 10−5 (6.51)

Pro návrh Kalmanova filtru tedy stač́ı (obdobně jako u LQ regulátoru) iteračně řešit

rovnice (6.45), (6.46) resp. (6.49), (6.50) odděleného datového a časového kroku, dokud

nedosáhneme ustáleného Kalmanova ześıleńı L′ (k)→ L′.

53



Také poznamenejme, že Kalmanovo ześıleńı celého filtru źıskáme kombinaćı vztah̊u

(6.42) a (6.48):

L (k) = AL′ (k) resp. L→ AL′ (6.52)

Z pr̊uběhu iteraćı ustáleného Kalmanova ześıleńı L, obr. 6.7, obdž́ıme:

L =


−6.3968

39.7793

6.1461

 . (6.53)

které použijeme ke zkonstruováńı časově invariatńıho Kalmanova filtru, obr. 6.8.
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Obrázek 6.7: Pr̊uběhy iteraćı Kalmanova ześıleńı LQ regulátoru

Na obr 6.8 vid́ıme, že časově invariantńı Kalman̊uv filtr má stejnou strukturu jako

pozorovatel stavu (6.43). Matice L je ovšem navržena optimálně pro kovariančńı matice

šumu procesu Q a šumu měřeńı R.
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Obrázek 6.8: Implementace vnitřńı struktury Kalmanova filtru jako bloku Subsystem

v prostřed́ı Simulink.

Na obr. 6.9 resp. 6.10 jsou potom vykresleny pr̊uběhy skutečných a odhadovaných

stav̊u a skutečného a odhadovaného výstupu diskrétńıho stochastického modelu servome-

chanismu ETH s navrženým Kalmanovým filtrem.
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Obrázek 6.9: Pr̊uběhy skutečných a odhadovaných stav̊u x1 (k) , x2 (k) diskrétńıho sto-

chastického modelu servomechanismu ETH
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To, zda jsme při návrhu Kalmanova filtru postupovali správně, si můžeme ověřit např.

t́ım, že chyba odhadu výstupu ε (k |k − 1) muśı opět představovat tzv. b́ılý šum. To nám

potvrzuje jednak autokorelačńı funkce chyby odhadu výstupu na obr 6.10 a jednak i

výpočet jej́ı středńı hodnoty z vypočtených dat:

ε {ε (k |k − 1)} =̇− 1 · 10−6 =̇ 0 (6.54)
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Obrázek 6.10: Pr̊uběhy skutečného a odhadovaného stavu x3 (k) a skutečného a odhado-

vaného výstupu y (k) diskrétńıho stochastického modelu servomechanismu ETH

Chováńı uzavřené regulačńı smyčky A.5 s navrženým LQ regulátorem (totožný s re-

gulátorem z předchoźı kapitoli 6.1) a Kalmanovým filtrem pro zvolený skokový referenčńı

signál w (k) je potom znázorněno na obr. 6.11 resp. 6.12 ve verzi s modifikovaným LQ

regulátorem (Kse = 0).
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Obrázek 6.11: Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH pomoćı

LQG regulátoru

Pokud porovnáme pr̊uběhy regulovaných veličin ωr (t) na obr. 6.11 resp. 6.12, vid́ıme,

že rozd́ıly mezi navrženým LQG a předchoźım LQ ř́ızeńım nejsou nikterak velké. Ze

vstupu a výstupu laboratorńıho modelu se spojenými servomotory ETH tedy lze pomoćı

Kalmanova filtru velmi dobře odhadovat všechny potřebné stavy systému.
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Obrázek 6.12: Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH pomoćı

modifikovaného LQG regulátoru s vyřazeným sumátorem regulačńıch odchylek
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Kapitola 7

Návrh robustńıho ř́ızeńı

servomechanismu ETH

Robustńı ř́ızeńı představuje sadu metod pro návrh ř́ızeńı, které se snaž́ı brát v úvahu

nepřesnosti v modelováńı dynamických systémů, př́ıpadně nestálost takových systémů

v pr̊uběhu samotného procesu ř́ızeńı. V této části tedy bude nejprve velmi stručně vysvět-

leno, jak neurčitosti matematicky modelovat a jak tyto modely následně použ́ıt pro návrh

robustńıho regulátoru. Důraz bude kladen na prakticky osvědčený návrh regulátor̊u ve frek-

venčńı oblasti ovšem z pohledu moderńıch optimalizačńı metod označovaných jako H∞-

optimalizace.

Robustńı ř́ızeńı je tedy moderńı metoda návrhu regulátor̊u beroućı při návrhu v úvahu

také neurčitosti v modelech dynamických systémů. Neurčitost lze definovat jako nesouhlas

mezi matematickým modelem a reálným objektem. Důvod̊u pro neurčitosti v modelech

je hned několik:

• fyzikálńı parametry modelu jsou změřeny nepřesně (±5%),

• fyzikálńı parametry se mohou měnit v čase,

• nedokonalé nebo špatné porozumněńı fyzikálńı podstatě problému,

• vědomé použit́ı méně dokonalého modelu (ekonomicky výhodněǰśı),

• použit́ı jednodušš́ıho modelu kv̊uli výpočtu aj.

Jako jeden př́ıklad za všechny můžeme uvést pro náš konkrétńı př́ıpad laboratorńıho

modelu ETH také např. nestálost teploty v laboratoři K26, která při ř́ızeńı modelu velmi

výrazně p̊usob́ı na dynamiku celého systému (ovlivňuje předevš́ım statickou převodńı

charakteristiku motoru, obr. 2.3). To ale mluv́ıme již o časově proměnných perturbaćıch

a těmi se v této části zabývat nebudeme.

Neurčitost v modelu potom můžeme modelovat r̊uznými zp̊usoby16, ale v zásadě je

16např. s využit́ım Robust Control Toolboxu v prostřed́ı MATLAB
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rozdělujeme do dvou základńıch skupin:

• neurčitost strukturovaná,

• neurčitost nestrukturovaná.

O strukturované neurčitosti mluv́ıme tehdy, pokud se některé parametry modelu reál-

ného systému pohybuj́ı v určitých známých intervalech (např. uvažujeme proměnný mo-

ment setrvačnosti J ∈ 〈Jmin, Jmax〉 apod.). Modely neurčitost́ı toho typu se však vzhlem

k častému nedostatku informaćı o reálném systému př́ılǐs nepouž́ıvaj́ı.

Př́ıkladem nestrukturované neurčitosti potom může být např. zanedbaná (nepřesně

známá) dynamika systému na vyšš́ıch frekvenćıch a lze ji popsat multiplikativńım, adi-

tivńım nebo zpětnovazebńım modelem. Nejčastěji se však setkáme s modelem multiplika-

tivńım, který budeme také dále použ́ıvat:

P = (1 + ∆W2)P0, kde ‖∆‖∞ ≤ 1 ⇒
∣∣∣∣∣ P (jω)

P0 (jω)
− 1

∣∣∣∣∣≤ |W2 (jω)| ∀ω, (7.1)

kde

• P0... nominálńı model,

• P ... skutečný (perturbovaný) model,

• W2... váhová funkce (profil maximálńı amplitudy neurčitosti, frekvenčně závislá)

• ∆... neznámá informace o skutečné hodnotě a fázi perturbace (‖∆‖∞ ≤ 1 ⇒
|∆ (jω)| ≤ 1 ∀ω)

H∞ norma SISO systému potom označuje:

‖P‖∞ = max
ω
|P (jω)| . (7.2)

V teorii robustńıho ř́ızeńı potom řeš́ıme předevš́ım tyto dva centrálńı problémy:

• robustńı stabilita

• robustńı kvalita regulace

Robustńı stabilitu lze definovat jako stabilitu uzavřené regulačńı smyčky s daným re-

gulátorem, která je garantována pro všechny př́ıpustné odchylky modelu od skutečného

systému, tj. pro všechny soustavy popsané modelem neurčitosti P (7.1). Obdobně robustńı

kvalita ř́ızeńı je souhrn všech požadavk̊u na kvalitu regulace zaručených př́ıslušným re-

gulátorem pro všechny perturbované modely P .
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Kritérium robustńı stability lze odvodit pomoćı tzv. věty o malém ześıleńı17, viz [2]. Pro

multiplikativńı model neurčitosti (7.1) v tomto př́ıpadě muśı platit:

‖W2T0‖∞
!
< 1 ≈ |T0 (jω)|

!
< |1/W2 (jω)| , ∀ω, (7.3)

kde přenos T0 označuje přenos uzavřené regulačńı smyčky s nominálńım modelem:

T0 (s) =
L0 (s)

1 + L0 (s)
=

P0 (s)C (s)

1 + P0 (s)C (s)
. (7.4)

Úpravou kritéria (7.3) lze dále odvodit grafickou interpretaci robustńı stability (viz

obr. 7.1a):

RS ⇔
∣∣∣∣∣W2

L0 (jω)

1 + L0 (jω)

∣∣∣∣∣ < 1, ∀ω ⇔ |W2L0 (jω)| < |1 + L0 (jω)| , ∀ω. (7.5)

Z obr. 7.1 vid́ıme, že podmı́nka robustńı stability nám ř́ıká, že neurčitost soustavy

nesmı́ změnit počet oběh̊u frekvenčńı charakteristiky otevřené regulačńı smyčky L0 (jω)

v komplexńı rovině kolem bodu [−1, 0j].

Obrázek 7.1: a) Grafická interpretace robustńı stability, b) Grafická interpretace robustńı

kvality regulace (multiplikativńı model neurčitosti)

Nutná a postačuj́ıćı podḿınka robustńı kvality ř́ızeńı je potom pro multiplikativńı mo-

del neurčitosti (7.1) dána jako součet tzv. nominálńı kvality ř́ızeńı a zmı́něné podmı́nky

robustńı stability (7.3):

‖W1S0‖∞ + ‖W2T0‖∞
!
< 1, (7.6)

17small-gain theorem
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resp. plat́ı ekvivaletńı vztah:

‖W1S‖∞
!
< 1, ∀ω ≈ |S (jω)|

!
< |1/W1 (jω)| , ∀ω, (7.7)

jelikož plat́ı:

RK ⇔ |W1 (jω)S (jω)| < 1, ∀ω ⇔ |W1 (jω)| < |1 + L (jω)| , ∀ω ⇔ (7.8)

⇔ |W1 (jω)| < |1 + P0 (jω)C (jω) [1 + ∆ (jω)W2 (jω)]| , |∆ (jω) ≤ 1| , ∀ω ⇔
⇔ |W1 (jω)| < |1 + L0 (jω) +W2 (jω)L0 (jω)| , ∀ω ⇔
⇔ |1 + L0 (jω)| > |W1 (jω)|+ |W2 (jω)L0 (jω)| , ∀ω ⇔ (7.9)

⇔ |W1 (jω)S0 (jω)|+ |W2 (jω)T0 (jω)| < 1, ∀ω.

Grafická interpretace kritéria robustńı kvality regulace podle (7.9), obr. 7.1b, nám po-

tom ř́ıká, že pokud má být s daným regulátorem zaručena požadovaná robustńı kvalita

regulace, nesmı́ se kružnice, jejichž poloměry jsou dány absolutńımi hodnotami váhových

funkćı W1 a W2, pro př́ıslušnou frekvenci ω protnout. Nominálńı ześıleńı v otevřené re-

gulačńı smyčce tedy muśı být dostatečně velké, aby zpětnovazebńı obvod byl schopen

kompenzovat neurčitosti v modelu.

7.1 Návrh
”
robustńıho“ PI regulátoru pro ř́ızeńı otá-

ček servomechanismu ETH

O návrhu PI regulátoru pro ř́ızeńı otáček ωr (t) již bylo pojednáno v kapitole 5.2,

nyńı se však pokuśıme tento PI regulátor (kp = 0.7816, ki = 0.109424) pomoćı teorie

robustńıho ř́ızeńı vhodně modifikovat tak, aby splňoval požadavky robustńı stability a

robustńı kvality regulace. Byl proto zvolen následuj́ıćı postup.

Jako nominálńı model regulované soustavy byl zvolen zjednodušený přenos źıskaný

identifikaćı pomoćı měřeńı přechové charakteristiky (4.2):

P0 (s) =
1.5874

10.22s+ 1
. (7.10)

Dále předpokládáme, že chováńı systému na vyšš́ıch frekvenćıch je ve skutečnosti

složitěǰśı a je ovlivněno ještě výskytem dvou komplexně sdužených pól̊u s2,3 = σ ± jτ .

Tuto dvojici tedy zahrneme do multiplikativńıho modelu neurčitosti. Perturbovaný model

tedy je ve tvaru:

P (s) = P0 (s)
σ2 + τ 2

(s− σ + jτ) (s− σ + jτ)
= P0 (s)

σ2 + τ 2

s2 − 2σs+ σ2 + τ 2
. (7.11)
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Parametry multiplikativńı neurčitosti σ a τ lze s ohledem na dominantńı pól no-

minálńıho modelu (7.10) odhadovat někde v intervalech σ ∈ 〈−0.1; 0〉 , τ ∈ 〈10; 100〉
a s těmito hodnotami dále pracovat. Nicméně, abychom mohli dále provést srovnáńı kva-

lity regulace pomoćı již navrženého PI regulátoru, zvoĺıme tyto parametry tak, jako kdy-

bychom je odhadli nejlépe, jak je to jen podle (4.4) možné, tedy:

s2,3 = σ ± jτ = −0.0822± j11.5532, P (s) =
20.733

(s+ 0.09785) (s2 + 0.1644 + 133.5)
(7.12)

Srovnáńı nominálńıho (7.10) a perturbovaného (7.12) modelu nám v časové oblasti

ukazuje obr. 7.2 resp. ve frekvenčńı oblasti obr. 7.3.
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Obrázek 7.2: Srovnáńı nominálńıho a perturbovaného modelu (+ detail rozběhu motoru)
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Obrázek 7.3: Srovnáńı nominálńıho a perturbovaného modelu - Bodeho frekvenčńı cha-

rakteristika
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Přechodové charakteristiky nominálńıho a perturbovaného modelu 7.2 se lǐśı jen velice

nepatrně a při nepřesném a krátkodobém měřeńı mohou být oba př́ıpady experimentálně

nerozlǐsitelné. Přesto má kmitáńı velký vliv na chováńı uzavřené smyčky pro některé na-

staveńı regulátoru. Na Bodeho frekvenčńı charakteristice 7.3 je potom rozd́ıl obou systémů

patrněǰśı.

Nyńı tedy budeme uvažovat neurčitost systému na vyšš́ıch frekvenćıch a budeme hledat

váhovou funkci W2 (jω), resp. přenos W2 (s) pro multiplikativńı model neurčitosti. Podle

(7.1) tedy lze psát:

∣∣∣∣∣ σ2 + τ 2

−ω2 − 2σjω + σ2 + τ 2
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ W2 (jω) , ∀ω, (7.13)

tedy plat́ı:

W2 (s) =
σ2 + τ 2

s2 − 2σs+ σ2 + τ 2
− 1 =

−s2 + 2σs

s2 − 2σs+ σ2 + τ 2
. (7.14)

Nyńı můžeme podle (7.3) provést pro již navržený PI regulátor (5.12) test robustńı

stability, obr. 7.4.
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Obrázek 7.4: Test robustńı stability pro navržený PI regulátor

Vid́ıme, že amplitudová frekvenčńı charakteristika přenosu uzavřené smyčky lež́ı celá

pod amplitudovou frekvenčńı charakteristikou |1/W2 (jω)|, tud́ıž navržený PI regulátor

podle předpoklad̊u splňuje test robustńı stability.

Dále se můžeme zaj́ımat také o robustńı kvalitu regulace. Za účelem stanoveńı vhodné

váhové funkce W1 (jω), podle které bychom mohli objektivně posuzovat robustńı kvalitu
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regulace a vytyčit tak minimálńı mez kvality, pod kterou bychom nechtěli klesnout, byl

model frekvenčně závislé váhové funkce W1 (jω) aproximován přenosem ve tvaru:

W−1
1 (s) =

ks
(
s
ω1

+ 1
)

s
ω2

+ 1
. (7.15)

Abychom mohli neznámé parametry ks, ω1, ω2 této váhové funkce nějak přirozeně

volit, byla nejprve stanovena frekvence, na které bychom rádi zlepšili kvalitu regulace

již dř́ıve navržené PI regulace otáček. Zvolili jsme tedy frekvenci ωsel. odpov́ıdaj́ıćı š́ı̌rce

pásma frekvenčńı charakteristiky uzavřené regulačńı smyčky T0 (jω) (obr. 7.4):

ωsel. = ωBW =̇ 0.16 rad/s. (7.16)

Daľśı postup je takový, že amplitudu váhové funkce W1 (jω) voĺıme na této frekvenci

tak, aby p̊uvodně navržený PI regulátor neprošel testem robustńı kvality regulace (7.8):

|W1 (jωsel.)| = 1.3, (7.17)

což potvrzuje Nyquistova křivka otevřené regulačńı smyčky s perturbovaným modelem

L (jω) na obr. 7.5.
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Obrázek 7.5: Test robustńı kvality regulace pro navržený PI regulátor

Statické ześıleńı ks a zlomovou frekvenci ω2 váhové funkce (7.15) voĺıme s ohle-

dem na amplitudovou frekvenčńı charakteristiku citlivostńı funkce S (jω) pro p̊uvodně

navržený PI regulátor (viz obr. 7.6) tak, aby podle kritéria robustńı kvality regulace (7.7)

bylo reálné navrhnout nový PI regulátor, který by podmı́nce robustńı kvality regulace

vyhovoval.

Parametry váhové funkce (7.15) ks a ω2 tedy byly odhadem zvoleny takto:
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ks = −10 dB ≈ 0.31623, ω2 = 10 rad/s. (7.18)
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Obrázek 7.6: Test robustńı kvality regulace pro navržený PI regulátor

Nyńı nám zbývá určit posledńı parametr ω1 modelu váhové funkce (7.15). Ten urč́ıme

využit́ım znalosti hodnoty jej́ı amplitudy na frekvenci ω = ωsel.:

∣∣∣W−1
1 (jωsel.)

∣∣∣ =
1

|W1 (jωsel.)|
=

1

1.3
=̇0.76923 (7.19)

Podle (7.15) tedy můžeme psát:

∣∣∣W−1
1 (jωsel.)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ks
(
jωsel.

ω1
+ 1

)
jωsel.

ω2
+ 1

∣∣∣∣∣∣ = ks

√√√√√√
ω2

sel.

ω2
1

+ 1

ω2
sel.

ω2
2

+ 1
(7.20)

⇒ ω1 = ωsel.
ks√∣∣∣W−1

1 (jωsel.)
∣∣∣2 (ω2

sel.

ω2
2

+ 1
)
− k2

s

=̇0.072 rad/s.

Dostáváme tedy přenos zvolené váhové funkce resp. jeho převrácenou hodnotu:

W−1
1 (s) =

ks
(
s
ω1

+ 1
)

s
ω2

+ 1
=

0.31623
(

s
0.072

+ 1
)

s
10

+ 1
. (7.21)
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Modifikace dř́ıve navrženého PI regulátoru (5.12) s respektováńım podmı́nek zvolené

robustńı kvality regulace a robustńı stability potom spoč́ıvala v
”
laděńı“ p̊uvodńıch para-

metr̊u regulátoru navrženého klasickými metodami tak, aby byla splněna všechna zmı́něná

kritéria robustńıho ř́ızeńı.

Po sérii experiment̊u byl navržen PI regulátor s těmito parametry:

C (s) =
U (s)

E (s)
= kp +

ki
s

= 1 +
0.109424

s
(7.22)

Z obrázku 7.7 a dále 7.8 je zřejmé, že tento nově navržený PI regulátor splňuje na rozd́ıl

od toho předchoźıho také podmı́nku na zvolenou robustńı kvalitu regulace.
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Obrázek 7.7: Test robustńı kvality regulace pro navržený
”
robustńı“ PI regulátor
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Obrázek 7.8: Test robustńı kvality regulace pro navržený
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Obr. 7.9 potom pouze dokládá to, že navržený
”
robustńı“ PI regulátor splňuje také

podmı́nku robustńı stability (7.3).
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Obrázek 7.9: Test robustńı stability pro navržený PI
”
robustńı“ regulátor

Můžeme si zde ale mimo jiné také všimnout, že š́ı̌rka přenášeného frekvenčńıho pásma

je o něco větš́ı, což znamená i rychleǰśı odezvu navrženého regulačńıho obvodu.

Z obr. 7.10 lze zase vyč́ıst, že z pohledu klasických frekvenčńıch metod návrhu PID

regulátor̊u došlo také ke zvýšeńı fázové bezpečnosti PM .

Nyquist Diagram − Otevrena regulacni smycka
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Obrázek 7.10: Srovnáńı dosažené kvality regulace navrženého PI a
”
robustńıho“ PI re-

gulátoru
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Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH i jeho matema-

tického modelu pro zvolený schodovitý referenčńı signál w (t) pomoćı navrženého
”
ro-

bustńıho“ PI regulátoru (7.22) je zachycen na obr. 7.11.
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Obrázek 7.11: Pr̊uběh regulace otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servomechanismu ETH pomoćı

”
robustńıho“ PI regulátoru
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Kapitola 8

Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo se nejprve seznámit s laboratorńım modelem se spo-

jenými servomotory ETH, který se nacháźı v laboratoři teorie automatického ř́ızeńı K26

na katedře ř́ıdićı techniky fakulty elektrotechnické ČVUT v Praze. V počátńı fázi šlo

nejprve o to, seznámit se všemi jeho vstupy a výstupy, s jeho zp̊usobem připojeńı k PC

a jeho celkovým senzorovým vybaveńım a v neposledńı řadě také se všemi možnými

vstupńımi a výstupńımi omezeńımi a daľśımi úskalými, které s sebou tento reálný systém

přináš́ı. V některých př́ıpadech bylo možné navrhnout vhodná opatřeńı, kterými lze tyto

nepř́ıjemné vlivy alespoň částečně eliminovat (viz např́ıklad návrh č́ıslicové filtrace pro

zpracováńı signálu ze senzoru úhlové rychlosti v kap. 2.3).

Významným bodem dále bylo odvodit a v prostřed́ı MATLABu sestavit přesný ma-

tematický model reálného systému vycházaj́ıćı z jeho skutečné fyzikálńı podstaty. Velká

pozornost byla věnována také samotné identifikaci systému, kdy bylo vyzkoušeno v́ıce

možných zp̊usob̊u experimentálńı identifikace. Při identifikaci byl kladen d̊uraz předevš́ım

na přesné stanoveńı všech neznámých parametr̊u stavového popisu matematického modelu

servomechanismu ETH. Metoda identifikace ARX modelu potom posloužila jako možná

alternativa k ověřeńı správnosti matematického modelu - poznamenejme, že přenosy (4.4)

a (4.13) jsou takřka identické.

Přitom jsme se po celou dobu zabývali systémem, který neńı nijak složitý co do počtu

řiditelných vstup̊u nebo měřitelných výstup̊u nebo snad nějak př́ılǐs komplikovaný z hle-

diska identifikace nebo nalezeńı matematicko-fyzikálńıho modelu. Dokonce ani nebylo

nutné model systému nějak př́ılǐs zjednodušovat nebo dokonce redukovat jeho řád, jak

o tom také pojednává kniha [2]. Nicméně šlo o takový systém, u kterého i drobné de-

taily jako je pružnost a krut hř́ıdele simulovaná pomoćı pružného spojeńı ve středńı části

modelu mohou hrát svou jistou nikoli však zanedbatelnou roli. Důsledkem toho se i d́ıky

výskytu nepř́ıjemných kmitavých pól̊u v přenosu systému může komlikovat i samotný

návrh ř́ızeńı laboratorńıho modelu.

V kapitolách 5 až 7 potom byl konfrontován př́ıstup klasického návrhu základńıch PID

regulátor̊u s postupem návrhu z pohledu moderńı teorie ř́ızeńı optimálńıch regulátor̊u

typu LQ, LQG a robustńıho ř́ızeńı. Také bylo v této práci ukázáno praktické využit́ı
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Kalmanova filtru k návrhu optimálńıho pozorováńı resp. odhadováńı neznámého stavu

procesu na základě měřeńı vstupńıch a výstupńıch signál̊u systému v př́ıpadě, kdy neńı

tento stav měřitelný.

Ve všech př́ıpadech přitom šlo o návrh regulačńı smyček pro ř́ızeńı úhlové rychlosti ωr

pomoćı vstupńıho napět́ı ul, která by co nejlépe splňovala požadavky na zvolenou kvalitu

regulace. Samostatná kapitola (5.1) byla věnována také ř́ızeńı polohy pravé hř́ıdele ϕr

pomoćı napět́ı ul.

Výsledky všech navržených regulátor̊u pro ř́ızeńı otáček ωr (t) pravé hř́ıdele servome-

chanismu ETH pro zvolený schodovitý referenčńı signál w (t) shrnuj́ı obr. 8.1 a 8.2.

Označeńı LQG∗ potom nese modifikovaný LQG regulátor s vyřazeným sumátorem

regulačńıch odchylek zp̊usobem popsaným v kapitole 6.1.
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Obrázek 8.1: Srovnáńı všech typ̊u navržených regulátor̊u pro ř́ızeńı úhlové rychlosti ωr (t)

pravé hř́ıdele servomechanismu ETH - akčńı zásah
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Obrázek 8.2: Srovnáńı všech typ̊u navržených regulátor̊u pro ř́ızeńı úhlové rychlosti ωr (t)

pravé hř́ıdele servomechanismu ETH - regulovaná veličina

Je přinejmenš́ım velice zaj́ımavé, že při použit́ı těchto zcela odlǐsných př́ıstup̊u (kla-

sický × moderńı př́ıstup návrhu) jsme nakonec v jistém smyslu dospěli k téměř totožným

výsledk̊um. Pokud totiž porovnáme např. výsledky regulace dosažené pomoćı navrženého

LQ∗ resp. LQG∗ regulátoru s vyřazeným sumátorem regulačńıch odchylek17 s výsledky

regulace dosažené pomoćı
”
robustńıho“ PI regulátoru splňuj́ıćıho požadavky na zvolenou

robustńı kvalitu regulace, vid́ıme, že jejich algoritmy ř́ızeńı dospěly odlǐsnými cestami

k téměř stejnému zp̊usobu ř́ızeńı laboratorńıho modelu. Je tedy téměř jisté, že s ohledem

na vstupńı omezeńı systému ul již nelze dosáhnout při ř́ızeńı otáček pravé hř́ıdele lepš́ıch

výsledk̊u.

17poznamenejme, že v pr̊uběhu regulované veličiny ωr (t) je viditelná jistá nepatrná trvalá regulačńı
ochylka u této navržené LQG∗ regulace
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Př́ıloha A

Simulinková schémata

Obrázek A.1: Simulinkové schéma matematického modelu servomechanismu ETH
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Obrázek A.2: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı polohy pravé hř́ıdele

servomechanismu ETH pomoćı navrženého PI regulátoru
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Obrázek A.3: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı otáček pravé hř́ıdele

servomechanismu ETH pomoćı navrženého PI regulátoru
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Obrázek A.4: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı otáček pravé hř́ıdele

servomechanismu ETH pomoćı navrženého LQ regulátoru

77



.

Obrázek A.5: Simulinkové schéma regulačńı smyčky pro ř́ızeńı otáček pravé hř́ıdele

servomechanismu ETH pomoćı navrženého LQ regulátoru s Kalmanovým filtrem - LQG
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Př́ıloha B

Obsah přiloženého CD

Součast́ı této diplomové práce je přiložené CD obsahuj́ıćı předevš́ım tento text, fotografie

a kratké demonstračńı video zachycuj́ıćı d̊uležité části laboratorńıho modelu ETH a dále

originálńı zdrojové a Simulinkové soubory navržených regulačńıch smyček pro ř́ızeńı labo-

ratorńıho modelu se spojenými motory ETH v prostřed́ı MATLAB a Simulink v laboratoři

K 26.

• Soubor DP 2010 Serva ETH.pdf - vlastńı text této diplomové práce ve formátu

.pdf

• Adresář MATLAB & Simulink files - zdrojové soubory a Simulinková schémata

navržených regulačńıch smyček

• Adresář ETH fotos & videos - fotografie významných komponent servomecha-

nismu ETH + krátké demonstračńı video
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