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Abstrakt

Tato práce se zabývá problémem optimálńıho výpočtu digitálńıho audio zesilovače.

Nejprve je zde rozebrán výpočet frekvenčńıho spektra lǐse prodlouženého signálu spektra

obecného signálu, poté je zde ukázán zp̊usob jak určit sṕınaćı časy PWM signálu z tohoto

spektra. Dále je rozebrán problém výpočtu pro př́ılǐs dlouhý signál, rozděleńı na kratš́ı

části a napojováńı d́ılč́ıch PWM signál̊u. Nakonec je tento postup implementován do

funkćı v systému Mathematica a vyzkoušen na krátké zvukové nahrávce.
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Abstract

This work deals with the problem of calculating the digital audio amplifiers. First,

there is discussed the calculation of frequency spectrum odd extended signal range of

general signal, then there is shown a way to determine the switching times of the PWM

signal from the spectrum. Furthermore, it dismantled the problem of calculating for too

long signal, divided into shorter parts and connecting sub PWM signals. Finally, this

procedure is implemented to function in the Mathematica system and tested for a short

audio recording.
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4.9 Spektrum výsledného PWM signálu, kde A = 50 . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.11 Detail překrýváńı d́ılč́ıch PWM signál̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Kapitola 1

Úvod

Úkolem této bakalářské práce je otestovat nový algoritmus výpočtu digitálńıho audio

zesilovače. Nejprve zde stručně rozeberu princip, výhody a nevýhody digitálńıch audio

ześılovač̊u označovaných jako class-D zesilovače, dále se budu zabývat matematickým

rozborem frekvenčńıho spektra dikrétńıho signálu. Dale představ́ım funkce pro výpočet

PWM signálu jehož spektrum se shodovalo se zadaným spektrem audio signalem a nav́ıc

mělo daľśıch n harmonických nulových. Poté ukáži zp̊usob jak napojovat d́ılč́ı PWM

signály tak, aby nevznikaly deformace po filtraci a nakonec představ́ım funkci která pro-

vede celý tento postup. V této práci jsem se zaměřil na názornost, je zde množstv́ı graf̊u

a simulaćı, které graficky znázorňuj́ı daný problém.
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Kapitola 2

Digitálńı audio zesilovače

Digitálńı audio zesilovače pracuj́ıćı ve tř́ıdě D (D-class zesilovače) se dnes využ́ıvaj́ı

hlavně d́ıky své vysoké účinnosti, která je teoreticky 100%. Jejich základem je převod

audio signálu na pulzně š́ı̌rkově modulovaný (PWM) signál (Pulse Width Modulation),

který má stejnou středńı hodnotu jako p̊uvodńı signál. Tento signál má konstantńı pe-

riodu, která bývá řádově vyšš́ı než nejvyšš́ı harmonická frekvence v p̊uvodńım signálu a

proměnnou stř́ıdu. V dnešńı době se standardně použ́ıvá převod na tento PWM signál

pomoćı PWM modulátoru, který se dá realizovat pomoćı generátoru trojúhelńıhového

signálu a komparátoru, který porovnává trojúhelńıkový signál s modulovaným signálem.

Za komparátorem se ještě použ́ıvá tvarovač pro lepš́ı kolmost hran. Blokové schéma tohoto

komparátoru je na obr. obr. 2.1. V́ıce viz. [6].

Obrázek 2.1: Základńı schéma PWM modulátoru

Ukázka PWM signálu je na obr. 2.2.
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Obrázek 2.2: Princip PWM modulátoru

Takový to modulátor je možné realizovat bud’ analogově, nebo digitálně. V př́ıpadě

analogového řešeńı je třeba použ́ıt generátor trojúhelńıkového signálu, který by měl mı́t

co nejdokonaleǰśı pr̊uběh, d̊uležitá je zejména linearita. Od kvality tohoto signálu se totiž

odv́ıj́ı kvalita celého PWM signálu. Dále je také d̊uležitá rychlost komparátoru, který

vlastně detekuje časy změny amplitudy PWM signálu. V př́ıpadě digitálńıho řešeńı tyto

problémy odpadaj́ı. Celý postup je možné realitzovat pomoćı digitálńıch signálových pro-

cesor̊u (DSP). Perioda PWM signálu muśı být dostatečně vysoká. V praxi se použ́ıvaj́ı

frekvence od stovek kHz do jednotek, i deśıtek MHz.

Jak už bylo řečeno, PWM signál má stejnou středńı hodnotu jako p̊uvodńı modulovaný

signál. Abychom źıskali tuto středńı hodnotu signálu, je nutné výstup z PWM modulátoru

připojit na filtr typu dolńı propust. To je z toho d̊uvodu, že PWM je obdélńıkový signál,

který má teoreticky nekonečné spektrum. Tyto vyšš́ı harmonické frekvence je proto nutné

odfiltrovat.



Kapitola 3

Frekvenčńı spektrum signálu

3.1 Frekvenčńı spektrum lichého reálného diskrétńıho

signálu

Zde si ukážeme souvislost frekvenčńıho spektra obecného diskrétńıho signálu a frek-

venčńıho spektra téhož signálu, lǐse prodlouženého. Nejdř́ıve si ukážeme jak vypadá

frekvenčńı spektrum reálného diskrétńıho signálu definovaného posloupnost́ı xk. Spek-

trum tohoto signálu Xk vyjadřuje Diskrétńı Fourierova transformace, která je definována

vztahem

Xk =

Nx−1
∑

n=0

xne
−2πikn

Nx ; k = 0, 1, . . . , Nx − 1, (3.1)

kde Nx je počet hodnot signálu xk. S využit́ım vztahu

eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ (3.2)

se tedy spektrum reálného signálu dá vyjádřit jako

Xk =

Nx−1
∑

n=0

xn cos

(

−2πkn

Nx

)

+ i

Nx−1
∑

n=0

xn sin

(

−2πkn

Nx

)

; k = 0, 1, . . . , Nx − 1. (3.3)

Dále si definujeme reálný diskrétńı signál yk, který je lichým prodloužeńım výše uve-

deného signálu xk. Pro tento lichý signál plat́ı rovnice

y(k) = −y(Ny − k), (3.4)

kde Ny je počet hodnot signálu yk. Spektrum Yk signálu yk je tedy

Yk =

Ny−1
∑

n=0

yne
−2πikn

Ny ; k = 0, 1, . . . , Ny − 1. (3.5)
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Tuto sumu můžeme rozdělit na součet dvou sum

Yk =

(Ny−1)/2
∑

n=0

yne
−2πikn

Ny +

Ny−1
∑

n=(Ny+1)/2

yne
−2πikn

Ny ; k = 0, 1, . . . , Ny − 1, (3.6)

kde prvńı suma vyjadřuje prvńı polovinu signálu yk a druhá suma vyjadřuje jeho liché

prodloužeńı. Tuto rovnici můžeme s pomoćı vztahu (3.2) ještě rozepsat na následuj́ıćı

vztah

Yk =

Ny−1

2
∑

n=0

yn cos

(

−2πkn

Ny

)

+ i

Ny−1

2
∑

n=0

yn sin

(

−2πkn

Ny

)

+

+

Ny−1
∑

n=
Ny+1

2

yn cos

(

−2πkn

Ny

)

+ i

Ny−1
∑

n=
Ny+1

2

yn sin

(

−2πkn

Ny

)

. (3.7)

Dále plat́ı následuj́ıćı rovnosti

cos(kπ + ϕ) = cos(kπ − ϕ); k ∈ Z, (3.8)

sin(kπ + ϕ) = − sin(kπ − ϕ); k ∈ Z. (3.9)

Z nich plynou rovnice

cos(kπ(1 + q)) = cos(kπ(1 − q)); k ∈ Z, q ∈ R, (3.10)

sin(kπ(1 + q)) = − sin(kπ(1 − q)); k ∈ Z, q ∈ R, (3.11)

které vyjadřuj́ı symetričnost funkćı sinus a cośınus okolo bod̊u kπ. Dı́ky této skutečnosti

a platnosti vztahu (3.4) můžeme spektrum diskrétńıho lichého signálu vyjádřit jako

Yk =

Ny−1

2
∑

n=0

yn cos

(

−2πkn

Ny

)

+ i

Ny−1

2
∑

n=0

yn sin

(

−2πkn

Ny

)

−

−

Ny−1

2
∑

n=0

yn cos

(

−2πkn

Ny

)

+ i

Ny−1

2
∑

n=0

yn sin

(

−2πkn

Ny

)

. (3.12)

Zde je vidět že reálné části se odečtou a imaginárńı části se projev́ı 2 krát. Výsledná

rovnice pro Fourierovo spektrum lichého signálu je tedy

Yk = 2i





(Ny−1)/2
∑

n=0

yn sin

(

−2πkn

Ny

)



 ; k = 0, 1, . . . , Ny − 1. (3.13)
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Nyńı si všimneme že plat́ı

Ny = 2.Nx − 1. (3.14)

Z této rovnosti dosad́ıme Ny do horńı meze sumy. Také si připomeneme, že prvńı polovina

signálu yk se shoduje se signálem xk. Vztah (3.13) tedy můžeme přepsat do podoby

Yk = 2i





Nx−1)
∑

n=0

xn sin

(

−2πkn

Ny

)



 ; k = 0, 1, . . . , Nx − 1. (3.15)

Pomoćı této rovnice se dá źıskat prvńı polovina frekvenčńıho spektra lǐse prodlouženého

signálu. Toto spektrum je reálné. Nyńı si všimneme že tato rovnice se podobá imaginárńı

části pravé části rovnice (3.3). Rozd́ıl je jen ve jmenovateli argumentu funkce sinus. Nyńı

si zavedeme upravenou diskrétńı Fourierovu transformaci s koeficientem b v exponenciale:

Xk =
Nx−1
∑

n=0

xne
−2πbkn

Nx ; k = 0, 1, . . . , Nx − 1, (3.16)

Rovnice (3.15) potom bude mı́t tvar

Yk = 2i





Nx−1)
∑

n=0

xn sin

(

−2πbkn

Ny

)



 ; k = 0, 1, . . . , Nx − 1. (3.17)

Když polož́ıme

b =
Ny

Nx
(3.18)

a dosad́ıme ho do rovnice (3.17), výsledek bude

Yk = 2i





Nx−1)
∑

n=0

xn sin

(

−2πkn

Nx

)



 ; k = 0, 1, . . . , Nx − 1. (3.19)

Nyńı je vidět že výraz v závorce se shoduje s imaginárńı část́ı pravé části rovnice (3.3). Z

toho plyne, že prvńı polovina frekvenčńıho spektra lǐse prodlouženého signálu yk je rovna

dvojnásobku imaginárńı části spektra p̊uvodńıho signálu xk, při použit́ı koeficientu b z

rovnice (3.17). Vzhledem k tomu, že spektrum lichého reálného signálu je imaginárńı a

také liché, dá se z frekvenčńıho spektra reálného diskrétńıho signálu jednoduše źıskat spek-

trum př́ıslušného lǐse prodlouženého signálu. Prvńı polovina fekvenčńıho spektra lichého

signálu yk se tedy dá vypoč́ıtat z frekvenčńıho spektra signálu xk pomoćı rovnice

Y = 2 Im(Xb), (3.20)

kde Y je spektrum signálu yk a Xb je spektrum signálu xk vypočteného z upavené rovnice

pro Fourierovu transformaci (3.16) s dosazeńım koeficientu b z rovnice (3.18).
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3.2 Výpočet frekvenčńıho spektra v systému Mathe-

matica

Systém Mathematica [7] umožňuje vypoč́ıtat frekvenčńı spektrum diskrétńıho signálu

pomoćı funkce

fs = Fourier[s, FourierParameters -> (a, b)];,

kde s je posloupnost reálných hodnot a fs je př́ıslušné frekvenčńı spektrum, které představuje

taktéž posloupnost hodnot, jejichž počet je stejný jako počet hodnot signálu s a je obecně

komplexńı. Volba FourierParameters umožňuje poč́ıtat s koeficientem b v exponenci-

ale tak jako je to uvedeno v rovnici (3.16), koeficient a má význam normalizace. Při

defaultńıch hodnotách je a = 0, b = 1. Pro spektrum diskrétńıho signálu vypoč́ıtané

pomoćı diskrétńı Fourierovy transformace plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

• spektrum reálného sudého signálu je reálné a sudé,

• spektrum reálného lichého signálu je imaginárńı a liché,

• spektrum reálného signálu, který neńı sudý ani lichý je komplexńı.

Daľśı vlastnosti a symetrie signál̊u a jejich frekvenčńıch spekter jsou podrobněji po-

psané např. v [1]. Chceme-li tedy źıskat reálné frekvenčńı spektrum, je nutné mı́t signál

bud’ sudý, nebo lichý, ze kterého bychom vzali imaginárńı část. Vzhledem k tomu, že

funkce popsaná v předešlé části poč́ıtá s reálným spektrem, které má nulovou stej-

nosměrnou složku, bude výhodné pracovat s lichými signály. Pokud tedy máme lichý

signál, frekvenčńı spektrum vypočtené pomoćı funkce Fourier bude ryze imaginárńı. Z

tohoto komplexńıho spektra urč́ıme reálné spektrum jednoduše vynásobeńım konstantou

(−i). Daľśı možnost́ı je využit́ı vztahu (3.20) a vypoč́ıtat reálné frekvenčńı spektrum

z frekvenčńıho spektra obecného signálu. Vzorec pro výpočet tohoto spektra zapsaný v

systému Mathematica vypadá následovně:

b = Length[s]/(Length[s] 2 - 1);

fs = 2 Im[Fourier[s, FourierParameters -> {1, b}]];

Jedná se tedy o prvńı polovinu spektra lichého signálu. Dále si všimneme, že prvńı pr-

vek ve spektru je vždy nulový (stejnosměrná složka lichého signálu je 0). S touto nulou

nebudeme dále poč́ıtat a odstrańıme j́ı př́ıkazem Drop. Pokud bychom chtěli interpolovat
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signál z jeho frekvenčńıho spektra, muśıme toto spektrum ještě vynásobit konstantou 1/n,

kde n je počet prvk̊u spektra lichého signálu. My máme ale vypočtenou pouze jeho prvńı

polovinu. Dı́ky platnosti rovnice (3.11) a d́ıky tomu že druhá polovina spektra lichého

signálu je pouze převrácená prvńı polovina s opačným znaménkem, dá se výše uvedený

kód přepsat do tvaru:

b = Length[s]/(Length[s] 2 - 1);

fs = Drop[(1/(Length[s] 2 - 1))

4 Im[Fourier[s, FourierParameters -> {1, b}]]];

Alternativńı zápis by mohl být např.

b = Length[s]/(Length[s] 2 - 1);

fs = 2 Drop[2 koef

Im[Fourier[worksignal, FourierParameters -> {-1, b}]], 1];

Tato část kódu tedy vypoč́ıtá frekvenčńı spektrum, které je dvojnásobkem fekvenčńıho

spektra lichého signálu s a je normované výše uvedeným koeficientem 1/n. fs také ne-

obsahuje nulu na začátku. Na obr. 3.1 je vidět, že se signál interpolovaný z frekvenčńıho

spektra fs shoduje v okamžićıch vzorkováńı s p̊uvodńım signálem.

5 10 15
t@sD

-4

-2

2

4

A@-D

Obrázek 3.1: Interpolace
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Kapitola 4

Výpočet PWM signálu

Algoritmus výpočtu sṕınaćıch čas̊u PWM signálu z frekvenčńıho spektra je detailně

popsán např. v [3, 4, 5]. Tento algoritmus vypoč́ıtává sṕınaćı časy PWM signálu tak,

aby měl shodné frekvenčńı spektrum s p̊uvodńım signálem a nav́ıc měl daľśı vyšš́ı harmo-

nické frekvence nulové. Tento algoritmus mi byl dodán v sadě funkćı naprogramovaných

v systému Mathematica.

4.1 Krátký signál

Nejprve se budem zabývat signálem, který má takový počet vzork̊u, že z něho jako z celku

dokážeme pomoćı ńıže uvedených funkćı vypoč́ıtat sṕınaćı časy odpov́ıdaj́ıćıho PWM

signálu. To znamená počet vzork̊u menš́ı než přibližne 50.

4.1.1 Výpočet sṕınaćıch čas̊u

Nejd̊uležitěǰśı je funkce, která z reálného frekvenčńıho spektra zadaného jako posloupnost

reálných hodnot a daľśıch parametr̊u vypoč́ıtá sṕınaćı časy PWM signálu. Jej́ı zápis je

alfa = SolveML2AlfaHankel[fs, n, A, T, WorkingPrecision];,

kde užité symboly znamenaj́ı

• alfa - sada čas̊u, ve kterých dojde ke změně amplitudy PWM signálu,

• fs - reálné frekvenčńı spektrum diskrétńıho signálu,

• n - počet harmonických, které maj́ı být nulové, př́ıpadně které maj́ı přesně od-

pov́ıdat spektru fs,

11
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• A - amplituda PWM signálu,

• T - délka lichého signálu,

• WorkingPrecision - je volba, která určuje přesnost výpočtu.

Parametr fs představuje sadu hodnot frekvenčńıho spektra diskrétńıho signálu. Neńı

třeba ho poč́ıtat z lichého signálu, ale stač́ı použ́ıt spektrum vypočtené z rovnice (3.20).

Jeho délka by měla korespondovat s parametrem n, který rovněž odpov́ıdá počtu sṕınaćıch

čas̊u. Hodnota THD popsaná ńıže klesá se zvyšováńım n. Parametr n je použitelný zhruba

do hodnoty 150, kde výpočet trvá již poměrně dlouho a projevuje se numerická nestabilita

výpočtu, kterou lze částečně ovlivnit pomoćı volby WorkingPrecision.

Pomoćı této funkce tedy vypočteme sṕınaćı časy pro PWM signál, jehož frekvenčńı

spektrum se shoduje s p̊uvodńım zadaným spektrem audio signálu. Nav́ıc daľśı hodnoty

tohoto spektra jsou nulové až do hodnoty n. Ostatńı vyšš́ı hodnoty spektra jsou neřiditelné

a maj́ı náhodnou hodnotu.

Důležitá je také volba amplitudy A. Při r̊uzných simulaćıch se ukázalo, že amplitudu

stač́ı volit větš́ı, nebo rovnu 1.25 násobku maximálńı hodnoty v p̊uvodńım signálu. Při

nižš́ıch hodnotách je možné, že funkce nenalezne řešeńı. S velikost́ı A souviśı i hodnota

THD a to tak, že při rostoućı amplitudě roste i THD. Takže nejlepš́ı volba je zvolit A

nejnižš́ı, avšak takové, aby funkce nalezla řešeńı.

Jak vypadá frekvenčńı spektrum signálu vypočteného pomoćı funkce SolveML2AlfaHankel

ukazuje obr. 4.1. Zadané spektrum je fs = {1, 3, -2}, n = 30, A = 5.

V tomto př́ıpadě je hodnota THD = 11.5. Na tomto obrázku je vlevo vidět užitečná

část frevenčńıho spektra, která se shoduje s p̊uvodńım spektrem, uprostřed je nulová část

spektra, která sahá až do počtu n harmonických a napravo je neřiditelná část spektra.

Pokud se tuto část podař́ı dobře odfiltrovat dolnofrekvenčńı propust́ı, výsledkem bude

signál, jehož frekvenčńı spektrum se shoduje se zadaným signálem, který má spektrum

fs.

4.1.2 THD

THD (Total harmonic distortion) je celkové harmonické zkresleńı definované podle vztah̊u

uvedených např. na [3, 4]. Č́ım je THD vyšš́ı, t́ım je zkresleńı větš́ı. V našem př́ıpadě THD

odpov́ıdá přesnosti shody s p̊uvodńım signálem. Výpočet THD umožňuje funkce

THD = ML2OddTHD[alfa, fs, A, T, n, Nn];,
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Obrázek 4.1: Spektrum vypočteného PWM signálu

Parametry maj́ı stejný význam jako u funkce SolveML2AlfaHankel. Na obr. 4.2 je vidět

jak se měńı THD v závislosti na velikosti amplitudy A. Ostatńı parametry byly použity

stejné jako pro obr. 4.1.

Pro hodnoty amplitud, kde je THD zdánlivě rovno nule ve skutečnosti nebylo nalezeno

řešeńı, čili dané hodnoty amplitud jsou nepoužitelné. Z ostatńıch hodnot THD je vidět, že

roste lineárně se zvyšuj́ıćı se amplitudou PWM. Následuj́ıćı obrázek 4.3 ukazuje závislost

THD na zvyšuj́ıćım se n. Zbylé parametry jsou opět stejné jako v předchoźıch př́ıpadech.

Zde je zřetelně vidět, že se snižuj́ıćım se n roste THD exponeniálně. Připomeňme,

že volit n menš́ı než je počet prvk̊u ve spektru nemá smysl, protože se pak část spektra

výsledného signálu nebude shodovat s p̊uvodńım. Hodnotu n je potřeba volit vzhledem

k THD a také je potřeba přihlédnout ke sklonu frekvenčńı charakteristiky frekvenčńıho

filtru.

4.1.3 Filtrace PWM signálu

Pokud už máme PWM signál vypoč́ıtaný pomoćı funkce SolveML2AlfaHankel, je potřeba

ho odfiltrovat filtrem typu dolńı propust, aby se potlačila neřiditelná část spektra. Č́ım

bude větš́ı odstup užitečného spektra od neřiditelné části, t́ım lépe frekvenčńı filtr na

výstupu tuto nekontrolovanou část odstrańı. Na obr. 4.4 jsou vidět frekvenčńı charakte-
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Obrázek 4.2: Závislost THD na amplitudě PWM
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Obrázek 4.3: Závislost THD na n
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Obrázek 4.4: Frekvenčńı charakteristiky Butterworthova filtru r̊uzných

řád̊u

ristiky Butterwothova filtru r̊uzných řád̊u.

Z tohoto obrázku je např́ıklad vidět, že při použit́ı Butterworthova filtru řádu 4

dosáhneme útlumu nekontrolované části spektra o 80dB při použit́ı hodnoty n 10x větš́ı

než je počet prvk̊u ve spektru fs. Důkežitá je také volba zlomové frekvence tohoto fil-

tru. Zlomová frekvence by teoreticky měla být stejná jako frekvence nejvyšš́ı složky v

užitečné části frekvenčńıho spektra. Kv̊uli zaobleńı charakteristiky okolo frekvence zlomu

by ovšem měla být vyšš́ı a to v závislosti na řádu filtru. Vzorkovaćı frekvence je

fvz =
1

Tvz
, (4.1)

kde Tvz je perioda mezi vzorky signálu. Jednotlivé hodnoty spektra jsou od sebe vzdáleny

o tzv. frekvenčńı bin, jehož hodnota je 1/(Tvz.ns), kde nfs je počet hodnot frekvenčńıho

spektra signálu s. Počet hodnot signálu s je taktéž roven nfs. Nejvyšš́ı harmonická frek-

vence v signálu s je frekvence posledńı hodnoty frekvenčńıho spektra tohoto signálu.

Podle vzorkovaćı věty muśı být vzorkovaćı frekvence nejméně 2x větš́ı než maximálńı

frekvence. Z toho plyne že maximálńı frekvence v signálu s je

fmax =
1

2
fvz =

1

2Tvz
. (4.2)
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Obrázek 4.5: Filtrovaný PWM signál

Zlomovou frekvenci filtru fc je vhodné volit za fmax, např.

fc = 1.2fmax =
1.2

2
fvz =

1.2

2Tvz

. (4.3)

U digitálńı filtrace je nutné vstupńı signál nejdř́ıve navzorkovat. To s sebou přináš́ı

problém, nebot’ vzorkováńı PWM signálu muśı být velmi jemné, aby vzorky co nejpřesněji

odpov́ıdaly PWM signálu. Vzorkovaćı frekvenci je tedy nutné volit poměrně vysokou,

např. jako tiśıcinásobek fvz . Pro všechny následuj́ıćı filtrace bude použit filtr typu But-

terworth 4. řádu se zlomovou frekvenćı podle (4.3). Frekvence vzorkováńı PWM signálu

bude volena jako 3000 násobek fvz . Při reálné aplikaci výpočtu PWM a následné repro-

dukce odpadne potřeba digitálńı filtrace tohoto PWM signálu. Dolnofrekvenčńı filtr bude

realizován jako analogový hardwarový prvek, který bude provádět filtraci v reálném čase.

Dı́ky omezenému frekvenčńımu rozsahu reproduktor̊u je nav́ıc možné je př́ımo využit jako

dolnofrekvenčńı filtr.

4.1.4 Simulace

Celý postup výpočtu sṕınaćıch čas̊u PWM signálu tedy spoč́ıvá ve výpočtu frekvenčńıho

spektra zadaného signálu, následný výpočet sṕınaćıch čas̊u a filtrace. Výsledek tohoto

postupu je znázorněn na obrázku obr. 4.5.
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Vzorky p̊uvodńıho signálu s = {0, 3, 2, -3, -1, 2, 2, 1, -1, -2}; jsou znázorněny

červenými body, interpolovaný signál je znázorněn modře, vypočtený PWM signál je ze-

lený a výsledný signál po filtraci je červený. Počet vzork̊u je 10, hodnota n zde byla

použita 40 (4 krát větš́ı než počet vzork̊u), amplituda A PWM signálu je 4, perioda mezi

vzorky je 1s. Je zde také patrné zpožděńı signálu, které zp̊usobuje dolnofrekvenčńı filtr,

který je typu Butterworth. Na následuj́ıćım obrázku si ukážeme, jak vypadá výsledný

signál při volbě r̊uzného počtu sepnut́ı PWM signálu n.
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Obrázek 4.6: Vliv změny hodnoty n na výsledný signál

Modře je znázorněn p̊uvodńı signál, zeleně signál, kde bylo n = 20 a červeně je signál,

kde n bylo 100. Počet vzork̊u je 10, čili počet hodnot užitečného spektra je taktéž 10.

Jako výhodná volba hodnoty n se ukazuje právě 10ti násobek velikosti užitečného spektra

při filtraci filtrem typu Butterworth řádu 4. Při nižš́ıch hodnotách n je nekontrolovaná

část spektra nedostatečně utlumena a docháźı k deformaci signálu. Hodnota n nemůže

být libovolně velká. Optimálńı je do hodnoty 150. Při vyšš́ıch hodnotách trvá výpočet

př́ılǐs dlouho, dokonce řešeńı nemuśı být nalezeno v̊ubec. Dále si ukážeme jak se měńı

výsledný signál při r̊uzné velikosti amplitudy PWM signálu. Na obr. 4.7 je zobrazen

výsledný pr̊uběh pro tři r̊uzné A při n = 100.
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Obrázek 4.7: Vliv změny amplitudy PWM signálu

Modře je znázorněn p̊uvodńı signál, zeleně signál s A = 1000, fialově signál s A =

100, červeně signál s A = 10. Maximálńı amplituda v puvodńım signálu je 3. Největš́ı

zkresleńı je při zvětšuj́ıćı se amplitudě na začátku signálu. Dále se objevuje zvlněńı signálu

s velkou amplitudou A. To je zp̊usobeno velmi vysokou hodnotou spektra v neřiditelné

části. Hodnota spektrálńı čáry, která je na pozici n+1 je totiž při velké amplitudě velmi

vysoká. Souviśı s t́ım taktéž hodnota THD. Dále zobrazeno spektrum PWM signálu

vypočtené z výše uvedeného signálu s. Na obr. 4.8 je frekvenčńı spektrum pro amplitudu

A = 5 (THD = 6), na obr. 4.9 pro ampilitudu A = 50 (THD = 74).
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Obrázek 4.8: Spektrum výsledného PWM signálu, kde A = 5
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Obrázek 4.9: Spektrum výsledného PWM signálu, kde A = 50

Při možnosti volby budeme volit A co nejmenš́ı. Problémy s př́ılǐs velkou A nasta-

nou např. u zvukového signálu, kde rozlǐseńı vzork̊u je obvykle 16bit. To znamená, že

maximálńı amplituda tohoto zvukového signálu se pohybuje v rozmeźı ±32768.
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Obrázek 4.10: Rozdělováńı dlouhého signálu

4.2 Dlouhý signál

Vzhledem k omezeńım která jsou popsaná výše rozumı́me dlouhým signálem takový

signál, ze kterého nedokážeme pomoćı výše uvedených funkćı vypoč́ıtat PWM signál,

nebo by byl výsledný signál po filtraci př́ılǐs zkreslený.

4.2.1 Rozděleńı dlouhého signálu na krátké části

Dosud jsme si popsali postup jak vypoč́ıtat optimálńı PWM signál do maximálńıho počtu

vzork̊u přibližně 50. Už i v takovém př́ıpadě by při n = 150 docházelo k nedostatečnému

utlumeńı necontrolované části spektra. V praxi se ovšem vyskytuj́ı signály s ještě mnohem

větš́ım počtem vzork̊u. Typicky na hudebńım CD je vzorkovaćı frekvence 44100kHz. To

znamená že na 1 sekundu záznamu je 44100 vzork̊u. Pokud bychom chtěli vypoč́ıtat

výše uvedenými postupy PWM signál, je třeba dlouhý signál rozdělit na krátké části,

ze kterých už vypoč́ıtat PWM umı́me. Samotné rozděleńı by ještě tak náročné nebylo,

problém nastane při spojováńı d́ılč́ıch PWM část́ı. Prosté umı́stěńı PWM signál̊u za sebe

neńı možné, protože výše uvedený postup uvažuje vždy s nulovým prvńım vzorkem. To

je zp̊usobeno t́ım, že se uvažuje lǐse prodloužený signál, pro který plat́ı rovnice (3.14).

Pro napojováńı budem muset uvažovat s jistým přesahem napojovaných signál̊u. Dlouhý

signál rozděĺıme na bloky s počtem prvk̊u l a s přesahem p prvk̊u na každou stranu.

Celková délka bloku tedy bude l + 2p. Naznačeno je to na následuj́ıćım obrázku.
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Obrázek 4.11: Detail překrýváńı d́ılč́ıch PWM signál̊u

Zde je l = 10, p = 3. Jak vypadá odpov́ıdaj́ıćı překrýváńı d́ılč́ıch PWM signál̊u ukazuje

obr. 4.11.

Na obrázku maj́ı oba signály r̊uznou amplitudu. To je kv̊uli přehlednosti, ve skutečnosti

ji maj́ı oba signály stejnou.

4.2.2 Napojeńı d́ılč́ıch PWM

Prvńı možnost́ı je napojit PWM uprostřed části, kde se překrývaj́ı. Toto je jednoduché,

avšak může doj́ıt ke špatnému napojeńı. PWM signál totiž vypočteme jako množinu čas̊u,

ve kterých dojde k převráceńı amplitidy bud’ z A na -A, nebo obráceně. Na obrázku výše

by mohl nastat př́ıpad, kdy bychom vzali PWM (sṕınaćı časy) do t = 11s z modré části,

a od t = 11s z fialové části. Ve fialovém signálu má v prvńım sṕınaćım čase po t = 11s

doj́ıt ke změně amplitudy z A na -A, avšak d́ıky tomu, že ve fialové části se v posledńım

čase před t = 11s měńı amplituda také z A na -A, v následuj́ıćım sṕınaćım čase by

došlo k převráceńı amplitudy. Tohoto př́ıpadu je tedy nutné se vyvarovat. Pravděpodobně

nejvýhodněǰśı mı́sto napojeńı bude tam, kde se sṕınaćı časy obou překrývaných signál̊u

shoduj́ı, nebo alespoň jsou si velmi podobné a nedocháźı k výše popsanému problému.

Na obr. 4.11 se shoduj́ı v čase t=̇9.7s. Algoritmus, který jsem navrhl, najde v obou

překrývaných PWM signálech sṕınaćı časy, které jsou si nejbĺıže a zároveň tam nenastává

problém s převráceńım amplitudy (u obou signál̊u muśı v tom čase doj́ıt ke stejné změně
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Obrázek 4.12: Napojeńı PWM

amplitudy, bud’ z A na -A nebo obráceně). V mı́stě napojeńı se použije sṕınaćı čas z

druhého (napojovaného signálu). Daľśı možnost́ı by bylo např. použ́ıt pr̊uměr z obou

čas̊u. Zp̊usob napojováńı je naznačen na obr. 4.12.

Signály, které se maj́ı spojit maj́ı modrou a červenou barvu, výsledný signál má

béžovou barvu. Amplitudy jsou opět rozd́ılné jen kv̊uli přehlednosti obrázku, ve skutečnosti

jsou stejné. Je zde vidět, že béžový signál se shoduje s modrým do času t=̇9.7s a od to-

hoto času se shoduje s červeným signálem. Ukázka, jak vypadá napojený PWM signál po

filtraci, je na obr. 4.13.

Na tomto obrázku byla použita délka bloku l = 10, přesah p = 3, amplituda PWM

byla A = 6, počet sṕınaćıch čas̊u n = 100. Časy napojeńı jsou zde naznačeny zelenými

punt́ıky. Je vidět, že v okoĺı čas̊u napojeńı nedošlo k nijak výrazným deformaćım, mı́rná

deformace výstupńıho signálu je jen okolo napojeńı v čase t=̇21s. Pro lepš́ı napojováńı je

také výhodné každý druhý blok poč́ıtat pro trochu jiné n. Např. každý lichý blok poč́ıtat

s n, každý sudý blok poč́ıtat s n + q, kde q je č́ıslo oproti n malé (maximálně do 10% n).

Pro výše uvedený obrázek bylo q = 1.

4.2.3 Implementace v systému Mathematica

Výše uvedený algoritmus jsem implementoval do funkce
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Obrázek 4.13: Filtrace napojovaného PWM signálu

{alfa, ds, casy} = OptimalPWMsignal[s, dT, l, p, n, A, wp, q];,

kde s je posloupnost hodnot reprezentuj́ıćı daný dlouhý signál, wp je WorkingPrecision

(přesnost výpočt̊u z funkce SolveML2AlfaHankel), ostatńı parametry maj́ı stejný význam

jako je výše uvedeno. Funkce vraćı 3 proměnné:

• alfa - sada čas̊u, ve kterých dojde ke změně amplitudy signálu,

• ds - sada rozd́ıl̊u čas̊u při napojováńı,

• casy - sada čas̊u, v kterých došlo k napojeńı.

Nejd̊uležitěǰśı je alfa, která udává jak bude vypadat výsledný PWM signál, ostatńı 2

výsledky jsou jen pro kontrolu nebo pro laděńı. Hodnoty v ds by měly být co nejmenš́ı.

Zdrojový kód v jazyce Mathematica všech funkćı výše uvedených je v př́ıloze na CD.
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Kapitola 5

Zvukový signál

Typický zvukový formát např. na hudebńım CD-ROM je 16bit PCM (Pulse Code Modu-

lation) se vzorkovaćı frekvenćı 44100Hz. Za jednu vteřinu se tedy vystř́ıdá 44100 vzork̊u,

z nichž každý může nabývat hodnoty od 0 do 216 = 64536, resp od -32768 do 32767. Dále

jsou běžné vzorkovaćı frekvence 22050Hz, 16000Hz nebo 8000Hz. Stejně tak rozlǐseńı

vzork̊u může být 8bit nebo třeba i 24bit nebo 32bit.

5.1 Zvuk

Při výpočtu PWM pomoćı metod výše uvedených je nutné poč́ıtat s velmi dlouhým

trváńım výpočtu. Dále také nastává problém, kdy část zvukového signálu dosahuje vy-

sokých hodnot např. okolo ±30000 a část zvukového signálu má malou amplitudu např.

do 1000. Amplitudu výsledného PWM signálu je nutné volit asi o 25% vyšš́ı než je ma-

ximálńı amplituda v celém signálu. T́ım vznikaj́ı problémy popsané v části Simulace 4.1.4.

Zároveň se zvyšuj́ı nároky na kvalitu napojeńı, protože při velké amplitudě PWM se ve

výledném signálu projev́ı deformace i při poměrně dobré shodě sṕınaćıch čas̊u napojo-

vaných PWM signál̊u.

Pro účel testováńı jsem nahrál krátkou zvukouvou nahrávku, jej́ıž vzorkovaćı frekvence

je 8000Hz, formát vzork̊u je 16bit, záznam je dlouhý 1s. Na tuto nahrávku jsem nahrál

slova ”Dobrý den”. Na následuj́ıćım obrázku je ukázáno, jaký vliv má velká amplituda

PWM na část signálu s malou amplitudou.

Zde je krátký výřez ze začátku nahrávky ”Dobrý den”, ve kterém je maximálńı ampli-

tuda rovna hodnotě 3440. V celé nahrávce je ovšem maximálńı amplituda 32768. Modrou

barvou je p̊uvodńı signál, zelenou barvou je signál źıskaný z PWM o amplitudě A =

1.25*32768 = 40960, červenou barvou je pro porovnáńı signál źıskaný z PWM o am-

25
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Obrázek 5.1: Zvukový signál s r̊uznou amplitudou PWM

Obrázek 5.2: Originál zvukové nahrávky

plitudě A = 1.25*3440 = 4300, který v tomto krátkém úseku lépe vyhovuje. Ostatńı

parametry jsou délka bloku l = 7, přesah p = 3, počet sepnut́ı na blok n = 120, q = 6.

Originálńı zvuková nahrávka ve formátu WAV (dobryden original.wav) je v př́ıloze na

CD, zvuk źıskaný z filtrace PWM signálu vypočteného s parametry uvedenými v tomto

odstavci je také na CD ve formátu WAV (dobryden filteredPWM.wav). Při poslechu

obou nahrávek zjist́ıme, že výsledná nahravka z PWM signálu se shoduje s originálem,

obsahuje jen jakési slabé rušeńı. To je zřejmě zp̊usobeno jemnými deformacemi v mı́stech

napojeńı nebo také deformaćı vzniklou na malém signálu při velké amplitudě PWM.

Je zde také možnost využ́ıt př́ımo reproduktory spolu se zesilovačem jako filtr typu

dolńı propust. Jak zesilovač tak reproduktor má určitou omezenou š́ı̌rku pásma, která
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Obrázek 5.3: Filtrovaný PWM

bývá přizp̊usobena možnostem lidského ucha. Většina reprosoustav tedy dokáže repro-

dukovat zvuky s frekvenćı 20Hz - 20000kHz. Právě horńı mez tohoto frekvenčńıho rozsahu

je možné využ́ıt pro filtraci PWM. Při převodu PWM signálu do zvukového souboru je

nutné ho nejdř́ıve navzorkovat. Jak už bylo řečeno v části Filtrace PWM, je nutné volit

velmi vysokou vzorkovaćı frekvenci. Při volbě fvzPWM = 1000fvz, kde fvzPWM je frekvence

vzorkováńı PWM signálu a fvz je frekvence vzorkováńı p̊uvodńıho zvukového signálu, je

ještě deformace vzniklá vzorkováńım zanedbatelná. U zvukové nahrávky ”Dobrý den”

se tedy dostaneme na frekvenci vzorkováńı 8MHz. Problémem je, že takovou frekvenci

nedokáže zahrát žádná zvuková karta. Použil jsem tedy fvzPWM = 192000Hz, což je sice

méně obvyklá vzorkovaćı frekvence, nicméně použ́ıvá se např. u zvukových DVD a nověǰśı

zvukové karty zvuk s touto frekvenćı dokáž́ı přehrát.

Původńı nahrávka ”Dobrý den” má vzorkovaćı frekvenci 8000Hz, čili podle vzorkovaćı

věty je maximálńı frekvence obsažená v této nahrávce 4000Hz. Všechny vyšš́ı frekvence

než 4000Hz je tedy potřeba z PWM odfiltrovat. Jak už bylo řečeno, většina reprosoustav

má maximálńı frekvenci nastavenou na hodnotu okolo 20000Hz. Filtrace je tedy nedo-

statečná a zvuk je zkreslený. Zvukový soubor WAV, na kterém je př́ımo PWM signál je

také součást př́ılohy (dobryden pwm.wav).

Pokud bychom použili v p̊uvodńı nahrávce frekvenci vzorkováńı běžných 44100Hz a n

bychom volili opět jako 10ti násobek velikosti užitečného spektra, tak by při přehráváńı

PWM signálu došlo k utlumeńı vyšš́ıch harmonických frekvenćı a zvuk by byl téměř stejný

jako p̊uvodńı nahrávka.
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5.2 Doba výpočtu

Je třeba ukázat, jak je tento postup výpočtu PWM náročný na výpočetńı výkon poč́ıtače.

Všechny výpočty jsem prováděl na notebooku značky Acer s procesorem Intel Core2Duo

T7300 (2GHz, 800MHz FSB, 4MB L2 cache), 3GB DDR2 RAM. Výpočet sṕınaćıch čas̊u

PWM z nahrávky ”Dobrý den”, která je dlouhá 1s, trval přibližně 25 minut. Pokud

bychom pro filtraci PWM použili filtr s větš́ım sklonem frekvenčńı charakteristiky, bylo

by možné volit nižš́ı počet sepnut́ı n. T́ım by se výpočet výrazně zrychlil.
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Závěr

V této práci jsem se zabýval problémem výpočtu sṕınaćıch čas̊u PWM signálu tak aby

tento signál měl shodné frekvenčńı spektrum s p̊uvodńım audio signálem a nav́ıc naľśıch

n harmonických nulových. Toho bylo dosaženo pomoćı algoritmu, který je popsaný např.

v [3]. PWM signál se zde poč́ıtá z frekvenčńıho spektra, proto je zde také rozepsáno, jak

je možné vypoč́ıtat spektrum lichého signálu, pro který je algoritmus navržen. Je zde také

probrán problém filtrace PWM signálu filtrem typu dolńı propust. Dále je zde rozebráno

jak pracovat se signály, které maj́ı velké množstv́ı vzork̊u a výše uvedený algoritmus takto

dlouhé signály nedovede zpracovat. Tento problém byl vyřešen pomoćı rozděleńı signálu

na krátké části, které už zpracovat umı́me. Důležitá část je napojováńı d́ılč́ıch PWM

signál̊u tak, aby v mı́stech napojeńı nedocházelo k deformaćım ve výsledném signálu po

filtraci. Celý postup byl implementován v systému Mathematica do funkce, která provede

celý výpočet a vrát́ı časy sepnut́ı odpov́ıdaj́ıćıho PWM signálu. Nakonec jsem ověřil

funkčnost tohoto postupu na krátké zvukové nahrávce a je zde také naznačena náročnost

na výpočetńı výkon poč́ıtače.

Tato práce pojednává o tom, jak daný problém řešit, ale také dává podněty k daľśımu

zkoumáńı v této oblasti. Výsledný zvukový signál źıskaný postupem uvedeným v této

práci je téměř stejný jako výchoźı zvuk. Slyšet je pouze slabé rušeńı. Výhodou přepočtu

klasického signálu na PWM je fakt, že koncový stupeň digitálńıho PWM zesilovače může

být realizován pouze dvojićı výkonových MOS-FET tranzistor̊u. Odpadá tedy potřeba

použit́ı složitých D/A převodńık̊u, které jsou často nejslabš́ım článkem v reprodukci zvuku

v digitálńım formátu.
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Př́ıloha A

CD-ROM

Obsah přiloženého CD:

Mathematica - v tomto adresáři jsou uloženy zdrojové kódy použitých funkćı napsaných

v systému Mathematica,

Wav - v tomto adresáři jsou zvukové soubory ve formátu WAV,

Tex - v tomto adresáři se nacházej́ı zrojové kódy k tomuto dokumentu napsané v systému

LATEX.
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