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studiu.

iii



iv



Abstrakt

Diplomová práce se zabývá ř́ızeńım lineárńıho matematického modelu čtyřválcové
vodárny, který představuje systém se dvěma vstupy a dvěma výstupy (MIMO). Do mod-
elu je zavedena neurčitost (perturbace), která odráž́ı chováńı reálného systému. Ćılem
práce je navrhnout regulátory klasickými a pokročilými metodami a porovnat jejich vlast-
nosti. Je představeno H∞-̌ŕızeńı jako nástroj pro analýzu robustnosti a kvality ř́ızeńı a
také pro robustńı (odolný v̊uči neurčitostem) návrh regulátor̊u. Tyto robustńı metody
(smı́̌sená citlivost, H∞ loop-shaping, D-K iterace), které v návrhu uvažuj́ı perturbo-
vaný model, jsou porovnány s klasickými metodami - decentralizovaný PI regulátor a
LQ regulátor, které uvažuj́ı v návrhu nominálńı model (bez neurčitosti). Pro porovnáńı
se použije kromě časových pr̊uběh̊u i µ-analýza, která ověřuje vliv neurčitosti na stabilitu
a kvalitu ř́ızeńı regulačńıho obvodu. Na konci práce jsou zhodnoceny výsledky a je určeno,
který regulátor vykazoval nejlepš́ı vlastnosti.

Kĺıčová slova

čtyřválcová vodárna, robustnost, neurčitost, perturbovaný model, kvalita ř́ızeńı, H∞-
problém.
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Abstract

Diploma thesis deals with control of linear mathematical model of quadruple-tank
process, which represents a system with two inputs and two outputs (MIMO). The un-
certainty (perturbation), which reflects the behaviour of real system, is inserted into the
model. The goal of this work is to design controllers with classic and advanced methods
and to compare their results. The H∞-control is presented as a tool for robustness and
performance analysis and also for robust (resistant to uncertainty) design of controllers.
These robust methods (mixed sensitivity, H∞ loop-shaping, D-K iteration), which con-
sider perturbed model in design phase, are compared with classic methods - decentralized
PI controller and LQ regulator, which consider nominal model (without uncertainty) in
design phase. Besides time responses, µ-analysis, which verifies influence of uncertainty
on stability and performance of control loop, is used for a comparison. At the end of this
thesis, results are evaluated and it is determined which controller had the best properties.

Keywords

quadruple-tank process, robustness, uncertainty, perturbed model, performance, H∞-
problem.
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3.5 Neurčitost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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3.7.1 Úvodem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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4.1 Požadavky na ř́ızeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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4.2.1 Decentralizovaný PI regulátor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.2.1.1 Minimálně fázový model . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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4.10 Časové odezvy s LQ regulátorem pro minimálně fázový model . . . . . . 30

xi
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4.22 Zobecněný regulačńı obvod pro problém H∞ loop-shaping . . . . . . . . 42
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model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Kapitola 1

Úvod

V praxi často stoj́ıme před problémem, že chováńı źıskaného matematického modelu
systému dostatečně neodpov́ıdá chováńı reálného systému. Aby se tento problém vyřešil,
muśı se do modelu zahrnout neurčitost (perturbace). Ta může mı́t v́ıce zdroj̊u jako jsou
neznámé parametry, zanedbaná dynamika na vysokých frekvenćıch, atd. [1]. Podrobněji
se o neurčitosti zmı́ńıme v podkapitole 3.5.

Klasické metody syntézy regulátor̊u neuvažuj́ı v návrhové fázi př́ıtomnost neurčitost́ı
(návrh je pro nominálńı systém) a výsledky na reálném systému proto mohou být neuspoko-
jivé. Jeden zp̊usob, jak se s t́ımto problémem vyrovnat, je použit́ı stochastického ř́ızeńı.
Neurčitosti jsou v tomto př́ıpadě modelovány jako pravděpodobnostńı distribuce, z nichž
se vypočte akčńı veličina [2]. Jelikož tyto metody poč́ıtaj́ı s nejpravděpodobněǰśım akčńım
zásahem, mohou nastat abnormálńı situace vzdálené od očekáváných, kdy nebudou tak
dobře fungovat. Př́ıklad stochastické metody návrhu je např. LQG (Linear quadratic
gaussian).

Robustńı metody ř́ızeńı se naopak snaž́ı omezit neurčitosti (reprezentované determini-
sticky) na všech frekvenćıch [2]. Pokud je známa hranice neurčitosti na všech frekvenćıch,
regulátor může dosáhnout výsledk̊u, které splńı požadavky na ř́ızeńı ve všech možných
př́ıpadech. Na robustńı metody se proto může nahĺıžet jako na worst-case, narozd́ıl od
stochastických metod, které jsou typical-case. Je zřejmé, že pro záruku, že budou splněny
požadavky ve všech možných př́ıpadech, se muśı často trochu obětovat nominálńı kvalita
ř́ızeńı (doba náběhu, doba ustáleńı, atd.). V daľśım textu jsou podrobněji popsány ro-
bustńı metody ř́ızeńı založené na minimalizaci H∞-normy.

Tato práce navazuje na [3], kde je podrobně uveden model v́ıcerozměrného systému
čtyřválcové vodárny a navrženy regulátory pro nominálńı model klasickými metodami.
Již odvozený linearizovaný matematický model je rozš́ı̌ren o neurčitost. Ćılem práce je
navrhnout regulátory klasickými i pokročilými metodami a porovnat jejich vlastnosti.
Představ́ıme H∞-̌ŕızeńı jako nástroj pro analýzu robustnosti a kvality ř́ızeńı a také pro
návrh robustńıch regulátor̊u. H∞-metody syntézy - smı́̌sená citlivost, H∞ loop-shaping a
D-K iterace porovnáme s klasickými metodami, jako jsou decentralizované PI a LQ ř́ızeńı,
na nominálńım i perturbovaném modelu. Robustnost a kvalita ř́ızeńı jsou ověřeny na
časových pr̊uběźıch a pomoćı µ-analýzy, která kvantifikuje mı́ru dosažené robustńı stabil-
ity a robustńı kvality ř́ızeńı. Nakonec urč́ıme, který regulátor vykazuje nejlepš́ı výsledky.
Všechny simulace a výpočty jsou provedeny v programu MATLAB/Simulink.
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KAPITOLA 1. ÚVOD

1.1 Seznam použitých symbol̊u a zkratek

MIMO systémy s v́ıce vstupy a výstupy

SISO systémy s jedńım vstupem a jedńım výstupem

, definice

G(s) přenosová funkce nominálńıho modelu
(škálovaného)

G(s) ∼=
[
A B
C D

]
stavová reprezentace G(s)

Gp(s) přenosová funkce perturbovaného modelu

∆O normovaná výstupńı multiplikativńı neurčitost

Fl spodńı lft transformace

Fu horńı lft transformace

RGA matice relativńıch ześıleńı

σ maximálńı singulárńı č́ıslo

σ minimálńı singulárńı č́ıslo

µ∆ strukturované singulárńı č́ıslo

||...||H Hankelova norma

B∆ množina všech dovolených perturbaćı

∆ blokově diagonálńı struktura neurčitosti

∆ rozš́ı̌rená normovaná neurčitost

NP nominálńı kvalita ř́ızeńı

NS nominálńı stabilita

RS robustńı stabilita

RP robustńı kvalita ř́ızeńı

G = M̃−1Ñ normalizovaná levá nesoudělná pod́ılová faktor-
izace G

ε bezpečnost stability pro regulačńı obvod s mod-
elem ve tvaru normalizované nesoudělné pod́ılové
faktorizace

Wp tvarovaćı filtr kvality ř́ızeńı (performance filter)

Wu tvarovaćı filtr akčńıho zásahu

ρ spektrálńı poloměr

mG počet nestabilńıch pól̊u modelu

W1 prekompenzátor

2



1.1. SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK

W2 postkompenzátor

Kr regulátor redukovaného řádu useknut́ım balanco-
vané realizace

Kh regulátor redukovaného řádu Hankelovou op-
timálńı redukćı

ω∗B přibližná š́ı̌rka pásma regulace, ve kterém se sle-
duje reference

ω∗RP přibližná š́ı̌rka pásma regulace, ve kterém je
splněna robustńı kvalita ř́ızeńı

3
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Kapitola 2

Čtyřválcová vodárna

Detailńı popis nelineárńıho modelu vodárny a odvozeńı přenosu lineárńıho modelu je
uveden v [3] a [4], proto se zde omeźıme jen na základńı popis. Vodárna má čtyři válce
vysoké 20 cm a jsou propojeny podle Obrázku 2.1. Do válc̊u je čerpána voda pomoćı
dvou čerpadel přes dva poměrové ventily. Napět́ı na čerpadle vi ovlivňuje tok qi podle
rovnice qi = kivi, i = 1, 2, kde ki je konstanta i-tého čerpadla. Jednotlivé toky jsou dále
ovliňovány poměrovými ventily s konstantami γ1, γ2 ∈ (0, 1). Toky jsou též znázorněny
na Obrázku 2.1.

Základńı parametry vodárny jsou v Tabulce 2.1.

A1 = A3 = 28 [cm2] pr̊uřez dna 1. a 3. válce
A2 = A4 = 32 [cm2] pr̊uřez dna 2. a 4. válce
a1 = a3 = 0, 071 [cm2] pr̊uřez odtoku 1. a 3. válce
a2 = a4 = 0, 057 [cm2] pr̊uřez odtoku 2. a 4. válce
hi ∈ 〈0, 20〉 [cm] výška hladiny v i-tém válci
vi ∈ 〈0, 10〉 [V] napět́ı na i-tém čerpadle

Tabulka 2.1: Parametry čtyřválcové vodárny

Po linearizaci soustavy nelineárńıch rovnic dostaneme stavový popis:

ẋ = Ax+Bu, (2.1)

y = Cx+Du (2.2)
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KAPITOLA 2. ČTYŘVÁLCOVÁ VODÁRNA

se stavovými maticemi [3]:

A =



− 1

T1

0
A3

A1T3

0

0 − 1

T2

0
A4

A2T4

0 0 − 1

T3

0

0 0 0 − 1

T4


, B =



γ1k1

A2

0

0
γ2k2

A2

0
(1− γ2)k2

A3
(1− γ1)k1

A4

0


, (2.3)

C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, D =

[
0 0
0 0

]
,

kde Ti =
Ai
ai

√
2h0

i

g
, i = 1, ..., 4 jsou časové konstanty.

1γ 2γ
1 1 1k uγ 2 2 2k uγ

( )21 2 2k uγ−

( )11 1 1k uγ−

1u 2u1y 2y

Obrázek 2.1: Znázorněńı čtyřválcové vodárny
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Přenosová matice systému G(s) = C(sI − A)−1B +D je:

G(s) =


γ1c1

1 + sT1

(1− γ2)c1

(1 + sT3)(1 + sT1)

(1− γ1)c2

(1 + sT4)(1 + sT2)

γ2c2

1 + sT2

 =

[
g11(s) g12(s)
g21(s) g22(s)

]
, (2.4)

kde:

ci =
Tiki
Ai

, i = 1, 2, ześıleńı [cm/V],

h0
i , i = 1, ..., 4, ustálený stav i-tého válce [cm],

ki, i = 1, 2, konstanta i-tého čerpadla [cm3.V−1.s−1],

g = 981 cm.s−2, gravitačńı zrychleńı.

Vstupy jsou napět́ı na čerpadlech ui ≡ vi, i = 1, 2 a výstupy jsou výšky hladin v
prvńıch dvou válćıch yi ≡ hi, i = 1, 2. Systém je řiditelný a pozorovatelný a nacháźı se
v minimálńı realizaci. Zaj́ımavá vlastnost systému je, že pomoćı nastaveńı poměrových
ventil̊u (kostant γ1, γ2) lze přesunout nulu do nestabilńı pravé komplexńı poloroviny, a
t́ım výrazně změnit chováńı systému (neminimálńı fáze). Podmı́nka je [3]:

• 1 < γ1 + γ2 < 2 minimálně fázový režim.

• 0 < γ1 + γ2 < 1 neminimálně fázový režim.

Fyzikálńı interpretace je taková, že pokud je součet tok̊u do horńıch nádrž́ı (3, 4)
větš́ı než součet tok̊u do dolńıch nádrž́ı (1, 2), je systém neminimálně fázový. Z výpočt̊u
vstupńıch a výstupńıch směr̊u nestabilńı nuly se ukazuje, že ovlivňuje oba vstupy i výstupy
systému.

Pro linearizaci jsme zvolili dva pracovńı body (minimálně/neminimálně fázový režim).
Minimálně fázový systém označ́ıme Gm a neminimálně fázový Gn. Hodnoty parametr̊u
pro oba pracovńı body jsou v Tabulce 2.2.

Gm Gn

γ1; γ2 [−] (0, 62; 0, 52) (0, 34; 0, 25)
h0

1; h0
2; h0

3; h0
4 [cm] (12, 776; 13, 1597; 2, 3529; 2, 4266) (13, 5301; 13, 9559; 6, 6337; 7, 1095)

v0
1; v0

2 [V] (5; 5) (5; 5)
k1; k2 [cm3.V−1.s−1] (2, 07; 2, 01) (2, 04; 2, 16)

nuly (-0,0561; -0,0058) (-0,0648; 0,0282)
póly (-0,0157; -0,0109; -0,0366; -0,0253) (-0,0153; -0,0106; -0,0218; -0,0148)

Tabulka 2.2: Hodnoty parametr̊u v nastavených pracovńıch bodech

Jelikož je model plně pozorovatelný a řiditelný, všechny MIMO nuly modelu jsou
tzv. přenosové (transmission zeros) [5]. Tyto nuly jsou invariantńı (též invariantńı nuly)

7



KAPITOLA 2. ČTYŘVÁLCOVÁ VODÁRNA

v̊uči zpětnovazebńımu ř́ızeńı, tedy nedaj́ı se ř́ızeńım přemı́stit (podobně jako nuly u SISO
systémů). Nastaveńı podle Tabulky 2.2 odpov́ıdá přenosovým matićım:

Gm(s) =


2, 55

1 + 63, 65s

2, 19

(1 + 27, 31s)(1 + 63, 65s)

2, 26

(1 + 39, 49s)(1 + 92s)

3

1 + 92s

 ,

Gn(s) =


1, 42

1 + 65, 49s

3, 79

(1 + 45, 87s)(1 + 65, 49s)

3, 98

(1 + 67, 57s)(1 + 94, 7s)

1, 6

1 + 94, 7s

 .
Model budeme ř́ıdit v rozmeźı ±10 % kolem pracovńıho bodu prvńıho a druhého válce.
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Kapitola 3

Robustnost a kvalita ř́ızeńı

3.1 Singulárńı č́ısla a H∞-norma

V této části se jen krátce zmı́ńıme o matematickém aparátu, který se dále v práci použ́ıvá.
Pro podrobněǰśı popis odkazujeme na [1] a [5].

Uvažujme matici přenos̊u G(jω) (l×m) [1]. Každá matice může být rozložena pomoćı
SVD (Singular value decomposition):

G = UΣV H , (3.1)

kde:

U unitárńı matice (l × l) výstupńıch singulárńıch vektor̊u ui,

Σ matice (l ×m) se singulárńımi č́ısly σi na hlavńı diagonále (sestupně),

σi =
√
λi(GHG), H znač́ı komplexńı konjugovanou transpozici,

V unitárńı matice (m×m) vstupńıch singulárńıch vektor̊u vi.

Singulárńı č́ısla σi udávaj́ı ześıleńı systému a matice V a U k nim př́ıslušné vstupńı
(vi) a výstupńı směry (ui). Dávaj́ı lepš́ı informaci o ześıleńı MIMO systému než vlastńı
č́ısla. Zvláště zaj́ımavé a d̊uležité je největš́ı ześıleńı systému přes všechny vstupńı směry
σ a nejmenš́ı ześıleńı σ:

max
v 6=0

||Gv||2
||v||2

=
√
λmax(GHG) , σ(G), (3.2)

min
v 6=0

||Gv||2
||v||2

=
√
λmin(GHG) , σ(G). (3.3)

H∞-norma je definována jako maximum (přes všechny frekvence) maximálńı sin-
gulárńıho č́ısla frekvenčńıho přenosu:

||G(jω)||∞ , max
ω

σ(G(jω)). (3.4)

Existuje i interpretace v časové oblasti:

||G||∞ , max
u(t)6=0

√∫∞
0
y(t)Ty(t)dt∫∞

0
u(t)Tu(t)dt

, (3.5)
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což představuje odmocninu z maximálńıho ześıleńı energie přenosové funkceG pro všechny
vstupńı signály u(t) 6= 0 s konečnou energíı [5].

K výpočtu H∞-normy existuj́ı principielně 2 př́ıstupy [5].

• Lze definovat dostatečně jemnou frekvenčńı mř́ıžku ω1, ..., ωR pro každou frekvenci
ωi, i ∈ {1, ..., R}, vypoč́ıst maximálńı singulárńı č́ıslo matice G(jωi) a poté vy-
brat maximum těchto č́ısel. Tato metoda je numericky velmi náročná, zvláště když
neexistuje žádná a-priori informace, ve které frekvenčńı oblasti se má maximum
hledat.

• Druhý př́ıstup použ́ıvá stavovou reprezentaci přenosové matice G(s):

G(s) ∼=
[
A B
C D

]
. (3.6)

Reálné části vlastńıch č́ısel matice A jsou záporné (předpokládá se asympoticky
stabilńı realizovatelná přenosová matice). Protože G(∞) = D, plat́ı ||G||∞ ≥ σ(D).
Nyńı definujme pro libovolné γ > σ(D) matici:

Hγ =

[
A−BR−1DTC −γBR−1BT

γCTS−1C −AT + CTDR−1BT

]
, (3.7)

kde:

R = DTD − γ2I, (3.8)

S = DDT − γ2I. (3.9)

Potom plat́ı:

||G||∞ < γ ⇔ Hγ nemá žádné vlastńı č́ıslo na imaginárńı ose. (3.10)

Nyńı se může jednoduchou iteraćı přes γ (γ-iterace) libovolně přesně určit H∞-
norma: Zvoĺı se horńı a dolńı hranice pro ||G||∞ : γd ≤ ||G||∞ ≤ γh. Poté se
dosad́ı γ := (γd + γh)/2, spočte se Hγ a ověř́ı se existence imaginárńıch vlastńıch
č́ısel. Pokud taková vlastńı č́ısla existuj́ı (||G||∞ ≥ γ), dosad́ı se γ jako nová dolńı
hranice a procedura se opakuje. V opačném př́ıpadě (||G||∞ < γ) se dosad́ı γ jako
nová horńı hranice a přejde se k daľśı iteraci. Takto se p̊uĺı každý iteračńı krok
interval pro ||G||∞.

Výpočet H∞-normy tedy spoč́ıvá v iteraci bud’ přes frekvence ω, nebo přes γ.
Jelikož model vodárny je striktně ryźı (D = 0), výpočet výše zmı́něné matice Hγ

se zjednodušš́ı.
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3.2. ŠKÁLOVÁNÍ MODELU

3.2 Škálováńı modelu

Škálováńı je velmi d̊uležité v praktických aplikaćıch, protože usnadňuje analýzu modelu
(viz daľśı sekce) a návrh regulátoru (výběr vah) [1]. Některé interpretace jsou závislé
na správném škálováńı, např́ıklad analýza vstupně-výstupńı řiditelnosti (odkazujeme na
[1]) a použit́ı citlivostńı funkce u MIMO systémů, pokud nejsou výstupńı odchylky na
jednotlivých kanálech srovnatelné úrovně.

Na začátku návrhového procesu je třeba rozhodnout o požadavćıch na ř́ızeńı, a proto
je třeba zvážit očekávané změny u reference a poruchy, u každého vstupu jeho povolenou
hodnotu a u každého výstupu jeho povolenou odchylku. Vhodný př́ıstup pro škálováńı
je, aby byly veličiny v rozsahu 〈0, 1〉. To se provede t́ım, že všechny veličiny se poděĺı
jejich maximálńımi očekávanými či povolenými změnami (̄ znač́ı neškálované veličiny).
Jelikož většinou je zájem minimalizovat regulačńı odchylku ē, voĺıme škálováńı s ohledem
na maximálńı regulačńı odchylku. Pro škálováńı MIMO systému (pro model vodárny je
i = 1, 2) plat́ı:

ui = ūi/ūimax škálovaný i-tý vstup,

ūimax největš́ı povolená změna i-tého vstupu,

yi = ȳi/ēimax škálovaný i-tý výstup,

ēimax největš́ı povolená i-tá regulačńı odchylka,

ri = r̄i/ēimax škálovaná i-tá reference,

ei = ēi/ēimax škálovaná i-tá regulačńı odchylka.

K formalizaci škálovaćı procedury zaved’me škálovaćı faktory :

De = diag{ēimax}, Du = diag{ūimax}, i = 1, 2. (3.11)

Nyńı je možné vyjádřit přenosovou matici škálovaného modelu:

G = D−1
e ḠDu. (3.12)

Škálovaćı matice pro model vodárny jsou:

De =

[
0, 1.h0

1 0
0 0, 1.h0

2

]
,

Du =

[
v0

1 0
0 v0

2

]
.

Budeme tedy uvažovat maximálńı odchylku od pracovńıho bodu ±10 % a změnu
akčńıho zásahu ±v0

i , i = 1, 2 kv̊uli splněńı podmı́nky v Tabulce 2.1. Ćılem ř́ızeńı pro
škálovaný systém je navrhnout ui(t), |ui(t)| ≤ 1 tak, že |ei(t)| ≤ 1, nejlépe však |ei(t)| → 0
(perfektńı ř́ızeńı), i = 1, 2. V daľśım textu použ́ıváme pro návrh regulátor̊u a analýzu
robustnosti a kvality ř́ızeńı škálovaný model, simulace jsou potom na p̊uvodńım modelu.
Neškálovaný regulátor se vypočte transformaćı:

K̄ = DuKD
−1
e . (3.13)
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3.3 Zobecněný model

Klasický regulačńı obvod je na Obrázku 3.1. Je výhodné tuto strukturu zobecnit se
systémem P (s) (zobecněný model), jenž má vnitřńı vstup u, vnitřńı výstup e, zobecněný
vstup w a zobecněný výstup z, viz Obrázek 3.2 [5]. Pro zobecněný regulačńı obvod plat́ı:[

z
e

]
=

[
P11 P12

P21 P22

] [
w
u

]
. (3.14)

GK
ue yr

Obrázek 3.1: Klasický regulačńı ob-
vod

( )P s

( )K s
u e

zw

Obrázek 3.2: Zobecněný regulačńı
obvod

Všechny signály jsou vektory, protože pracujeme s MIMO modelem. Zobecněné ex-
ogenńı vstupy definuj́ı signály, které p̊usob́ı na regulačńı obvod. Může to být porucha
nebo reference. Zobecněné exogenńı výstupy kvantifikuj́ı kvalitu regulace, která se sle-
duje. Situace je na Obrázku 3.3. Jak zobecněné vstupy, tak výstupy mohou být váhovány
frekvenčně závislými vahami, viz podkapitola 3.7. Přenos uzavřeného zobecněného reg-
ulačńıho obvodu z Obrázku 3.2 se spočte přes spodńı lft transformaci (lower linear frac-
tional transformation):

z = Fl(P,K)w = [P11 + P12K(I − P22K)−1P21]w. (3.15)

GK uew

z

P

Obrázek 3.3: Př́ıklad zobecněného modelu
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3.4. ROBUSTNOST

3.4 Robustnost

Regulovaná soustava je robustńı, pokud je necitlivá v̊uči rozd́ıl̊um mezi reálným systémem
a jeho matematickým modelem, který byl použit pro návrh regulátoru [1]. Tyto rozd́ıly
se označuj́ı za neurčitost modelu. Hlavńı myšlenkou robustńıho H∞-̌ŕızeńı, které v této
práci představ́ıme, je ověřeńı, zda specifikace návrhu jsou splněny i pro ”nejhorš́ı” možnou
neurčitost (worst-case). Postup je tento:

1. Zvolit množinu neurčitost́ı a naj́ıt matematickou reprezentaci neurčitosti modelu.

2. Ověřit robustńı stabilitu - zjistit, zda je soustava stabilńı pro všechny modely z
množiny perturbovaných model̊u (∀Gp(s) : Gp(s) ∈ Π).

3. Pokud je soustava robustně stabilńı, ověř́ı se, zda splňuje požadovanou kvalitu ř́ızeńı
pro všechny modely z množiny perturbovaných model̊u.

Označeńı, které budeme použ́ıvat v textu:

Π množina všech možných perturbovaných model̊u (s neurčitost́ı),

Gp(s) ∈ Π jeden perturbovaný model,

G(s) ∈ Π nominálńı model (bez neurčitosti).

3.5 Neurčitost

Jak už jsme zmı́nili v Kapitole 1, neurčitost (perturbace) může mı́t v́ıce př́ıčin [1]:

1. Některé parametry nejsou přesně známé.

2. Parametry se mohou měnit kv̊uli nelinearitám nebo změnám pracovńıch podmı́nek.

3. Na vysokých frekvenćıch je řád a dynamika systému neznámá.

4. Měřićı př́ıstroje nejsou dokonalé a mohou negativně ovlivnit regulovaný systém.

5. Zvoĺı se raději jednodušš́ı model a zanedbaná dynamika se reprezentuje neurčitost́ı.

6. Implementovaný regulátor se lǐśı od navrženého.

Předpokládáme, že model vodárny obsahuje parametrickou neurčitost. Tato neurčitost
je názorná, odpov́ıdá realitě a dobře se s ńı pracuje. Abychom mohli použ́ıt pokročilé
metody ř́ızeńı, reprezentujeme tuto neurčitost jako výstupńı multiplikativńı neurčitost
(menš́ı citlivost než v̊uči vstupńı multiplikativńı neurčitosti [1]) [6], neboli přepočteme
parametrickou neurčitost na výstupńı multiplikativńı, viz ńıže. Perturbovaný model s
výstupńı multiplikativńı neurčitost́ı lze vyjádřit rovnićı:

ΠO
1 : Gp = (I + EO)G = (I +WO∆O)G, ||∆O||∞ ≤ 1, (3.16)

1Index O znač́ı, že se neurčitost nacháźı na výstupu modelu.
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kde:

WO(s) = diag{wOi(s)}, wOi(s) = wO(s), i = 1, 2, (3.17)

∆O(s) = diag{δi(s)}; |δi(jω)| ≤ 1, ∀ω, i = 1, 2. (3.18)

Neurčitost ∆O je omezená na všech frekvenćıch (normalizovaná), EO je stabilńı 2 a je
strukturovaná, protože je diagonálńı. To odpov́ıdá reálnému předpokladu, že neurčitost
se vyskytuje na jednotlivých kanálech (oddělené obvody) a nemá kř́ıžové vazby [1]. Prvky
váhy WO urč́ıme z rovnice (3.16) dosazeńım maximálńı neurčitosti (např́ıklad ∆O = I) a
maximalizaćı přes všechny perturbované modely pro všechny frekvence:

|wO(jω)| ≥ lO(ω), lO(ω) = max
Gp∈

∏
O

σ((Gp −G)G−1(jω))∀ω. (3.19)

O∆W
O

G

u∆y∆

u y

G p

Obrázek 3.4: Perturbovaný model

Nerovnice (3.19) zaručuje, že rodina perturbovaných model̊u bude zahrnovat i ty ne-
jhorš́ı možné kombinace neurčitost́ı, viz Obrázek 3.5 a Obrázek 3.6. Ještě zbývá stanovit,
které parametry modelu se budou variovat. Z analýzy modelu vyplývá, že se budou měnit
parametry čerpadel k1, k2 a konstanty poměrových ventil̊u γ1, γ2. Zvolili jsme, že se bu-
dou měnit v rozmeźı ±5% kolem nominálńı hodnoty, viz Tabulka 2.2. Diagonálńı prvky
wOm, wOn vah jsme na základě analýzy Obrázk̊u 3.5 a 3.6 určili takto:

wOm = 0, 79
(1 + 29, 41s)

1 + 200s
, (3.20)

wOn = 0, 17
(1 + 73, 53s)

1 + 105, 26s
. (3.21)

Z rovnic (3.20), (3.21) a Obrázk̊u 3.5 a 3.6 plyne, že pro minimálně fázový model
je maximálńı neurčitost 79 % na ńızkých frekvenćıch asi do 0, 005 rad/s a 12 % asi od
0, 03 rad/s. Pro neminimálně fázový model je maximálńı neurčitost 17 % na ńızkých
frekvenćıch asi do 0, 01 rad/s a 12 % asi od 0, 014 rad/s.

2Pro multiplikativńı neurčitost plat́ı, že EO je stabilńı, nebo neměńı počet nestabilńıch pól̊u modelu
(mGp

= mG) [5]. Nemůže tedy přidat nestabilńı pól, ale může krátit pól modelu.
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Obrázek 3.5: wOm pro minimálně
fázový systém
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Obrázek 3.6: wOn pro neminimálně
fázový systém

Neurčitost může být i nestrukturovaná (full-block) a pro ni také plat́ı ||∆||∞ ≤ 1, ale
neznáme u ńı informace o jednotlivých prvćıch jako u strukturované neurčitosti. Sice se
s ńı jednodušeji pracuje, protože neńı třeba znát strukturu, ale jej́ı použit́ı je často moc
konzervativńı, jelikož reálná neurčitost má vždy strukturu [1]. To znamená, že výsledný
regulátor může být odolný i v̊uči neexistuj́ıćım neurčitostem.

Strukturovaná neurčitost může být také aditivńı neurčitost́ı a nestrukturovaná může
být multiplikativńı, aditivńı 3, nebo faktorizovaná, která se většinou použ́ıvá v návrhovém
procesu regulátoru, viz podkapitola 4.3.4.

u∆
y∆

u y

G p

G

W
A A∆

Obrázek 3.7: Aditivńı neurčitost

N∆ M∆

1M −!N!
u y

N p
! 1M p−!

Obrázek 3.8: Faktorizovaná neurčitost

3 EA neměńı počet nestabilńıch pól̊u modelu (mGp
= mG) [5].
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KAPITOLA 3. ROBUSTNOST A KVALITA ŘÍZENÍ

3.6 Robustńı stabilita (RS)

Zaměř́ıme se zde na odvozeńı podmı́nky robustńı stability pro zobecněný MIMO systém
vodárny, grafické odvozeńı pro SISO systémy je možné naj́ıt v [1]. Před analýzou defin-
ujme množinu všech dovolených perturbaćı (strukturované, nestrukturované) [1]: B∆ =
{∆ ∈∆ : ||∆||∞ ≤ 1} s blokově diagonálńı strukturou ∆:

∆ = diag{δ1I1; ...; δkIk; ∆k+1; ...; ∆v}, (3.22)

kde δ1, ..., δk jsou komplexńı skaláry a ∆k+1, ...,∆v jsou komplexńı matice. Všechny ∆
uvedené v této práci jsou prvky množiny B∆, pro př́ıpad modelu vodárny ∆ = ∆O =
diag{δ1, δ2}. Nyńı rozšǐrme strukturu na Obrázku 3.2 o neurčitost. Výsledek vid́ıme na
Obrázku 3.9. Uvažujme neurčitý N∆-systém na Obrázku 3.10, který vznikl transformaćı
z Obrázku 3.9 a plat́ı: [

y∆

z

]
=

[
N11 N12

N21 N22

] [
u∆

w

]
. (3.23)

Přenos w → z je:

F = Fu(N, ∆) = N22 +N21∆(I −N11∆)−1N12, (3.24)

kde Fu je horńı lft transformace.
Předpokládá se, že systém je nominálně (∆ = 0) stabilńı, to znamená, že celé N

muśı být stabilńı (NS). Dále se předpokládá také stabilita ∆. Z toho vyplývá, že jediný
zdroj nestability může být zpětnovazebńı člen (I − N11∆)−1. Tedy pokud je systém
nominálně stabilńı, může se převést problém stability N∆-struktury na problém stability
M∆-struktury na Obrázku 3.11 s M = N11.

Ze zobecněného Nyquistova teorému plyne, že M∆-systém je stabilńı pro všechny
perturbace právě tehdy, když [1]:

det(I −M∆(jω)) 6= 0, ∀ω, ∀∆. (3.25)

V̂

K

∆

w z

u∆ y∆

u e

( )ˆ,N F V K
l

=

Obrázek 3.9: Zobecněný regulačńı
obvod s neurčitost́ı

N

∆

w z

u∆ y∆

F

Obrázek 3.10: N∆-struktura
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∆
u∆ y∆

M

Obrázek 3.11: M∆-struktura

Z rovnice (3.25) lze dále vyvodit, že pokud bude neurčitost nejhorš́ı možná na všech
frekvenćıch (např́ıklad ∆(jω) = I, ∀ω), pak pro splněńı stability M∆-struktury muśı
platit:

σ(M(jω)) < 1, ∀ω ⇔ ||M ||∞ < 1. (3.26)

Podmı́nka (3.25) udává pouze odpověd’ ano/ne na otázku robustńı stability. Jestli je
potřeba dostat mı́ru této vlastnosti, muśı se použ́ıt strukturované singulárńı č́ıslo µ∆,
které je definováno:

µ∆(M) ,
1

min{km| det(I − kmM∆) = 0, ||∆||∞ ≤ 1}
, (3.27)

µ∆ je závislé na struktuře ∆.
Spodńı a horńı odhad (µ∆ nelze pro ∆ vypoč́ıst přesně) udává nerovnice:

ρ(M)4 ≤ µ∆(M) ≤ σ(M). (3.28)

Nyńı lze určit podmı́nku stability (3.25) pomoćı µ∆. Plat́ı, že M∆-struktura je stabilńı
pro všechny př́ıpustné perturbace σ(∆) ≤ 1, ∀ω právě tehdy, když:

µ∆(M(jω)) < 1, ∀ω. (3.29)

Pro v́ıce informaćı o strukturovaném singulárńım č́ısle odkazujeme na [1].
Ještě zbývá uvést, co představuje matice přenos̊u M(s). Jak už jsme zmı́nili, model ob-

sahuje výstupńı multiplikativńı neurčitost, viz Obrázek 3.4. Nyńı tuto neurčitost dosad́ıme
do klasického regulačńıho obvodu, situace je na Obrázku 3.12. Porovnáńım s Obrázkem
3.11 urč́ıme M :

M = −WOGK(I +GK)−1 = −WOTO. (3.30)

Podmı́nka (3.29) potom přejde do finálńıho tvaru, který budeme použ́ıvat k testováńı
robustńı stability:

RS⇔ NS ∧ µ∆(WO(jω)TO(jω)) < 1, ∀ω . (3.31)

Záporné znaménko z rovnice (3.30) nehraje roli při výpočtu µ∆.

4Spektrálńı rádius je definován jako ρ(M) , maxi |λi(M)|.
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GK

W O O∆

u
y

u∆y∆

G p

Obrázek 3.12: Regulačńı obvod s perturbovaným modelem pro určeńı M

3.7 Kvalita ř́ızeńı

3.7.1 Úvodem

Kvalita ř́ızeńı (performance) definuje vlastnosti uzavřené regulačńı smyčky (doba ustáleńı
ř́ızené veličiny, doba náběhu, regulačńı odchylka). Aby bylo možné specifikovat požadavky
na kvalitu ř́ızeńı a následně ověřit, zda byly splněny, zaved’me tvarovaćı filtr (váhu) Wp(s):

Wp(s) = diag{wpi(s)}, wpi(s) =
s/M + ω∗B
s+ ω∗BA

, i = 1, 2, (3.32)

kde Wp(jω) je váhovaćı funkce, kterou se tvaruje citlivostńı funkce S(jω) = (I +GK)−1

a wp1 = wp2 = wp [1].
Význam jednotlivých koeficient̊u vah:

M překmit citlivostńı funkce,

A regulačńı odchylka,

ω∗B přibližná š́ı̌rka pásma regulace.

Na Obrázku 3.13 je zobrazen element inverzńı váhy W−1
p (tedy požadovaný tvar

citlivostńı funkce na obou kanálech).
Pro posuzováńı kvality ř́ızeńı se použ́ıvá H∞-norma, neboli muśı být splněno [5]:

||WpS||∞ < 1⇔ σ(S(jω)) < 1/|wp(jω)|, ∀ω. (3.33)
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M

A

*
Bω

Obrázek 3.13: Přesný a asymptotický graf 1/|wp(jω)|

3.7.2 Nominálńı kvalita ř́ızeńı (NP)

Pro odvozeńı podmı́nky použijeme N∆-strukturu na Obrázku 3.10 [1]. V nominálńım
př́ıpadě ∆ = 0, proto se dále použ́ıvá pouze N22 (N muśı být ovšem nominálně stabilńı).
Do Obrázku 3.3 zavedeme váhu Wp a urč́ıme N22:

N22 = WpS. (3.34)

Na Obrázku 3.14 je zobecněný regulačńı obvod pro určeńı nominálńı kvality ř́ızeńı.
Podmı́nka nominálńı kvality ř́ızeńı je:

NP⇔ NS ∧ σ(Wp(jω)S(jω)) < 1∀ω. (3.35)
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GK
uew

z

22N

W p

y

Obrázek 3.14: Zobecněný regulačńı obvod pro určeńı NP

3.7.3 Robustńı kvalita ř́ızeńı (RP)

Pokud regulačńı obvod splňuje robustńı kvalitu ř́ızeńı, potom splňuje NP pro všechny
modely z rodiny perturbovaných model̊u a také splňuje RS. Pro odvozeńı opět použijeme
N∆-strukturu na Obrázku 3.10, kde ∆ rozš́ı̌ŕıme na [5]:

∆ =

[
∆ 0
0 ∆p

]
. (3.36)

∆p, ||∆p||∞ ≤ 1 představuje fiktivńı nestrukturovanou neurčitost, která se vkládá mezi
exogenńı vstupy w a exogenńı výstupy z zobecněného modelu, viz Obrázek 3.15.

Testováńı robustńı kvality ř́ızeńı je vlastně speciálńı př́ıpad testováńı RS (3.26), kde
mı́sto M∆-struktury se uvažuje F∆p-struktura:

RP⇔ ||F ||∞ = ||Fu(N,∆)||∞ < 1, ∀∆, ||∆||∞ ≤ 1, kdeN splňuje NS. (3.37)

p∆

∆

Nw z

y∆u∆

( ),F F Nu= ∆

N

p

∆ 
 ∆ 
 

∆

Obrázek 3.15: Fiktivńı neurčitost v zobecněném modelu
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Nyńı z Obrázku 3.16 urč́ıme matici přenos̊u N :

N =

 −WOTO WOTO

−WpSO WpSO

 , (3.38)

kde SO = (I +GK)−1.
Jelikož ∆ je strukturovaná neurčitost, je možné použ́ıt pro testováńı RP strukturované

singulárńı č́ıslo:

RP⇔ NS ∧ µ∆(N(jω)) < 1, ∀ω . (3.39)

Analýza vlivu neurčitosti na stabilitu a kvalitu ř́ızeńı regulačńıho obvodu pomoćı struk-
turovaných singulárńıch č́ısel se označuje jako µ-analýza.

GK
uew

z

N

W p

p∆

O∆

W O

u∆ y∆

y

Obrázek 3.16: Zobecněný regulačńı obvod pro určeńı RP
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Kapitola 4

Návrh regulátor̊u

4.1 Požadavky na ř́ızeńı

Před návrhem je třeba stanovit, jaké nároky máme na regulaci. V časové oblasti:

ess ≤ 1 % − regulačńı odchylka,

p ≤ 30 % − překmit regulované veličiny,

u ∈ (0, 10) V− akčńıh zásah regulátoru.

Při návrhu regulátor̊u H∞-metodami se použ́ıvá tvarovaćı filtr podle rovnice (3.32) a
chceme, aby:

max |ω∗B| tak, že M = 2, A = 0, 01 ∧RP. (4.1)

Chceme tedy maximalizovat frekvenčńı pásmo, ve kterém je splněna robustńı kvalita
ř́ızeńı. Volba M = 2 souviśı s požadovaným maximálńım překmitem ř́ızené veličiny a A
představuje maximálńı regulačńı odchylku.

Interakce při regulaci (překmit regulované veličiny na referenci na druhém kanále) se
snaž́ıme co nejv́ıce potlačit, maximálně mohou však dosahovat 30 % hodnoty reference.
Při návrhu (hlavně u neminimálně fázového modelu) tedy budeme muset často volit
kompromis mezi velikost́ı interakćı a dobou regulace.

U klasických metod se voĺı tvarovaćı filtr Wp až při analýze robustnosti a kvality ř́ızeńı
(neńı možné RS, NP a RP zaručit již v návrhové části) a opět se snaž́ıme doćılit (4.1).
Na konci kapitoly porovnáme nominálńı kvalitu ř́ızeńı všech regulátor̊u i dosaženou š́ı̌rku
pásma robustńı kvality ř́ızeńı ω∗RP .

4.2 Klasické metody syntézy

4.2.1 Decentralizovaný PI regulátor

Pro ř́ızeńı hladiny se z rodiny proporcionálně-integračně-derivačńıch regulátor̊u nejlépe
hod́ı PI regulátor. Nejprve jsme vyzkoušeli PD a PID regulátor, ale měly př́ılǐs velký
akčńı zásah. Jelikož se má ř́ıdit MIMO model (2 × 2), použije se decentralizovaný PI
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regulátor. Tento regulátor se skládá z 2 d́ılč́ıch regulátor̊u, které navrhujeme pro SISO
přenosy. Návrh zač́ıná výpočtem matice RGA1 (Relative gain array), která kvantifikuje
vzájemném ovlivňováńı vstup̊u a výstup̊u modelu [3]. Z RGA lze určit vhodné párovańı
vstup̊u a výstup̊u a poté se navrhnou PI regulátory pro jednotlivé SISO podsystémy 2.

4.2.1.1 Minimálně fázový model

Z matice RGA plyne, že vhodná volba párováńı vstup̊u a výstup̊u je u1− y1, u2− y2. Na
Obrázku 4.1 je zapojeńı regulátoru v regulačńım obvodu.

1K

2K

11g

21g

12g

22g

1y

2y

1r

2r

1e

2e

1u

2u

GK

Obrázek 4.1: Schéma zapojeńı decentralizovaného PI regulátoru pro minimálně fázový
model

Jednotlivé regulátory navrhujeme metodou GMK (Geometrické mı́sto kořen̊u). Navržený
regulátor K(s) má tvar:

K1(s) = 0, 14
(1 + 6, 7s)

s
,

K2(s) = 0, 122
(1 + 7, 8s)

s
.

Pro použit́ı klasického zapojeńı regulačńıho obvodu plat́ı, že K = diag{K1, K2}. Na
Obrázku 4.2 lze vidět časové pr̊uběhy regulace vodárny.

Z µ-analýzy na Obrázku 4.3 vyplývá, že regulačńı obvod splňuje RP (µ∆ = 0, 996) a
dosažená š́ı̌rka pásma regulace ω∗RP = 0, 075 rad/s.

1RGA(G) = Λ(G) , G× (G−1)T , kde × označuje násobeńı člen po členu.
2Tento postup návrhu decentralizovaného PI regulátoru nezaruč́ı stabilitu regulačńıho obvodu. Pro

použit́ı metody (např. Direct Nyquist array), která toto zaručuje, odkazujeme na [5].
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Obrázek 4.2: Časové odezvy s decentralizovaným PI regulátorem pro minimálně fázový
model
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Obrázek 4.3: µ-analýza regulačńıho obvodu s minimálně fázovým modelem a decentrali-
zovaným PI regulátorem

4.2.1.2 Neminimálně fázový model

Vhodné párováńı vstup̊u a výstup̊u je u1− y2, u2− y1. Opět jsme nejprve zkusili metodu
GMK, ale museli jsme koeficienty jednotlivých PI regulátor̊u nakonec ladit ručně, aby
regulačńı obvod byl stabilńı. Zapojeńı regulačńıho obvodu je na Obrázku 4.4.

Regulátor má tvar:

K1(s) = 0, 001
(1 + 80s)

s
,

K2(s) = 0, 001
(1 + 95s)

s
.

Na Obrázku 4.5 lze vidět časové pr̊uběhy regulace vodárny.
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Obrázek 4.4: Schéma zapojeńı decentralizovaného PI regulátorem pro neminimálně fázový
model
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Obrázek 4.5: Časové odezvy s decentralizovaným PI regulátorem pro neminimálně fázový
model

Pro použit́ı klasického regulačńı obvodu plat́ı:

K =

[
0 K1

K2 0

]
a regulace je potom znovu ve tvaru r1 → y1 a r2 → y2 (použijeme při porovnáńı
nominálńıch odezev se všemi regulátory).

Jak lze vidět z Obrázku 4.6, regulačńı obvod splňuje RS a NP, ale nesplňuje RP
(µ∆ = 1, 13). To znamená, že nelze naj́ıt žádnou váhu Wp (s danými kritérii), pro které

3Regulačńı obvod by splňoval RP, kdyby se perturbace 1, 1× zmenšily (toleruje 91 % neurčitosti).
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by bylo RP splněno a zároveň byly splněny požadavky v časové oblasti.
Z časových pr̊uběh̊u na Obrázku 4.5 je vidět, že interakce jsou o dost větš́ı než u

minimálně fázového systému. I doba regulace se prodloužila. Z nenominálńıho chováńı je
také možné odeč́ıst, že citlivost na neurčitost je větš́ı než u minimálně fázového modelu
(pás kolem nominálńı odezvy je širš́ı).

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

ω [rad/s]

σ m
ax

, µ
∆

µ−analyza regulacni smycky s decentr. PI regulatorem

 

 
NP
RS
RP

Obrázek 4.6: µ-analýza regulačńıho obvodu s neminimálně fázovým modelem a decen-
tralizovaným PI regulátorem
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4.2.2 LQ regulátor s pozorovatelem

Na rozd́ıl od decentralizovaného PI regulátoru jsou ostatńı metody návrhu (tedy i LQ
regulátor) použity pro celý MIMO model. LQ ř́ızeńı je typem stavového ř́ızeńı, proto
uvažujeme model ve stavovém tvaru podle (2.1), (2.2) a (2.3) [3]. Návrh LQ regulátoru je
vlastně úlohou optimalizace, kde se minimalizuj́ı náklady (cost) ve tvaru kvadratického
funkcionálu:

min
u6=0

J, J =

∫ ∞
0

(xTQx+ uTRu)dt. (4.2)

Váhy Q a R (pozitivně semidefinitńı) si zvoĺı návrhář a vyjadřuj́ı náklady na ř́ızeńı (doba
regulace) a náklady na akčńı zásah.

Optimálńım řešeńım (4.2) je u = −Kx, kde K = R−1BTP (matice ześıleńı) a P je
pozitivně semidefinitńı řešeńı algebraické Riccatiho rovnice:

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0. (4.3)

Z Obrázku 4.7 vyplývá, že klasický LQ regulátor nelze použ́ıt pro př́ıpad, kdy je třeba
sledovat referenci. Dále také se neměř́ı všechny stavy, proto použijeme pozorovatele (viz
později).

Aby bylo možné sledovat referenci, přidáme ke stav̊um nový stav xi, který představuje
integrál regulačńı odchylky [3]:

ẋi = −Cx+ r. (4.4)

Upravený stavový popis bude:[
ẋ
ẋi

]
︸ ︷︷ ︸

˙̃x

=

[
A 0
−C 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ã

[
x
xi

]
︸ ︷︷ ︸

x̃

+

[
B
0

]
︸ ︷︷ ︸

B̃

u+

[
0
1

]
r, (4.5)

y = [C 0]︸ ︷︷ ︸
C̃

[
x
xi

]
. (4.6)

Stavové matice modelu s rozš́ı̌renými stavy jsou potom Ã, B̃, C̃ a zpětnovazebné
ześıleńı bude K̃ = [K −Ki]. Optimalizačńı úloha (4.2) přejde do tvaru:

min
u6=0

J, J =

∫ ∞
0

(x̃T Q̃x̃+ uTRu)dt. (4.7)

x Ax Bu= +! C

K

xu y

Obrázek 4.7: Stavová zpětná vazba
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Zapojeńı regulátoru pro sledováńı reference je na Obrázku 4.8.

K i
s

K

x Ax Bu= +! C
x yur e

Obrázek 4.8: Zapojeńı LQ regulátoru pro sledováńı reference

Protože na výstupu se neměř́ı všechny stavy ze stavového vektoru x (pouze výška
hladiny v 1. a 2. válci), použijeme pozorovatele redukovaného řádu (reduced-order ob-
server), který zbylé dva stavy pozoruje. Stavovový vektor x můžeme rozdělit na 2 části:

x =


x1

x2

x3

x4

 =

[
x̌1

x̌2

]
,

kde x̌1 jsou měřené stavy a x̌2 jsou pozorované stavy [7]. Stavový popis modelu (2.1) a
(2.2) tedy uprav́ıme takto:[

˙̌x1

˙̌x2

]
︸ ︷︷ ︸

ẋ

=

[
Ǎ11 Ǎ12

Ǎ21 Ǎ22

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
x̌1

x̌2

]
︸ ︷︷ ︸

x̌

+

[
B̌1

B̌2

]
︸ ︷︷ ︸

B

u, (4.8)

y = [Č1 0]︸ ︷︷ ︸
C

[
x̌1

x̌2

]
. (4.9)

Rovnici (4.8) rozeṕı̌seme po složkách:

˙̌x1 = Ǎ11x̌1 + Ǎ12x̌2 + B̌1u, (4.10)

˙̌x2 = Ǎ21x̌1 + Ǎ22x̌2 + B̌2u (4.11)

a rovnici (4.9) uprav́ıme:

y = Č1x̌1. (4.12)

Rovnice pozorovatele plného řádu (full-order observer) jsou:

˙̌̂x1 = Ǎ11
ˆ̌x1 + Ǎ12

ˆ̌x2 + B̌1u+ L1(y − Č1
ˆ̌x1), (4.13)

˙̌̂x2 = Ǎ21
ˆ̌x1 + Ǎ22

ˆ̌x2 + B̌2u+ L2(y − Č1
ˆ̌x1). (4.14)
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Rovnici pro ˆ̌x1 neńı třeba řešit, protože tyto stavy se daj́ı vypoč́ıst př́ımým použit́ım
(4.12):

ˆ̌x1 = x̌1 = Č−1
1 y. (4.15)

V př́ıpadě vodárny plat́ı pro pozorovatele stav̊u, které nelze př́ımo měřit:

˙̌̂x2 = Ǎ21Č
−1
1 y + Ǎ22

ˆ̌x2 + B̌2u. (4.16)

Dynamika pozorováńı je určena vlastńımi č́ısly Ǎ22, na které ovšem nemá návrhář
vliv a neńı zaručeno, že jsou vhodně rozmı́stěna. Je proto vhodněǰśı obecněǰśı struktura,
vezmeme proto:

ˆ̌x2 = Ly + z, (4.17)

kde:
ż = Fz +Gy +Hu. (4.18)

Chyba pozorováńı je definována následovně:

e = x− x̂ =

[
x̌1 − ˆ̌x1

x̌2 − ˆ̌x2

]
=

[
ě1

ě2

]
=

[
0
ě2

]
. (4.19)

Použit́ım rovnic (4.12), (4.17), (4.18) a (4.19) a po několika kroćıch úprav dostaneme
diferenciálńı rovnici chyby odhadováńı:

˙̌e2 = F ě2 + (Ǎ21 − LČ1Ǎ11 −GČ1 + FLČ1)x̌1 + (Ǎ22 − LČ1Ǎ12 − F )x̌2

+ (B̌2 − LČ1B̌1 −H)u. (4.20)

Aby byla chyba nezávislá na x̌1, x̌2 a u muśı platit:

F = Ǎ22 − LČ1Ǎ12, (4.21)

H = B̌2 − LČ1B̌1, (4.22)

G = (Ǎ21 − LČ1Ǎ11)Č−1
1 + FL. (4.23)

A potom:
˙̌e2 = F ě2. (4.24)

Návrh pozorovatele redukovaného řádu tedy spoč́ıvá v umı́stěńı vlastńıch č́ısel (Ǎ22−
LČ1Ǎ12) namı́sto (A − LC) u pozorovetele plného řádu. Vlastńı č́ısla voĺıme 5× rych-
leǰśı než jsou př́ıslušná vlastńı č́ısla Ã − B̃K̃. Regulačńı obvod s pozorovatelem je na
Obrázku 4.9. Počátečńı podmı́nky pozorovatele z(0) voĺıme o dvě procenta vychýleny od
pracovńıho bodu. Pro návrh použijeme matlabovskou funkci lqr.
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x Ax Bu
y Cx
= +
=

!

K

z Fz Gy Hu= + +!

L 11C −
"

K i
s

e u y

z

1x"

ˆ
2x"

r

Obrázek 4.9: Regulačńı obvod s LQ regulátorem a pozorovatelem

4.2.2.1 Minimálně fázový model

Volba matic Q̃, R, matice ześıleńı K̃ (pro p̊uvodńı systém) a matice ześıleńı pozorovatele
L jsou:

Q̃ = diag{1; 1; 0; 0; 0, 065; 0, 065},
R = diag{0, 01; 0, 01},

K̃ =

[
55, 6035 −0, 1792 0, 9094 −0, 0025 −9, 9777 0, 0291
0, 1610 56, 9432 −0, 0010 0, 7739 −0, 0300 −9, 6867

]
,

L =

[
−0, 2022 0

0 10, 0750

]
.

Regulačńı obvod splňuje RP (µ∆ = 0, 997), viz Obrázek 4.11, a dosažená š́ı̌rka pásma
ω∗RP = 0, 17 rad/s. Časové pr̊uběhy regulace jsou na Obrázku 4.10.
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Obrázek 4.10: Časové odezvy s LQ regulátorem pro minimálně fázový model
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Obrázek 4.11: µ-analýza regulačńıho obvodu s minimálně fázovým modelem a LQ
regulátorem

4.2.2.2 Neminimálně fázový model

Q̃ = diag{1; 1; 0; 0; 0, 0008; 0, 0008},
R = diag{0, 01; 0, 01},

K̃ =

[
2, 4766 71, 2392 −20, 4203 25, 2528 −0, 2760 −0, 9774
62, 8882 −42, 0487 27, 7479 −31, 9050 −1, 0081 0, 2676

]
,

L =

[
4.9513 0

0 2, 7674

]
.

Dynamiku pozorovatele jsme zvolili pomaleǰśı (2 × eig{Ã − B̃K̃}) než u minimálně
fázového modelu. Je to z d̊uvodu větš́ı citlivosti regulačńıho obvodu na neurčitost 4(hodnota
µ∆(WOTO) byla bĺızko 1). Regulačńı obvod s LQ regulátorem splňuje RP (µ∆ = 0, 99), viz
Obrázek 4.13, a dosažená š́ı̌rka pásma ω∗RP = 0, 0063 rad/s. Interakce jsou velmi viditelné.
Časové pr̊uběhy regulace jsou na Obrázku 4.12.

4Pro velikost vlastńıch č́ısel pozorovatele eig{A22−LC1A12} = 7× eig{Ã− B̃K̃} již neńı RS splněna.

31



KAPITOLA 4. NÁVRH REGULÁTORŮ
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Obrázek 4.12: Časové odezvy s LQ regulátorem pro neminimálně fázový model
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Obrázek 4.13: µ-analýza regulačńıho obvodu s neminimálně fázovým modelem a LQ
regulátorem

4.3 Robustńı H∞-metody syntézy

4.3.1 Obecný H∞-optimálńı problém

Úloha H∞-optimálńıho ř́ızeńı je obecným základem 2 ńıže uvedených speciálńıch H∞-
problémů návrhu (smı́̌sená citlivost, H∞ loop-shaping) [5]. Vrat’me se k Obrázku 3.2, kde
je znázorněn zobecněný regulačńı obvod se zobecněným modelem:

P =

[
P11 P12

P21 P22

]
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a z = Fl(P,K)w = [P11 + P12(I − P22K)−1P21]w.
H∞-optimálńı problém je nalézt všechny stabilizuj́ıćı regulátory 5 K, které minimalizuj́ı
[1]:

||Fl(P,K)||∞ = max
ω

σ(Fl(P,K)(jω)). (4.25)

V praxi neńı nezbytné źıskat optimálńı regulátor, ale je výpočetně výhodněǰśı a
jednodušš́ı navrhnout sub-optimálńı regulátor (bĺızko optimálńımu ve smysluH∞-normy).
Vezměme γmin jako minimálńı hodnotu ||Fl(P,K)||∞ přes všechny stabilizuj́ıćı regulátory
K. Pak je H∞-sub-optimálńı problém pro γ > γmin nalézt všechny stabilizuj́ıćı regulátory
K tak, že:

||Fl(P,K)||∞ < γ. (4.26)

Pro popis obecnéhoH∞-algoritmu odkazujeme na [1] a [5]. Pokud neńı známé γmin, použije
se γ-iterace (řeš́ı se řada H∞-sub-optimálńıch problémů) a optimálńımu řešeńı se algorit-
mus přibĺıž́ı po určitou toleranci. Výpočet regulátor̊u necháme na MATLABu, který de-
faultně použ́ıvá výše zmı́něný algoritmus založený na řešeńı Riccatiho rovnic, v nastaveńı
se ovšem může zvolit i řešeńı přes LMI (Linear Matrix Inequality), pro v́ıce informaćı
odkazujeme na [8].

5Regulátory jsou parametrizovány Youla-Kučerovou parametrizaćı; K = (I−QG)−1Q = Q(I−GQ)−1

(pro stabilńı G), kde Q je jakákoli stabilńı přenosová matice. Parametrizace zaručuje interńı stabilitu
uzavřené regulačńı smyčky, v́ıce v [1] a [5].
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4.3.2 Redukce řádu regulátoru

Moderńı H∞-metody generuj́ı regulátory řádu alespoň jako je model, ale d́ıky vahám
maj́ı většinou větš́ı řád [1]. Jejich implementace v praxi však může být moc složitá a
hledaj́ı se jednodušš́ı řešeńı. Pro tento účel lze redukovat model před návrhem regulátoru,
nebo redukovat regulátor po návrhu, nebo oboj́ı. V př́ıpadě vodárny je model ńızkého
řádu (4), redukujeme proto regulátor. V této části jsou definovány 2 typy redukce řádu
regulátoru - useknut́ı balancované realizace (balanced truncation) a Hankelova optimálńı
redukce (optimal Hankel norm approximation), které jsou také použity v této práci. Pro
podrobněǰśı popis této problematiky odkazujeme na [1].

Základńı úloha redukce je nalézet aproximaci nižš́ıho řádu Kr pro p̊uvodńı regulátor
K tak, že ||K −Kr||∞ je malé. Nyńı vysvětĺıme pojem balancované realizace, která má
užitečné vlastnosti oproti p̊uvodńı realizaci. Balancovaná realizace je asymptoticky sta-
bilńı minimálńı realizace, ve které jsou Gramiány 6 řiditelnosti P a pozorovatelnosti Q
diagonálńı a stejné:

P = Q = diag{σ1; σ2; ...;σn} , Σ,

kde σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn > 0 jsou Hankelova singulárńı č́ısla K(s), která jsou definována
σi ,

√
λi(PQ), i = 1, ..., n [1]. Vı́ce formálně je možné balancovanou realizaci popsat

takto: Pokud (A,B,C,D) je minimálńı realizace stabilńı racionálńı přenosové funkce
K(s), potom (A,B,C,D) je balancovaná, když P, Q (viz výše) jsou řešeńı Lyapunových
rovnic:

AP + PAT +BBT = 0, (4.27)

ATQ+QA+ CTC = 0. (4.28)

Jakákoliv minimálńı realizace stabilńı přenosové funkce může být balancována jednodu-
chou transformaćı.

V balancované realizaci je každé σi spojeno se stavem xi balancovaného systému.
Velikost σi je relativńı mı́rou př́ıspěvku xi ve vstupně-výstupńım chováńı. Proto pokud
σ1 � σ2, potom stav x1 ovlivňuje mnohem v́ıce vstupně-výstupńı chováńı než stav x2.
Tato vlastnost Hankelových singulárńıch č́ısel je dále využ́ıvána pro odstraněńı stav̊u,
které maj́ı malý efekt na vstupně-výstupńı chováńı. Na Obrázku 4.14 jsou znázorněna
Hankelova singulárńı č́ısla pomoćı funkce MATLABu hankelsv.

Rozdělme balancovanou realizaci (A,B,C,D) regulátoru K(s) a př́ıslušnou Σ:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B1

B2

]
, C = [C1 C2], (4.29)

Σ =

[
Σ1 0
0 Σ2

]
, (4.30)

kde Σ1 = diag{σ1, σ2, ..., σk}, Σ2 = diag{σk+1, σk+2, ..., σn} a σk > σk+1.
Regulátor redukovaného řádu Kr daný (A11, B1, C1, D) se nazývá useknut́ı balan-

covaná realizace systému plného řádu K [1]. Charakteristické pro useknut́ı je, že

6P ,
∫∞

0
eAtBBT eAT tdt; Q ,

∫∞
0
eAT tCTCeAtdt.
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K(∞) = Kr(∞) = D. Pro H∞-normu chyby mezi K(s) a Kr(s) se může psát horńı
odhad jako:

||K −Kr||∞ ≤ 2(σk+1 + σk+2 + ...+ σn). (4.31)

Metoda Hankelovy optimálńı redukce postupuje takto: Pro daný stabilńı K(s) hledá
regulátor redukovaného řádu Kh tak, že Hankelova norma aproximačńı chyby ||K−Kh||H
je minimálńı. Hankelova norma jakékoliv stabilńı přenosové funkce E(s) je definována:

||E(s)||H ,
√
ρ(PQ), (4.32)

kde P a Q je Gramián řiditelnosti respektive pozorovatelnosti E(s). Je to také maximálńı
Hankelovo singulárńı č́ıslo E(s). Pro odvozeńı této aproximace odkazujeme na [1]. Dále
odkazujeme na help [9] k matlabovským funkćım balancmr a hankelmr, které byly
použity v této práci.
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Obrázek 4.14: Hankelova singulárńı č́ısla systému
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4.3.3 Smı́̌sená citlivost (mixed-sensitivity)

Problém smı́̌sené citlivosti 7 spoč́ıvá ve váhováńı (tvarováńı) citlivostńı funkce S a daľśı
či daľśıch přenosových funkćı uzavřené regulačńı smyčky. Kromě S se tvaruje také akčńı
zásah KS a komplementárńı citlivostńı funkce T . Akčńı zásah se váhuje kv̊uli nejlepš́ı
funkci H∞-algoritmu, váhu ale voĺıme jen malou (Wu = 0, 01I), aby nezhoršila kval-
itu regulace. Komplementárńı citlivostńı funkci T váhujeme z d̊uvodu, aby byla splněna
podmı́nka RS (3.31). Kv̊uli odhadu (3.28) zvoĺıme WT = WO

8, kde WO je váha z pod-
kapitoly 3.5. Zobecněný model P je ve tvaru:

P =


 Wp

0
0

  −WpG
Wu

WTG


I −G

 . (4.33)

Zapojeńı pro řešeńı problému smı́̌sené citlivosti je na Obrázku 4.15. Výpočtem podle
(3.15) vycháźı:

Fl(P,K) =

 WpS
WuKS
WTT

 . (4.34)

GK
uew

z

W p

y

W u

( ),
l

F P K

P

W T

Obrázek 4.15: Zobecněný regulačńı obvod pro problém smı́̌sené citlivosti

Nyńı se řeš́ı H∞-optimálńı problém pro tuto konfiguraci, hledá se tedy K, který min-

7Celkem existuj́ı 3 typy problémů: S/KS ∨ S/T ∨ S/KS/T (v př́ıpadě vodárny).
8 ||WOTO||∞ < 1⇒ µ∆(WOTO) < 1.
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imalizuje γ pro: ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
WpS
WuKS
WTT

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞

< γ. (4.35)

K výpočtu použijeme funkci v Matlabu mixsyn, která řeš́ı (4.26).

4.3.3.1 Minimálně fázový model

Sub-optimálńı problém (4.26) byl vyřešen s γ = 0, 792. Regulačńı obvod splňuje RP
(µ∆ = 0, 95), viz Obrázek 4.17, a dosažená š́ı̌rka pásma ω∗RP = 0, 08 rad/s. Žádné interakce
nejsou př́ıtomny. Navržený regulátor je řádu 8. Časové pr̊uběhy regulace jsou na Obrázku
4.16.
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Obrázek 4.16: Časové odezvy s regulátorem ”smı́̌sená citlivost” pro minimálně fázový
model
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Obrázek 4.17: µ-analýza regulačńıho obvodu s minimálně fázovým modelem a regulátorem
”smı́̌sená citlivost”

4.3.3.2 Neminimálně fázový model

Sub-optimálńı problém (4.26) byl vyřešen s γ = 0, 763. RP je opět splněno (µ∆ = 0, 91),
viz Obrázek 4.19. Interakce jsou viditelné. Dosažená š́ı̌rka pásma ω∗RP = 0, 007 rad/s.
Původně navržený regulátor má řád 8, po redukci (useknut́ı balancované realizace) má
regulátor řád 6. Časové pr̊uběhy regulace jsou na Obrázku 4.18.
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Obrázek 4.18: Časové odezvy s regulátorem ”smı́̌sená citlivost” pro neminimálně fázový
model
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Obrázek 4.19: µ-analýza regulačńıho obvodu s neminimálně fázovým modelem a
regulátorem ”smı́̌sená citlivost”

4.3.4 H∞ loop-shaping

Tato návrhová metoda 9 je založena na kombinaci tvarováńı otevřené regulačńı smyčky
(loop-shaping) sH∞-robustńı stabilizaćı [1]. Proces návrhu je tedy dvoustupňový. Nejprve
je váhován model v otevřené smyčce (OL) prekompenzátorem a postkompenzátorem, aby
źıskala singulárńı č́ısla otevřené smyčky požadovaný pr̊uběh. Poté je výsledný tvarovaný
model robustně stabilizován pomoćı H∞-optimalizace. Velkou výhodou je, že se nemuśı
ve druhém kroku modelovat neurčitost ani vyb́ırat váhy. Problém robustńı stabilizace
nevyžaduje pro své řešeńı γ-iteraci, a lze proto explicitně určit γmin a dostat řešeńı
obecného H∞-optimálńıho problému.

Nejprvě odvod́ıme postup robustńı stabilizace regulátoru. Vrat’me se k Obrázku 3.8
z podkapitoly 3.5. Systém má tvar normalizované levé nesoudělné pod́ılové faktorizace
(normalized left coprime factorization):

G = M̃−1Ñ . (4.36)

Pro faktory M̃, Ñ plat́ı:

M̃M̃∗ + ÑÑ∗ = I, (4.37)[
Ñ M̃

] [
Ñ M̃

]∗
= I, (4.38)

kde operátor ∗ znač́ı M∗(s) = MT (−s).
Pro výpočet faktorizace použijeme stavovou reprezentaci. Pokud je G v minimálńı

stavové realizaci:

G ∼=
[
A B
C D

]
,

9Známá také po svých tv̊urćıch jako Glover-McFarlane metoda.
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potom minimálńı stavová realizace normalizované levé nesoudělné pod́ılové faktorizace
je:

[Ñ(s) M̃(s)] ∼=
[
A+HC B +HD H

R−1/2C R−1/2D R−1/2

]
, (4.39)

kde:
H , −(BDT + ZCT )R−1, R , I +DDT (4.40)

a matice Z je jediné positivně definitńı řešeńı algebraické Riccatiho rovnice:

(A−BS−1DTC)Z + Z(A−BS−1DTC)T − ZCTR−1CZ +BS−1BT = 0, (4.41)

kde S , I +DTD [1].
Lze si všimnout, že se rovnice (4.41) v př́ıpadě striktně ryźıho systému (D = 0) dosti

zjednoduš́ı.
I když se zdá tato konfigurace neurčitosti méně realistická, je dosti obecná, jelikož

nepožaduje zachováńı nestabilńıch pól̊u u perturbovaného modelu, jako tomu je u jiných
typ̊u neurčitost́ı (multiplikativńı, aditivńı) [1]. Faktorizovanou neurčitost́ı tedy lze zvětšit
i zmenšit počet nestabilńıch pól̊u modelu. Nav́ıc použit́ı této neurčitosti vede na užitečný
H∞-problém robustńı stabilizace, který nyńı uvedeme.

Rovnice pertubovaného modelu je:

ΠC : Gp = (M̃ + ∆M)−1(Ñ + ∆N), ||∆M ∆N ||∞ ≤ ε, (4.42)

kde ε > 0 je bezpečnost stability a ∆M a ∆N jsou stabilńı přenosové funkce.
Ćılem robustńı stabilizace je maximalizovat ε. Pro perturbovaný regulačńı obvod na

Obrázku 4.20 odvod́ıme podmı́nku stability [1]. Z M∆-struktury porovnáńım urč́ıme M :

M =

[
I
K

]
(I −GK)−1M̃−1. (4.43)

N∆ M∆

1M −!N!
u y

K

Obrázek 4.20: Problém H∞ robustńı stabilizace

Perturbovaný regulačńı obvod je tedy stabilńı právě tehdy, když nominálńı regulačńı
obvod je stabilńı a:

γ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣[ I
K

]
(I −GK)−1M̃−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
≤ 1

ε
. (4.44)
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Nejmenš́ı dosažitelná hodnota γmin a s ńı koresponduj́ıćı maximálńı mı́ra stability εmax

jsou dány [1]:

γmin = ε−1
max =

√√√√ 1

1−
∣∣∣∣∣∣[Ñ M̃

]∣∣∣∣∣∣2
H

> 1. (4.45)

Ćıl je tedy nalézt řešeńı problému:

min
K

∣∣∣∣∣∣∣∣[ I
K

]
(I −GK)−1M̃−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

= γmin. (4.46)

Robustńı stabilizace samotná neńı v praxi př́ılǐs použitelná, protože nelze specifikovat
žádné požadavky na kvalitu regulace [1]. Aby to bylo možné, už́ıvá H∞ loop-shaping
vážeńı modelu prekompenzátorem a postkompenzátorem, aby se vytvarovala singulárńı
č́ısla otevřené regulačńı smyčky před robustńı stabilizaćı takto tvarovaného modelu. Jeho
rovnice je:

Gs = W2GW1, (4.47)

kdeW1 je prekompenzátor aW2 je postkompenzátor. Situace je na Obrázku 4.21. Regulátor
Ks je navržen řešeńım problému robustńı stabilizace (4.46) pro tvarovaný model Gs s

normalizovanou levou nesoudělnou pod́ılovou faktorizaćı Gs = M̃−1
s Ñs. Zpětnovazebńı

regulátor (kladná zpětná vazba) pro model G je potom:

K = W1KsW2. (4.48)

Nyńı se budeme zabývat volbou W1 a W2. Oba kompenzátory voĺıme jako diagonálńı
matice (pokud ovšem neńı obsaženo Wa). Postkompenzátor W2 je brán většinou jako
konstantńı matice, která vyjadřuje poměrnou d̊uležitost mezi ř́ızenými výstupy systému
a daľśımi měřenými veličinami, které jsou vráceny zpětnou vazbou regulátoru. Pro model
vodárny voĺıme W2 = I, jelikož oba ř́ızené výstupy maj́ı stejnou d̊uležitost.

Prekompenzátor W1 se může skládat z několika káskadně zapojených část́ı:

W1 = WpWaWg. (4.49)

G 2W1W

K s

Gs

Obrázek 4.21: Tvarovaný model s regulátorem
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Element Wp zahrnuje dynamické tvarováńı: integrálńı akci na ńızkých frekvenćıch,
fázový předstih ωI v oblasti gain crossover frekvence ωc

10 a (pokud je třeba) fázové
zpožděńı pro větš́ı strmost poklesu frekvenčńı charakteristiky na vysokých frekvenćıch.
Wp má tedy tvar PI regulátoru:

Wp = diag

{
s+ ωIi
s

}
, i = 1, 2. (4.50)

Matice Wa je volitelná a slouž́ı k srovnáńı singulárńıch č́ısel v žádaném frekvenčńım
pásmu. Je to vlastně rozvazbovaćı kompenzátor (statický/dynamický)11, neměl by být
použit, pokud je systém špatně podmı́něný 12. Konstantńı matice Wg (volitelná) poskytuje
kontrolu nad akčńım zásahem (nepouž́ıváme ji).

Obecně plat́ı, že pokud se při návrhu podař́ı doćılit εmax ≥ 0, 3 (γmin ≤ 3, 3), regulátor
vykazuje dobré známky robustnosti. Pokud ne, je třeba změnit W1 (př́ıpadně W2). Na
Obrázku 4.22 je zapojeńı úlohy ve tvaru standardńıho H∞-problému [5].

Zobecněný model má tvar:

P =


[
M̃s

−1

0

] [
Gs

I

]
M̃s

−1
Gs

 . (4.51)

sGsK uew

z

y1M s−!

( ), sl
F P K

Obrázek 4.22: Zobecněný regulačńı obvod pro problém H∞ loop-shaping

10Na této frekvenci σ(L(jωc)) = 1. Plat́ı, že ωc ≈ ωB .
11Statický kompenzátor rozvazbuje (diagonalizuje) na určité frekvenci, např́ıklad v pracovńım bodě:

G−1(0)G(0) = I, Wa = G−1(0). Dynamický kompenzátor rozvazbuje na všech frekvenćıch, pro odvozeńı
odkazujeme na [10].

12Minimalizované č́ıslo podmı́něnosti γ∗(G) je velké, neboli matice RGA(G) má velké prvky, což zna-
mená citlivost systému v̊uči nestrukturované neurčitosti.
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4.3.4.1 Minimálně fázový model

Volba kompenzátor̊u byla následuj́ıćı:

Wp = diag{s+ 0, 016

s
},

Wa − dynamický rozvazbovaćı kompenzátor.

Na Obrázku 4.23 je ukázáno, jak byl splněn úkol tvarováńı singulárńıch č́ısel otevřené
smyčky, kde σ(Gs) je požadovaný tvar pr̊uběhu.
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Obrázek 4.23: Výsledky tvarovańı OL singulárńıch č́ısel regulátorem pro minimálně fázový
model

S t́ımto regulátorem bylo dosaženo εmax = 0, 6955. Regulačńı obvod splňuje RP (µ∆ =
0, 995), viz Obrázek 4.25, a ω∗RP = 0, 036 rad/s. Regulátor je p̊uvodně řádu 7, po redukci
(useknut́ı balancované realizace) řádu 5. Časové pr̊uběhy regulace jsou na Obrázku 4.24.
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Obrázek 4.24: Časové odezvy s regulátorem ”H∞ loop-shaping” pro minimálně fázový
model
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Obrázek 4.25: µ-analýza regulačńıho obvodu s minimálně fázovým modelem a regulátorem
”H∞ loop-shaping”
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4.3.4.2 Neminimálně fázový model

Volba kompenzátor̊u byla následuj́ıćı:

Wp = diag{s+ 0, 012

s
},

Wa = G−1(0) − statický rozvazbovaćı kompenzátor.

Dynamický rozvazbovaćı kompenzátor měl v tomto př́ıpadě špatné výsledky, proto
jsme použili statický rozvazbovaćı kompenzátor (neumı́ model plně rozvazbit).

Na Obrázku 4.26 lze vidět, jak byl splněn úkol tvarováńı OL singulárńıch č́ısel.
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Obrázek 4.26: Výsledky tvarovańı OL singulárńıch č́ısel regulátorem pro neminimálně
fázový model

S t́ımto regulátorem bylo dosaženo εmax = 0, 498. Regulačńı obvod splňuje RP (µ∆ =
0, 991), viz Obrázek 4.28, a ω∗RP = 0, 0055 rad/s. Regulátor je p̊uvodně řádu 7, po redukci
(Hankelova optimálńı redukce) řádu 5. Časové pr̊uběhy regulace jsou na Obrázku 4.27.
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Obrázek 4.27: Časové odezvy s regulátorem ”H∞ loop-shaping” pro neminimálně fázový
model
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Obrázek 4.28: µ-analýza regulačńıho obvodu s neminimálně fázovým modelem a
regulátorem ”H∞ loop-shaping”
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4.3.5 D-K iterace

Strukturované singulárńı č́ıslo µ∆ je velmi efektivńı nástroj pro analýzu RS a RP pro
regulačńı obvod s daným regulátorem [1]. Dá se ovšem také využ́ıt pro problém µ-syntézy,
která minimalizuje µ∆. V současné době ovšem neexistuje př́ımá metoda pro návrh µ-
optimálńıho regulátoru 13. Asi nejznáměǰśı použ́ıvaná metoda je D-K iterace a v této
práci ji použijeme pro návrh regulátor̊u. Kombinuje v sobě H∞-syntézu a µ-analýzu a
má často velmi dobré výsledky.

Odvozeńı problému začneme odhadem horńı hranice µ∆ (3.28), tedy:

µ∆(H) ≤ σ(H) (4.52)

a zaved’me matici D, která komutuje s ∆ (∆D = D∆). Potom plat́ı:

µ∆(DH) = µ∆(HD) a µ∆(DHD−1) = µ∆(H). (4.53)

Nyńı definujme D jako množinu matic D, které komutuj́ı s ∆. Potom plyne z (4.52) a
(4.53):

µ∆(H) ≤ min
D∈D

σ(DHD−1). (4.54)

Za obecnou přenosovou matici H dosad́ıme H = N , kde N je podle Obrázku 3.9, N =
Fl(V̂ ,K), a dostaneme zjednodušený problém:

min
K

(
min
D∈D
||DND−1||∞

)
︸ ︷︷ ︸

≥µ∆(N)

, (4.55)

kde ∆ je rozš́ı̌rená neurčitost podle (3.36). I tento zjednodušený problém se muśı ovšem
řešit aproximativńım postupem, tedy přes D-K iteraci [5].

Základem je minimalizace ||DND−1||∞ stř́ıdavě přes D a K (zat́ımco je druhé kon-
stantńı). Na začátku iteračńıho procesu k = 0 se vybere stabilńı racionálńı přenosová
matice D(k)(s) s vhodnou strukturou, D(k)(s) = I je často vhodnou počátečńı volbou.
D-K iterace poté pokračuje:

• Iteračńı krok: k = k + 1.

• K-krok: Řeš́ı se H∞-problém:

min
K(k)
||D(k−1)Fl(V̂ ,K

(k))(D(k−1))−1||∞.

• D-krok: S vypočteným regulátorem K(k)(s) se řeš́ı pro řadu frekvenćı ωi, i =
1, ..., R minimalizačńı problém

min
D

(k)
i ∈D

σ[D
(k)
i Fl[V̂ (jωi), K

(k)(jωi)]((D
(k)
i )−1].

Pro danou diskrétńı frekvenčńı oblast a regulátor K(k)(s) se tedy vypočte horńı
hranice µ∆[Fl(V̂ ,K

(k))]. Pokud je maximálńı hodnota menš́ı než 1, ćıle bylo dosaženo
a iterace může být ukončena, pokud neńı, iterace pokračuje daľśım bodem.

13Idea je minimalizovat maxω µ∆(N(jω)) přes všechny stabilizuj́ıćı regulátory. Jelikož nelze vypoč́ıst
strukturované singulárńı č́ıslo přesně, nemá tato úloha známé řešeńı.
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• Řeš́ı se interpolačńı problém a určuje se D(k)(s), které škálovaćı matice D
(k)
i pro

frekvence ωi, i = 1, ..., R aproximuj́ı:

D(k)(jωi) ≈ D
(k)
i , i = 1, ..., R.

Iterace pokračuje do doby, než ||DND−1||∞ < 1 (RP je splněno), nebo hodnota H∞-
normy již dále neklesá [1].

Zobecněný model V̂ má tvar:

V̂ =


0 0 WOG[
−Wp

0

] [
Wp

0

] [
−WpG
Wu

]
−I I −G

 . (4.56)

Na Obrázku 4.29 je zobecněný regulačńı obvod pro problém D-K iterace a N lze vyjádřit
jako:

N =


−WOTO WOTO[
−WpSO
−WuKSO

] [
WpSO
WuKSO

]  . (4.57)

Jako u dvou předchoźıch metod muśıme pro dobré výsledky algoritmu výpočtu regulátoru
zařadit váhu Wu. Voĺıme ji opět malou, Wu = 0, 01I, aby nezhoršila kvalitu dosažené reg-
ulace.

GK
uew

z

N
W p

p∆
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W O

u∆ y∆

y

W u

Obrázek 4.29: Zobecněný regulačńı obvod pro problém D-K iterace

Oproti problému smı́̌sené citlivosti a H∞ loop-shapingu se u D-K iterace použije pro
návrh regulátoru př́ımo perturbovaný model s výstupńı multiplikativńı neurčitost́ı. Pro
výpočet regulátoru použ́ıváme matlabovskou funkci dksyn.
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4.3. ROBUSTNÍ H∞-METODY SYNTÉZY

4.3.5.1 Minimálně fázový model

Regulátor byl navržen po 2 iteraćıch, splňuje RP (µ∆ = 0, 89), viz Obrázek 4.31, a
dosažená š́ı̌rka pásma je ω∗RP = 0, 078 rad/s . Původně navržený regulátor je řádu 12, po
redukci (Hankelova optimálńı redukce) je regulátor řádu 8. Časové pr̊uběhy regulace jsou
na Obrázku 4.30.
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Obrázek 4.30: Časové odezvy s regulátorem ”D-K iterace” pro minimálně fázový model
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Obrázek 4.31: µ-analýza regulačńıho obvodu s minimálně fázovým modelem a regulátorem
”D-K iterace”
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4.3.5.2 Neminimálně fázový model

Regulátor byl navržen po 4 iteraćıch, splňuje RP (µ∆ = 0, 79), viz Obrázek 4.33, a
dosažená š́ı̌rka pásma je ω∗RP = 0, 0053 rad/s . Původně navržený regulátor má řád 8, po
redukci (useknut́ı balancované realizace) je regulátor řádu 6. Časové pr̊uběhy regulace
jsou na Obrázku 4.32.
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Obrázek 4.32: Časové odezvy s regulátorem ”D-K iterace” pro neminimálně fázový model
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Obrázek 4.33: µ-analýza regulačńıho obvodu s neminimálně fázovým modelem a
regulátorem ”D-K iterace”
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4.4. POROVNÁNÍ NOMINÁLNÍCH ODEZEV A ZHODNOCENÍ VÝSLEDKŮ

4.4 Porovnáńı nominálńıch odezev a zhodnoceńı výsledk̊u

4.4.1 Minimálně fázový model

Na Obrázku 4.34 je porovnáńı regulace všech regulátor̊u a na Obrázku 4.35 je porovnáńı
akčńıch zásah̊u regulátor̊u. V Tabulce 4.1 a 4.2 jsou parametry regulace jednotlivých
regulátor̊u.
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Obrázek 4.34: Porovnáńı nominálńıch časových odezev pro minimálně fázový model
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Obrázek 4.35: Porovnáńı nominálńıch akčńıch zásah̊u regulátor̊u pro minimálně fázový
model
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Regulátor p [%] ts [s] |interakce|max [%] u1max [V] ω∗
RP [rad/s]

decentr. PI reg. 24 48,5 11,5 9,7 0,075
LQ reg. 0 20,5 0 9,9 0,17

reg. ”smı́̌sená citlivost” 1,9 20 0 9,9 0,08
reg. ”H∞ loop-shaping” 0 24,8 0 9,2 0,036

reg. ”D-K iterace” 3,3 96,1 0 9,6 0,078

Tabulka 4.1: Ř́ızeńı výšky hladiny v prvńım válci pro minimálně fázový model

Regulátor p [%] ts [s] |interakce|max [%] u2max [V]

decentr. PI reg. 25,7 60 0,8 9
LQ reg. 0 21,5 0 9,96

reg. ”smı́̌sená citlivost” 2 20 0 9,9
reg. ”H∞ loop-shaping” 1,8 24,7 0 9,4

reg. ”D-K iterace” 3,4 96,2 0 9,5

Tabulka 4.2: Ř́ızeńı výšky hladiny ve druhém válci pro minimálně fázový model

Z ukazatel̊u v tabulkách a z časových pr̊uběh̊u (nominálńıch/nenominálńıch) vycháźı,
že nejlepš́ıch výsledk̊u dosáhl LQ regulátor s pozorovatelem. Doba regulace je sice o
něco deľśı než u regulátoru ”smı́̌sená citlivost”, ale dosahuje výrazně větš́ı (v́ıce jak
dvojnásobně) š́ı̌rky pásma ω∗RP pro RP. Pomyslné druhé mı́sto zaujal regulátor ”smı́̌sená
citlivost”. Regulátor ”H∞ loop-shaping” dosahuje podle graf̊u dobrých výsledk̊u, ale ω∗RP
je asi polovičńı než u ostatńıch regulátor̊u. Regulátor ”D-K iterace” dosahuje poněkud po-
malé odezvy, ale interakce nejsou viditelné. Decentralizovaný PI regulátor dosahuje rych-
leǰśı odezvy, ale jsou viditelné interakce, které jsou nežádoućı. LQ regulátor byl nejméně
citlivý na neurčitost (pás kolem nominálńıho pr̊uběhu byl nejužš́ı).
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4.4.2 Neminimálně fázový model

Na Obrázku 4.36 je porovnáńı regulace všech regulátor̊u a na Obrázku 4.37 je porovnáńı
akčńıch zásah̊u regulátor̊u. V Tabulce 4.3 a 4.4 jsou parametry regulace jednotlivých
regulátor̊u.
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Obrázek 4.36: Porovnáńı nominálńıch časových odezev pro neminimálně fázový model
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Obrázek 4.37: Porovnáńı nominálńıch akčńıch zásah̊u regulátor̊u pro neminimálně fázový
model

Těžko se dá rozhodnout, který regulátor je nejvhodněǰśı. Co se týče potlačeńı interakćı,
tak jednoznačně nejlepš́ıch výsledk̊u dosahuje regulátor ”H∞ loop-shaping” (interakce
jsou několikrát menš́ı než u ostatńıch regulátor̊u). Nejrychleǰśı odezvy a největš́ı ω∗RP
dosáhl regulátor ”smı́̌sená citlivost”. Nejhorš́ı výsledky měl decentralizovaný PI regulátor,
který nedosáhl RP a interakce při regulaci byly největš́ı (ale stále v meźıch požadavk̊u na
regulaci). LQ regulátor byl opět nejméně citlivý na neurčitost (nejv́ıce robustńı), ovšem
kv̊uli horš́ı nominálńı kvalitě ř́ızeńı, nebylo dosaženo větš́ı ω∗RP .
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Regulátor p [%] ts [s] |interakce|max [%] u1max [V] ω∗
RP [rad/s]

decentr. PI reg. 1,4 260 29,7 5,5 -
LQ reg. -5,3 345 29,2 5,9 0,0063

reg. ”smı́̌sená citlivost” -11 242 24,8 6 0,007
reg. ”H∞ loop-shaping” -5 393 9,1 5,4 0,0055

reg. ”D-K iterace” -6,7 269 26 5,9 0,0053

Tabulka 4.3: Ř́ızeńı výšky hladiny v prvńım válci pro neminimálně fázový model

Regulátor p [%] ts [s] |interakce|max [%] u2max [V]

decentr. PI reg. 19,6 712 29,6 5,6
LQ reg. -1,6 379 27,1 6,3

reg. ”smı́̌sená citlivost” -10,4 291 15,3 6
reg. ”H∞ loop-shaping” -4,8 326 6,6 5,4

reg. ”D-K iterace” -4,1 319 12 5,5

Tabulka 4.4: Ř́ızeńı výšky hladiny ve druhém válci pro neminimálně fázový model
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Kapitola 5

Závěr

V této práci byl použit k regulaci lineárńı matematický model čtyřválcové vodárny, do
kterého byla zavedena neurčitost, aby takovýto model lépe odpov́ıdal chováńı reálného
systému. Dále byla definována kritéria pro ověřováńı robustnosti a kvality ř́ızeńı reg-
ulačńıho obvodu pomoćı µ-analýzy - analytický nástroj H∞-̌ŕızeńı. Poté byl proveden
návrh regulátor̊u pro minimálně a neminálně fázový režim modelu. Nejprve byly použity
metody klasického návrhu - decentralizovaný PI regulátor a LQ regulátor s pozorovatelem
redukovaného řádu. Poté byly představeny a použity robustńı H∞-metody syntézy -
smı́̌sená citlivost, H∞ loop-shaping a D-K iterace. U každé metody byly provedeny sim-
ulace na nominálńım i perturbovaném modelu a µ-analýza.

Minimálně fázový model vodárny je citlivěǰśı na neurčitost (79 %) než neminimálně
fázový model (17 %). Na nenominálńıch simulaćıch se ale ukazuje, že rozptyl kolem
nominálńıch pr̊uběh̊u je u neminimálně fázového modelu větš́ı než u minimálně fázového
modelu, regulátory jsou tedy v tomto př́ıpadě výrazně citlivěǰśı na neurčitost. Z analýzy
časových pr̊uběh̊u i µ-analýzy plyne, že nejrobustněǰśı je LQ regulátor. V př́ıpadě minimálně
fázového režimu dosahuje největš́ı š́ı̌rky pásma robustńı kvality ř́ızeńı a doba regulace je
jen o trochu deľśı než u regulátoru ”smı́̌sená citlivost”.

U neminimálně fázového modelu nelze jednoznačně rozhodnout, který regulátor byl
nejlepš́ı. Nejlépe potlačoval interakce a relativně dobrou dobu regulace měl regulátor
”H∞ loop-shaping”. Největš́ı š́ı̌rku pásma robustńı kvality ř́ızeńı a nejkratš́ı dobu regulace
dosáhl regulátor ”smı́̌sená citlivost”. Nejhorš́ı výsledky měl decentralizovaný PI regulátor,
který nedosáhl robustńı kvality ř́ızeńı a interakce byly při regulaci největš́ı.

I když byl LQ regulátor v obou režimech modelu nejrobustněǰśı, u neminimálně
fázového modelu vykazoval horš́ı vlastnosti než H∞-metody. Nav́ıc u volby rychlých
vlastńıch č́ısel pozorovatele se mohl perturbovaný regulačńı obvod stát nestabilńım (ro-
bustńı stabilita by nebyla splněna). Decentralizovaný PI regulátor byl strukturou a návrhem
nejjednodušš́ı. Interakce byly při regulaci méně potlačeny než u ostatńıch regulátor̊u. Z
nenominálńıch pr̊uběh̊u vyplývá, že jeho robustnost byla dobrá, nebyla výrazně horš́ı
než u robustńıch H∞-metod. U této metody také nelze zaručit robustńı stabilitu spolu s
vyhovuj́ıćı kvalitou ř́ızeńı. Robustńı H∞-metody naopak zaručuj́ı robustńı stabilitu reg-
ulačńıho obvodu (D-K iterace zaručuje př́ımo robustńı kvalitu ř́ızeńı) a snoub́ı v sobě
dobrou nominálńı kvalitu ř́ızeńı s robustnost́ı, protože do návrhu zavád́ı neurčitost mod-
elu. Tyto metody jsou ovšem výpočetně náročněǰśı a generuj́ı regulátory vyšš́ıho řádu,
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proto je často třeba jejich řád redukovat.
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[5] J. Raisch, Mehrgrössenregelung im Frequenzbereich. München, BD: Oldenbourg,
1994.

[6] R. Vadigepalli, E. P. Gatzke, and F. J. D. III, “Robust control of a multivariable
experimental four-tank system,” Ind. Eng. Chem. Res., vol. 40, no. 8, pp. 1916–1927,
2001.

[7] E. Rakhshani and J. Sadeh, “Reduced-order observer control for two-area system
after deregulation,” Control and Intelligent Systems, vol. 38, no. 4, 2010.

[8] S. Boyd, L. E. Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan, Linear Matrix Inequalities
in System and Control Theory. Philadelphia, PA, USA: Society for Industrial and
Applied Mathematics, 1994.

[9] “Matlab - documentation.” http://www.mathworks.com/help/techdoc/. [online].
[cit. 20/03/2011].
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Př́ıloha A

Obsah přiloženého CD

K této práci je přiloženo CD, kde jsou zdrojové kódy práce, simulačńı schémata a výpočetńı
skripty. CD obsahuje dva adresáře:

• MATLAB Simulink/: Matlabovské skripty .m, simulačńı schémata .mdl

• DP LaTeX/: Elektronická verze diplomové práce v .pdf a zdrojový kod pro zpra-
cováńı systémem LaTeX.
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