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Abstrakt

Prediktivńı ř́ızeńı (MPC) je moderńı metoda ř́ızeńı pr̊usmyslových proces̊u. Přirozenou

výhodou této metody, vyplývaj́ıćı z jej́ıho principu, je možnost brát v úvahu fyzické ome-

zeńı ř́ızené soustavy a pro definované kritérium nalézt optimálńı akčńı zásah. Jádrem

regulace je tedy optimalizačńı proces, při němž je nejčastěji řešen kvadratický program

(při zvoleném kvadratickém kritériu optimality, které je možné interpretovat jako ener-

getické kritérium). MPC vede na optimalizačńı úlohu s omezeńım, pro které neexistuje

analytické řešeńı jako pro některé optimalizace bez omezeńı. Pro ř́ızeńı systémů s krátkou

periodou vzorkováńı je třeba řešit optimalizaci co nejrychleji, a to vhodnými algoritmy.

Nicméně pro jednoduchá omezeńı, např. tvaru box, existuj́ı efektivńı algoritmy s jejichž

pomoćı lze regulovat i rychle vzorkované systémy. V rámci této práce byl regulátor s

takovým algoritmem implementován.

Abstract

Predictive control (MPC) is modern method for controlling industrial processes. Na-

tural advantage of this method according to its principle is possibility of considering

limits of controlled system and then for defined criteria optimal control action can be

found. Thus, main element of control is the optimalization process, where mostly quadra-

tic program is being solved (when qaudratic criteria of optimality which may be stated as

a energetic criteria is selected). MPC leads to optimalization problem with constraints,

where no analytic result exists as for some optimalizations without constraints. Short

sampling interval systems control has to be solved as fast as possible by appropriate algo-

rithms. However, for simple constraints f.e. the box shape, effective algorithms with ones

aid of controlling even fast sampled systems is possible exist. In terms of this thesis new

controller with this algorithm was implemented.
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4.7 Srovnáńı čas̊u trváńı optimalizace pro regulaci s TP = 200 . . . . . . . . 31
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vii



viii



Kapitola 1

Úvod

Stavové prediktivńı ř́ızeńı (Model Predictive Control (MPC)) je moderńı princip ř́ızeńı,

stále v́ıce už́ıvaný v pr̊umyslu. Jeho hlavńı myšlenkou je řešeńı optimalizačńı úlohy po

každém vzorku. Přitom vycháźı z predikćı, poč́ıtaných ze známého diskrétńıho lineárńıho

modelu reálné soustavy. V každém časovém okamžiku se tedy minimalizuje dané kritérium

optimality (nejčastěji kvadratické) přes horizont predikce, v př́ıpadě blokováńı vstup̊u přes

horizont korekce. Pro zavedeńı zpětné vazby se už́ıvá principu zvaného klouzavý horizont.

MPC vede na multi-parametrický kvadratický (v př́ıpadě kvadratického kritéria) pro-

gram (mp-QP), který je možné řešit offline, a jehož parametry jsou stavové vektory [1].

Potom regulátor online pouze vyhledá v tabulce a přǐrad́ı každému stavovému vektoru

odpov́ıdaj́ıćı akčńı zásah. Jedná se o velmi efektivńı přistup, ale jak se ukazuje, jen pro

systémy s málo stavy a krátkým horizontem korekce, jinak je př́ılǐs pamět’ově náročný

[2].

Druhou možnost́ı jsou online solvery, které vypoč́ıtávaj́ı odpov́ıdaj́ıćı akčńı zasahy v

každém kroce. Pro rychlé solvery aplikované na velké a relativně rychlé systémy se už́ıvaj́ı

v zasadě dvě rozd́ılné numerické metody a jejich modifikace. Metoda aktivńıch množin

(Active Set Method (ASM)), jež má levné iterace (O(n2)), avšak k nalezeńı optima je jich

třeba mnoho, naproti metodě vnitřńıho bodu (Interior-Point Method (IP)) s komplexitou

O(n3) a relativně málo iteracemi [3].

Motivaćı pro tuto práci jsou rychle vzorkované systémy, k nimž je zapotřeb́ı rychlý

QP solver̊u. Po přihlédnut́ı k výše zmı́něným nedostatk̊um explicitńıho řešeńı jsme se

rozhodli vytvořit online MPC regulátor s implementovaným algoritmem gradientńı pro-

jekce (GP), vycházej́ıćı z ASM.

Struktura tohoto dokumentu je tato: po úvodu následuje druhá kapitola o predik-

tivńım ř́ızeńı a jeho provázanost́ı s numerickými metodami. Celá třet́ı kapitola je věnována
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD

numerickým metodám a čtvrtá pak implementaci algoritmu jedné z metod, postupu im-

plementace a zhodnoceńı hotového algoritmu. Na závěr pohovoř́ıme o dosaženém výsledku

a př́ınosu této práce.

1.1 Značeńı

V této práci je užito následuj́ıćıho značeńı:

A matice

A ≻ 0 pozitivně definitńı matice

A � 0 pozitivně semidefinitńı matice

xk vektor

xk,N posloupnost vektor̊u [xT
k ,x

T
k+1, ...,x

T
k+N ]

T

x∗

k,N optimálńı posloupnost vektor̊u

In jednotková matice řádu n

N,R množina přirozených, reálných č́ısel

A množina

α konstanta



Kapitola 2

Prediktivńı ř́ızeńı

V teorii ř́ızeńı se obvykle setkáme se dvěma typy úloh. Je to tzv. problém regulátoru a

problém sledováńı. V moderńı teorii ř́ızeńı jsou oba tyto problémy řešeny jako problémy

optimalizačńı. Veškeré požadavky na ř́ızeńı jsou zahrnuty v kriteriu kvality ř́ızeńı, které

optimalizujeme (minimalizujeme), a je zároveň prostředkem k dosažeńı našich ćıl̊u (sle-

dováńı, stabilizace, atd.). Nav́ıc, nejenže ř́ıd́ıme, ale v jistém ohledu ř́ıd́ıme nejlépe [4].

Ačkoli forem prediktivńıho ř́ızeńı je mnoho, stalo se synonymem pro MPC (stavové

ř́ızeńı), dosahuj́ıćıho skvělých výsledk̊u. Prediktivńı ř́ızeńı, jak již z názvu vyplývá, predi-

kuje chováńı (stavy a výstupy) systému na základě jeho modelu na horizontu predikce. Na

základě této predikce je optimalizováno kritérium kvality ř́ızeńı. Výsledkem je optimálńı

akčńı zásah, vedoućı k požadovanému chováńı systému podél horizontu predikce. Obecně

tedy regulačńı systém v každém časovém okamžiku k vykoná:

1. Predikce chováńı systému

2. Výpočet optimálńıho akčńıho zásahu na základě predikce

Hlavńımi výhodami MPC je předevš́ım schopnost brát v úvahu omezeńı reálného

systému. Dále pak dovoluje systematický a jednoduchý návrh ř́ızeńı i pro soustavy s

mnoha vstupy a mnoha výstupy (MIMO), kde je ř́ızeńı klasickými metodami př́ılǐs obt́ıžné

[5].

Tato práce se zabývá prediktivńım ř́ızeńım s kvadratickým kritériem optimality s

omezeńım typu ,,box”(limity na akčńı zásah), aplikovaným na lineárně časově invari-

antńı (LTI) diskrétńı model systému.
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4 KAPITOLA 2. PREDIKTIVNÍ ŘÍZENÍ

2.1 Predikce chováńı systému

V MPC se nejprve provede predikce chováńı systému na horizontu predikce TP , následně

řešeńı optimalizačńı úlohy na horizontu korekce TC . Poté se aplikuje nalezené řešeńı.

Pojmy jsou bĺıže specifikovány na obr. 2.1 a TS je perioda vzorkováńı.

Obrázek 2.1: Horizont predikce a korekce

Obrázek 2.1 vystihuje př́ıpad, kdy docháźı k blokováńı vstup̊u (TC < TP ). Hlavńım

ukazatelem složitosti př́ıslušné optimalizačńı úlohy jsou stupně volnosti. Stupně volnosti

(složitost úlohy) redukujeme fixováńım (blokováńım) vstup̊u (nebo změny vstup̊u) za

horizontem korekce (TC < t < TP ), tedy ř́ızeńı prob́ıhá na horizontu korekce a po zbylý

čas z̊ustává konstantńı na hodnotě posledńıho akčńıho zásahu [6].

Ńıže uvedený postup predikce lze provádět pouze nad lineárńımi modely. Dı́ky tomu

je predikce takto jednoduchá. Jak lze predikovat na nelineárńıch modelech je popsáno

mimo jiné i v [7].

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk +Duk, (2.1)

kde uk ∈ R
m je vektor ř́ıdićıho vstupu, xk ∈ R

n je stavový vektor, yk ∈ R
p je vektor

výstupu a kde A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m, C ∈ R
p×n, D ∈ R

p×m jsou matice popisuj́ıćı

chováńı systému.

Výjdeme-li z modelu 2.1, analogicky můžeme psát pro sled stav̊u v časových okamžićıch
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k + 1, k + 2, ... :

xk+1 = Axk +Buk

xk+2 = Axk+1 +Buk+1. (2.2)
...

Pro sled výstupńıch vektor̊u v časových okamžićıch k + 1, k + 2, ... :

yk+1 = Cxk+1 +Duk+1

yk+2 = Cxk+2 +Duk+2. (2.3)
...

Rekurzivńım dosazováńım vyjádř́ıme v předchoźıch rovnićıch xk.










xk+1

xk+2

...

xk+TP










︸ ︷︷ ︸

xk+1,TP

=










A

A2

...

ATP−1










︸ ︷︷ ︸

V x

xk +










B 0

AB B
...

. . .

ATP−1B B










︸ ︷︷ ︸

Sx










uk

uk+1

...

uk+TP−1










︸ ︷︷ ︸

uk,TP −1

(2.4)










yk+1

yk+2
...

yk+TP










︸ ︷︷ ︸

y
k+1,TP

=










CA

CA2

...

CATP










︸ ︷︷ ︸

V y

xk +










CB D

CAB CB
. . .

...
. . . D

CATP−1B CB










︸ ︷︷ ︸

Sy

uk,TP−1, (2.5)

Potom soustavě rovnic 2.2 odpov́ıdá 2.4, sledu 2.3 maticová rovnice 2.5, kde TP ∈ N je

konečný horizont predikce tj. časový okamžik, po který bude prováděn výpočet predikce.

Zkráceně lze předchoźı rovnice napsat v kompaktněǰśım tvaru:

xk+1,TP
= V xxk + Sxuk,TP−1

yk+1,TP
= V yxk + Syuk,TP−1. (2.6)

Blokováńı zavedeme do predikce pozměněńım předešlých rovnic:

xk+1,TP
= V xxk + Śxuk,TC−1

yk+1,TP
= V yxk + Śyuk,TC−1, (2.7)
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kde Ś∗ = S∗M b, M b je matice jednotkových blok̊u, která má pro systémy s jedńım

vstupem a jedńım výstupem (SISO) rozměr TP × TC a pro MIMO m · TP ×m · TC . Pro

př́ıklad blokuj́ıćı matice pro SISO soustavu a TP = 4, TC = 2 má tvar:

M b =

[

1 0 0 0

0 1 1 1

]T

. (2.8)

Predikce př́ımo vycházi z modelu systému. Je jasné, že přesnost takového odhadu

bude závislá na přesnosti modelu. Č́ım přesněǰśı model máme k dispozici, t́ım přesněǰśı

bude predikce.

2.2 Základńı algoritmus prediktivńıho ř́ızeńı

MPC využ́ıvá explicitńıho stavového popisu pro určeńı predikce na horizontu TP . V

každém časovém okamžiku řeš́ı omezenou optimalizačńı úlohu, kterou nalezne ř́ıdićı zásahy

na horizontu TC . Přitom se už́ıvaj́ı postupy neodlučitelně spjaté s MPC, jako blokováńı

vstup̊u (nejen vstup̊u) pro zjednodušeńı optimalizačńıho problému (sńıžeńı výpočetńı

náročnosti) nebo klouzavý horizont, přizp̊usobuj́ıćı algoritmus pro řešeńı reálných úkol̊u.

2.2.0.1 Klouzavý horizont

Výsledkem optimalizačńı úlohy MPC je řešeńı na konečném horizontu, tedy ř́ızeńı v

otevřené smyčce. Takové řešeńı by bylo vhodné pouze v ideálńım př́ıpadě, kdy bychom

měli k dispozici uplně přesný model systému, na systém by nep̊usobila žádná vněǰśı po-

rucha a měřeńı by nebylo zat́ıženo šumem, což ale neńı reálné. Proto se už́ıvá klouzavého

horizontu (RHC - Reciding Horizont Control), který do ř́ızeńı zavád́ı zpětnou vazbu [8].

Jedná se o iteračńı metodu, která v každém kroku k (časový okamžik):

1. Naměř́ı stavy systému.

2. Vypočte vektor optimálńıch (dle určitého kriteria) akčńıch zásah̊u u∗

k,TP−1 na časovém

horizontu k + 1 ≤ t ≤ k + TP vyřešeńım optimalizačńı úlohy.

3. Aplikuje ř́ızeńı u∗

k = [I, 0, ..., 0]u∗

k,TP−1, tedy pouze prvńı prvek ř́ıdićı sekvence.

T́ımto postupem jsme źıskali akčńı zásah pro okamžik k. Pro následuj́ıćı okamžik k + 1

se provede celý algoritmus znovu, s t́ım rozd́ılem, že za k dosad́ıme k + 1, atd..
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2.2.1 MPC bez omezeńı

MPC bez omezeńı je nejjednoduš́ı, avšak sṕı̌se akademický př́ıpad ř́ızeńı, nebot’ omezeńı

je to, co se od MPC nejv́ıce očekává a prakticky nejv́ıce využ́ıvá. Dı́ky absenci omezeńı je

možné ř́ızeńı řešit jako neomezený optimalizačńı problém. Ten jsme schopni řešit poměrně

efektivně, o čemž je zmı́nka v následuj́ıćı kapitole.

2.2.1.1 Problém regulátoru

Pokud jsou dynamické vlastnosti systému nevyhovuj́ıćı, je ćılem ř́ızeńı vytvořit takovou

ř́ıdićı strukturu, aby vyhovuj́ıćı byly (problém regulátoru). Může se jednat např́ıklad o

nestabilńı systém, ke kterému navrhneme regulátor systém stabilizuj́ıćı.

Pro tento problém můžeme zformulovat ztrátovou funkci, která v plném zněńı má

tvar:

J =
1

2

(
k+TP∑

j=k+1

xT
j Qxj +

k+TC−1∑

j=k

uT
j Ruj

)

= (2.9a)

=
(

V xxk + Śxuk,TC−1

)T

Q́
(

V xxk + Śxuk,TC−1

)

+ uT
k,TC−1Ŕuk,TC−1 =

= uT
k,TC−1

(

Ś
T

x Q́Śx + Ŕ
)

uk,TC−1 + 2xT
kV

T
x Q́Śxuk,TC−1 + xT

kV
T
x Q́V xxk,

za předpokladu:

Q = QT � 0, R = RT ≻ 0, (2.9b)

přičemž Q ∈ R
p·TP×p·TP a R ∈ R

m·TC×m·TC . Optimálńı akčńı zásah nalezneme minimali-

zaćı kritéria, které je ekvivalentńı s předchoźım, ačkoli zanedbáme konstantńı člen:

u∗

k,TC−1 = min
uk,TC−1

J(uk,TC−1 | xk) = (2.10)

= min
uk,TC−1

1

2
uT

k,TC−1

(

Ś
T

x Q́Śx + Ŕ
)

︸ ︷︷ ︸

H

uk,TC−1 + xT
k V T

x Q́Śx
︸ ︷︷ ︸

F

uk,TC−1 =

= min
uk,TC−1

1

2
uT

k,TC−1Huk,TC−1 + xT
kFuk,TC−1,

V 2.10 jsou H ≻ 0 a F matice definuj́ıćı problém a xk je známý vektor stav̊u pro daný

krok. Pro řešeńı MPC je ještě výhodné definovat vektor fT = xT
kF , jak uvid́ıme dále.

2.2.2 MPC s omezeńım

Největš́ı výhodou MPC je bezpochyby možnost zahrnout do regulace omezeńı reálného

systému (stavy, vstupy, atd.). V této práci se budeme zabývat pouze omezeńım rozsah̊u
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ř́ıdićıch signál̊u. Pro tento př́ıpad obecně plat́ı:

Auk ≤ b, (2.11)

je podmı́nka omezeńı tvaru mnohostěnu, ze kterého vhodným zvoleńım matice A a vek-

toru b, dostaneme omezeńı tvaru ,,box”následuj́ıćım zp̊usobem:

A
︷ ︸︸ ︷
[

I

−I

]

uk ≤

b
︷ ︸︸ ︷
[

UB

−LB

]

, (2.12)

kde LB (lower bound) je vektor dolńıch omezeńı a UB (upper bound) je vektor horńıch

omezeńı. Předchoźı soustavu rovnic přeṕı̌seme do jediné podmı́nky:

LB ≤ uk ≤ UB, (2.13)

což je podmı́nka box omezeńı.

Obecně lze dělit omezeńı na dva základńı typy:

• Pevná omezeńı (Hard constraints) - Vyplývá z omezeńı systému a porušeńı tohoto

omezeńı je nemyslitelné. Např. neńı možné požadovat, aby byl ventil v́ıce než úplně

otevřený, nebo méně než úplně zavřený.

• Měkká omezeńı (Soft constraints) - Omezeńı může být porušeno. Př́ıkladem může

být vytápěńı haly, kde je energeticky výhodněǰśı regulovat v rozsahu teplot (např́ıklad

18-22◦C). V př́ıpadě překročeńı meze je ř́ızeńı penalizováno. Takové ř́ızeńı bývá

označováno jako ř́ızeńı v pásmu (Range Control), tj. př́ıpad, kdy je měkké omezeńı

na horńı a dolńı mez [9].

2.2.2.1 Problém sledováńı s omezeńım

Daľśı často řešenou úlohou ř́ızeńı je problém sledováńı (tracking problem). Od řešeńı

úlohy tohoto typu nejenže požadujeme změnu vlastnost́ı systému na nám vyhovuj́ıćı,

jako v předešlé sekci, ale ještě nav́ıc se snaž́ıme, co nejpřesněji sledovat referenci. Pro tyto

účely se rozšǐruje stavový popis o referenci:

[

xk+1

xrefk+1

]

︸ ︷︷ ︸

x̃k+1

=

[

A 0

0 I

]

︸ ︷︷ ︸

˜A

[

xk

xrefk

]

︸ ︷︷ ︸

x̃k

+

[

B

0

]

︸ ︷︷ ︸

˜B

uk (2.14)
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yk =
[

C 0

]

︸ ︷︷ ︸

˜C

x̃k +Duk, (2.15)

Z definice regulačńı odchylky e = y − r vyplývá:

ek =
[

C −I

]

︸ ︷︷ ︸

˜Ce

x̃k +Duk, (2.16)

Pro účely sledováńı je nezbytné vyjádřit predikčńı vektor regulačńı odchylky, který bude

podobný predikčńımu vektoru výstupu:









ek+1

ek+2

...

ek+TP










︸ ︷︷ ︸

ek+1,TP

=










C̃eÃ

C̃eÃ
2

...

C̃eÃ
TP










︸ ︷︷ ︸

V e

x̃k +










C̃eB̃ D̃

C̃eÃB̃ C̃eB̃
. . .

...
. . . D̃

C̃eÃ
TP−1

B̃ C̃eB̃










︸ ︷︷ ︸

Se

uk,TP−1, (2.17)

Zkráceně ṕı̌seme:

ek+1,TP
= V ex̃k + Śeuk,TC−1, (2.18)

kde Śe = SeM b. Pozměńıme ztrátové funkci 2.9a tak, že nahrad́ıme vektory výstup̊u

vektory regulačńıch odchylek:

J =
1

2

(
k+TP∑

j=k+1

eT
j Qej +

k+TC−1∑

j=k

uT
j Ruj

)

= . . . (2.19)

= uT
k,TC−1

(

Ś
T

e Q́Śe + Ŕ
)

uk,TC−1 + 2x̃T
kV

T
e Q́Śeuk,TC−1 + x̃T

kV
T
e Q́V ex̃k,

Po úpravě předcházej́ıćı ztrátové funkce (přenásobeńı konstantou a odstraněńım na vstupu

nezávislém členu) dostáváme ekvivalentńı optimalizačńı úlohu. Nav́ıc ještě přidejme ome-

zeńı na ř́ıdićı veličinu. Pozměněná optimalizačńı úloha bude mı́t tvar:

u∗

k,TC−1 = min
uk,TC−1

J(uk,TC−1 | x̃k) = (2.20a)

= min
uk,TC−1

1

2
uT

k,TC−1

(

Ś
T

e Q́Śe + Ŕ
)

︸ ︷︷ ︸

˜H

uk,TC−1 + x̃T
kV

T
e Q́Śe

︸ ︷︷ ︸

˜f
T

uk,TC−1 =

= min
uk,TC−1

1

2
uT

k,TC−1H̃uk,TC−1 + f̃
T
uk,TC−1,

za podmı́nky:

LB ≤ uk ≤ UB, k = n, ..., n+ TC − 1. (2.20b)

u∗

k,TC−1 je nalezené optimálńı (dle kriteria optimality J) ř́ızeńı na horizontu T C .
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2.2.2.2 Vážeńı změny ř́ızeńı

Očekáváme-li od MPC regulátoru ,,integračńı”charakter, můžeme 2.20a přeformulovat na

tzv. ∆-u formulaci:

min
uk

1

2

(
k+TP∑

j=k+1

eT
j Qej +

k+TC−1∑

j=k

∆uT
j R∆uj

)

,

při zachováńı stávaj́ıćıch podmı́nek. Důležité je, že optimalizace prob́ıhá podle uk,TC−1 a

nikoli podle ∆uT
k,TC−1, a proto neńı nutné transformovat omezuj́ıćı podmı́nky. Analogicky

k předešlému můžeme i v tomto př́ıpadě přepsat úlohu do předpisu tzv. kvadratického

programu za podmı́nky 2.20b:

min
uk,TC−1

1

2
uT

k,TC−1Ĥuk,TC−1 + qT F̂
T
uk,TC−1,

kde za předpokladu problému sledováńı je vektor q složený ze stav̊u, referenćı a posledńıch

předešlých akčńıch zásah̊u. Podrobněji je toto téma rozebráno v [3].

Všechna dř́ıve uvedená kvadratická kritéria optimality vedou na parametrické kvad-

ratické programováńı, kde parametrem je stav systému x, a které je i s postupem řešeńı

popsané v následuj́ıćı kapitole.



Kapitola 3

Numerické metody pro kvadratické

programováńı

Prediktivńı regulátor s kvadratickým kritériem optimality vede na kvadratické progra-

mováńı (QP). Odted’ tedy uvažujme vždy, že optimalizačńı problém, který řeš́ıme, je QP.

Složitěǰśı optimalizačńıch úlohy obvykle nemaj́ı analytické řeseńı a jedinou možnost́ı, jak

je řešit, jsou numerické metody. Pro neomezené kvadratické programy vycháźı nejlépe, co

se do počtu iteraćı týče, Newtonova metoda. Pro omezené QP jsou to předevš́ım modifi-

kované metody aktivńıch množin a metoda vnitřńıch bod̊u, kterými je možné efektivně

hledat optima daného problému [10]. Naproti tomu závěr kapitoly je věnovaný expli-

citńımu řešeńı QP.

Optimalizačńım problémem budeme rozumět hledáńı minima. Hledáńı maxima je ob-

dobné, protože min f(x) = −max(−f(x)).

3.1 Kvadratické programováńı

Pojmem kvadratické programováńı se označuj́ı optimalizačńı úlohy s kvadratickým kritériem

optimality. Tento problém bývá obecně vyjadřován úlohou:

min
z

1

2
zTHz + fTz + c, (3.1a)

za předpokladu:

Az ≤ b, (3.1b)

11
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kde H je symetrická čtvercová (H = HT ∈ R
n×n) pozitivně semi-definitńı (H � 0)

matice, f ∈ R
n, A ∈ R

m×n, b ∈ R
m jsou známá data. Konstantńı vektor c může být

zanedbán, nebot’ na výsledek optimalizace nemá vliv. Výše uvedené vztahy tedy vyjadřuj́ı

minimalizaci kvadratické funkce přes polytop.

V př́ıpadě, žeH je pozitivně definitńı, jako v našem př́ıpadě [11], kvadratický program

má pouze jeden globálńı extrém, protože H , matice druhých derivaćı, je Hessova matice.

3.2 Optimalizačńı problémy bez omezeńı

Mějme kvadratický problém

min
z

1

2
zTHz + fTz, z ∈ R

n, (3.2)

na který budeme následuj́ıćı algoritmy aplikovat. Zde uvedené numerické metody bez

omezeńı jsou iterativńı, využ́ıvaje znalosti gradientu (směr největš́ıho r̊ustu) funkce, nebo

dokonce druhých derivaćı (Newtonova metoda). Lze je tedy aplikovat pouze na problémy

nejméně jednou, v př́ıpadě Newtonovy metody, dvakrát derivovatelné, což QP splňuje.

Pro konvexńı funkce, při zvoleńı postačuj́ıćıch parametr̊u, vždy konverguj́ı do globálńıho

extrému. Tyto metody jsou základem pro metody s omezeńım, jenž použijeme později v

regulátoru, jako základ optimalizačńıho algorimtu MPC.

3.2.1 Podmı́nka prvńıho řádu

Představ́ıme-li si eliptický paraboloid, který representuje funkci kvadratického programu,

jehož Hessian je pozitivně definitńı, pak je zřejmé, že tato funkce bude mı́t pouze jeden

globálńı extrém, pro který muśı platit:

∇f(x∗) = 0. (3.3)

Této podmı́nce se také ř́ıká podmı́nka optimality prvńıho řádu [11].

3.2.2 Metoda nejstrměǰśıho sestupu

Gradientńı algoritmy v každé iteraci k vypoč́ıtávaj́ı derivaci (gradient) funkce gk =

∇f(xk). V př́ıpadě kvadratického problému (3.2) je gradient gk = Hx + f . Pro kla-

sické gradientńı metody je typické, že plat́ı f(xk+1) < f(xk),∀k ∈ N, to znamená, že
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v každé iteraci klesá hodnota minimalizované funkce. Principem gradientńı metody je

posun z minulé do následuj́ıćı pozice ve směru záporně vzatého gradientu:

xk+1 = xk − αkgk, (3.4)

kde αk > 0 je velikost kroku. Iterace provád́ıme, dokud neńı splněna podmı́nka 3.3.

Algoritmus nazýváme metodou nejstrměǰśıho sestupu, pokud parametr α, určuj́ıćı délku

posunu, je v každé iteraci optimálńı ve smyslu, že dosáhne minima ve směru záporně

vzatého gradientu. Optimálńı α v kroce k dostaneme jako

αk =
gT
k gk

gT
kHgk

. (3.5)

Metoda nejstrměǰśıho sestupu má tedy algoritmus:

xk+1 = xk −
gT
k gk

gT
kHgk

gk, (3.6)

Pro velmi ,,zploštělé”problémy (hodnocené pomoćı č́ısla podmı́něnosti) a nevhodně zvo-

lenou počátečńı pozici x0, bude algoritmus tzv. zig-zagovat (viz. obr. 3.1). Vylepšenou

gradientńı metodou, odstraňuj́ıćı tento neduh, je metoda sdružených gradient̊u.

3.2.3 Metoda sdružených gradient̊u

Lepš́ıch výsledk̊u dosahuje upravená gradientńı metoda, totiž metoda sdružených gradi-

ent̊u. Pro QP metoda konverguje nejvýše v n iteraćıch, kde n je dimenze problému, avšak

ukazuje se, že pro určitá rozložeńı vlastńıch č́ısel Hessovy matice algoritmus konverguje

mnohem rychleji [12]. Principiálńı rozd́ıl je, že namı́sto pohybu ve směru záporně vzatého

gradientu se algoritmus přesouvá konjungovaným směrem, který se z gradientu poč́ıtá

[13]. Analogicky ke klasické gradientńı metodě ṕı̌seme:

xk+1 = xk − αksk, (3.7)

kde αk > 0 je optimálńı takové, že algoritmus se přesune v daném směru do minima:

αk =
sTk gk

sTkHsk
. (3.8)

Konjugovaný (sdružený) směr odvod́ıme z gradientu jako:

sk+1 = gk+1 − βksk, (3.9)
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kde βk > 0 je optimálńı ve smyslu βk = argminβ(xk+1−αk+1(gk+1−βksk)) odtud plyne:

βk =
sTkHgk+1

sTkHsk
. (3.10)

Chceme-li se vyhnout počtu s Hessovou matićı, je nasnadě použ́ıt např́ıklad Fletcher-

Reeves̊uv algoritmus [14], podle kterého je

βk =
gT
k+1gk+1

gT
k gk

, (3.11)

3.2.4 Newtonova metoda

Pro kvadratickou funkci Newton̊uv algoritmus dosáhne minima již v prvńı iteraci, a to

po přesunu o Newton̊uv krok pk = −H
−1gk. V obecněǰśım př́ıpadě nekvadratické funkce

se Hessova matice nahrazuje matićı druhých derivaćı [13]. Obecně má Newtonova iterace

tvar:

xk+1 = xk − (∇2f(x))−1gk (3.12)

Algoritmus se dostane do minima v extrémě ńızkém počtu iteraćı, pro QP bez omezeńı

v prvńı iteraci, avšak výpočet Newtonova kroku, resp. nalezeńı matice H−1 je výpočetně

náročný. Lze toho dosáhnout např́ıklad Choleského faktorizaćı, pak pro pozitivně definitńı

H je složitost této metody je O(n3).
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Obrázek 3.1: Porovnáńı pr̊uběh̊u iteraćı metod na neomezeném problému
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3.2.5 Porovnáńı metod

Metoda nejstrměǰśıho sestupu se ze všech uvedených algoritmů jev́ı, co do počtu ite-

raćı nejh̊uře (obr. 3.1). Lépe je na tom metoda sdružených gradient̊u, která odstranila

problém zvaný zig-zaging. Dalo by se ř́ıci, že sdružené gradienty jsou přechodem od nej-

strměǰśıho sestupu, využ́ıvaj́ıćıho informace o gradientu, k Newtonově metodě, pracuj́ıćı

se všemi druhými parciálńımi derivacemi. Sama poč́ıtá se sdruženými gradienty, odvo-

zenými např. ze dvou předešlých gradient̊u (metoda Fletchera-Reevese (3.11)).

3.3 Optimalizačńı problémy s omezeńımi

Nyńı můžeme uvažovat kvadratický program včetně jeho omezeńı (3.1). Uvědomme si, že

hledané minimum nemuśı být shodné s minimem funkce bez omezeńı.

Nejčastěji použ́ıvanou metodou na problémy s obecným omezeńım je metoda aktivńıch

množin. Pro př́ıpady jednodušš́ıch omezeńı jsou výhodněǰśı metody projekce gradientu.

Obě tyto metody jsou popsány v této sekci. Dále nás budou v́ıce zaj́ımat problémy jed-

noduše omezené, proto předpokládejme omezeńı typu box a tedy zjednodušenou omezuj́ıćı

podmı́nku 2.13.

Daľśımi, jako jsou např́ıklad metoda př́ıpustných směr̊u, metoda vnitřńıho bodu, me-

toda barierových funkćı, nebo metoda pokutových funkćı, se zabývat nebudeme. Pozn.

pro úplnost: ke všem těmto metodám existuje mnoho modifikaćı, vynikaj́ıćıch v určitých

př́ıpadech, a jejich přehled je možné nalézt např. v [16].

3.3.1 KKT podmı́nky

Pro omezené optimalizačńı problémy nemuśı být hledané minimum extrémem funkce, a

proto muśıme do algoritmů přidávat podmı́nky, které dokáž́ı posoudit, zda-li bod lež́ıćı na

omezeńı je minimum na množině dané omezeńımi. Jednou z možnost́ı je vyj́ıt z metody

Lagrangeových multiplikátor̊u. Definujme Lagrangeovu funkci pro QP problém 3.1 jako:

L(x,λλλ,µµµ) =
1

2
xTHx+ fTx+ λλλ(−x+LB) + µµµ(x−UB), (3.13)

kde λ je multiplikátor pro dolńı omezeńı a µ pro horńı. Z podmı́nky nulovosti prvńı deri-

vace Lagrangianu 3.13 kvadratického programu dostaneme Karush-Kuhn-Tuckerovy
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podmı́nky [11] ve tvaru:

∇L(x) = Hx+ fT − λλλ+µµµ = 0, (3.14a)

LB ≤ x ≤ UB, (3.14b)

λλλT (−x+LB) = 0, (3.14c)

µµµT (x−UB) = 0, (3.14d)

λλλ,µµµ ≥ 0. (3.14e)

Vztahy 3.14c a 3.14d jsou podmı́nky komplementarity, které nám ř́ıkaj́ı, že v př́ıpadě bodu

lež́ıćım na omezeńı je Lagrange̊uv multiplikátor tohoto omezeńı nenulový a naopak. Pro

box omezeńı 3.14b nav́ıc plat́ı pro bod na omezeńı, že pokud je Lagrange̊uv multiplikátor

odpov́ıdaj́ıćı dolńımu, nebo horńıho omezeńı nenulový, tak pro komplementárńı (horńı,

nebo dolńı) omezeńı nulový. Z toho plyne, že pro body lež́ıćı na omezeńı bude mı́t rovnice

3.14a pouze jeden neznámý multiplikátor (druhý bude nulový).

3.3.2 Metoda aktivńıch množin

Algoritmus využ́ıvá Newtonovy iterace. Pokud je hledaný bod uvnitř omezeńı, řešeńı

bude stejné jako u neomezeného problému, v opačném př́ıpadě:

Řeš́ıme-li úlohu min{f(x) : lbi ≤ xi ≤ ubi, i = 1, ..., n}, kde lbi a ubi jsou komponenty

LB a LB a kde xi (popř. x
∗

i ) je př́ıslušná komponenta x (popř. x∗). Pak pro optimálńı

bod x∗ plat́ı: bi = x∗i , i ∈ A, kde bi je komponenta omezeńı a A je konečná množina

aktivńıch omezeńı. Ostatńı omezeńı nejsou podstatná, čimž se problém zjednodušš́ı na

min{f(x) : bi = xi, i ∈ A}. Množinu aktivńıch omezeńı A ale neznáme, a tak si voĺıme

pracovńı množinuW, od ńıž se k A dopracujeme v pr̊uběhu algoritmu. Počátečńı zvolené

pozici algoritmu odpov́ıdá bi = xi, i ∈ W a bi 6= xi, i /∈ W [13]. Nejprve se spoč́ıtá a

aplikuje Newton̊uv krok. Následně jsou dvě možnosti:

• Naraźı-li algoritmus na daľśı omezeńı, které neńı aktivńı, přidá jej do pracovńı

množiny.

• Nenaraźı-li, otestuje aktuálńı pozici na podmı́nky 3.14. Splňuje-li je, pozice je hle-

daný bod, nesplňuje-li, pak nalezne a vyřad́ı z pracovńı množiny takové omezeńı,

které bráńı nalezeńı lepšiho řešeńı.

Algoritmus je poměrně jednoduchý a efektivńı a už́ıvá se také proto, že je vhodný i pro

obecná omezeńı. Jeho výpočetńı náročnost je O(n2). Důležité mezeńı tohoto algoritmu
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je možnost přidat, či odebrat pouze jedno omezeńı do množiny aktivńıch omezeńı v

jedné iteraci, a to pro rozsáhle problémy s velkým počtem aktivńıch omezeńı v optimu

znamená velké množstv́ı iteraćı se složitost́ı O(n2). QP pocházej́ıćı z MPC má obvykle

velké množstv́ı aktivńıch omezeńı v optimu [17].

Mnohem efektivněǰśı je pro jednoduchá omezeńı projekce gradientu, vycházej́ıćı z

myšlenky aktivńıch množin.

3.3.3 Projekce gradientu

Postup je podobný jako u neomezeného problému. V prvé řadě algoritmus nalezne xk+1 =

xk − αkgk (3.4), kde αk > 0 můžeme stejně jako v neomezené variaci problému volit v

zásadě troj́ım zp̊usobem: optimálńı (3.5), konstantńı, anebo tak, že ‖αkgk‖ = konst.. Pro

obecně zvolený konstantńı krok αk neńı konvergence zaručena. Nejjednoduš́ı volbou se

ukazuje být αk = 1
L
, pro které konvergence dokázána je. L je Lipschitzova konstanta,

která je rovna největš́ımu vlastńımu č́ıslu Hessianu [18].

Za daľśı je třeba zaručit př́ıpustnost určené pozice xk+1 a to jej́ı projekćı, zobrazeńım

R
n → X , kde X ⊆ R

n je neprázdná konvexńı množina př́ıpustných bod̊u.

Pro obecné omezeńı je tato projekce řešeńım optimalizačńı úlohy

P(y) = argmin
x
‖x− y‖,x ∈ X . (3.15)

Gradientńı algoritmy maj́ı levné iterace a proto i u tohoto algoritmu je celková složitost

pouzeO(n2), protože se poč́ıtá pouze gradient. Projekce gradientu svoj́ı myšlenkou vycháźı

z metody aktivńıch množin. Oproti ńı má však výhodu, že v každé iteraci může být

přidáno nebo odebráno libovolné množstv́ı omezeńı do (z) množiny aktivńıch omezeńı. Pro

tuto metodu lze vypoč́ıtat horńı odhad iterace, do které algoritmus nalezne ǫ-optimálńı

řešeńı [18].

Na druhou stranu, vedle výše uvedených výhod algoritmus konverguje pouze lineárně,

a tak v poměrně velkém počtu iteraćı. Řešeńı 3.15 je relativně náročné, a proto pokud je

to možné, snaž́ıme se použ́ıt omezeńı, vyžaduj́ıćı méně výpočetně komplikované postupy.

Takovýmito omezeńımi jsou např́ıklad omezeńı tvaru simplexu, omezeńı v kvadrantu nebo

box omezeńı [10].

3.3.3.1 Projekce gradientu pro box omezeńı

Metoda projekce gradientu pro box omezeńı se lǐśı od obecné, popsané v předešlé sekci,

v kroku projekce. U box omezeńı 2.13 lze v každé dimenzi problému určit interval, na
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kterém je nalezená pozice př́ıpustná. Hledáme tedy funkci, která nám v každém rozměru

naprojektuje potencionálně nepř́ıpustnou souřadnici, tak aby platilo: {lb ≤ x ≤ ub, ∀x ∈

X}, kde lb a ub jsou prvky vektor̊u LB a UB odpov́ıdaj́ıćı dimenze. Touto funkćı je v

nejjednodušš́ım př́ıpadě funkce median:

P(y) = med(LB,y,UB), (3.16)

myšleno, že median je aplikován na každou komponentu zvlášt’ a projekce P(y) je po-

skládána pro každý rozměr mediánem ,,vybrané”př́ıpustné pozice.

3.4 Explicitńı řešeńı

Řešeńı určené pro parametrické QP, tj.

min
z

1

2
zTHz + qTFz, z ∈ R

n, (3.17)

kde q je parametr obsahuj́ıćı, v ř́ızeńı na referenci, stavy a reference. Ne vždy je výhodné

provádět optimalizaci online. Ukazuje se, že optimálńı akčńı zásah je po částech affińı

funkce parametru a je možné tuto funkci vypoč́ıtat offline. Při ř́ızeńı se jen nacháźı

výsledky s odpov́ıdaj́ıćımi akčńımi zásahy. Jak se ukazuje, samotné hledáńı je samo o

sobě časově náročné a to srovnatelně s rychlými metodami implicitńıho řešeńı [10]. Nav́ıc

s rostoućı velikost́ı problému rostou pamět’ové nároky exponenciálně s počtem omezeńı

[19].

V této práci se zabýváme ř́ızeńım, kde optimalizace prob́ıhá v každém kroku, se vzor-

kovaćı periodou TS, ř́ızeńım, využ́ıvaj́ıćı tedy online řešeńı. V daľśı kapitole je uveden

jeden z možných použitelných algoritmů.



Kapitola 4

Implementace MPC s algoritmem

rychlé projekce gradientu

Ćılem této práce bylo vytvořit MPC regulátor pro soustavu s krátkou periodou vzor-

kováńı. Při požadavku na krátké vzorkovaćı periody v řádech ms je zapotřeb́ı rychlého

a efektivńıho algoritmu. Dostupná literatura [18] ukazuje, že vhodným kandidátem je

algoritmus projekce gradientu. Výkon výsledného regulátoru můžeme navýšit zvoleńım

adekvátńıho programovaćıho jazyka, rychlých matematických knihoven a optimalizaćı

kódu. Právě vytvořeńı regulátoru je předmětem této kapitoly.

4.1 Rychlá gradientńı metoda

V roce 1983 byl Yuriem Nesterovem publikován článek [20], ve kterém představil modifi-

kovanou gradientńı metodu, dnes známou jako optimálńı nebo rychlá gradientńı metoda.

Tato sekce úzce sleduje práci [18], kde je rychlá gradientńı metoda pro omezený konvexńı

minimalizačńı problém přehledně popsána.

Opět mějme QP s box omezeńım tentokrát ve zněńı:

min
u

1

2
uTHu + fTu, u ∈ B, (4.1)

kde B je množina box omezených př́ıpustných bod̊u, tedy plat́ı, že LB ≤ u ≤ UB, ∀u ∈

B. Lipschitzova konstanta L a parametr konvexity µ se vypočte z Hessianu výše uvedeného

problému jako L = λmax(H) a µ = λmin(H). Postup řešeńı rychlou gradientńı metodou

je potom dle 4.1.

19
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Algoritmus 4.1: Rychlá gradientńı metoda pro řešeńı box omezeného konvexńıho

minimalizačńıho problému [18]

Předpoklad: y0 = u0 ∈ B, 0 <
√

µ

L
≤ α0 < 1;

for i = 1...m do

uf i
= yi −

1
L
gk(yi);1

ui+1 = median(LB,uf i
,UB); \\ui+1 ∈ B2

\\αi+1 ∈ (0, 1) vypočteme z α2
i+1 = (1−αi)α

2
i +µαi+1/L , v implementaci užito:

αi+1 = (−α2
iL+ µ+

√

4α2
iL

2 + (α2
iL− µ)

2)/2L;3

βi = αi(1− αi)/(α
2
i − αi+1);4

yi+1 = ui+1 + βi(ui+1 − ui);5

Na obrázku 4.1 je naznačen postup algoritmu 4.1 v prvńıch dvou iteraćıch. V prvńım

kroce metody se pro gradientńı metody běžným postupem vypoč́ıtá nová pozice v opti-

malizačńım prostoru. Tato pozice může být nepř́ıpustná, a proto se v následuj́ıćım kroce

(2) provede projekce funkćı median, aplikovanou po jednotlivých komponentách vektoru.

Takto jsme źıskali potenciálńı optimum, v př́ıpadě, že bude algoritmus ukončen. Pokud

ne, vypoč́ıtá se koeficient α a z něho následně β. Konstanta β se na konci postupu (v

kroce 5) bude pod́ılet jako váha na výpočtu výchoźı pozice pro následuj́ıćı iteraci. Po-

sledńı krok je totiž váhový součet dvou předešlých výsledk̊u.

Výpočet činitele β je závislý pouze na αi+1 a αi, v limitńım př́ıpadě na volbě α0 ∈<
√

µ

L
, 1), dále na minimalizačńım problému, respektive na vlastńıch č́ıslech Hessovi ma-

tice. Nic tedy nebráńı tomu, aby výpočet posloupnosti {βi}
m
0 (řádky 3 a 4 algoritmu 4.1)

prob́ıhal offline, tedy v př́ıpadě napevno daného počtu iteraćı.

Algoritmus prob́ıhá v cyklu a je ukončen při dosažeńı optima. Optima je dosaženo,

jsou-li splněny KKT podmı́nky. Avšak vzhledem k tomu, že v implementaci je kont-

rola KKT podmı́nek relativně výpočetně náročná, pro realtime aplikace lze použ́ıt právě

pevného počtu iteraćı, např. předem spoč́ıtaného podle [18].

Podstatným rysem této metody, narozd́ıl od tradičńı gradientńı metody, je absence

podmı́nky f(uk+1) < f(uk),∀k ∈ N, a tedy neńı nezbytně nutné, aby se funkčńı hodnota

minimalizované funkce v každé iteraci zmenšovala. Namı́sto toho jsou zde podmı́nky na

posloupnosti, podmiňuj́ıćı konvergenci algoritmu. Dvojici posloupnost́ı {φi(u)}
∞

0 a {λi}
∞

0 ,

pro které plat́ı: λi → 0 a φi(u) ≥ (1− λi)f(u) + λiφ0(u), ∀i ≥ 0, ∀u ∈ B nazýváme tzv.

odhadované posloupnosti.
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Obrázek 4.1: Ilustrace rychlé gradientńı metody na 3D box (krychle) ome-

zeném optimalizačńım problému; šipka znač́ı směr největš́ıho

poklesu funkčńı hodnoty, tečkovaná čára projekci na ome-

zeńı, čárkovaná čára novou neprojektovanou pozici

Připomeňme, že velikost matice problému H má pro MPC rozměr m · TC ×m · TC ,

kde TC může být velké, a tedy explicitńı řešeńı neńı možné použ́ıt z d̊uvodu neúměrných

pamět’ových nárok̊u.

Daľśım ukazatelem složitosti optimalizačńı úlohy je č́ıslo podmı́něnosti

κ =
L

µ
. (4.2)

Č́ıslo podmı́něnosti lze sńıžit vhodnou transformaćı proměnných V = P−1U , kde

P ∈ R
m·TC×m·TC je diagonálńı positivně definitńı transformačńı matice. Hessova matice v

nových proměnných V bude HP = P THP . Lze nalézt optimalńı matici P ∗ vyřešeńım

optimalizace minP
λmax(HP )

λmin(HP )
[21].
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4.2 Užité explicitńı knihovny

Jedńım z trend̊u na poli moderńıho ř́ızeńı je ř́ızeńı velmi rychlých systémů. Navrhujeme-li

MPC regulátor pro takové soustavy, je třeba, aby výpočet optimalizace prob́ıhal nejkratš́ı

možnou dobu. Protože algebraické výpočty zab́ıraj́ı nejv́ıce času regulátoru, je nasnadě

ušetřit čas právě zde. Již dlouhou dobu existuj́ı programátorské knihovny i pro složitěǰśı

matematické algebraické operace speciálně optimalizované na výkon. Pro implementace

optimalizačńıch algoritmů, jichž se v moderńıch regulačńıch soustavách už́ıvá, je vhodné

sáhnout po nižš́ı programovaćıch jazyćıch (např. C), které jsou méně náročné na režii

než programovaćı jazyky vyšš́ı (např. Java). Při tvorbě MPC byla snaha naplno využ́ıt

potenciálu knihovny BLAS, a proto je popsána v následuj́ıćı podsekci.

4.2.1 BLAS

Poprvé byl Basic Linear Algebra Subprograms popsán jako baĺık 38 ńızkoúrovňových

podprogramů, napsaných v jazyce Fortran, v roce 1979 v [22]. BLAS je standardem

pro programové knihovny s na výkon optimalizovanými funkcemi pro práci s vektory a

maticemi. Převážná většina vlastńıch implementaćı je napsána v jazyce C, nebo Fortran.

Konkrétńı implementace jsou např́ıklad ATLAS, IntelMKL, GotoBLAS, NetlibBLAS.

Každá implementace BLASu má tři tř́ıdy rutin, rozdělené podle náročnosti na FLOPsy

(operace s plovoućı desetinou čárkou).

• Level 1 BLAS - Obsahuje vektor-vektor operace (např. koṕırováńı, součet, skalárńı

součin, násobeńı vektor̊u konstantou) realizuj́ıćı zobrazeńı y ← αx+y. Komplexita

funkćı této tř́ıdy je O(n).

• Level 2 BLAS - Obsahuje matice-vektor operace (např. součiny matice-vektor op-

timalizované pro r̊uzné typy matic (trojúhelńıkové, symetrické, atd.)) realizuj́ıćı

zobrazeńı y ← αAx+ βy. Komplexita funkćı této tř́ıdy je O(n2).

• Level 3 BLAS - Obsahuje operacemi mezi maticemi (např. násobeńı hermitovských,

nebo symetrických matic) realizuj́ıćı zobrazańı C ← αAB+βC. Komplexita funkćı

této tř́ıdy je O(n3).

Všechny úrovně dohramady obsahuj́ı všechny možné základńı algebraické operace, jejichž

správnou posloupnost́ı lze realizovat fundamentálńı funkce lineárńı algebry. BLASovské

knihovny slouž́ı jako základ pro větš́ı softwarové baĺıky jako je LAPACK [23], implemen-

tuj́ıćı komplexněǰśı funkce [24].
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4.3 Popis implementace

Implementace, kompilace i simulace byly provedeny pod operačńım systémem MS Win-

dows 7. Jako vývojové prostřed́ı bylo použito MS Visual C++ a prostřed́ı pro běh simulaćı

Matlab/Simulink. Velkou výhodou volby těchto dvou nástroj̊u je možnost spárováńı pro

debugováńı, tj. poté je možné debugovat př́ımo za běhu simulace.

Vybraný algoritmus (rychlá gradientńı metoda) je implementován v podobě S-funkce v

prostřed́ı Simulink, jej́ıž výkonné jádro je napsáno v jazyce C, jako tzv. MEX-soubor. Aby

blok S-funkce pracoval správně, je třeba, aby tento MEX-soubor před kompilaćı obsahoval

určité metody a byl zkompilován do dynamické knihovny s př́ıponou ,,.mexw32”. Jednu z

jednodušš́ıch struktur souboru, které byla použita jako výchoźı, je možné si prohlédnout a

popř. editovat v Matlabu př́ıkazem ,,edit([matlabroot,’/simulink/src/sfuntmpl basic.c’])”.

4.3.1 Nastaveńı pracovńıch nástroj̊u

Před kompilaćı muśıme v Matlabu nastavit vhodný kompilátor př́ıkazem ,,mex -setup”.

Aby nenastaly komplikace při pozděǰśım debugováńı je dobré zvolit právě kompilátor MS

Visual C++. Kompilujeme v Matlabu řádkou ,,mex jmeno souboru.c knihovna daľśı kniho-

vna...”(pro kompilaci s debug značkami přidáme přeṕınač -g). V našem př́ıpadě se nejčastěji

kompilovalo př́ıkazem ,,mex -g mpc.c libmwblas.lib”(libmwblas.lib je BLAS knihovna im-

plicitně obsažena v Matlabu).

4.4 Ř́ızený systém

Řı́zenou soustavou je MIMO systém helikoptéry (Obr. 4.2) od firmy Humusoft, s.r.o.,

umı́stěný v laboratoři K26 (v́ıce na [25]) na Karlově náměst́ı DCE, FEL, ČVUT. Model je

k podložce připevněná kostra, se dvěma stupni volnosti (elevace a azimut), osazená dvěma

stejnosměrnými motorky (hlavńı a vedleǰśı rotor helikoptéry) a IRC senzory pro měřeńı

úhl̊u (elevačńı a azimutálńı). Pro v́ıce technických informaćı shledněte [26]. Soustava má

tedy následuj́ıćı vstupy a výstupy:

• UM vstupńı napět́ı do hlavńıho motoru

• UT vstupńı napět́ı do směrového motoru
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• ψ elevačńı úhel

• φ azimutálńı úhel

V Matlabu/Simulinku je možné do rotor̊u pouštět signály v rozmeźı < −1, 1 >, a tedy

jimi točit na obě strany. Tato sekce čerpá z práce [15], která se problematikou identifikace

i ř́ızeńı systému vrtulńıku zabývá detailněji.

Obrázek 4.2: Laboratorńı model CE 150 [26]

4.4.1 Stavový model

Stavové matice identifikované v [15] reálné soustavy helikoptéry jsou:

A =















−4, 0381 0 0 0 0 0

0 −2, 8106 0 0 0 0

0, 0077 −0, 0070 −0, 4583 0 0 0

0, 0233 −0, 0008 0 −1, 1935 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0















B =















612 0

0 −1087

0 0

0 0

0 0

0 0















C =

[

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

]

D =

[

0 0

0 0

]

Pro náš regulátor potřebujeme diskrétńı stavový popis systému helikoptéry, aby bylo

možné poč́ıtat predikce (viz. 2.1), tedy popis ve tvaru:

xk+1 = ADxk +BDuk

yk = CDxk +DDuk. (4.3)
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Matice odpov́ıdaj́ıćı diskrétńımu popisu dostaneme diskretizaćı s periodou TS = 0.01s

podle:

AD = eATS BD = eATS
∫ TS

0
eAτ dτ.

CD = C DD = D.

Diskrétńı popis, který použijeme pro náš MPC regulátor při simulaćıch v daľśı sekci pak

bude:

AD =















0, 9604 0 0 0 0 0

0 0, 9723 0 0 0 0

0, 0001 −0, 0010 0, 9954 0 0 0

0, 0002 0 0 0, 9881 0 0

0 0 0 0, 0099 1 0

0 0 0, 0100 0 0 1















BD =















5, 9938 0

0 −10, 7200

0 0, 0004

0 0

0 0

0 0















CD =

[

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

]

DD =

[

0 0

0 0

]

Odpov́ıdaj́ıćı stavové vektory ke stavovému popisu jsou:

u =
[

UM UT

]T

x =
[

ωM ωT ωV ωH ψ φ
]T

y =
[

ψ φ
]T

4.5 Simulace s implementovaným regulátorem

Všechny výsledky simulaćı uvedené v této podkapitole byly źıskány na Simulinkovém mo-

delu (obr. 4.3), tzn. na modelu helikoptéry. Váhové matice optimalizačńıho kritéria byly

nakonec, po mnoha simulaćıch, zvoleny Q = 50I a R = I. Vzhledem k omezeńı labora-

torńıho modelu stanoveného výrobcem je omezeńı regulace nastaveno LB = [−1,−1] a

UB = [1, 1].
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Obrázek 4.3: Simulinkové simulačńı schéma s MPC regulátorem

Vliv volby délky horizontu predikce je ilustrován na obr. 4.4. Všimněme si, že pro

kratš́ı horizont systém v́ıce překmitává, pro ještě kratš́ı by se regulovaná soustava stala

nestabilńı. Naopak pro nejdeľśı simulovaný horizont je ř́ızeńı př́ılǐs ,,opatrné”, a tedy

pomaleǰśı než pro námi vybraný referenčńı horizont predikce TP = 200. Větš́ı horizont

znamená také větš́ı č́ıslo podmı́něnosti řešeného QP. Optimálńı je volit horizont predikce

o málo deľśı než je doba náběhu přechodové charakteristiky systému.

Jinak se na optimalizaci a následném ř́ızeńı projev́ı volba horizontu korekce. Plat́ı,

že velikost QP je př́ımo úměrná počtu vstup̊u ř́ızené soustavy a délce horizontu korekce.

Z předešlého tvrzeńı vyplývá rostoućı složitost řešeńı QP s rostoućım horizontem korekce

při zachováńı počtu vstup̊u. Hlavně ale s horizontem roste kvalita ř́ızeńı, máme-li do-

statečný horizont predikce a přesný matematický popis. Horizont korekce se proto voĺı

hlavně v závislosti na dostupném výpočetńım výkonu, co nejdeľśı. Nicméně, jak si můžeme

všimnout na obr. 4.5, u vyšš́ıch horizont̊u neńı zlepšeńı př́ılǐs markantńı.

Na obrázćıch 4.6a a 4.6b je ukázáno ř́ızeńı pro parametry regulátoru, námi zvolenými

jako vyhovuj́ıćı (TC = 3 a TP = 200), při kterých jsme dosahli dobrých výsledk̊u ř́ızeńı.

Pro krátké vzorkovaćı periody je výhodněǰśı volit pevný počet iteraćı optimalizačńıho

procesu. Jak totiž ukazuje obr. 4.7(c), kontrola na KKT podmı́nky je schopna ušetř́ıt pro-

cesorový čas, ovšem sama kontrola zab́ırá nezanedbatelnou dobu výpočt̊u. Stejný počet

iteraćı s a bez kontroly KKT podmı́nek se v našem př́ıpadě lǐśı přibližně v 200 sekundách

na 1000 iteraćı ve prospěch pevných iteraćı (obr. 4.7).

Rychlost optimalizace pro r̊uzný počet iteraćı implementovaného solveru v kontrastu

se solverem quadprog dostupným v Matlabu můžete vidět na obr. 4.8.

Simulace byly prováděny na poč́ıtači s CPU Core2Duo P8400 taktovaném na 2,26GHz.

K měřeńı času (např. obr. 4.7) byl využito funkce Windows QueryPerformanceCounter.
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(a) Výstup systému - ř́ızeńı v elevaci
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(b) Výstup systému - ř́ızeńı v azimutu

Obrázek 4.4: Srovnáńı regulace s horizonty predikce r̊uzné délky a kon-

stantńı horizont korekce (TC = 3) pro 1000 iteraćı
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(a) Výstup systému - ř́ızeńı v elevaci
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(b) Výstup systému - ř́ızeńı v azimutu

Obrázek 4.5: Srovnáńı regulace s horizonty korekce r̊uzné délky a kon-

stantńı horizont predikce (TP = 200) pro 1000 iteraćı
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(b) Akčńı zásah

Obrázek 4.6a: Chováńı systému v elevaci pro regulaci s TC = 3 a TP = 200

(1000 iteraćı)
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(b) Akčńı zásah

Obrázek 4.6b: Chováńı systému v azimutu pro regulaci s TC = 3 a TP =

200 (1000 iteraćı)
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(a) Regulace s TC = 3 a pevný počet iteraćı (1000)
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(b) Regulace s TC = 10 a pevný počet iteraćı (1000)
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(c) Regulace s TC = 3 a kontrola na KKT podmı́nky (maximálně

1000 iteraćı)

Obrázek 4.7: Srovnáńı čas̊u trváńı optimalizace pro regulaci s TP = 200
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(a) Výstup systému - ř́ızeńı v elevaci
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(b) Výstup systému - ř́ızeńı v azimutu
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(c) Časy trváńı optimalizace

Obrázek 4.8: Srovnáńı ř́ızeńı s optimálńım řešeńım a pro r̊uzný počet ite-

raćı



Kapitola 5

Závěr

Princip činosti MPC (výpočet predikčńıch matic, optimalizace kvadratického kritéria) byl

včetně jednoduchých odvozeńı popsán v druhé kapitole 2. Dále (kap. 3) jsme se zabývali

rozborem řešeńı optimalizace QP, tj. nejpouž́ıvaněǰśımi numerickými metodami, jimiž lze

optimalizace, a to hlavně s omezeńımi, řešit. Ćılem práce bylo implementovat, odsimulo-

vat a odměřit MPC regulátor založený na algoritmu, vhodném i pro rychle vzorkované

systémy (kap. 4).

Bohužel nebylo možné odměřit implementovaný regulátor na reálném modelu heli-

koptéry H1, pro kterou byl navrhován, protože źıskaný matematický popis (z [15]) již

neodpov́ıdal skutečnosti. Ćılem práce nebylo reidentifikovat laboratorńı model (a nebylo

to možné ani z časových d̊uvod̊u), a tak vlastnosti regulátoru jsou popsány pouze skrze

simulace.

Dle źıskaných dat prezentovaných v sekci 4.5, dosahuje vytvořený MPC regulátor,

co do kvality a rychlosti výpočtu akčńıho zásahu, solidńıch výsledk̊u. Ukázalo se, že re-

gulátor je schopny kvalitně ř́ıdit náš systém (model helikoptéry) při vzorkováńı s periodou

až přibližně 400µs. Regulátor je s minimálńımi úpravami schopný regulovat r̊uzné MIMO

soustavy s jednoduchými omezeńımi a s relativně krátkymi vzorkovaćımi periodami. Pa-

matujme však, že je nezbytně nutné mı́t k dispozici přesný stavový popis.
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Př́ıloha A

Obsah CD

K této práci je přiloženo CD s adresáři:

• Dokumenty - Obsahuje zadáńı, text i prohlášeńı o samostatné tvorbě bakalářské

práce.

• Latex - Obsahuje zdrojový kód textu BP napsaného v jazyce LATEX.

• Matlab+Simulink - Obsahuje skripty pro Matlab, modely pro Simulink a MEX-

soubor (MPC.c - implementaci MPC).
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