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Anotace

Práce se zabývá implementací efektivních algoritmů pro počítání s polynomiál-
ními maticemi v programu MATHEMATICA se zaměřením na analýzu a návrh ří-
dicích systémů. Přestože je MATHEMATICA velmi silný výpočetní nástroj s mnoha
funkcemi pro počítání se skalárnímy polynomy nebo maticemi, kde jednotlivé prvky
tvoří skalární polynomy, tak takové přímé zadání výpočetní úlohy pomocí stan-
dardních funkcí selhává - výpočetní doba pro rozměrnější matice vyšších řádů je
neúnosně dlouhá. Proto jsou navrhovány speciální algoritmy. Navíc v systému chybí
často používané funkce pro návrh a analýzu řídicích systémů (řešení Diofantické
nebo symetrické rovnice a další). Nové funkce jsou v systému MATHEMATICA na-
vrhovány s ohledem na možnost zadávat i nečíselné polynomiální matice obsahující
symboly (parametry). Námi implementované funkce vycházejí z úspěšného produktu
The Polynomial Toolbox for MATLAB.
Práce je též motivována skutečností, že autoři systému MATHEMATICA podpo-

rují návrh řídicích systémů ve své samostatně prodejné nástavbě CONTROL SYSTEM
PROFESSIONAL. Některé námi vytvořené funkce by v kombinaci s tímto nástrojem
mohly být dobře využitelné zejména pro urychlení výpočtů.

Annotation

This diploma thesis deals with the implementation of effective algorithms for cal-
culations using polynomial matrices in the framework of the programMATHEMATICA
focused on the analysis and design of control systems. Even thoughMATHEMATICA
is a very powerful tool that includes many functions for calculation with scalar po-
lynomials or matrices where individual elements form scalar polynomials, such a
direct input of a mathematical problem using standard functions fails - the com-
puting time for large matrices of higher orders is too (extremely) long. Therefore,
special algorithms have been developed. In addition, the functions frequently used
for design and analysis of control systems are missing in the system (solution of
the Diophantine or symmetrical equations, etc.). New functions have been proposed
in the system MATHEMATICA with respect to the possibility to use nonnumeric
polynomial matrices containing symbols (parameters). The functions that we have
implemented were derived from the successful product The Polynomial Toolbox for
MATLAB.
The work has also been motivated by the fact that the authors ofMATHEMATICA

system support the design of control systems in their autonomous commercial ex-
tension package CONTROL SYSTEM PROFESSIONAL. Some of the functions we
created could be well applicable in combination with this tool to significantly reduce
the computing time.
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Kapitola 1

Úvod

Naše práce zasahuje do několika oborů. Jedná se o

• teorii řízení

• numerické metody pro polynomiální matice

• počítačové algebraické systémy - MATHEMATICA.

Tyto tři body jsou rozebrány v úvodní kapitole. Z teorie řízení jsou popsány možné
přístupy k řešení návrhu a analýzy řízení systémů. V oddíle o numerických metodách
jsou uvedeny používané algoritmy pro počítání s polynomiálními maticemi a ska-
lárními polynomy. V kapitole o počítačových algebraických systémech je na začátku
zmíněna jejich historie a vývoj. Dále se tato kapitola zaměřuje na porovnání sys-
témů MATHEMATICA, MAPLE a MATLAB a vyjmenování jejich hlavních rysů. Na
konci úvodní kapitoly jsou popsány existující programy, které jsou určeny k analýze
a návrhu řízení a některé i k výpočtům s polynomiálními maticemi - The Poly-
nomial Toolbox for MATLAB, Polynomial Matrix Utilities a CONTROL SOFESSIONALMTHEMATICA

Dále následuje kapitola, která podrobně popisuje námi implementované funkce
včetně jejich algoritmů a časových nároků na výpočet. Naměřené časy jsou navzájem
porovnávány a vyhodnocovány.
Na závěr jsou vloženy ukázky programového kódu některých funkcí s popisem a

jsou zmíněny některé implementační problémy a jejich řešení.

1.1 Přehled možných přístupů při návrhu a analýze ří-
zení

Při návrhu řízení a analýze lineárních dynamických systémů jsou používány v zásadě
tři možné přístupy [1].

1. První je metoda analýzy ve frekvenční oblasti. Jedná se asi o nejoblíbenější me-
todu v řadách praktických inženýrů a to především díky její jednoduchosti
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a snadnému použití v mnoha problémech řízení, zejména v průmyslu. Tato
metoda vychází z analýzy frekvenční odezvy lineárních dynamických systémů.
Hlavním matematickým aparátem je teorie funkcí komplexní proměnné, zvláště
pak Laplaceova transformace pro časově spojité systémy a Z-transformace pro
systémy diskrétní v čase. Systémy jsou popsány svojí přenosovou funkcí, která
přesně vyjadřuje vztah mezi vstupem a výstupem. Mezi nevýhody této metody
patří problémy s vnitřní stabilitou uzavřené smyčky a omezení na jednorozmě-
rové systémy (SISO).

2. Nedostatky předešlého řeší další přístup, který se zabývá stavovým popisem sys-
tému. Vychází z vnitřního popisu stavů systému, jejichž znalost se využívá
při návrhu řízení. Hlavní aparát, který se zde používá, tvoří diferenciální rov-
nice, vektorové prostory a teorie matic. Tento nový přístup je aplikovatelný na
mnohem větší třídu systémů oproti klasickým metodám, např. mnoharozmě-
rové (MIMO) nebo časově proměnné systémy.

3. Poslední je polynomiální nebo též algebraický přístup, který je intenzivně rozvíjen
od počátku 70. let. Systém je popsán přenosovou funkcí, na kterou v tomto
případě není pohlíženo jako na funkci komplexní proměnné, ale jako na alge-
braický objekt. Metody návrhu řízení a analýzy systémů jsou převedeny na
algebraické operace s polynomiálními maticemi, nejčastěji na řešení polyno-
miálních maticových rovnic. Tímto způsobem je možné elegantně řešit velkou
řadu problémů z teorie řízení.

Námi implementované algoritmy spadají do algebraického přístupu řešení problémů.

1.2 Používané algoritmy pro polynomiální matice

V současnosti existuje velké množství procedur i aplikací, které používají numericky
stabilní a efektivní algoritmy pro výpočty s konstantními maticemi. V případě poly-
nomiálních matic tomu tak vždy není, a proto jsou navrhovány speciální algoritmy,
které jsou popsány v této kapitole.

1.2.1 Elementární polynomiální operace

Elementárními operacemi s polynomiálními maticemi se rozumí následující řádkové
a sloupcové úpravy.

Elementární sloupcové úpravy

• Záměna libovolných dvou sloupců.

• Násobení libovolného sloupce nenulovým číslem.

• Násobení sloupce libovolným polynomem a přičtení výsledku k jinému sloupci.
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Elementární řádkové úpravy

• Záměna libovolných dvou řádků.

• Násobení libovolného řádku nenulovým číslem.

• Násobení řádku libovolným polynomem a přičtení výsledku k jinému řádku.

Elementární sloupcové operace odpovídají levému přenásobení dané matice ma-
ticí unimodulární. Unimodulární matice je polynomiální maticí a její determinant
je konstantní číslo. Podobně pro řádkové elementární úpravy se jedná o násobení
unimodulární maticí zprava.
Takto popsané elementární operace jsou jednoduché a intuitivní. Hrají důleži-

tou roli v mnoha konstruktivních důkazech z oblasti algebraické teorie a mohou
být úspěšně použity v jednoduchých příkladech. Nicméně jejich numerické vlast-
nosti nejsou příliš uspokojivé. Algoritmy založené na elementárních polynomiálních
operacích jsou numericky nestabilní. Stává se, že výpočet v nečekanou chvíli zcela
selže. Navíc jsou dost náročné na výpočetní čas. Jejich nasazení na řešení složitějších
praktických úloh není z těchto důvodů možné.
Na druhou stranu, elementární polynomiální operace potřebují k řešení malé

množství paměti a v případě, že nedojde k selhání, jsou poměrně numericky přesné.

1.2.2 Symbolické metody

Pro symbolické metody je charakteristický způsob reprezentace polynomů, ale i ji-
ných datových struktur. V systému MATHEMATICA, ale i v jiných počítačových
algebraických systémech, je polynom reprezentován jako symbolický výraz, což je
pro počítačové algebraické systémy typické. Výpočty se provádí nad poměrně složi-
tou a do jisté míry i obecnou datovou strukturou. Z toho plyne největší nevýhoda
tohoto přístupu a tou je obrovská časová náročnost řešení. Pro méně rozměrné ob-
jekty je rychlost výpočtu dostačující, ale pro již o něco málo větší data je výpočet
nepoužitelný. V mnoha případech výpočetní čas roste exponenciálně s velikostí za-
dané úlohy.
Efektivita výpočtu navíc značně závisí na datových typech číselných koeficientů

polynomů. Například výpočty s přesnými čísly jsou mnohem náročnější. Paměťové
nároky pro přesná čísla jsou značné. Velikost obsazené paměti roste velmi rychle a
takřka neomezeně v porovnání s reálnými čísly, u nichž nedochází k tak velkému
růstu. Samozřejmě tento problém se týká všech algoritmů.
Na druhou stranu v některých případech může být symbolický přístup mnohem

rychlejší. Zde je jednoduchý příklad násobení dvou polynomiálních matic
(
1 + s5000 0
0 1

)(
0 1
s2 0

)

.

Jeho řešení symbolickými metodami je velmi jednoduché a rychlé, stejně jako kdy-
bychom příklad řešili s tužkou na papíře. Pokud použijeme numerických algoritmů,
které jsou popsaný v kapitole 3.4, výpočet bude pomalejší.
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Symbolickými metodami tedy budeme rozumět všechny výpočty standardních
funkcí nad polynomy, které jsou reprezentovány jako symbolický výraz.
Pokud tedy numerickými metodami myslíme opak symbolických metod, pak tím

předpokládáme, že skalární polynomy nejsou reprezentovány ve standardním tvaru
symbolického výrazu, ale třeba ve tvaru seznamů koeficientů. Tato data mohou ob-
sahovat i symboly, a přesto s nimi můžeme provádět výpočty. To je dáno schopností
některých funkcí počítat i se symbolickými daty.

1.2.3 Metoda Sylvesterových matic

Jedná se o velmi často používanou metodu při výpočtech s polynomiálními maticemi
a skalárními polynomy, neboť její použití je názorné a přímé. Vychází z převodu po-
lynomiálních matic na konstantní Sylvesterovy matice. Vstupní polynomiální matici
A(s) = A0 +A1s+A2s

2 + ...+Ansn snadno přepíšeme na Sylvesterovu matici

SA =



















A0 0
A1 A0
... A1

. . .

An

... A0 . . .
An A1

. . .
...

0 An

...



















.

Úloha dále nejčastěji vede na konstantní soustavy rovnic, které je možné v sys-
tému MATHEMATICA řešit i se symbolickými daty.
Nevýhodou této metody je poněkud větší náročnost na velikost použité paměti.

Další problém je v odhadu výsledného stupně hledané polynomiální matice. Při jeho
řešení se nejčastěji postupuje tak, že se určí horní a dolní mez stupně polynomiální
matice a potom, např. binárním půlením, se hledá minimální řešení.
Metoda Sylvesterových matic je v této práci použita při skalárním a maticovém

násobení a při řešení Diofantické a symetrické rovnice.

1.2.4 Interpolace

Interpolace je užitečný nástroj pro práci s polynomiálními maticemi, především pak
v kombinaci s DFT. Používá se při výpočtech různých funkcí, jako je determinat,
násobení, skalární mocnina nebo při řešení polynomiálních maticových rovnic i v
dalších úlohách řízení.

Algoritmus 1.2.1 (Interpolace)
Nechť požadovaná operace nebo funkce je f a je aplikována na polynomiální

matici (nebo skalár) P (s). Výsledek je potom X(s) = f(P (s)). Algoritmus lze popsat
ve třech krocích.
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Vstup: P (s) = P0 + P1s+ . . .+ Pds
d

Výstup: X(s) = f(P (s)) = X0 +X1s+ . . .+XNsN

Krok 1. Substituce: Vstupní matice je vyhodnocena v N + 1 komplexních bo-
dech {si ∈ C | i = 0, 1, . . . , N}, kde N je očekávaný stupeň výsledné ma-
tice X(s). Výsledkem je seznam konstantních matic {Yi | Yi = P (si), i =
0, 1, . . . , N}.

Krok 2. Výpočet konstantních matic: Funkce f je aplikována jednotlivě na
všechny konstantní matice Yi. Tak dostaneme konstantní matice {Zi | Zi =
f(Yi), i = 0, 1, . . . , N}, které jsou partikulárním řešením hledané polynomi-
ální matice X(s).

Krok 3. Interpolace: Koeficienty výsledné polynomiální matice X(s) = X0 +
X1s+ . . .+XNsN získáme z konstantních matic Zi řešením soustavy rovnic

[X0, X1, . . . , XN ] . V = [Z0, Z1, . . . , ZN ],

kde V je Vandermodeho matice. Jestliže X(s) je skalární polynom, pak

V =










1 1 . . . 1
s0 s1 . . . sN

s20 s21 . . . s2N
...

...
...

...
sN
0 sN

1 . . . sN
N










.

Pro polynomiální matici je V bloková Vandermodeho matice.

V popsaném algoritmu narážíme na problém odhadu počtu a umístění interpo-
lačních bodů. Ukazuje se, že proveditelnost výpočtu silně závisí na poloze bodů. Při
nevhodné volbě polohy interpolačních bodů je matice V velmi špatně podmíněna
a získané výsledky jsou nepoužitelné. Nejčastěji se interpolační body volí ve stejné
vzdálenosti od reálné a imaginární osy v komplexní rovině. Lze je také generovat
náhodně. Další způsob řešení spočívá ve využití Fourierových bodů, viz. metoda
interpolace s DFT. Tento způsob se jeví jako nejlepší.

1.2.5 Interpolace s diskrétní Fourierovou transformací

Předchozí interpolační postup lze výrazně zlepšit použitím DFT, respektive FFT.

Definice DFT

Definice 1.2.1 (Přímá DFT) Nechť p = [p0, p1, . . . , pN ] je vektor komplexních
čísel. Potom jeho přímá DFT je dána vektorem y = [y0, y1, . . . , yN ], pro jehož prvky
platí

yk =
N∑

i=0

pie
−j 2πk

N+1
i . (1.1)
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Vektor y nazýváme obraz vektoru p.

Definice 1.2.2 (Inverzní DFT) Nechť y = [y0, y1, . . . , yN ] je vektor komplexních
čísel. Potom jeho inverzní DFT je dána vektorem p = [p0, p1, . . . , pN ], pro jehož
prvky platí

pi =
1

1 +N

N∑

k=0

yke
j 2πi

N+1
k . (1.2)

Jestliže y je obraz p, pak vzorec (1.2) vrací originální vektor p.

Nyní základní definice přímé a inverzní DFT rozšíříme na seznam matic.

Definice 1.2.3 (Přímá DFT seznamu matic) Nechť P = [P0, P1, . . . , PN ] je se-
znam komplexních matic Pi rozměru m×n. Potom jeho přímá DFT je dána sezna-
mem matic Y = [Y0, Y1, . . . , YN ], pro jehož prvky platí

Yk =
N∑

i=0

Pie
−j 2πk

N+1
i . (1.3)

Seznam matic Y nazýváme obraz seznamu matic P.

Definice 1.2.4 (Inverzní DFT seznamu matic) Nechť Y = [Y0, Y1, . . . , YN ] je
seznam komplexních matic Yk rozměru m × n. Potom jeho inverzní DFT je dána
seznamem matic P = [P0, P1, . . . , PN ], pro jehož prvky platí

Pi =
1

1 +N

N∑

k=0

Yke
j 2πi

N+1
k . (1.4)

Jestliže Y je obraz P, pak vzorec (1.4) vrací originální vektor P.

DFT a Interpolace

Definice (1.1) a (1.2) přímé a inverzní DFT mají zásadní význam ve vylepšení inter-

polačního algoritmu 1.2.1. Nechť body sk značí e
−j 2πk

N+1 a p(s) = p0+p1 s+. . .+pN sN

je polynom. Pak přímá DFT vektoru koeficientů p = [p0, p1, . . . , pN ] je vektor hod-
not y = [y0, y1, . . . , yN ], kde yk =

∑N
i=0 pi s

i
k je polynom p(s) vyhodnocený v bodě

sk. Tomuto postupu odpovídá první krok interpolačního algoritmu (substituce). Na
druhou stranu, pro vektor z = [z1, z2, . . . , zN ] vztah (1.2) definuje vektor koefici-
entů x = [x0, x1, . . . , xN ] polynom x(s), jehož hodnoty v bodech si se rovnají zi,
kde i = 1, 2, . . . , N . Proto třetí krok interpolačního algoritmu se speciální volbou
Fourierových bodů může být nahrazen inverzní DFT.
Stejné výsledky dostaneme i pro polynomiální matici P (s), stačí pouze na místo

vektorů p,y uvažovat množiny konstantních matic P,Y a místo vztahů (1.1), (1.2)
použít (1.3) a (1.4).

Následující algoritmus je modifikací algoritmu 1.2.1 s využitím DFT, resp. FFT.
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Algoritmus 1.2.2 (Interpolace s FFT)

Vstup: P (s) = P0 + P1s+ . . .+ Pds
d

Výstup: X(s) = f(P (s)) = X0 +X1s+ . . .+XNsN

Krok 1. Přímá DFT: Přímá DFT (1.3) je aplikována na seznam matic, který
tvoří koeficienty P (s), P = [P0, P1, . . . , Pd, Od+1, . . . ON ]. Navíc seznam
matic P je doplněn nulovými maticemi stejného rozměru do počtu N + 1.
Takto obdržíme seznam matic {Yi | Yi = P (si), i = 0, 1, . . . , N}, který
odpovídá hodnotám P (s) ve Fourierových bodech.

Krok 2. Výpočet konstantních matic: Funkce f je aplikována jednotlivě na
všechny konstantní matice Yi. Tím dostaneme konstantní matice {Zi | Zi =
f(Yi), i = 0, 1, . . . , N}, které jsou partikulárním řešením hledané polynomi-
ální matice X(s).

Krok 3. Zpětná DFT: Výsledné koeficienty {X0, X1, . . . , XN} hledané polyno-
miální matice X(s) získáme ze seznamu konstantních matic Zi užitím in-
versní DFT podle (1.4).

1.3 Systémy počítačové algebry

Počátky vývoje systémů počítačové algebry jsou spjaty s nástupem programova-
cích jazyků FORTRAN a především LISP. Jako první program, který byl schopen
provádět symbolické manipulace s matematickými výrazy byl v roce 1961 program
SAIN (Symbolic Automatic INtegration). Dále ho následovaly programy FORMAC,
MATHLAB, REDUCE, SCRATCHPAD, muMATH a další.
Na počátku osmdesátých let dochází s nástupem pracovních stanic založených

na mikroprocesorech k velkému rozvoji počítačových algebraických systémů. Jako
první se v roce 1981 na University of Waterloo objevil systém MAPLE, který byltak, ab5672 0 Td
31.0254 ysplňoval vysoká
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1.3.1 MATHEMATICA, MAPLE a MATLAB podrobněji

Všechny tři programy disponují vlastnostmi, které jsou dnes charakteristické pro
všechny systémy tohoto druhu1. Jedná se především o manipulaci s výrazy, které
obsahují neznámé. Dokáží provádět redukci nebo expanzi neurčitých výrazů, jako
jsou polynomy, racionální funkce nebo mocninné řady. Dále jsou schopny provádět
výpočty s libovolně velkými čísly, mají přesnou racionální aritmetiku a při výpočtech
v pohyblivé řádové čárce lze použít libovolné přesnosti. Mají v sobě zabudované velké
množství běžných matematických funkcí a konstant. Dokáží řešit řadu problémů z
matematické analýzy, jako je výpočet limity a derivace funkce, řešení určitých nebo
neurčitých integrálů a řešení rovnic. Samozřejmě tyto funkce jsou doplněny důle-
žitými numerickými algoritmy pro hledání kořenů rovnic, řešení soustav lineárních
rovnic, výpočty vlastních čísel a vektorů matic nebo numerickou integraci.
Velmi důležitou vlastností je schopnost rozšiřitelnosti. Ta je dána mocným pro-

gramovacím jazykem, který umožňuje doplnit systémy o nové algoritmy a funkce.

• MATHEMATICA
Jedná se o jeden z nejrozšířenějších systémů svého druhu. Úzce spojuje schop-
nosti symbolických a numerický výpočtů, grafický výstup a programovací ja-
zyk. Pracovní dokumenty jsou ve formě sešitů (obrázek 1.1), které si uchovávají
veškeré výsledky (vstupy, výstupy a grafiku). Uživatelské prostředí je velice pří-
jemné, propracované a dále rozšiřitelné. Lze ho snadno použít k dokumentaci
nebo např. k interaktivní prezentaci výsledků [2, 4].

Dále se vyznačuje schopností pracovat s jinými aplikacemi, jako Excel, Word
nebo složité databázové systémy. Pomocí rozhraní MathLink je možno při
výpočtech využívat vlastní naprogramované funkce nebo celé aplikace. Lze
ho snadno rozšířit o oborově zaměřené nástavby, jako CONTROL SYSTEM
PROFESSIONAL a mnoho dalších2.

Nyní je dostupná nejnovější verze systému MATHEMATICA 5, která obsahuje
řadu nových numerických a symbolických algoritmů. Jedná se především o op-
timalizaci v oblasti numerické lineární algebry (BLAS a LAPACK technologie)
[5]. Výpočty lineárních rovnic nebo maticového násobení byly oproti předcho-
zím verzím několikanásobně urychleny. Rychlost výpočtů je srovnatelná a v
některých případech i větší než v systému MATLAB (na stejném HW).

• MAPLE
Je v současnosti výhodný zejména pro své výukové a prezentační možnosti.
Podobně jako MATHEMATICA je schopen si uchovávat informace o výpočtech

1Matlab má trochu odlišné postavení. Jedná se především o program určený k numerickým

výpočtům, avšak jeho nástavba Symbolic Math Toolbox ho zařazuje mezi algebraické počítačové

systémy, neboť Symbolic Math Toolbox je tvořen výpočetním jádrem systému Maple.
2Advanced Numerical Methods, Signals and Systems, Digital Image Processing, Experimental

Data Analyst, Finance Essentials, Fuzzy Logic, Neural Networks, . . . .

Informace o produktech lze získat na adrese http://www.wolfram.com/
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Obrázek 1.1: MATHEMATICA Notebook.

ve formě grafických zápisů a ty pak kdykoliv zopakovat. Podrobnější informace
lze nalézt v [6, 9].

• MATLAB
Jak již bylo řečeno, je zaměřen především na numerické výpočty v pohyblivé
řádové čárce s pevně danou přesností. Základním datovým prvkem je dvou-
rozměrné pole. Od verze 5 lze navíc deklarovat vícerozměrná pole. Dále byl
systém obohacen o možnost objektového programování, rychlejší a propraco-
vanější grafický výstup, nové vizualizační funkce a rozšířen o další základní
matematické funkce [10, 11].

MATLAB byl od počátku navrhován tak, aby mohl snadno přistupovat k
matematickým knihovnám vyvinutým v projektech LINPACK a EISPACK.
Původně byl určen pro OS UNIX a tato okolnost je dodnes patrná i v OS
Windows, kde jsou příkazy, na rozdíl od předchozích systémů, zadávány do
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příkazové řádky. Na druhou stranu MATLAB mnohem lépe podporuje práci
programátorů při vývoji nových funkcí a to svým editorem kódu s podporou
ladění a krokování vytvářených funkcí.

Najdeme ho skoro na všech technicky zaměřených univerzitách, kde slouží k
výuce matematiky a dalších technických předmětů. V praxi je využíván jako
vysoce efektivní nástroj pro výzkum (modelování, simulace) a analýzu dat.

MATLAB je rozšiřitelný o rozsáhlé sady dalších funkcí, které řeší určité okruhy
problémů v daném oboru a nazývají se Toolboxy. Velmi oblíbenou samostat-
nou nástavbou je Simulink. Dokáže řešit soustavy nelineárních diferenciálních
rovnic v grafickém prostředí připomínající zapojení na analogovém počítači.
Umožňuje graficky sledovat výstupy v libovolném místě zapojení.

1.4 Existující software určený k výpočtům s polynomi-
álními maticemi

V této kapitole je stručně popsán existující software, resp. rozšiřující nástavby pro
systém MATHEMATICA a MATLAB, které se zabývají výpočty s polynomiálními
maticemi, analýzou systémů a návrhem řízení. Námi naprogramované funkce budou
často srovnávány právě s těmito systémy.

1.4.1 CONTROL SYSTEM PROFESSIONAL - MATHEMATICA

Jedná se o soubor funkcí rozšiřující systém MATHEMATICA. Zabývá se řešením
problémů z teorie systémů a řízení. Zahrnuje dva možné přístupy řešení spojitých a
diskrétních systémů a to klasický a moderní.
Obsahuje nové objekty a řadu funkcí pracujících s nimi. Samozřejmě nechybí

podrobná nápověda v elektronické i tištěné podobě [12].

1.4.2 The Polynomial Toolbox for MATLAB

The Polynomial Toolbox (dále jen PTX) představuje ucelenou sadu programů za-
měřených na výpočty s polynomy a polynomiálními maticemi s širokým spektrem
aplikací. Nejvíce se uplatňuje v oblastech teorie systémů a signálů. Zde používané al-
goritmy výpočtů jsou založeny na pokročilých polynomiálních metodách, které jsou
vyvíjeny v rámci národních i evropských výzkumných projektů [13]. V posledních
letech byla řada algoritmů publikována v prestižních časopisech a na mezinárodních
konferencích [15].
PTX obsahuje řadu funkcí pro řešení lineárních maticových polynomiálních rov-

nic, které jsou založeny na metodách Sylvesterových matic. Metody využívající FFT
se uplatňují při výpočtech hodnosti matic, determinantu a dalších operací. Dále
zahrnuje několik metod pro výpočty spektrální faktorizace a maticových zlomků
přenosové funkce MIMO systémů. Najdeme tu také řadu funkcí pro testování a ře-
šení problémů z oblasti robustní stability. Navíc PTX obsahuje funkce pro konverzi
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objektů mezi nástavbami Control System Toolbox, Symbolic Math Toolbox a SI-
MULINK.

1.4.3 Polynomial Matrix Utilities - MATHEMATICA

Autorem je A. Pascoletti z univerzity v Udine. Jedná se o jedinou sadu funkcí v
systému MATHEMATICA, která provádí některé pokročilé algebraické výpočty s
polynomiálními maticemi [17].
Polynomiální matice jsou reprezentovány maticemi, které obsahují polynomy

jako symbolické výrazy a lze je zadávat v proměnné z ale i z−1. Koeficienty po-
lynomiální matice mohou obsahovat i parametry.
Poskytované funkce počítají Smithovu, Hermitovu a McMillanovu formu poly-

nomiálních matic. Tyto funkce vracejí kromě výsledné formy i unimodulární matici
transformace. Další funkce jsou určeny pro výpočet levého a pravého největšího
společného dělitele a nejmenšího společného násobku, zbytku po dělení a řešení Di-
ofantické rovnice.
Většina algoritmů je založena na sloupcových a řádkových úpravách vstupní

polynomiální matice nebo se provádějí časově náročné symbolické výpočty nad po-
lynomiálními výrazy. V kapitolách o elementárních polynomiálních operacích 1.2.1 a
symbolických metodách výpočtu 1.2.2 jsou podrobněji popsány nevýhody těchto me-
tod a v kapitole 3.7 o řešení Diofantické rovnice jsou také experimentálními výpočty
potvrzeny.
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Cíle práce

Systém MATHEMATICA patří ve své oblasti k nejrozšířenějším a k nejvýkonnějším
programům. Mezi jeho největší přednosti patří úzké spojení symbolických a rych-
lých numerických výpočtů. Obsahuje velké množství matematických funkcí a velmi
mocný programovací jazyk. Přesto poskytované nástroje pro výpočty s polynomi-
álními maticemi jsou z pohledu analýzy a návrhu řízení velmi omezené. V systému
chybí celá řada často používaných funkcí a v případě aplikace standardních rutin
na rozměrnější polynomy nebo polynomiální matice je výpočet neefektivní a časově
velmi náročný, takřka nepoužitelný.

Práce je též motivována skutečností, že autoři systému MATHEMATICA podpo-
rují návrh řídicích systémů ve své samostatně prodejné nástavbě CONTROL SYSTEM
PROFESSIONAL. Některé námi vytvořené funkce by v kombinaci s tímto nástrojem
mohly být dobře využitelné zejména pro urychlení některých výpočtů.

Toto jsou hlavní důvody, proč jsme se rozhodli v systémuMATHEMATICA imple-
mentovat efektivní algoritmy pro počítání s polynomiálními maticemi. Jako hlavní
vzor jsme použili The Polynomial Toolbox forMATLAB, který je častým používáním
v inženýrské praxi velmi dobře prověřen.

Dlouhodobý zájem o polynomiální metody v řízení na Elektrotechnické fakultě
ČVUT - Katedře řídící techniky je dalším důvodem naší volby. Jsou zde intenzivně
studovány a rozvíjeny nové postupy analýzy a návrhu řízení polynomiálními meto-
dami, které byly prezentovány na mnoha prestižních konferencích v zahraničí. Mezi
hlavní osobnosti v daném oboru patří Prof. Ing. Vladimír Kučera, DrSc. a Doc. Ing.
Michael Šebek, DrSc. Velmi dobře jsou v této problematice rozvinuty trvalé spolu-
práce se zahraničními univerzitami a firmami. Jmenovitě se jedná o LAAS-CNRS
Toulouse (F), University of Twente (NL), Politechnica di Milano (I) a Aristotle Uni-
versity of Thessaloniki (GR). V loňském roce se nám podařilo navázat spolupráci s
Aristotelovou univerzitou v Soluni, kde jsme společně zahájili práci na implementaci
nových funkcí pro polynomiální matice s dvěma proměnnými.

Souběžně s touto prací se pracuje na implementaci polynomiálních metod v ja-
zycích C++, JAVA a systému MAPLE.

16
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Popis implementovaných funkcí
s testy

Naší snahou nebylo vytvořit pouhou sadu funkcí v systému MATHEMATICA, ale
celé prostředí, které uživateli nabízí snadnou a intuitivní práci při výpočtech s poly-
nomiálními maticemi a skalárními polynomy. Proto byly předefinovány standardní
funkce a vytvořeny nové polynomiální objekty. K dispozici je také elektronický návod
a několik palet s předpřipravenými funkcemi.
Inicializace a nastavení globálních proměnných se provádí standardním způso-

bem pro zavádění programových balíčků.

In[1] := << Polynomial‘

V jednotlivých kapitolách byly prováděny experimentální výpočty porovnávající
rychlosti výpočtů jednotlivých metod v systému MATHEMATICA 5 [4]. Rychlost
výpočtů byla také porovnávána se systémem MATLAB 6.5 [10] s nástavbou The
Polynomial Toolbox 3.0 [13]. Funkce DESolve byla jako jediná porovnávána s balíč-
kem Polynomial Matrix Utilities [17]. Všechny testy byly prováděny na počítači PC
Duron 750MHz, 256MB RAM s Windows 2000. Naměřené časy jsou v sekundách
(značka ** zastupuje výpočet delší než 1000 sekund).

3.1 Polynomiální matice a skalární polynom

Polynomiální matice mohou být zadávány v různých tvarech pomocí funkcí PM[pm,
var ], PMC[pmc, var ] a PLC[plc, var ]. Všechny tyto funkce mají stejný výstup
a to právě objekt polynomiální matice, funkci PolyMat[pmc, var, deg ], která má
přesně definované argumenty. Jestliže je dána polynomiální matice A(s) = A0+A1s+
...+AdA

sdA , pak objekt polynomiální matice je ve tvaru PolyMat[{A0, A1, . . . , AdA},
s, dA].
Objekt polynomiální matice je zobrazován v libovolném tvaru pomocí interní

funkce Format[ ], kterou řídí globální proměnná $Format. Grafický výstup ve tvaru

17
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polynomiální matice zajistí hodnota "Nice", která je nastavena jako standardní.
Další možné tvary výstupního formátu pro polynomiální matice a skalární polynomy
jsou ukázány v kapitole 3.10, která popisuje všechny globální proměnné.
Podobně se pracuje i se skalárními polynomy. Skalární polynom se zadává funk-

cemi P[p, var ] nebo PC[pc, var ]. Jejich výstup je převeden na objekt Poly[pc,
var, deg].

3.1.1 Polynomiální matice – PM[ ]

Zadání ve tvaru polynomiální matice, tj. matice (seznam, List), ve které jsou na
jednotlivých pozicích příslušné polynomy jako symbolické výrazy (standardní for-
mát pro zadávání polynomů). Funkce je ve tvaru PM[pm,var]. První argument pm
je vstupní polynomiální matice. Argument var určuje proměnnou polynomiální ma-
tice pm.

In[2] := PM[{{k + s^2, 1 - s}, {s^3, -1 + .5s}}, s]

Out[2] =

(
k + s2 1− s

s3 −1 + 0.5 s

)

s

Na jednotlivých pozicích matice pm mohou být zadávány i objekty skalárních poly-
nomů.

In[3] := PM[{{ P[k + s^2, s], 1 - s}, {s^3, PC[{-1, .5}]}}, s]

Out[3] =

(
k + s2 1− s

s3 −1 + 0.5 s

)

s

Pokud je polynomiální matice bez symbolů, nemusí se uvádět druhý parametr pro-
měnné var. Proměnná se vyhledá automaticky.

In[4] := PM[{{(1+s)(2+s), -3}, {s^2, 1-s^2}}]

Out[4] =

(
2 + 3 s+ s2 −3

s2 −1 + s2

)

s

3.1.2 Koeficienty polynomiální matice – PMC[ ]

Zadání ve tvaru maticových koeficientů polynomiální matice, tj. seznam matic jed-
notlivých mocnin polynomiální matice. Funkce je ve tvaru PMC[pmc, var ].

In[5] := PMC[{{{k,1},{0,-1}}, {{0,-1},{0,0.5}}, {{1,0}, {0,0}},

{{0,0}, {1,0}}}, s]

Out[5] =
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(
k + s2 1− s

s3 −1 + 0.5 s

)

s

Pokud není zadán druhý parametr var, automaticky se dosadí hodnota z globální
proměnné $Variable. Vstupní sesnam dat pmc nesmí obsahovat symbol shodný s
proměnnou var, jinak je generováno chybové hlášení.

In[6] := PMC[{{{s,1},{0,-1}}, {{0,-1},{0,0.5}}, {{1,0}, {0,0}},

{{0,0}, {1,0}}}] (* $Variable === s *)

Out[6] =

General::errcoe: Input coefficients contain variable s.

General::notpolyformat: Input is not in Poly format.

3.1.3 Matice koeficientů polynomů – PLC[ ]

Zadání ve tvaru seznamu koeficientů polynomů na jednotlivých pozicích polynomi-
ální matice. Funkce je ve tvaru PLC[plc,var].

In[7] := PLC[{{{k, 0, 1}, {1, -1}}, {{0,0,1}, {-1,.5}}}, s]

Out[7] =

(
k + s2 1− s

s3 −1 + 0.5 s

)

s

Při zadávání dat plc a var platí stejné vlastnosti jako u funkce PMC.

3.1.4 Skalární polynom – P[ ]

Zadání ve tvaru polynomu (symbolický výraz).

In[8] := P[k + 2s + s^2, s]

Out[8] =

(
k + 2 s+ s2

)

s

3.1.5 Koeficienty skalárního polynomu – PC[ ]

Zadání polynomu pomocí seznamu koeficientů jednotlivých mocnin.

In[9] := PC[{k,2,1}]

Out[9] =

(
k + 2 s+ s2

)

s

Další možné tvary zadání a různá chybová hlášení jsou rozebrány v dokumentaci.
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3.2 Sčítání

Funkce A+B sečte polynomiální objekty A, B a provede nulování reálných čísel podle
globální proměnné $Zeroing.
Sčítat lze pouze polynomiální matice stejných rozměrů, jinak je generováno chy-

bové hlášení a na výstup je vrácen vstup, který se rovná funkci Plus[ ] s argumenty
polynomiálních matic různých rozměrů. Matice, které lze sečíst jsou sečteny.

In[10] := Options[PMRandom] = {Data -> {Integer, {-9, 9}}};

A = PMRandom[1, 2];

B = PMRandom[1, 2, 3];

C = PMRandom[1, 2];

A + B + C

Out[10] =

General::plusdim: Matrices not of the same dimensions.

General::plusdim: Matrices not of the same dimensions.

(
8− 16 s −4 + 5 s
3− 7 s −4− 9 s

)

s

+
(
8− 8 s 3− 8 s −6 + s
2− 4 s 5− 6 s −3 + 5 s

)

s

Tento výstup je v souladu s výstupy v systému MATHEMATICA. Použitá funkce
PMRandom[deg, size, opt ] generuje náhodnou polynomiální matici stupně deg a
rozměru size s čísly podle opt. Funkce PMRandom je rozebrána podrobně v kapitole
3.9.1.
Dále je možné sčítat polynomiální matice se skalárními polynomy. Zadaný ska-

lární polynom je přičten k jednotlivým prvkům polynomiální matice.

In[11] := PM[{{s^2,-3},{1+s,-2s}}] + P[1+s] (* PolyMat + Poly *)

Out[11] =
(
1 + s+ s2 −2 + s
2 + 2 s 1− s

)

s

K polynomiálním objektům lze také přičíst číslo nebo symbol, který ale nesmí
být shodný s proměnnou daného polynomiálního objektu, jinak se sčítání neprovede
a vrátí se vstup s chybovým hlášením.

In[12] := PM[{{s^2,-3},{1+s,-2s}}] + k (* PolyMat + Symbol *)

Out[12] =
(

k + s2 −3 + k
1 + k + s k − 2 s

)

s

Někdy je užitečné symbol nepřičítat k danému objektu. To nastává v případech,
kdy symbol zastupuje polynom nebo polynomiální matici. Pak není možné daný sym-
bol přičíst jako konstantu. Proto je potřeba nejprve provést příkaz IsPoly[symbol],
kterým deklarujeme, že daný symbol není konstanta, ale polynomiální objekt. Tato
konstrukce je rozebrána v obecném použití v [16].



KAPITOLA 3. POPIS IMPLEMENTOVANÝCH FUNKCÍ S TESTY 21

In[13] := IsPoly[k]

term = PM[{{1 + s, s^2}, {0, -s}}] + k

Out[13] =

k +
(

s2 −3
1 + s −2 s

)

s

Nyní lze snadno použít příkaz dosazení /. a dopočítat daný výraz.

In[14] := term /. k -> P[1-s]

Out[14] =
(
1− s+ s2 −2− s
2 1− 3 s

)

s

Použité metody výpočtu

Provádí se pouhé sčítání konstantních matic nebo čísel u odpovídajících mocnin
polynomiálních matic nebo skalárních polynomů.
Nechť A(s) = A0 + A1s + ... + AdA

sdA a B(s) = B0 + B1s + ... + BdB
sdB jsou

vstupní polynomiální matice, pak platí

A(s) +B(s) =
{ (A0 +B0) + (A1 +B1) + . . .+ (AdA

+BdB
)sdA , pro dA = dB

(A0 +B0) + . . .+ (AdB
+BdB

)sdB +AdB+1s
dB+1 + . . . +AdA

sdA , pro dA > dB

(A0 +B0) + . . .+ (AdA
+BdA

)sdA +BdA+1s
dA+1 + . . .+BdB

sdB , pro dA < dB

Porovnání časové náročnosti výpočtu

Již při jednoduché operaci sčítání rozměrných polynomiálních matic velkých stupňů
je časová úspora výpočtu oproti standardním prostředkům systémuMATHEMATICA
značná. A to proto, že námi definované sčítání pracuje s vytvořenými polynomiál-
ními objekty, u kterých jednotlivé koeficienty polynomiální matice jsou reprezento-
vány konstantními maticemi. Samotné sčítání polynomiálních matic se tudíž ome-
zuje pouze na součty příslušných konstantních matic koeficientů, které není časově
náročné, na rozdíl od standardní funkce pro sčítání, kde na každý prvek polyno-
miální matice je pohlíženo jako na obecný výraz. Součty jednotlivých prvků jsou
tedy prováděny nad obecnými výrazy. Tato operace je sice naprosto bezproblémová,
ale ve své obecnosti není při výpočtu tak efektivní jako součet konstantních matic.
Rychlost výpočtu A+B pro různé rozměry a stupně reálných polynomiálních matic je
graficky porovnána na obrázku 3.1.

3.3 Násobení

V systému MATHEMATICA je nutné rozlišovat mezi maticovým a „standardnímÿ
násobením (po prvcích). Maticové násobení se provádí funkcí Dot[a, b ], resp. a.b .
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Obrázek 3.1: Porovnání časové náročnosti výpočtu funkce Plus[A,B] - metoda Po-
lynomial a Standard.

Funkci Dot je také nutné používat k násobení polynomiálních matic, které bude
podrobně rozebráno v další kapitole. Násobení mezi výrazy (čísla, symboly, seznamy,
. . . ) se provádí příkazem Times[a, b ], resp. a ∗b nebo pouze atb . Tento příkaz se
volá pro násobení mezi skalárními polynomy nebo při násobení polynomiální matice
konstantou, symbolem nebo skalárním polynomem. Násobení se aplikuje na všechny
prvky polynomiální matice.
Po vykonané operaci násobení se provede nulování reálných čísel podle globální

proměnné $Zeroing. V případě nulových nejvyšších koeficientů se upravuje i stupeň
výsledné polynomiální matice. Použití funkce $Zeroing je vysvětleno v kapitole 3.10.

In[15] := P[1+s] * P[1-s] (* Poly * Poly *)

Out[15] =

( 1− s2 )s

In[16] := P[1+2s] * PM[{{1 + s, s^2}, {0, -s}}] (* Poly * PolyMat *)

Out[16] =

(
1 + 3 s+ 2 s2 s2 + 2 s3

0 −s − 2 s2

)

s



KAPITOLA 3. POPIS IMPLEMENTOVANÝCH FUNKCÍ S TESTY 23

In[17] := Clear[k];

k * PM[{{1 + s, s^2}, {0, -s}}] (* Symbol * PolyMat *)

Out[17] =

(
k + k s k s2

0 −k s

)

s

V tomto případě symbol může navíc zastupovat skalární polynom nebo číslo a pak je
nutné výpočet neprovádět. Postupuje se podobně jako v minulém příkladě u sčítání.

In[18] := IsPoly[k];

term = k * PM[{{1 + s, s^2}, {0, -s}}]

Out[18] =

k

(
1 + s s2

0 −s

)

s

In[19] := term /. k -> P[1 + 2s]

Out[19] =

(
1 + 3 s+ 2 s2 s2 + 2 s3

0 −s − 2 s2

)

s

Použité metody výpočtu

Násobení polynomiální matice (nebo skalárního polynomu) číslem (nebo symbolem)
je pouhé přenásobení všech koeficientů daným číslem (nebo symbolem).
Početně zajímavější je případ násobení mezi skalárními polynomy nebo skalárním

polynomem a polynomiální maticí. Podrobněji rozebereme pouze případ násobení
mezi skalárními polynomy, neboť násobení mezi skalárním polynomem a polynomi-
ální maticí není nic jiného než násobení daného skalárního polynomu mezi všemi
prvky (skalárními polynomy) dané polynomiální matice.
Implementovány jsou následující dvě metody výpočtu.

Sylvesterova metoda je založena na převodu prvního skalárního polynomu na
Sylvesterovu matici a následném maticovém násobení s koeficienty druhého
polynomu. Řešením je sloupcový vektor, který tvoří koeficienty hledaného po-
lynomu. Obecné použití Sylvesterovy metody je popsáno v kapitole 1.2.3.

Vstup: Skalární polynomy

a(s) = a0 + a1s+ . . .+ ada
sda ,

b(s) = b0 + b1s+ . . .+ bdb
sdb .

Výstup: Skalární polynom

c(s) = a(s) ∗ b(s) = c0 + c1s+ . . .+ c(da+db)s
(da+db).
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Krok 1. Konstrukce Sylvesterovy matice.

Sa =
















a0 0
a1 a0
... a1

. . .

ada

... a0
ada

a1
. . .

...
0 ada
















[1+da+db × 1+db]

, Sb =








b0
b1
...

bdb








[1+db × 1]

(3.1)

Krok 2. Maticové násobení Sab = Sa . Sb. Prvky vektoru Sab jsou koeficienty
hledaného polynomu c(s) .

Metoda konvoluce provádí konvoluci koeficientů vstupních skalárních polynomů.
Příkaz vykonává pouze jediná funkce ListConvolve[ ], která pracuje velmi
efektivně.
Výpočet konvoluce pro polynomy a(s) = a0 + a1s a b(s) = b0 + b1s + b2s

2

dává okamžitě výsledek

c(s) = a0 b0 + (a0 b1 + a1 b0) s + (a0 b2 + a1 b1) s2 + (a1 b2) s3 .

Porovnání časové náročnosti výpočtu

Při výpočtu násobení dvou skalárních polynomů se ukazuje jako nejrychlejší metoda
konvoluce. Druhá nejrychlejší metoda je standardní symbolické násobení a následná
expanze výrazu. Metoda Sylvesterových matic je v tomto případě nejpomalejší. Po-
rovnání rychlostí výpočtů jednotlivých meto