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Anotace

Prace se zabyvéa implementaci efektivnich algoritmi pro pocitani s polynomial-
nimi maticemi v programu MATHEMATICA se zaméfenim na analyzu a navrh fi-
dicich systémt. Pfestoze je MATHEMATICA velmi silny vypocetni nastroj s mnoha
funkcemi pro pocitani se skalarnimy polynomy nebo maticemi, kde jednotlivé prvky
tvofi skaldrni polynomy, tak takové primé zadani vypocetni tlohy pomoci stan-
dardnich funkci selhava - vypocetni doba pro rozmérnéjsi matice vyssich fadia je
neanosné dlouha. Proto jsou navrhovany specialni algoritmy. Navic v systému chybi
Casto pouzivané funkce pro ndvrh a analyzu fidicich systémi (feSeni Diofantické
nebo symetrické rovnice a dalsi). Nové funkce jsou v systému MATHEMATICA na-
vrhovany s ohledem na moznost zadavat i neciselné polynomialni matice obsahujici
symboly (parametry). Nami implementované funkce vychazeji z tspésného produktu
The Polynomial Toolbox for MATLAB.

Prace je téz motivovana skutecnosti, ze autori systému MATHEMATICA podpo-
ruji navrh fidicich systému ve své samostatné prodejné nastavbé CONTROL SYSTEM
PROFESSIONAL. Nékteré nami vytvorené funkce by v kombinaci s timto nastrojem
mohly byt dobfe vyuzitelné zejména pro urychleni vypocti.

Annotation

This diploma thesis deals with the implementation of effective algorithms for cal-
culations using polynomial matrices in the framework of the program MATHEMATICA
focused on the analysis and design of control systems. Even though MATHEMATICA
is a very powerful tool that includes many functions for calculation with scalar po-
lynomials or matrices where individual elements form scalar polynomials, such a
direct input of a mathematical problem using standard functions fails - the com-
puting time for large matrices of higher orders is too (extremely) long. Therefore,
special algorithms have been developed. In addition, the functions frequently used
for design and analysis of control systems are missing in the system (solution of
the Diophantine or symmetrical equations, etc.). New functions have been proposed
in the system MATHEMATICA with respect to the possibility to use nonnumeric
polynomial matrices containing symbols (parameters). The functions that we have
implemented were derived from the successful product The Polynomial Toolbox for
MATLAB.

The work has also been motivated by the fact that the authors of MATHEMATICA
system support the design of control systems in their autonomous commercial ex-
tension package CONTROL SYSTEM PROFESSIONAL. Some of the functions we
created could be well applicable in combination with this tool to significantly reduce
the computing time.
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Kapitola 1

Uvod

Nase prace zasahuje do nékolika obori. Jedné se o
e teorii fizeni
e numerické metody pro polynomialni matice
e pocitacové algebraické systémy - MATHEMATICA.

Tyto tfi body jsou rozebrany v ivodni kapitole. Z teorie fizeni jsou popsany mozné
pristupy k feSeni ndvrhu a analyzy fizeni systémti. V oddile o numerickych metodéch
jsou uvedeny pouzivané algoritmy pro pocitani s polynomialnimi maticemi a ska-
larnimi polynomy. V kapitole o pocitacovych algebraickych systémech je na zacatku
zminéna jejich historie a vyvoj. Dale se tato kapitola zaméfuje na porovnani sys-
témti MATHEMATICA, MAPLE a MATLAB a vyjmenovani jejich hlavnich rysi. Na
konci tvodni kapitoly jsou popsany existujici programy, které jsou urceny k analyze
a navrhu fizeni a nékteré i k vypocltiim s polynomialnimi maticemi - The Poly-
nomial Toolbox for MATLAB, Polynomial Matrix Utilities a CONTROL SONEEHMNAICA
Dale nasleduje kapitola, ktera podrobné popi
vcetné jejich algoritmili a ¢asovych narokt na vypc
porovnavany a vyhodnocovany.
Na zavér jsou vlozeny ukézky programového I
jsou zminény nékteré implementacni problémy a

1.1 Piehled moznych pristupt pfi navrhu a analyze ri-
zeni

P1i ndvrhu fizeni a analyze linedrnich dynamickych systémt jsou pouzivany v zasadé

tfi mozné pristupy [1].

1. Prvni je metoda analyzy ve frekvencni oblasti. Jedna se asi o nejoblibenéjsi me-
todu v rfadach praktickych inZenyru a to predevsim diky jeji jednoduchosti
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a snadnému pouziti v mnoha problémech fizeni, zejména v primyslu. Tato
metoda vychazi z analyzy frekvencni odezvy linedrnich dynamickjch systémi.
Hlavnim matematickym aparatem je teorie funkci komplexni proménné, zvlasté
pak Laplaceova transformace pro ¢asové spojité systémy a Z-transformace pro
systémy diskrétni v case. Systémy jsou popsany svoji pfenosovou funkci, ktera
presné vyjadruje vztah mezi vstupem a vystupem. Mezi nevyhody této metody
patii problémy s vnitini stabilitou uzaviené smycky a omezeni na jednorozmeé-
rové systémy (SISO).

2. Nedostatky predeslého tesi dalsi ptistup, ktery se zabyva stavovym popisem sys-
tému. Vychazi z vnitfniho popisu stavl systému, jejichz znalost se vyuziva
pri navrhu rizeni. Hlavni aparat, ktery se zde pouziva, tvori diferencialni rov-
nice, vektorové prostory a teorie matic. Tento novy pristup je aplikovatelny na
mnohem vétsi tfidu systémi oproti klasickym metodam, napf. mnoharozmé-
rové (MIMO) nebo ¢asové proménné systémy.

3. Posledni je polynomidlni nebo téz algebraicky pristup, ktery je intenzivné rozvijen
od pocatku 70. let. Systém je popsan prenosovou funkci, na kterou v tomto
pripadé neni pohlizeno jako na funkci komplexni proménné, ale jako na alge-
braicky objekt. Metody navrhu fizeni a analyzy systémil jsou pfevedeny na
algebraické operace s polynomialnimi maticemi, nejcastéji na feSeni polyno-
mialnich maticovych rovnic. Timto zpiisobem je mozné elegantné fesit velkou
fadu problémt z teorie rizeni.

Nami implementované algoritmy spadaji do algebraického pristupu feseni problémd.

1.2 PouZivané algoritmy pro polynomialni matice

V soucasnosti existuje velké mnozstvi procedur i aplikaci, které pouzivaji numericky
stabilni a efektivni algoritmy pro vypocty s konstantnimi maticemi. V pfipadé poly-
nomidlnich matic tomu tak vzdy neni, a proto jsou navrhovany specidlni algoritmy,
které jsou popsany v této kapitole.

1.2.1 Elementarni polynomialni operace

Elementarnimi operacemi s polynomidlnimi maticemi se rozumi nasledujici fadkové
a sloupcové upravy.

Elementarni sloupcové upravy
e Zameéna libovolnych dvou sloupcii.
e Nasobeni libovolného sloupce nenulovym ¢islem.

e Nisobeni sloupce libovolnym polynomem a pfiéteni vysledku k jinému sloupci.
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Elementarni radkove upravy

e Zameéna libovolnych dvou radki.
e Nasobeni libovolného fadku nenulovym ¢islem.
e Nasobeni fadku libovolnym polynomem a pricteni vysledku k jinému radku.

Elementérni sloupcové operace odpovidaji levému prendsobeni dané matice ma-
tici unimodulérni. Unimodularni matice je polynomiélni matici a jeji determinant
je konstantni Cislo. Podobné pro fadkové elementarni tipravy se jedna o nasobeni
unimodularni matici zprava.

Takto popsané elementarni operace jsou jednoduché a intuitivni. Hraji dilezi-
tou roli v mnoha konstruktivnich dikazech z oblasti algebraické teorie a mohou
byt Gspésné pouzity v jednoduchych prikladech. Nicméné jejich numerické vlast-
nosti nejsou prilis uspokojivé. Algoritmy zaloZené na elementérnich polynomiélnich
operacich jsou numericky nestabilni. Stava se, ze vypocet v necekanou chvili zcela
praktickych tloh neni z téchto diivodd mozné.

Na druhou stranu, elementérni polynomiélni operace potfebuji k feSeni malé
mnozstvi paméti a v pripadé, Ze nedojde k selhani, jsou pomérné numericky presné.

1.2.2 Symbolické metody

Pro symbolické metody je charakteristicky zptisob reprezentace polynomi, ale i ji-
nych datovych struktur. V systému MATHEMATICA, ale i v jinych pocitacovych
algebraickych systémech, je polynom reprezentovan jako symbolicky vyraz, coz je
pro pocitacové algebraické systémy typické. Vypocty se provadi nad pomérné slozi-
tou a do jisté miry i obecnou datovou strukturou. Z toho plyne nejvétsi nevyhoda
tohoto pfistupu a tou je obrovskéd casovd naroc¢nost feseni. Pro méné rozmérné ob-
jekty je rychlost vypoctu dostacujici, ale pro jiz o néco malo vétsi data je vypocet
nepouzitelny. V mnoha pfipadech vypocetni ¢as roste exponencialné s velikosti za-
dané tlohy.

Efektivita vypocCtu navic znacné zavisi na datovych typech ¢iselnych koeficientu
naroky pro presné ¢isla jsou znacné. Velikost obsazené paméti roste velmi rychle a
takika neomezené v porovnani s redlnymi c¢isly, u nichz nedochéazi k tak velkému
ristu. Samoziejmé tento problém se tyka vSech algoritmi.

Na druhou stranu v nékterych pripadech mize byt symbolicky pfistup mnohem
rychlejsi. Zde je jednoduchy priklad nasobeni dvou polynomialnich matic

1+ 5000 ¢ 0 1
0 1 2 0 )

Jeho Teseni symbolickymi metodami je velmi jednoduché a rychlé, stejné jako kdy-
bychom pftiklad fesili s tuzkou na papire. Pokud pouzijeme numerickych algoritmi,
které jsou popsany v kapitole 3.4, vipocet bude pomalejsi.
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Symbolickymi metodami tedy budeme rozumét vsechny vypocty standardnich
funkci nad polynomy, které jsou reprezentovany jako symbolicky vyraz.

Pokud tedy numerickymi metodami myslime opak symbolickych metod, pak tim
predpoklddame, ze skalarni polynomy nejsou reprezentovany ve standardnim tvaru
symbolického vyrazu, ale tfeba ve tvaru seznamu koeficientii. Tato data mohou ob-
sahovat i symboly, a pfesto s nimi miizeme provadét vypocty. To je dano schopnosti
nékterych funkci pocitat i se symbolickymi daty.

1.2.3 Metoda Sylvesterovych matic

Jedna se o velmi ¢asto pouzivanou metodu pfi vypoctech s polynomidlnimi maticemi
a skalarnimi polynomy, nebot jeji pouziti je ndzorné a ptimé. Vychézi z prevodu po-
lynomialnich matic na konstantni Sylvesterovy matice. Vstupni polynomialni matici
A(s) = Ag + Ays + Ags? + ... + A, s™ snadno prepiseme na Sylvesterovu matici

A . i
A1 Ay
-
A, A
Sa= A, Ay
0 A,

Uloha dale nejéastéji vede na konstantni soustavy rovnic, které je mozné v sys-
tému MATHEMATICA fesit i se symbolickymi daty.

Nevyhodou této metody je ponékud vétsi ndrocnost na velikost pouzité paméti.
Dalsi problém je v odhadu vysledného stupné hledané polynomialni matice. Pfi jeho
feSeni se nejcastéji postupuje tak, ze se urcéi horni a dolni mez stupné polynomialni
matice a potom, napf. bindrnim ptlenim, se hledd minimalni FeSeni.

Metoda Sylvesterovych matic je v této praci pouzita pri skalarnim a maticovém
nasobeni a pii feSeni Diofantické a symetrické rovnice.

1.2.4 Interpolace

Interpolace je uzitecny nastroj pro praci s polynomialnimi maticemi, predevsim pak
v kombinaci s DFT. Pouziva se pfi vypoctech riznych funkci, jako je determinat,
nasobeni, skalarni mocnina nebo pfi feSeni polynomialnich maticovych rovnic i v
dalsich tlohéch fizeni.

Algoritmus 1.2.1 (Interpolace)

Necht pozadovand operace mnebo funkce je [ a je aplikovdna na polynomidlni
matici (nebo skaldr) P(s). Vysledek je potom X (s) = f(P(s)). Algoritmus lze popsat
ve trech krocich.
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Vstup: P(s) = Py+ Pis+ ...+ Pys?

Vystup: X(s) = f(P(s)) = Xo+ X154+ ...+ Xns"

Krok 1. Substituce: Vstupni matice je vyhodnocena v N + 1 komplexnich bo-
dech {s; € C | i =0,1,...,N}, kde N je oc¢ekdvany stuper vysledné ma-
tice X (s). Vysledkem je seznam konstantnich matic {Y; | Y; = P(s;), 1 =
0,1,...,N}.

Krok 2. Vgpocet konstantnich matic: Funkce f je aplikovdna jednotlivé na
vSechny konstantni matice Y;. Tak dostaneme konstantni matice {Z; | Z; =
fY:),i=0,1,..., N}, které jsou partikularnim resenim hledané polynomi-
dalni matice X (s).

Krok 3. Interpolace: Koeficienty vysledné polynomidlni matice X (s) = Xo +
X154...+ XnsN ziskime z konstantnich matic Z; teSenim soustavy rovnic

[(Xo, X1,...,XN]|.V =1[20, Z1,...,ZnN],

kde V' je Vandermodeho matice. Jestlize X (s) je skaldrni polynom, pak

1 1 ... 1
S0 S1 ... SN
2 2 2
V = 50 s1 ... Sy
N N N
L S0 57 cee SN

Pro polynomidlni matici je V' blokova Vandermodeho matice.

V popsaném algoritmu nardzime na problém odhadu poc¢tu a umisténi interpo-
la¢nich bodi. Ukazuje se, ze proveditelnost vypoctu silné zavisi na poloze bodi. Pii
nevhodné volbé polohy interpolacnich bodt je matice V' velmi Spatné podminéna
a ziskané vysledky jsou nepouzitelné. Nejcastéji se interpolac¢ni body voli ve stejné
vzdalenosti od redlné a imaginarni osy v komplexni roviné. Lze je také generovat
nahodné. Dalsi zplisob feSeni spocivad ve vyuziti Fourierovych bodi, viz. metoda
interpolace s DF'T. Tento zptsob se jevi jako nejlepsi.

1.2.5 Interpolace s diskrétni Fourierovou transformaci

Predchozi interpolacni postup lze vyrazné zlep$it pouzitim DFT, respektive FFT.

Definice DFT

Definice 1.2.1 (P¥ima DFT) Necht p = [po,pi,.-.,pN] je vektor komplexnich
¢isel. Potom jeho primd DFT je dina vektorem'y = [yo, y1,-..,Yn], pro jehoZ prvky
plati

N
ye =y pie N (1.1)
=0
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Vektor y nazyvdme obraz vektoru p.

Definice 1.2.2 (Inverzni DFT) Necht'y = [yo,y1,---,Yyn]| je vektor komplexnich
¢isel. Potom jeho inverzni DFT je ddna vektorem p = [po,pi,...,PN|, pro jehoZ

proky plati
N

1 ;2mi g
Pi=1TN Zykejl\’ﬂ : (1.2)
k=0

Jestlize y je obraz p, pak vzorec (1.2) vraci origindlni vektor p.
Nyni zdkladni definice pfimé a inverzni DFT rozsifime na seznam matic.

Definice 1.2.3 (Pfima DFT seznamu matic) NechtP = [Py, Py, ..., Py] je se-
znam komplexnich matic P; rozmeéru m X n. Potom jeho primda DFT je ddna sezna-
mem matic Y = [Yy, Y1,...,Yn], pro jehoZ prvky plati

N
Vi =3 Pe T F (1.3)
1=0

Seznam matic Y nazyvame obraz seznamu matic P.

Definice 1.2.4 (Inverzni DFT seznamu matic) Necht ) = [Yy,Y1,...,Yn] je
seznam komplexnich matic Yy rozméru m x n. Potom jeho inverzni DFT je ddna
seznamem matic P = [Py, Py, ..., Py], pro jehoZ proky plati

N

1 P 27

Pi= oy 2 Ve ¥ (1.4
k=0

Jestlize Y je obraz P, pak vzorec (1.4) vraci origindlni vektor P.

DFT a Interpolace

Definice (1.1) a (1.2) pfimé a inverzni DFT maji zdsadni vyznam ve vylepSeni inter-
- 2k

polaéniho algoritmu 1.2.1. Nechf body sy, znaci e /~+1 a p(s) = po+p1 s+...+py s

je polynom. Pak pfima DFT vektoru koeficientt p = [pg, p1,--.,pn]| je vektor hod-

not y = [yo,y1,-..,yn], kde yr = Zﬁio p; si. je polynom p(s) vyhodnoceny v bodé

si. Tomuto postupu odpovidéa prvni krok interpola¢niho algoritmu (substituce). Na

druhou stranu, pro vektor z = [z1,22,...,2n] vztah (1.2) definuje vektor koefici-
enti x = [xg,1,...,2N] polynom z(s), jehoz hodnoty v bodech s; se rovnaji z;,
kde ¢ = 1,2,...,N. Proto treti krok interpola¢niho algoritmu se specialni volbou

Fourierovych bodd mutze byt nahrazen inverzni DFT.

Stejné vysledky dostaneme i pro polynomialni matici P(s), sta¢i pouze na misto
vektorii p,y uvazovat mnoziny konstantnich matic P, ) a misto vztaha (1.1), (1.2)
pouzit (1.3) a (1.4).

Nasledujici algoritmus je modifikaci algoritmu 1.2.1 s vyuzitim DFT, resp. FFT.
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Algoritmus 1.2.2 (Interpolace s FFT)
Vstup: P(s) = Py + Pis+ ...+ Pys?
Vystup: X(s) = f(P(s)) = Xo+ X154+ ...+ Xns"

Krok 1. Primd DFT: Prima DFT (1.3) je aplikovdna na seznam matic, ktery
tvori koeficienty P(s), P = [Py, P1,...,P;,0441,...0n]. Navic seznam
matic P je doplnén nulovymi maticemi stejného rozméru do poctu N + 1.
Takto obdrzime seznam matic {Y; | Y; = P(s;),1 = 0,1,...,N}, ktery
odpovida hodnotam P(s) ve Fourierovjch bodech.

Krok 2. Vipocet konstantnich matic: Funkce f je aplikovdna jednotlivé na
vechny konstantni matice Y;. Tim dostaneme konstantni matice {Z; | Z; =
fY:),i=0,1,..., N}, které jsou partikularnim resenim hledané polynomi-
dalni matice X (s).

Krok 3. Zpétna DFT: Vysledné koeficienty {Xo, X1, ..., Xn} hledané polyno-
midlni matice X (s) ziskdme ze seznamu konstantnich matic Z; uZitim in-
versni DFT podle (1.4).

1.3 Systémy pocditacové algebry

Pocatky vyvoje systémt pocitacové algebry jsou spjaty s nastupem programova-
cich jazyki FORTRAN a predevsim LISP. Jako prvni program, ktery byl schopen
provadét symbolické manipulace s matematickymi vyrazy byl v roce 1961 program
SAIN (Symbolic Automatic INtegration). Déle ho nasledovaly programy FORMAC,
MATHLAB, REDUCE, SCRATCHPAD, muMATH a dalsi.

Na pocatku osmdesatych let dochézi s nastupem pracovnich stanic zalozenych
na mikroprocesorech k velkému rozvoji pocitacovych algebraickych systému. Jako
prvni saky abfeTiIHSD mxEldisdroitydof yWaterloo objevil systém MAPLE, ktery byl
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1.3.1 MATHEMATICA, MAPLE a MATLAB podrobnéji

VsSechny t¥i programy disponuji vlastnostmi, které jsou dnes charakteristické pro
viechny systémy tohoto druhu'. Jedna se predeviim o manipulaci s vyrazy, které
obsahuji neznamé. Dokazi provadét redukci nebo expanzi neurcitych vyrazi, jako
jsou polynomy, racionalni funkce nebo mocninné rady. Déle jsou schopny provadét
vypocty s libovolné velkymi ¢isly, maji pfesnou racionéalni aritmetiku a pfi vypoctech
v pohyblivé fadové ¢arce lze pouzit libovolné presnosti. Maji v sobé zabudované velké
mnozstvi béznych matematickych funkci a konstant. Dokazi fesit fadu probléma z
matematické analyzy, jako je vypocet limity a derivace funkce, feseni urcitych nebo
neurcitych integrali a FeSeni rovnic. Samoziejmé tyto funkce jsou doplnény dile-
Zitymi numerickymi algoritmy pro hledani kofent rovnic, feSeni soustav linearnich
rovnic, vypocty vlastnich ¢isel a vektordi matic nebo numerickou integraci.

Velmi dtilezitou vlastnosti je schopnost rozsifitelnosti. Ta je ddna mocnym pro-
gramovacim jazykem, ktery umozinuje doplnit systémy o nové algoritmy a funkce.

e MATHEMATICA
Jedna se o jeden z nejrozsifenéjsich systémt svého druhu. Uzce spojuje schop-
nosti symbolickych a numericky vypocti, graficky vystup a programovaci ja-
zyk. Pracovni dokumenty jsou ve formé sesitt (obrazek 1.1), které si uchovavaji
veskeré vysledky (vstupy, vystupy a grafiku). Uzivatelské prosttedi je velice pti-
jemné, propracované a dale rozsifitelné. Lze ho snadno pouzit k dokumentaci
nebo napf. k interaktivni prezentaci vysledku [2, 4].

Dale se vyznacuje schopnosti pracovat s jinymi aplikacemi, jako Excel, Word
nebo slozité databazové systémy. Pomoci rozhrani MathLink je moZno pfi
vypoctech vyuzivat vlastni naprogramované funkce nebo celé aplikace. Lze
ho snadno rozsifit o oborové zamérené nastavby, jako CONTROL SYSTEM
PROFESSIONAL a mnoho dalsich?.

Nyni je dostupné nejnovéjsi verze systému MATHEMATICA 5, kterd obsahuje
fadu novych numerickych a symbolickych algoritmt. Jedna se pfedevsim o op-
timalizaci v oblasti numerické linedrni algebry (BLAS a LAPACK technologie)
[5]. Vypocty linedrnich rovnic nebo maticového nésobeni byly oproti predcho-
zim verzim nékolikandsobné urychleny. Rychlost vypoctd je srovnatelnd a v
nékterych pripadech i vétsi nez v systému MATLAB (na stejném HW).

e MAPLE
Je v soucasnosti vyhodny zejména pro své vyukové a prezentacni moznosti.
Podobné jako MATHEMATICA je schopen si uchovavat informace o vypoctech

Matlab mé trochu odlisné postaveni. Jedna se predevsim o program uréeny k numerickym
vypocétum, avsak jeho nastavba Symbolic Math Toolbox ho zafazuje mezi algebraické pocitacové
systémy, nebot Symbolic Math Toolbox je tvofen vypocetnim jaddrem systému Maple.

2 Advanced Numerical Methods, Signals and Systems, Digital Image Processing, Experimental
Data Analyst, Finance Essentials, Fuzzy Logic, Neural Networks, . ...

Informace o produktech lze ziskat na adrese http://www.wolfram.com/
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F¥kMathematica 5.0 .
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Obrazek 1.1: MATHEMATICA Notebook.

ey

lze nalézt v [6, 9].

MATLAB

Jak jiz bylo feceno, je zaméien predevsim na numerické vypocty v pohyblivé
rfadové carce s pevné danou presnosti. Zakladnim datovym prvkem je dvou-
rozmérné pole. Od verze 5 lze navic deklarovat vicerozmérna pole. Déale byl
systém obohacen o moznost objektového programovani, rychlejsi a propraco-
vanéjsi graficky vystup, nové vizualiza¢ni funkce a rozsifen o dalsi zakladni
matematické funkce [10, 11].

MATLAB byl od pocatku navrhovan tak, aby mohl snadno pfistupovat k
matematickym knihovnam vyvinutym v projektech LINPACK a EISPACK.
Ptvodné byl uréen pro OS UNIX a tato okolnost je dodnes patrna i v OS
Windows, kde jsou pifikazy, na rozdil od predchozich systémi, zadavany do
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prikazové tfadky. Na druhou stranu MATLAB mnohem lépe podporuje praci
programatori pii vyvoji novych funkci a to svym editorem kédu s podporou
ladéni a krokovani vytvarenych funkci.

Najdeme ho skoro na vsech technicky zaméfenych univerzitach, kde slouzi k
viuce matematiky a dalSich technickych predméti. V praxi je vyuzivan jako
vysoce efektivni nastroj pro vyzkum (modelovani, simulace) a analyzu dat.

MATLAB je rozsifitelny o rozsédhlé sady dalsich funkei, které fesi urcité okruhy
problémt® v daném oboru a nazyvaji se Toolboxy. Velmi oblibenou samostat-
nou nastavbou je Simulink. Dokéze fesit soustavy nelinearnich diferencidlnich
rovnic v grafickém prostfedi pfipominajici zapojeni na analogovém pocitaci.
Umozniuje graficky sledovat vystupy v libovolném misté zapojeni.

1.4 Existujici software urceny k vypoctim s polynomi-
alnimi maticemi

V této kapitole je stru¢né popsan existujici software, resp. rozsirujici nastavby pro
systém MATHEMATICA a MATLAB, které se zabyvaji vypocty s polynomialnimi
maticemi, analyzou systémti a navrhem fizeni. Ndmi naprogramované funkce budou
Casto srovnavany pravé s témito systémy.

1.4.1 CONTROL SYSTEM PROFESSIONAL - MATHEMATICA

Jedna se o soubor funkci rozsifujici systém MATHEMATICA. Zabyva se feSenim
problémt z teorie systému a Fizeni. Zahrnuje dva mozné pristupy reseni spojitych a
diskrétnich systémt a to klasicky a moderni.

Obsahuje nové objekty a fadu funkci pracujicich s nimi. Samozfejmé nechybi
podrobna napovéda v elektronické i tisténé podobé [12].

1.4.2 The Polynomial Toolbox for MATLAB

The Polynomial Toolbox (dale jen PTX) pfedstavuje ucelenou sadu programu za-
méfenych na vypocty s polynomy a polynomiadlnimi maticemi s Sirokym spektrem
aplikaci. Nejvice se uplatiiuje v oblastech teorie systému a signali. Zde pouzivané al-
goritmy vypoctu jsou zalozeny na pokrocilych polynomialnich metodach, které jsou
vyvijeny v rdmci narodnich i evropskych vyzkumnych projekta [13]. V poslednich
letech byla fada algoritmt publikovana v prestiznich ¢asopisech a na mezinarodnich
konferencich [15].

PTX obsahuje fadu funkci pro feseni linearnich maticovych polynomialnich rov-
nic, které jsou zalozeny na metodach Sylvesterovych matic. Metody vyuzivajici FFT
se uplatnuji pfi vypoctech hodnosti matic, determinantu a dalSich operaci. Dale
zahrnuje nékolik metod pro vypocty spektralni faktorizace a maticovych zlomku
prenosové funkce MIMO systémil. Najdeme tu také fadu funkci pro testovani a fe-
Seni problému z oblasti robustni stability. Navic PTX obsahuje funkce pro konverzi
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objektl mezi nastavbami Control System Toolbox, Symbolic Math Toolbox a SI-
MULINK.

1.4.3 Polynomial Matrix Utilities - MATHEMATICA

Autorem je A. Pascoletti z univerzity v Udine. Jedné se o jedinou sadu funkci v
systému MATHEMATICA, kterd provadi nékteré pokrocilé algebraické vypocty s
polynomialnimi maticemi [17].

Polynomialni matice jsou reprezentovany maticemi, které obsahuji polynomy
jako symbolické vyrazy a lze je zadévat v proménné z ale i z~'. Koeficienty po-
lynomiélni matice mohou obsahovat i parametry.

Poskytované funkce pocitaji Smithovu, Hermitovu a McMillanovu formu poly-
nomiélnich matic. Tyto funkce vraceji kromé vysledné formy i unimodularni matici
transformace. Dalsi funkce jsou urceny pro vypocet levého a pravého nejvétsiho
spole¢ného délitele a nejmensiho spole¢ného nasobku, zbytku po déleni a feseni Di-
ofantické rovnice.

Vétsina algoritmti je zalozena na sloupcovych a fadkovych tpravach vstupni
polynomidalni matice nebo se provadéji ¢asové naro¢né symbolické vypocéty nad po-
lynomialnimi vyrazy. V kapitolach o elementarnich polynomialnich operacich 1.2.1 a
symbolickych metodéach vypoctu 1.2.2 jsou podrobnéji popsany nevyhody téchto me-
tod a v kapitole 3.7 o feSeni Diofantické rovnice jsou také experimentalnimi vypocty
potvrzeny.



Kapitola 2
Cile prace

Systém MATHEMATICA patii ve své oblasti k nejrozsifenéjsim a k nejvykonnéjsim
programum. Mezi jeho nejvétsi prednosti patii tzké spojeni symbolickych a rych-
Iych numerickych vypoctia. Obsahuje velké mnozstvi matematickych funkci a velmi
mocny programovaci jazyk. Presto poskytované néastroje pro vypocty s polynomi-
alnimi maticemi jsou z pohledu analyzy a navrhu fizeni velmi omezené. V systému
chybi celd rada casto pouzivanych funkci a v pripadé aplikace standardnich rutin
na rozmérnéjsi polynomy nebo polynomialni matice je vypocet neefektivni a casové
velmi naro¢ny, takika nepouzitelny.

Prace je téz motivovana skutecnosti, ze autori systému MATHEMATICA podpo-
ruji navrh fidicich systému ve své samostatné prodejné nastavbé CONTROL SYSTEM
PROFESSIONAL. Nékteré nami vytvorené funkce by v kombinaci s timto nastrojem
mohly byt dobfe vyuzitelné zejména pro urychleni nékterych vypocti.

Toto jsou hlavni diivody, proc¢ jsme se rozhodli v systému MATHEMATICA imple-
mentovat efektivni algoritmy pro pocitani s polynomidlnimi maticemi. Jako hlavni
vzor jsme pouzili The Polynomial Toolbox for MATLAB, ktery je ¢astym pouzivanim
v inzenyrské praxi velmi dobie provéfen.

Dlouhodoby zajem o polynomialni metody v fizeni na Elektrotechnické fakulté
CVUT - Katedfe fidici techniky je dal$im dfivodem nasi volby. Jsou zde intenzivné
studovany a rozvijeny nové postupy analyzy a navrhu fizeni polynomialnimi meto-
dami, které byly prezentovany na mnoha prestiznich konferencich v zahrani¢i. Mezi
hlavni osobnosti v daném oboru patii Prof. Ing. Vladimir Kucera, DrSc. a Doc. Ing.
Michael Sebek, DrSc. Velmi dobfe jsou v této problematice rozvinuty trvalé spolu-
prace se zahrani¢nimi univerzitami a firmami. Jmenovité se jednd o LAAS-CNRS
Toulouse (F), University of Twente (NL), Politechnica di Milano (I) a Aristotle Uni-
versity of Thessaloniki (GR). V loniském roce se ndm podafilo navazat spolupraci s
Aristotelovou univerzitou v Soluni, kde jsme spole¢né zah4jili praci na implementaci
novych funkci pro polynomialni matice s dvéma proménnymi.

Soubézné s touto praci se pracuje na implementaci polynomialnich metod v ja-
zycich C++, JAVA a systému MAPLE.

16



Kapitola 3

Popis implementovanych funkci
s testy

Nasi snahou nebylo vytvorit pouhou sadu funkci v systému MATHEMATICA, ale
celé prostiedi, které uzivateli nabizi snadnou a intuitivni préaci pii vypoctech s poly-
nomialnimi maticemi a skalarnimi polynomy. Proto byly pfedefinovany standardni
funkce a vytvoreny nové polynomidlni objekty. K dispozici je také elektronicky navod
a nékolik palet s predpfipravenymi funkcemi.

Inicializace a nastaveni globalnich proménnych se provadi standardnim zptso-
bem pro zavadéni programovych balickd.

In[1] := << Polynomial®

V jednotlivych kapitolach byly provadény experimentalni vypocty porovnavajici
rychlosti vypoétl jednotlivych metod v systému MATHEMATICA 5 [4]. Rychlost
vypocti byla také porovnavana se systémem MATLAB 6.5 [10] s nastavbou The
Polynomial Toolbox 3.0 [13]. Funkce DESolve byla jako jedind porovnavana s bali¢-
kem Polynomial Matrix Utilities [17]. VSechny testy byly provadény na pocitaci PC
Duron 750MHz, 256MB RAM s Windows 2000. Naméfené casy jsou v sekundach
(znacka ** zastupuje vypocet delsi nez 1000 sekund).

3.1 Polynomialni matice a skalarni polynom

Polynomialni matice mohou byt zadavany v riznych tvarech pomoci funkci PM[pm,
var], PMC[pmc, war] a PLC[plc, war]. VSechny tyto funkce maji stejny vystup
a to pravé objekt polynomialni matice, funkci PolyMat [pme, var, deg], ktera ma
presné definované argumenty. Jestlize je ddna polynomialni matice A(s) = Ag+A41s+
...+ A4, 5%, pak objekt polynomialni matice je ve tvaru PolyMat [{Ag,As,...,Aq,},
S, dA] .

Objekt polynomialni matice je zobrazovan v libovolném tvaru pomoci interni
funkce Format [ ], kterou fidi globalni proménna $Format. Graficky vystup ve tvaru

17
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polynomialni matice zajisti hodnota "Nice", kterd je nastavena jako standardni.
Dalsi mozné tvary vystupniho formatu pro polynomialni matice a skalarni polynomy
jsou ukazany v kapitole 3.10, ktera popisuje vSechny globéalni proménné.

Podobné se pracuje i se skalarnimi polynomy. Skalarni polynom se zadava funk-
cemi P[p, war] nebo PClpc, war]. Jejich vystup je preveden na objekt Poly[pc,
var, deg].

3.1.1 Polynomialni matice — PM[ ]

Zadani ve tvaru polynomialni matice, tj. matice (seznam, List), ve které jsou na
jednotlivych pozicich pfislusné polynomy jako symbolické vyrazy (standardni for-
mat pro zadavani polynomu). Funkce je ve tvaru PM[pm,var]. Prvni argument pm
je vstupni polynomidlni matice. Argument var urcuje proménnou polynomialni ma-
tice pm.

PM[{{k + 72, 1 - s}, {s"=, -1 + .as}}, s]

k + s? 1-s
s —1+405s ),

Na jednotlivych pozicich matice pm mohou byt zadavany i objekty skaldrnich poly-

In[2]
Out [2]

nomu.

PM[{{ P[k + 572, s], 1 - s}, {s”w=, PC[{-1, 22}]}}, sl

k + s? 1-s
s —1405s ),

Pokud je polynomiélni matice bez symboli, nemusi se uvadét druhy parametr pro-
meénné var. Proménnéa se vyhledd automaticky.

In[3]
Out [3]

In[4] := PM[{-{; 1+s 2+s , -o, {s72, 1-s"2}}]
Out[4] =
2+3s5+s2 -3
52 —1+4 2 .

3.1.2 Koeficienty polynomialni matice — PMC[ ]

Zadani ve tvaru maticovych koeficienti polynomialni matice, tj. seznam matic jed-
notlivych mocnin polynomidlni matice. Funkce je ve tvaru PMC[pmc, wvar].

PMC[{{{k,1},{0,-1}}, {{0,-1},{0,0.0}}, {{1,0}, {0,0}},
{{0,0}, {1,0}}}, =l

In[5]

Out [5]
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k+ s? 1-s
s —1405s ),

Pokud neni zadan druhy parametr var, automaticky se dosadi hodnota z globalni
proménné $Variable. Vstupni sesnam dat pmc nesmi obsahovat symbol shodny s
proménnou var, jinak je generovdno chybové hlaseni.

Infe] := PMC[{{{s,1},{0,-1}}, {{0,-1},{0,0.5}}, {{1,0}, {0,0}},
{{0,03}, {1,0}}}] i ' $Variable === s .

Out [6]

General::errcoe: Input coefficients contain variable s.
General::notpolyformat: Input is not in Poly format.

3.1.3 Matice koeficienta polynomt — PLC[ ]

Zadani ve tvaru seznamu koeficient polynomt na jednotlivych pozicich polynomi-
alni matice. Funkce je ve tvaru PLC[plc,var].

In[7] := PLC[{{{k’ O’ 1}’ {1, _1}}’ {{0,031}, {_1,-‘}}}, S]

Out [7]
k+ s 1-s
s —1405s ),

Pri zadavani dat plc a var plati stejné vlastnosti jako u funkce PMC.

3.1.4 Skalarni polynom — P[ ]
Zadani ve tvaru polynomu (symbolicky vyraz).

In[8] := P[k + 2s + 872, s]
Out [8]

(k+2s+s?),
3.1.5 Koeficienty skalarniho polynomu — PC[ ]

Zadani polynomu pomoci seznamu koeficientii jednotlivych mocnin.

In[9] PC[{k,2,1}]

Out [9]

(k+2s+s?)

S

Dalsi mozné tvary zadani a rtizné chybové hlaseni jsou rozebrany v dokumentaci.
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3.2 Scitani

Funkce A+B se¢te polynomiélni objekty A, B a provede nulovani redlnych cisel podle
globalni proménné $Zeroing.

Scitat lze pouze polynomialni matice stejnych rozmérd, jinak je generovano chy-
bové hlaseni a na vystup je vracen vstup, ktery se rovna funkci Plus[ ] s argumenty
polynomidlnich matic rtiznych rozmért. Matice, které 1ze secist jsou secteny.

In[10] := Options[PMRandom] = {Data -° {Integer, {-9, 9}}};
A = PMRandom[1, 2];
B = PMRandom[1, 2, -sl;
C = PMRandom[1, 2];
A+B+C

Out [10]

General::plusdim: Matrices not of the same dimensions.
General::plusdim: Matrices not of the same dimensiomns.

<8165 4+5s> N <888 3—8s —6+s )
3—T7s —4-9s/, 2—4s 5—-6s —3+5s/,
Tento vystup je v souladu s vystupy v systému MATHEMATICA. Pouzitd funkce
PMRandom[deg, size, opt] generuje nahodnou polynomidlni matici stupné€ deg a
rozméru size s Cisly podle opt. Funkce PMRandom je rozebrana podrobné v kapitole
3.9.1.

Daéle je mozné scitat polynomidlni matice se skaldrnimi polynomy. Zadany ska-
larni polynom je pricten k jednotlivym prvkém polynomialni matice.

In[11] PM[{{s"2,-,{1+s,-28}}] + P[1+s]  .'PolyMat + Poly .’

Out [11]

14+s+s2 —2+435
242s 1—s .

K polynomiédlnim objekttim lze také pricist cislo nebo symbol, ktery ale nesmi
byt shodny s proménnou daného polynomialniho objektu, jinak se s¢itani neprovede
a vrati se vstup s chybovym hléSenim.

In[12]
Out[12]

PM[{{s"2,-&,{1+s,-2s}}] + k 'PolyMat + Symbol .’

E+s®> —3+k
l+k+s k—2s)/,
Neékdy je uzitecné symbol nepric¢itat k danému objektu. To nastava v pripadech,
kdy symbol zastupuje polynom nebo polynomialni matici. Pak neni mozné dany sym-
bol pricist jako konstantu. Proto je potfeba nejprve provést ptikaz IsPoly [symbol],

kterym deklarujeme, Ze dany symbol neni konstanta, ale polynomiélni objekt. Tato
konstrukce je rozebrana v obecném pouziti v [16].
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In[13]

IsPoly[k]
term = PM[{{1 + s, s°2}, {0, -s}}] + k

e (5 2
1+s —2s s

Nyni Ize snadno pouzit piikaz dosazeni /. a dopocitat dany vyraz.

Out [13]

In[14] := term /. k - P[1-s]
Out[14] =

1—s+s2 —2—35
2 1—-3s .

Pouzité metody vypoétu

Provadi se pouhé séitani konstantnich matic nebo ¢isel u odpovidajicich mocnin
polynomidlnich matic nebo skaladrnich polynom.

Necht A(s) = Ag+ A15 + ... + Ag,5% a B(s) = By + B1s + ... + By, 5% jsou
vstupni polynomiélni matice, pak plati

A(s)+ B(s) =
(A0+Bo)+(A1+B1)+...—|—(AdA+BdB)SdA ,prods =dp
(Ao + Bo) + ...+ (Ady + Bay)s® + Agy 188t + ...+ Ay, 5% proda > dp
(Ao + Bo) + ...+ (Agq, + Ba,)s% + By, 41597 + ... + By,s% | proda < dp

Porovnani éasové naro¢nosti vypoétu

Jiz pti jednoduché operaci s¢itani rozmérnych polynomialnich matic velkych stupnt
je ¢asova tspora vypoctu oproti standardnim prostfedktim systému MATHEMATICA
znacnda. A to proto, Ze nami definované s¢itani pracuje s vytvorenymi polynomidl-
nimi objekty, u kterych jednotlivé koeficienty polynomialni matice jsou reprezento-
vany konstantnimi maticemi. Samotné s¢itani polynomialnich matic se tudiz ome-
zuje pouze na soucty prislusnych konstantnich matic koeficientd, které neni casové
naroc¢né, na rozdil od standardni funkce pro scitani, kde na kazdy prvek polyno-
mialni matice je pohlizeno jako na obecny vyraz. Soucty jednotlivych prvka jsou
tedy provadény nad obecnymi vyrazy. Tato operace je sice naprosto bezproblémova,
ale ve své obecnosti neni pfi vypoctu tak efektivni jako soucet konstantnich matic.
Rychlost vypoctu A+B pro rtizné rozméry a stupné redlnych polynomialnich matic je
graficky porovnana na obrazku 3.1.

3.3 Nasobeni

V systému MATHEMATICA je nutné rozliSovat mezi maticovym a ,standardnim*
nasobenim (po prvcich). Maticové nésobeni se provadi funkci Dot [a, b], resp. a.b.
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Comparison time—consumption
Addition of polynomial matrices
——— polynomial Plus[]

——— standard Plus[]

H

A7Z7>
e s

7227755
2327

0.5
0.4 L
0.3 Timing
0.2

1 [Second]

A,

Obréazek 3.1: Porovnani ¢asové narocnosti vypoctu funkce Plus[A,B] - metoda Po-
lynomial a Standard.

Funkci Dot je také nutné pouzivat k nasobeni polynomiédlnich matic, které bude
podrobné rozebrano v dalsi kapitole. Nédsobeni mezi vyrazy (¢isla, symboly, seznamy,
...) se provadi pfikazem Times[a, b1, resp. axb nebo pouze allb. Tento piikaz se
vol4 pro nasobeni mezi skaldrnimi polynomy nebo pii nadsobeni polynomidlni matice
konstantou, symbolem nebo skalarnim polynomem. Nasobeni se aplikuje na vSechny
prvky polynomialni matice.

Po vykonané operaci nasobeni se provede nulovani realnych ¢isel podle globalni
proménné $Zeroing. V pripadé nulovych nejvyssich koeficientl se upravuje i stupen
vysledné polynomialni matice. Pouziti funkce $Zeroing je vysvétleno v kapitole 3.10.

mis] = P[1+s] 'P[1-s] " Poly .'Poly
Out[15] =
(1 4782)5
mii6] := P[1+2s] .'PM[{{1 + s, s°2}, {0, -s}}] .| Poly 'PolyMat '
Out[16] =

14+3s+2s2 24243
0 —5—252
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In[17]

Clear[k]; ' _ ‘
k PMI{{1 + s, 572}, {0, -s}}] ' Symbol .'PolyMat '

k+ks ks
0 —ks .

V tomto ptipadé symbol miize navic zastupovat skalarni polynom nebo ¢islo a pak je
nutné vypocet neprovadét. Postupuje se podobné jako v minulém piikladé u séitani.

Out [17]

In[18] := IsPolyl[k];
term = k ' PM[{{1 + s, s°2}, {0, -s}}]
Out[18] =
2 <1+s 52>
0 —s
S
In[19] := term /. k -° P[1 + 2s]
Out[19] =

14+3s+2s%2 s2+2s3
0 —s— 252 )

Pouzité metody vypocétu

Nasobeni polynomialni matice (nebo skaldrniho polynomu) ¢islem (